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Аннотация. Для линейной нестационарной сингулярно возмущенной системы с постоянным за-
паздыванием в уравнении для медленных переменных на основе алгебраического подхода— по-
гружения системы с запаздыванием в семейство систем с расширенным пространством состоя-
ний— и нелокальной замены переменных разработан метод декомпозиции по темпам изменения
переменных. Доказано существование и построена асимптотика преобразования Ляпунова, обоб-
щающего на системы с запаздыванием расщепляющее преобразование Чанга и осуществляющего
полную декомпозицию двухтемповой системы с постоянным запаздыванием на две независимые
подсистемы меньших размеров, чем исходная: отдельно по быстрой и медленной переменным.
Доказано, что расщепленная система алгебраически и асимптотически эквивалентна исходной
системе в расширенном пространстве состояний. Построена асимптотика и исследовано действие
асимптотических аппроксимаций расщепляющего преобразования.
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Abstract. A method of splitting with respect to rates in change of variables is developed for a linear
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1. Введение. Сингулярно возмущенные системы с малым параметром при производной явля-
ются математическими моделями динамических систем, в которых реализуются одновременно
несколько взаимосвязанных подпроцессов с существенно различающимися темпами изменения
переменных (см. [11, 15, 22, 45, 49, 53] и ссылки в них).
В математической теории управления при решении задач анализа и синтеза для сингулярно

возмущенных систем возникают проблемы, обусловленные их многотемповостью. Например, это
проблемы, связанные с высокой размерностью и вычислительной жесткостью моделей в форме
дифференциальных уравнений с малым параметром при старшей производной, с зависимостью
от параметра условий наличия структурных свойств, а также законов управления и наблюдения
такими системами.
Исследование системы может упроститься, если она с помощью некоторого оператора пре-

образования может быть приведена к более простой форме (см. [14, 27]). Для многотемповых
систем такого упрощения можно достичь, если имеется возможность представить систему в фор-
ме с разделенными по темпам переменными. т.е. расщепить (декомпозировать) многотемповую
систему на независимые подсистемы в разных масштабах времени, описывающих движения с
различными скоростями. Проблема применения декомпозиционного подхода заключается в том,
чтобы установить условия на параметры исходной системы, при которых возможна точная или
асимптотическая декомпозиция сингулярно возмущенной системы и связанных с ней объектов,
построить соответствующие преобразования и исследовать их асимптотику и действие.
Для сингулярно возмущенной системы декомпозицию можно реализовать на основе метода

пограничных функций А. Б. Васильевой и В. Ф. Бутузова (см. [10]), метода интегральных много-
образий Н. И. Боголюбова и Ю. А. Митропольского (см. [9]), с помощью невырожденной замены
переменных Чанга (см. [38]).
Метод погранфункций позволяет выполнять декомпозицию сингулярно возмущенных систем

на основе описания движений с различными темпами в разных масштабах времени и асимпто-
тического разложения разделенных по темпам переменных. ОЁприменении метода погранфунк-
ций для решения задач теории управления сингулярно возмущенными системами см., напри-
мер, [11, 15, 16, 53] и ссылки там. Метод погранфункций для сингулярно возмущенных систем с
запаздыванием развивается в [63].
Метод интегральных многообразий реализует геометрический подход к декомпозиции. Он ос-

нован на существовании интегральных многообразий медленных и быстрых движений (см. [29]),
в силу чего фазовое пространство конечномерных двухтемповых систем может быть разложе-
но в прямую сумму двух интегральных многообразий. Асимптотические методы, основанные на
технике интегральных многообразий, развивались и применялись к сингулярно возмущенным си-
стемам управления в [28,29,40,41,44–47,61,63]. В алгебраической форме подход к декомпозиции
сингулярно возмущенной системы, основанный на методе интегральных многообразий, эквива-
лентен построению такого преобразования вектора состояний, что в терминах нового вектора
состояния динамика быстрых и медленных движений описывается независимыми друг от друга
подсистемами, а матрица сингулярно возмущенной системы преобразуется к квазитреугольно-
му и блочно-диагональному виду. При этом и само преобразование, и матрицы расщепленной
системы могут быть представлены в виде асимптотических разложений по малому параметру.
Взаимосвязь между некоторыми подходами к декомпозиции линейных разнотемповых систем
обсуждалась в [59].
В настоящей работе используется алгебраический подход к декомпозиции сингулярно возму-

щенных систем с помощью расщепляющего преобразования. Впервые невырожденное линейное
расщепляющее преобразование для нестационарной линейной сингулярно возмущенной системы
без запаздывания было предложено Чангом [38] и далее использовалось и развивалось в много-
численных исследованиях (см. [1, 12, 13, 20, 21, 26, 28, 29, 36, 38, 39, 42, 43, 48, 50, 57, 60–62, 67, 68] и
ссылки там).
Наличие запаздывания отражает объективное свойство инерционности систем, так или иначе

присущее любым реальным процессам, и приводит к моделям, описываемым функционально-
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дифференциальными уравнениями (см. [31]). Современные исследования по системам с запаз-
дываниям изложены в [30, 40, 45, 56, 60]. Сингулярно возмущенные системы с запаздыванием с
точки зрения декомпозиции изучены гораздо слабее. Присутствие запаздывания в модели опре-
деляет особенности и принципиальные трудности разработки методов декомпозиции, что связано
с бесконечномерностью пространства состояний систем с запаздыванием.
В отличие от систем без запаздывания, класс преобразований для систем с запаздыванием

включает функциональные (нелокальные по времени) преобразования. Вопросы построения пре-
образований для систем с запаздыванием изучались в [18, 24, 25, 37]. Вопросы исследования раз-
личных групп преобразований для нестационарных линейных систем изучались в [3, 4, 6, 14].
Свойства операторов сдвига исследовались в [2].
Для сингулярно возмущенных систем с запаздыванием расщепляющее преобразование стро-

илось в основном в случае малого запаздывания (см. [41, 46, 52, 57, 58]). Вопросы построения и
анализа расщепляющего преобразования для систем с немалым (фиксированным) запаздыванием
менее изучены.
Наличие «немалого» запаздывания в модели вносит особенности и принципиальные сложно-

сти как в разработку методов декомпозиции, так и в его результаты. Так, например, локальная
замена переменных из преобразования Чанга (см. [38]) при применении ее к сингулярно возму-
щенной системе с постоянным запаздыванием приводит лишь к частичной декомпозиции системы
(см. [51]); функциональные преобразования систем с запаздыванием могут привести к измене-
нию пространства решений (см. [18, 24, 25]); получение оценок значений параметра, при которой
справедливы аппроксимации, требует оценок для функциональных матриц; аппроксимации более
высокого порядка (например, второго порядка для решений сингулярно возмущенных систем без
запаздывания из [48]) не переносятся напрямую на сингулярно возмущенные системы с запаз-
дыванием из-за нелокального характера преобразований, выполняющих точную декомпозицию
таких систем.
Для стационарных сингулярно возмущенных систем с немалым запаздыванием расщепляющие

преобразования строились в [19, 44, 45, 47, 51]. Замена переменных в [19] приводит к изменению
оператора системы, асимптотический анализ преобразования не производился. В [44, 45] на ос-
нове асимптотической декомпозиции строятся аппроксимирующие подсистемы первого порядка
(медленная и быстрая); расщепляющее преобразование не строится. Для нестационарных син-
гулярно возмущенных систем с постоянным запаздыванием в обеих переменных расщепляющее
преобразование ранее не строилось.
В связи с этим возникают задачи построения и обоснования преобразования Ляпунова, обоб-

щающего преобразование Чанга на случай линейных нестационарных сингулярно возмущенных
систем с запаздыванием, получения аппроксимаций расщепляющего преобразования, расщеплен-
ной системы и решения исходной системы. Инвариантами преобразования Ляпунова являются
характеристическая матрица системы, структурные свойства управляемости, наблюдаемости и
стабилизируемости системы (см. [25]), класс системы (см. [5]), многие асимптотические характе-
ристики решений линейных систем (см. [23, с. 3]).
Ранее в работах автора [33,34,54,64–66] построено невырожденное расщепляющее преобразова-

ние, обобщающее преобразование Чанга на линейные стационарные, нестационарные сингулярно
возмущенные функционально-дифференциальные системы с конечным запаздыванием (как по-
точечным, так и распределенным) только в медленных переменных, стационарные сингулярно
возмущенные системы с запаздыванием на шкалах для D- и R-моделей. Доказывается оценка для
значений малого параметра, при которых справедлива аппроксимация расщепляющего преобра-
зования.
В настоящей работе, развивающей предыдущие работы автора, разрабатывается расщепляю-

щее преобразование для линейной нестационарной сингулярно возмущенной системы, содержа-
щей постоянное запаздывание в медленной и быстрой переменных состояния в уравнении мед-
ленной переменной. Используется погружение системы в семейство систем с запаздыванием в
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расширенном пространстве состояний, что позволяет расширить класс возможных замен пере-
менных. Операторный подход и представление оператора правой части системы в кольце фор-
мальных степенных рядов позволяют применять алгебраическую технику работы с матрицами
над кольцом формальных степенных рядов, алгебраические свойства оператора запаздывания.
В работе используются следующие обозначения.

R—поле вещественных чисел;
R
n — векторное пространство n-мерных векторов с элементами из R;

R
k×s—множество (k × s)-матриц с элементами из R;

C (T ;R)—кольцо непрерывных на T вещественных функций;
PC (T ;Rn)—пространство n-вектор функций, кусочно непрерывных на T ;
C̄ (T ;Rn)—пространство n-вектор функций, ограниченных и непрерывных на T ;
C1
(
T ;Rk×s

)
—множество непрерывно дифференцируемых (k × s)-матричнозначных функций;

R[μ, z]—кольцо всех полиномов от μ, z над кольцом R;
R[z]—кольцо всех полиномов от z над кольцом R;
Rj[z]—кольцо полиномов степени не выше j от z над кольцом R;
Rij [μ, z]—кольцо полиномов от двух переменных: переменной μ (степени не выше i) и z (степени
не выше j) над кольцом R;
R[[μ; z]]—кольцо формальных степенных рядов от двух переменных μ, z над кольцом R;
En — единичная (n× n)-матрица.

2. Исследуемая система. Постановка задач. Рассмотрим линейную нестационарную син-
гулярно возмущенную систему с постоянным запаздыванием по состоянию:

{
ẋ(t) = A10(t)x(t) +A11(t)x(t− h) +A20(t)y(t) +A21(t)y(t− h),

μẏ(t) = A3(t)x(t) +A4(t)y(t), t ∈ T
�
= [t0, t1].

(1)

Здесь x—медленная переменная, y— быстрая переменная, x ∈ R
n1 , y ∈ R

n2 , μ—параметр, μ ∈
(0, μ0], μ0 � 1, h = const > 0— запаздывание, Aij(t), i = 1, 2, j = 0, 1, Ak(t), k = 3, 4, — матричные
функции подходящих размеров, элементы которых предполагаются достаточно гладкими (точная
гладкость указана ниже).
Далее запись f(·) означает реализацию заданной на T функции f(t) аргумента t, t ∈ T , рас-

сматриваемую как единое целое (элемент некоторого пространства функций, например, C(T ;R)).
При фиксированном μ ∈ (0, μ0] под состоянием системы (1) в момент времени t ∈ T понимаем

n-вектор функцию

zt(·, μ) �
=
(
x(τ, μ), y(τ, μ), τ ∈ [t− h, t]

) ∈ PC
(
[t− h, t];Rn

)
.

Таким образом, пространство состояний системы (1) — это PC
(
[t− h, t);Rn

)
.

С системой (1) связаны не зависящие от параметра μ вырожденная система и система погранс-
лоя, которые формально получаются из сингулярно возмущенной системы, если рассмотреть ее
отдельно в «быстрой» и «медленной» временных шкалах при μ = 0 (см. [35]).
Пусть A3(t), A4(t) продолжены влево на Th

�
= [t0 − h, t0]. Тогда для вырожденной системы при

справедливо представление
{

ẋs(t) = As0(t)xs(t) +As1(t)xs(t− h), xs ∈ R
n1 , t ∈ T,

Asj(t) =: A1j(t)−A2j(t)A
−1
4 (t− jh)A3(t− jh), j = 0, 1, t ∈ T.

(2)

Вырожденная система (2) представляет собой n1-мерную нестационарную систему с запаздыва-
нием в состоянии.
Система погранслоя, соответствующая (1), может быть получена, если рассмотреть систему (1)

в «растянутой» шкале времени: τ = (t− t0)/μ, и положить μ = 0:
⎧
⎨

⎩

d

dτ
yf(τ) = A4(t0)yf (τ), τ ∈ Tμ

�
=

[
0,

t1 − t0
μ

]
,

yf(τ) = y(t0 + μτ), yf ∈ R
n2 .

(3)
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Система погранслоя (3) является стационарной системой размерности n2 без запаздывания.
Далее будет установлена связь между исходной системой (1), ее вырожденной системой (2) и

системой погранслоя (3).

Постановка задач. Для системы (1) построить и обосновать преобразование Ляпунова, обоб-
щающее расщепляющее преобразование Чанга (см. [38]) на систему (1) и при всех достаточно
малых значениях параметра μ > 0 осуществляющее полную декомпозицию исходной двухтем-
повой системы на две независимые подсистемы меньших размеров, чем исходная: отдельно по
быстрой и медленной переменным. Построить асимптотику и исследовать действие асимптоти-
ческих аппроксимаций преобразования, установить связь между матрицами исходной системы и
асимптотическими аппроксимациями матриц расщепленной системы.

3. Операторная форма представления линейной нестационарной сингулярно возму-
щенной системы с запаздыванием. Представим правую часть системы (1) в операторной
форме. Для этого на множестве дифференцируемых функций введем оператор дифференциро-
вания p

�
= d/dt и для заданного h ∈ (0,+∞) на множестве ограниченных функций — оператор

чистого запаздывания e−ph:

e−phx(t) = x(t− h), e−jphx(t) = x(t− jh),

e−phf(x)x(t) = f(t− h)e−phx(t) = f(t− h)x(t− h).
(4)

Корректность представления оператора чистого запаздывания в экспоненциальной форме дока-
зана в [55, утверждение 2.5].
Обозначим через Ai(t, e

−ph), i = 1, 2, ограниченные на T функциональные операторы

Ai(t, e
−ph) : PC([t− h, t];Rn1) → R

ni , Ai(t, e
−ph) = Ai0(t) +Ai1(t)e

−ph, i = 1, 2. (5)

Ограниченность на T операторов (5) следует из ограниченности на T матричных функций Aij(t),
i = 1, 2, j = 0, 1, и ограниченности оператора запаздывания e−ph на множестве ограниченных
функций (см. [2]). Тогда систему (1) можно записать в виде

{
ẋ(t) = A1(t, e

−ph)x(t) +A2(t, e
−ph)y(t),

μẏ(t) = A3(t)x(t) +A4(t)y(t), t ∈ T.
(6)

Определим блочную матрицу

A(t, e−ph) =

(
A1(t, e

−ph) A2(t, e
−ph)

A3(t) A4(t)

)
, (7)

и представим ее в виде
A(t, e−ph) = A0(t) +A1(t)e

−ph, (8)
где

A0(t) =

(
A10(t) A20(t)
A3(t) A4(t)

)
, A1(t) =

(
A11(t) A21(t)

0 0

)
. (9)

Класс блочных (n× n)-матричных операторов A(t, e−ph) вида (8), (9) обозначим через Ah.
Введем обозначение M = diag{En1 , μEn2} и по параметрам системы (1) определим соглас-

но (6)–(9) блочный (n× n)-оператор правой части системы (1):

Aμ = A(t, μ, e−ph) = M−1A(t, e−ph) =

(
A1(t, e

−ph) A2(t, e
−ph)

μ−1A3(t) μ−1A4(t)

)
. (10)

Множество операторов A(t, μ, e−ph) вида (10) обозначим Aμ.
Положим n = n1 + n2 и z′ = (x′, y′)′, где ′ — символ транспонирования. С учетом введенного

оператора (10) и представления (6) систему (1) можно записать в виде

ż(t) = A(t, μ, e−ph)z(t), z ∈ R
n. (11)

Отождествим систему (11) с матричным оператором Aμ = A(t, μ, e−ph) ∈ Aμ. Совокупность
всех таких операторов с непрерывными на T компонентами (т.е. систем вида (11), (10), (5) с
пространством состояний PC([t− h, t];Rn)) обозначим Σh.



54 О. Б. ЦЕХАН

4. Расширение пространства состояний и погружение линейной нестационарной
сингулярно возмущенной системы с запаздыванием в семейство. Построим преобразо-
вание, выполняющее полную декомпозицию системы (1) на независимые подсистемы по темпам
изменения переменных. Одним из способов построения операторов преобразования для систем
дифференциальных уравнений является определение замены переменных.
В общем случае точечной заменой переменных нельзя привести линейную нестационарную

сингулярно возмущенную систему с запаздыванием к системе с разделенными движениями в
том же функциональном пространстве состояний. Это эквивалентно утверждению, что преоб-
разованиями из класса операторов без запаздывания нельзя в общем случае добиться полного
расщепления системы с запаздыванием. Продемонстрируем это на примере.

Пример 1. Рассмотрим линейную нестационарную сингулярно возмущенную систему с за-
паздыванием вида (1): {

ẋ(t) = −x(t) + x(t− h) + y(t− h),

μẏ(t) = −x(t)− y(t), x ∈ R, y ∈ R,
(12)

оператор правой части которой имеет вид

Aμ =

(−1 + e−ph e−ph

−1/μ −1/μ

)
. (13)

Будем искать невырожденную матрицу преобразований в виде

G =

(
g1 g2
g3 g4

)
, gi ∈ R, i = 1, 2, 3, 4. (14)

Применим преобразование (14) к системе (13) (см. [5, с. 42]). Тогда преобразованная матрица
системы имеет вид

G ∗Aμ =
1

μ(−g2g3 + g1g4)
×

×
(
g1(g2 − μ(1− e−ph)g4) + g3(g2 + g4μe

−ph) g22 + g24 μ e−ph + g2g4(1− μ(1− e−ph))
−g21 − g23 μ e−ph − g1g3(1− μ(1− e−ph)) −g1(g2 + g4) + μ g3(g2 − e−ph(g2 + g4))

)
.

Чтобы система расщеплялась, матрица преобразованной системы болжна быть диагональной.
Это равносильно тому, что при любых μ и z система уравнений

{
g2(g2 + g4) + g4(g4 + g2)μz − g2g4μ = 0,

−g1(g1 + g3)− g3(g3 + g1)μz + g1g3μ = 0

разрешима относительно gi, i = 1, 2, 3, 4. Легко видеть, что это возможно только при g1 = g2 =
g3 = g4 = 0, что невозможно для невырожденной матрицы преобразований G.

Вместе с тем, для систем с запаздыванием естественно рассматривать классы преобразований,
порождаемые нелокальными заменами переменных, включающими запаздывание (см. [25, R1–
R4]). Однако можно показать, что в общем случае преобразованиями из того же класса, что
и оператор системы, т.е. преобразованиями с конечным запаздыванием, тоже нельзя добиться
полного расщепления.

Утверждение 1. Существуют такие линейные нестационарные сингулярно возмущенные
системы с запаздыванием, что преобразованием с конечным запаздыванием нельзя добиться
полного расщепления по темпам.

Для построения оператора преобразования, выполняющего полное расщепление системы (1) по
темпам изменения переменных, погрузим пространство состояний PC([t − h, t];Rn) системы (1)
в пространство PC((−∞, t];Rn) и будем искать оператор преобразования, порождаемый нело-
кальной заменой переменных в расширенном пространстве состояний.
Опишем процесс погружения.
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Предположения.
(i) Корни λ(A4(t)) характеристического уравнения det(λEn2 −A4(t)) = 0 матрицы A4(t) удо-

влетворяют неравенству Reλ(A4(t)) < −2γ < 0 для всех t ∈ T , γ = const > 0;
(ii) ‖A4(t)‖ � c2 для всех t ∈ T ;
(iii) ‖Ȧ4(t)‖ � β для всех t ∈ T .
Предположения (i)–(iii) гарантируют, что любая система из семейства быстрых подсистем,

связанных с (1), асимптотически устойчива (см. [35]). При этом из (i) следует, что detA4(t) 	= 0,
t ∈ T .
Погрузим класс Ah операторов (7) в класс Oh нестационарных (n× n)-матричных операторов

Oh(t, e
−ph), t ∈ T , вида

Oh(t, e
−ph) = A0(t) +A1(t)e

−ph, t ∈ T,

где Ai(t) ∈ C̄(T ;Rn×n)—произвольные (n×n)-матричные функции, непрерывные и ограниченные
на T . Таким образом, Oh — это подмножество кольца Rn×n[z], z = e−ph, R = C̄(T,R), (n × n)-
матричных операторов Oh(t, e

−ph) ∈ Oh с непрерывными ограниченными на T элементами из
кольца C̄(T ;R)[z], z = e−ph.
Наряду с Oh определим также класс Oμ зависящих от параметра нестационарных (n × n)-

матричных операторов вида

Oμ(t, μ, e
−ph) = M−1 ·Oh(t, e

−ph), Oh(t, e
−ph) ∈ Oh. (15)

Тогда определенное выше множество Aμ является подклассом класса Oμ, состоящим из завися-
щих от параметра блочных (n× n)-матричных операторов вида (10), (5).
Продолжим с T = [t0, t1] на (−∞, t1] матричные функции Ak(t), k = 1, 2, 3, 4, так, что они

ограничены, непрерывно дифференцируемы и A4(t) удовлетворяет предположению (i) для любого
t ∈ (−∞, t1]. Сохраним для них прежние обозначения.
Погрузим класс операторов Oμ, cодержащий оператор A(t, μ, e−ph) правой части системы (11),

в семейство классов Oμk, k = 1, 2, . . . , определенное следующим образом.
Для произвольных целых k, s, q > 0 определим класс Os×q

k зависящих от параметра нестаци-
онарных (s× q)-матричных операторов вида

Os×q
k (t, μ, e−ph) = M0(t, μ) +M1(t, μ)e

−ph + · · ·+Mk(t, μ)e
−kph, t ∈ T, (16)

где

Mj(t, μ) =
k∑

m=j

μmMm
j (t), j = 0, . . . , k,

Mm
j (t), m = 0, 1, . . . , j, — заданные (s×q)-матричные функции с ограниченными на [t0−kh, t0]∪T

элементами из кольца C̄([t−kh, t];R)[μ, z], z = e−ph; область определения и область значений суть

D(Os×q
k ) = PC([t− kh, t1];R

s), Im(Os×q
k ) = R

q.

Аналогично (15) определим для k = 1, 2, . . . классы Os×q
μk зависящих от параметра нестацио-

нарных (s × q)-матричных операторов вида

Os×q
μk (t, μ, e−ph) = M−1 ·Os×q

k (t, μ, e−ph), Os×q
k (t, μ, e−ph) ∈ Os×q

k . (17)

При k = 1, s = q = n имеем On×n
1 = Oh, On×n

μ1 = Oμ.
Введем также группу Os×q∞ зависящих от параметра нестационарных (s × q)-матричных опе-

раторов

Os×q
∞ (t, μ, e−ph) =

∞∑

j=0

∞∑

m=0

μmMm
j (t)e−jph, t ∈ T,

c ограниченными на (−∞, t1] элементами из кольца C̄((−∞, t1];R)[[μ, z]], z = e−ph, действующих
из PC((−∞, t];Rs) в Rq, и класс Os×q

μ∞ зависящих от параметра нестационарных (s×q)-матричных
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операторов Oμ(t, μ, e
−ph) вида

Os×q
μ∞ (t, μ, e−ph) = M−1 ·Os×q

∞ (t, e−ph), Os×q
∞ (t, e−ph) ∈ Os×q

∞ ;

область определения D(Os×q∞ ) = PC((−∞, t];Rs) и область значений Im(Os×q
k ) = R

q. При s =
q = n верхние индексы n× n в обозначениях операторов и их классов будем опускать, например,
On×n

μ∞ (t, μ, e−ph) = Oμ∞(t, μ, e−ph), On×n
μ∞ = Oμ∞.

В классах Ok, k = 1, 2, . . . , Oμ∞, O∞ операторов (16), (17) выделим подклассы Ak, k = 1, 2, . . . ,
Aμ∞, A∞ операторов вида (16), (17), для которых M0(t), M1(t) имеют вид (9) и Mj(t) ≡ 0, t ∈ T ,
j � 2.
Таким образом, на расширенном пространстве состояний PC((−∞, t];Rn) определены после-

довательности вложенных классов операторов такие что
Ah ⊂ Oh ⊂ · · · ⊂ O(k−1) ⊂ Ok ⊂ · · · ⊂ O∞,

Aμ ⊂ Oμ ⊂ · · · ⊂ Oμ(k−1) ⊂ Oμk ⊂ · · · ⊂ Oμ∞,

Aμ ⊂ Aμ2 ⊂ · · · ⊂ Aμ(k−1) ⊂ Aμk ⊂ · · · ⊂ Aμ∞,

Ak−1 ⊂ Ak ⊂ Ok, A∞ ⊂ O∞, Aμk ⊂ Oμk, Aμ∞ ⊂ Oμ∞.

(18)

Множество Σh систем (11) можно охарактеризовать как множество систем с оператором правой
частиAμ ∈ Aμ и пространством состояний PC([t−h, t];Rn). Наряду с Σh введем также множества
систем с пространством состояний PC((−∞, t];Rn): множество Σ∞ систем вида (11), где вместо
оператора Aμ используется оператор Aμ∞ ∈ Aμ∞, и множество Σ̃∞ систем вида (11), где вместо
оператора Aμ используется оператор Oμ∞ ∈ Oμ∞: Σ∞ ⊂ Σ̃∞.
Таким образом определено погружение множества Σh систем (11) в множество Σ̃∞ систем

вида (11) в расширенном пространстве состояний PC((−∞, t];Rn) с оператором Aμ∞ ∈ Aμ∞
вида (10), в котором элементы матричных блоков Ai0(t), Ai1(t), i = 1, 2, Aj(t), j = 3, 4, являются
функциональными матрицами с элементами из кольца C(T ;R)[[μ, z]], z = e−ph: Σh ⊂ Σ∞.

5. Нелокальная замена переменных и преобразование линейной нестационарной
сингулярно возмущенной системы с запаздыванием. Для системы из Σ∞ с оператором
правой части из Aμ∞ построим расщепляющее преобразование. Рассмотрим в O∞ подмноже-
ство G нестационарных (n × n)-матричных невырожденных при каждом t ∈ (−∞, t1] унимоду-
лярных операторов G(t, μ, e−ph) с элементами из кольца C̄1(T ;R)[[μ, z]], z = e−ph. Определим
произведение G1(μ, e−ph) ·G2(μ, e−ph)(t) двух элементов G1(t, μ, e−ph) и G2(t, μ, e−ph) поточечно
на T , т.е. (

G1(μ, e−ph) ·G2(μ, e−ph)
)
(t) = G1(t, μ, e−ph) ·G2(t, μ, e−ph).

С целью сокращения записей аргументы (t, μ, e−ph) у операторов далее иногда будем опускать.

Утверждение 2. Совокупность G является группой относительно введенной операции
умножения.

Доказательство. Для доказательства надо проверить выполнение трех аксиом:
(a) Для всяких трех элементов G1, G2, G3 верно равенство (G1 ·G2)G3 = G1(G2 ·G3).
(b) Существует такой элемент I ∈ G, называемый единицей, что I ·G = G ·I для любого G ∈ G.
(c) Всякий элемент G ∈ G имеет обратный G−1 ∈ G, для которого GG−1 = G−1G = I.

Из правил умножения матриц и свойств кольца формальных степенных рядов (коммутативное
кольцо с единицей) следует выполнение первых двух аксиом. В качестве I берем единичную
матрицу: I = En. Поскольку для обратимости матрицы над кольцом полиномов необходимо и
достаточно, чтобы она была унимодулярна, с учетом невырожденности G(t, μ, e−ph) при всех
t ∈ (−∞, t1], преобразование (22) невырожденное, откуда следует выполнение требований аксио-
мы (c). �
Группу G можно рассматривать как группу обратимых линейных нелокальных преобразова-

ний. Определим действие GOμ∞ 
→ G∗Oμ∞ группы G операторов преобразования на множестве
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Oμ∞ следующим (сплетающим) равенством:

G ∗Oμ∞ = G−1Oμ∞G−G−1Ġ
�
= Oξη ∈ Oμ∞ (19)

для любых Oμ∞ ∈ Oμ∞, G(t, μ, e−ph) ∈ G. Всякое преобразование G(t, μ, e−ph) ∈ G индуциру-
ет определенное на пространстве PC((−∞, t];Rn1+n2) нелокальное (по времени) преобразование
переменных состояния системы из Σ̃∞ следующим образом:

(
x(t)
y(t)

)
= G(t, μ, e−ph)

(
ξ(t)
η(t)

)
, ξ(t) ∈ R

n1 , t ∈ (−∞, t1], (20)
(
ξ(t)
η(t)

)
= G−1(t, μ, e−ph)

(
x(t)
y(t)

)
, η(t) ∈ R

n2 , t ∈ (−∞, t1]. (21)

Тем самым соотношение (19) определяет действие группы G на множестве систем Σ̃∞, которое
является преобразованием системы с оператором Oμ∞, в систему с оператором G ∗Oμ∞ = Oξη.
Это действие разбивает множество всех систем Σ̃∞ на орбиты. Для фиксированной системы
Oμ∞ ∈ Σ̃∞ подмножество G∗Oμ∞ множества On×n, состоящее из всехG∗Oμ∞, когдаG пробегает
G, называется орбитой системы относительно группы G.
Две системы O1

μ∞ и O2
μ∞, лежащие в одной орбите, называются алгебраически эквивалентны-

ми (см. [17, с. 357]). Необходимым и достаточным условием эквивалентности является выполне-
ние равенства O1

μ∞ = G ∗O2
μ∞ при каком либо G ∈ G.

Определим оператор K(t, μ, e−ph) вида

K(t, μ, e−ph) =

(
En1 μH(t, μ, e−ph)

−L(t, μ, e−ph) En2 − μL(t, μ, e−ph)H(t, μ, e−ph)

)
, (22)

где L(t, μ, e−ph) ∈ On2×n1 , H(t, μ, e−ph) ∈ On1×n2 —операторные матрицы подходящих размеров:

L(t, μ, e−ph) ∈ R[[μ, z]], R = C((−∞, t1];R
n2×n1),

H(t, μ, e−ph) ∈ R[[μ, z]], R = C((−∞, t1];R
n1×n2),

K(t, μ, e−ph) ∈ R[[μ, z]], R = C((−∞, t1];R
n×n);

здесь z = e−ph.

Утверждение 3. Оператор K(t, μ, e−ph) (см. (22)унимодулярный и обратимый и определяет
преобразование при всех μ > 0, всех t ∈ T и любых матриц L и H. При этом справедливо
представление

K−1(t, μ, e−ph) =

(
En1 − μH(t, μ, e−ph)L(t, μ, e−ph) −μH(t, μ, e−ph)

L(t, μ, e−ph) En2

)
. (23)

Доказательство. Несложно проверить, что detK(t, μ, e−ph) ≡ 1 для всех μ > 0, t ∈ T , L, H ,
что согласно определению подтверждает унимодулярность матрицы преобразования. Поскольку
для обратимости матрицы над кольцом полиномов необходимо и достаточно, чтобы она была
унимодулярна, то преобразование (22) невырождено. Непосредственным вычислением устанав-
ливается (23). Из невырожденности следует, что преобразование (22), (23) является преобразо-
ванием подобия для любого значения μ, для любых матриц L и H (т.е. принадлежит классу
преобразований R2 при c = 1, k = 0; см. [25]). �

Утверждение 4. Для любых матричных операторов L(t, μ, e−ph) и H(t, μ, e−ph) оператор
K(t, μ, e−ph) принадлежит группе G (см. (22)).

Чтобы переменные в преобразованной системе (19) были разделены по темпам— отдельно по
медленным и быстрым переменным, необходимо и достаточно, чтобы матрица Oξη (см. (19))
имела блочно-диагональный вид. Выясним условия на оператор (22), при которых это верно
для системы из Aμ∞ ⊂ Oμ∞. Для этого получим уравнения, которым должны удовлетворять
матричные операторы H(t, μ, e−ph), L(t, μ, e−ph) из оператора преобразования (22).
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Продифференцируем (21) в силу системы (1) и выполним замену переменных (20) с G = K
(см. (22)). В результате система (1) преобразуется в эквивалентную систему

ξ̇(t) =
[
A1 −A2L−H

(
A3 −A4L+ μLA1 − μLA2L+ μL̇

)]
ξ(t)+

+
[
μ
(
A1 −A2L

)
H −H

(
A4 + μLA2

)− μḢ +A2−

− μH
(
A3 −A4L+ μLA1 − μLA2L+ μL̇

)
H
]
η(t),

μη̇(t) =
[
A3 −A4L+ μLA1 − μLA2L+ μ L̇

]
ξ(t)+

+
[
A4 + μ

(
A3 −A4L+ μLA1 − μLA2L+ μ L̇

)
H
]
η(t), t ∈ (−∞, t1].

(24)

Чтобы медленные и быстрые переменные состояния системы (24) были полностью разделены,
матричные операторы L(t, μ, e−ph), H(t, μ, e−ph) выбираются из условия равенства нулю в систе-
ме (24) коэффициентов при медленных переменных ξ в уравнении для быстрых переменных η
и наоборот. Тогда матричные операторы L(t, μ, e−ph) и H(t, μ, e−ph) должны удовлетворять для
всех t ∈ (−∞, t1] следующим матричным операторным дифференциальным уравнениям Риккати:

μ L̇(t, μ, e−ph) = A4(t)L(t, μ, e−ph)−A3(t)−
− μL(t, μ, e−ph)

(
A1(t, e

−ph)−A2(t, e
−ph)L(t, μ, e−ph)

)
, t ∈ (−∞, t1], (25)

− μ Ḣ(t, μ, e−ph) = H(t, μ, e−ph)A4(t)−A2(t, e
−ph) + μH(t, μ, e−ph)L(t, μ, e−ph)A2(t, e

−ph)−
− μ

(
A1(t, e

−ph)−A2(t, e
−ph)L(t, μ, e−ph)

)
H(t, μ, e−ph), t ∈ (−∞, t1]. (26)

Таким образом, разрешимость уравнений (25),(26) определяет возможность расщепления систе-
мы (1), а вид решений системы (25), (26) — класс расщепляющих преобразований (22).

6. Асимптотика оператора преобразования и расщепленная линейная нестационар-
ная сингулярно возмущенная система с запаздыванием. Обозначим через O(μ) вектор-
функцию f(t, μ) на [a, b] (размерность ясна из контекста), компоненты которой fi(t, μ) таковы,
что для каждого t ∈ [a, b] существуют такие константы μ∗ > 0, c > 0, что для всех μ ∈ (0, μ∗] верно
неравенство ‖fi(t, μ)‖ � cμ, где ‖ · ‖— евклидова норма. Следующее утверждение устанавливает
условия разрешимости уравнений (25), (26), а также асимптотику операторов преобразования
K(t, μ, e−ph) (см. (22)).

Теорема 1. Пусть элементы матричных функций Aij(t), i = 1, 2, j = 0, 1, Ai(t), i = 3, 4,
определены, ограничены и непрерывно дифференцируемы с ограниченными производными на
(−∞, t1], а также предположения (i)–(iii). Тогда существует такое μ∗ ∈ (0, μ0], что для
всех μ ∈ (0, μ∗] существуют ограниченные непрерывно дифференцируемые (с ограниченны-
ми на (−∞, t1] производными) непрерывно зависящие от μ матричные функции L(t, μ, e−ph),
H(t, μ, e−ph), удовлетворяющие дифференциальным матричным уравнениям (25), (26).

Более того, если элементы матричных функций Aij(t), i = 1, 2, j = 0, 1, Ai(t), i = 3, 4,
непрерывно дифференцируемы k раз на (−∞, t1], k = 1, 2, . . . , то при t ∈ (−∞, t1] для L, H
верны асимптотические представления

L(t, μ, e−ph) =

k−1∑

m=0

μmLm(t, e−ph) +O(μk),

H(t, μ, e−ph) =

k−1∑

i=0

μmHm(t, e−ph) +O(μk),

(27)
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где члены асимптотических рядов (27) находятся по итерационной схеме:

Lm+1(t, e−ph) = A−1
4 (t)

(
Lm(t, e−ph)A1(t, e

−ph)−

−
m∑

j=0

Lm−j(t, e−ph)A2(t, e
−ph)Lj(t, e−ph) + L̇

m
(t, e−ph)

)
,

Hm+1(t, e−ph) =

(
A1(t, e

−ph)Hm(t, e−ph)−A2(t, e
−ph)

m∑

i=0

Li(t, e−ph)Hm−i(t, e−ph)−

−
m∑

i=0

H i(t, e−ph)Lm−i(t, e−ph)A2(t, e
−ph)− Ḣ

m
(t, e−ph)

)
A−1

4 (t), m = 0, 1, . . . ,

(28)

с начальными условиями

L0(t, e−ph) = A−1
4 (t)A3(t), H0(t, e−ph) = A2(t, e

−ph)A−1
4 (t). (29)

Кроме того, для любого целого m � 0 матричные функции Lm(t, e−ph), Hm(t, e−ph) из (28), (29)
могут быть представлены в виде конечных сумм:

Lm(t, e−ph) =
m∑

j=0

Lm
j (t)e−jph, Hm(t, e−ph) =

m+1∑

j=0

Hm
j (t)e−jph, (30)

где Lm
j (t), Hm

j (t), Lm(t, z) ∈ Rm[z], R = C((−∞, t1];R
n2×n1), Hm(t, z) ∈ Rm+1[z], z = e−ph,

R = C((−∞, t1];R
n1×n2), вычисляются по рекуррентным формулам

Lm
j (t) = A−1

4 (t)

(
j∑

s=j−1

Lm−1
s (t)A1,j−s(t− sh)−

−
m−1∑

k=0

k∑

s=0

1∑

r=0

Lk
s(t)A2r(t− sh)Lm−k−1

j−s−r

(
t− (r + s)h

)
+ L̇m−1

j (t)
)
, (31)

Hm
j (t) =

(
1∑

s=0

A1s(t)H
m−1
j−s (t− sh)−

−
1∑

k=0

m∑

i=1

m−1∑

s=0

A2k(t)L
i−1
s (t− kh)Hm−i

j−k−s

(
t− (s + k)h

)−

−
m∑

n=1

n∑

k=0

m∑

s=0

Hn−1
k (t)Lm−n

s (t− kh)A2,j−k−s

(
t− (s+ k)h

) − Ḣm−1
j (t)

)

A−1
4 (t− jh), (32)

Hm
j (t) ≡ 0, если j < 0 или m < 0 или j > m+ 1,

с начальными условиями

L0
0(t) = A−1

4 (t)A3(t), Lm
j (t) = 0, если j < 0 или m < 0 или j > m, (33)

H0
0 (t) = A20(t)A

−1
4 (t), H0

1 (t) = A21(t)A
−1
4 (t− h). (34)

Доказательство. Представление системы Aμ ∈ Σh в операторном виде (11) как системы, опре-
деленной над Ah = Rn×n[z], z = e−ph, R = C(T ;R), и определенное в разделе 5 погружение ее
во множество систем над кольцом O∞ = Rn×n[[μ, z]], z = e−ph, R = C((−∞, t1];R), позволяет
применять для доказательства существования решения L, H (см. (27)) схему из [48, с. 212].
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Будем искать решение L уравнения (25) в виде формального степенного ряда по μ с коэффи-
циентами, являющимися полиномами от символа оператора запаздывания e−ph:

L(t, μ, e−ph) =

∞∑

m=0

μm
m∑

j=0

Lm
j (t)e−jph. (35)

Для доказательства (28) подставим представление (35) в уравнение (25). Далее, выполняя преоб-
разования с учетом начальных условий для Lm

j (t) (см. (29)) и определяющих и алгебраических
свойств (4) оператора запаздывания и приравнивая в полученных уравнениях коэффициенты
при одинаковых степенях μ и e−ph, получаем матричные уравнения для нахождения коэффици-
ентов разложения (35), которые решаются последовательно и однозначно в силу справедливости
предположения (i). Отсюда получаем (29), (28) и (30). Ограниченность на (−∞, t1] матричных
операторов Lm(t, e−ph), Hm(t, e−ph), m = 0, 1, 2, . . . , и их производных следует из (29) и (28) и
ограниченности Aij(t), i = 1, 2, j = 0, 1, Ai(t), i = 3, 4, их производных и ограниченности e−ph.
Представления (31)–(32) доказываются по индукции с учетом определяющих и алгебраических

свойств (4) оператора запаздывания e−ph и используют гладкость матриц системы (1).
Для доказательства асимптотической аппроксимации (27) k-го порядка запишем (35) в виде

L(t, μ, e−ph) =

k−1∑

m=0

μmLm(t, μ, e−ph) + μk+1Rk(t, μ, e−ph), (36)

и докажем ограниченность остаточного члена Rk. Подставляя (36) в уравнение (25), получаем
дифференциальное уравнение для остаточного члена Rk. Например, для k = 1 имеем:

μṘ1 = A4R
1 − L̇

0 −L0(A1 −A1L
0)+

+ μ
(
L0A2R

1 −R1A1 + R1L0A2L
0 + μR1A2R

1
)
, (37)

откуда следует интегральное уравнение для R1.
Далее, используя принцип сжимающих отображений, устанавливаем существование единствен-

ного ограниченного на T решения R1 уравнения (37), что доказывает аппроксимацию (27) для L.
Из непрерывности и ограниченности правой части (37) следует непрерывная дифференцируе-
мость R1 и ограниченность μṘ1, что доказывает справедливость оценки (27). Из представле-
ния (36) для L и доказанной выше ограниченности производных правой части следует непрерыв-
ная дифференцируемость L на (−∞, t1] и ограниченность ее производной.
Аналогично с использованием (35), (26), (29), (4) доказывается существование и представление

решения H(t, μ, e−ph) уравнения Сильвестра (26) в виде формального степенного ряда по пара-
метру μ с коэффициентами, являющимися полиномами по оператору запаздывания с требуемыми
свойствами и оценками. При этом решение уравнения (26) ищем в виде формального степенного
ряда по μ с коэффициентами, являющимися полиномами от оператора запаздывания e−ph:

H(t, μ, e−ph) =
∞∑

m=0

μm
m+1∑

j=0

Hm
j (t)e−jph. (38)

Теорема 1 доказана. �
Подставляя (30) в (25), (26), группируя и приравнивая члены при одинаковых степенях μ и

e−ph, убеждаемся в справедливости следующего утверждения.

Следствие 1. Компоненты Lm
j , j = 0,m, Hm

j , j = 0,m+ 1, m = 0, 1, . . . , из (35), (38) удо-
влетворяют уравнениям

L̇m−1
j (t) = A4(t)L

m
j (t)−

j∑

s=j−1

Lm−1
s (t)A1,j−s(t− sh)+

+
m−1∑

k=0

k∑

s=0

1∑

r=0

Lk
s(t)A2r(t− sh)Lm−k−1

j−s−r

(
t− r + s)h

)
, m = 1, 2, . . . , j = 0,m,
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A4(t)L
0
0(t)−A3(t) = 0,

− Ḣm−1
j (t) = Hm

j (t)A4(t− jh) −
1∑

s=0

A1s(t)H
m−1
j−s (t− sh)+

+
1∑

k=0

m∑

i=1

m−1∑

s=0

A2k(t)L
i−1
s (t− kh)Hm−i

j−k−s

(
t− (s + k)h

)
+

+
m∑

n=1

n∑

k=0

m∑

s=0

Hn−1
k (t)Lm−n

s (t− kh)A2,j−k−s

(
t− (s+ k)h

)
,

H0
0 (t)A4(t) = A20(t), H0

1 (t)A4(t− h) = A21(t).

Следствие 2. При выполнении условий теоремы 1 для достаточно малых μ ∈ (0, μ0] в груп-
пе G существует преобразование Ляпунова вида K(t, μ, e−ph) (см. (22)), которое преобразует
систему Aμ (см. (1)) в систему из Oμ∞ с блочно-диагональной матрицей

Aξη = diag
{
Aξ(t, μ, e

−ph), μ−1Aη(t, μ, e
−ph)

}
, (39)

полностью разделяя быструю и медленную динамики:

K−1AμK −K−1K̇ = Aξη(t, μ, e
−ph).

Доказательство. Так как матричные операторы Lm(t, e−ph), Hm(t, e−ph), m = 0, 1, 2, . . . , и их
производные ограничены на (−∞, t1], то из вида (22) оператора K(t, μ, e−ph) и (23) обратного
оператора K−1(t, μ, e−ph) следует ограниченность на (−∞, t1] оператора K(t, μ, e−ph), обратного
к нему K−1(t, μ, e−ph) и его производной K̇(t, μ, e−ph):

‖K(t, μ, e−ph)‖ � α1, ‖K−1(t, μ, e−ph)‖ � α2, ‖K̇(t, μ, e−ph)‖ � β.

Отсюда имеем

sup
t∈(−∞,t1]

(
‖K(t, μ, e−ph)‖+ ‖K−1(t, μ, e−ph)‖+ ‖K̇(t, μ, e−ph)‖

)
� α1 + α2 + β,

откуда следует, что преобразование (22) является преобразованием Ляпунова. �

Следствие 3. Для любой системы Aμ (см. (1)) из Σ∞ при выполнении условий теоремы 1
для всех достаточно малых μ ∈ (0, μ0] в орбите относительно группы невырожденных пре-
образований G имеется система с блочно-диагональной матрицей Aξη ∈ Σ∞ вида (39), где
Aξ(t, μ, e

−ph) ∈ On1×n1, Aη(t, μ, e
−ph) ∈ On2×n2 представимы в виде асимптотических рядов по

параметру μ. При этом преобразование G ∈ G, приводящее систему (11) к системе с блочно-
диагональной матрицей (39), имеет вид (22), где L, H представимы в виде асимптотических
рядов (27) по параметру μ.

Теорема 2. Пусть выполнены предположения теоремы 1. Тогда существует такое μ∗ > 0,
что в результате замены переменных (20) с G(t, μ, e−ph) = K(t, μ, e−ph) (см. (22), (25), (26)) для
всех μ ∈ (0, μ∗] система (1) преобразуется в алгебраически и асимптотически эквивалентную
систему из множества Σξη ⊂ Σ̃∞ с разделенными движениями вида

Σξη :

{
ξ̇(t) = Aξ(t, μ, e

−ph)ξ(t), ξ ∈ R
n1 ,

μη̇(t) = Aη(t, μ, e
−ph)η(t), η ∈ R

n2 ,
t ∈ T, (40)

где
Aξ(t, μ, e

−ph)
�
= A1(t, e

−ph)−A2(t, e
−ph)L(t, μ, e−ph),

Aη(t, μ, e
−ph)

�
= A4(t) + μL(t, μ, e−ph)A2(t, e

−ph).
(41)
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При этом зависящие от параметра μ и оператора запаздывания e−ph матричные операторы
из (40) ограничены на (−∞, t1] и могут быть представлены в виде асимптотических рядов по
малому параметру μ:

Aξ(t, μ, e
−ph) =

∞∑

m=0

μmAm
ξ (t, e−ph), Aη(t, μ, e

−ph) =

∞∑

m=0

μmAm
η (t, e−ph), (42)

где

Am
ξ (t, e−ph) =

m+1∑

j=0

Am
ξj(t)e

−jph, Am
η (t, e−ph) =

m∑

j=0

Am
ηj(t)e

−jph, (43)

и матричные функции Am
ξj(t), Am

ηj(t) вычисляются итеративно по матричным функциям си-
стемы (1):

A0
ξj(t) = A1j(t)−A2j(t)L

0
0(t− jh), j = 0, 1;

Am
ξj(t) = −

1∑

i=0

A2i(t)L
m
j−i(t− ih), m � 1, j = 0,m+ 1,

A0
η0(t) = A4(t), A0

ηj(t) = 0, j 	= 0,

Am
ηj(t) =

1∑

i=0

Lm−1
j−i (t)A2i(t− (j − i)h), m � 1, j = 0,m,

(44)

Доказательство (40) следует из (24) с учетом (25), (26). Алгебраическая эквивалентность исход-
ной и преобразованной систем вытекает из утверждения 3. Из (24)–(26) следует, что невырож-
денная замена переменных (22) преобразует систему (1) в расщепленную систему (40). Так как
матричные операторы Aμ (см. (10)) и Aξη (см. (19)) лежат в одной орбите действия группы G
на множестве Oμ∞, то они кинематически подобны, а значит, системы (1) и (40) асимптотически
эквивалентны (см. [7, 8]).
Выражения из (41) получаются непосредственно из (19) с учетом (10), (22), (23). Доказатель-

ство представления (42) для Aξ(t, μ, e
−ph) получим из (41), (26) с учетом (35), (38) и определяю-

щих и алгебраических свойств оператора запаздывания. Имеем:

Aξ(t, μ, e
−ph) =

1∑

j=0

A1j(t)e
−jph −

1∑

i=0

A2i(t)e
−iph

∞∑

m=0

μm
m∑

j=0

Lm
j (t)e−jph =

= μ0
1∑

j=0

(
A1j(t)−A2j(t)L

0
0(t− jh)

)
e−jph −

∞∑

m=1

μm
m+1∑

j=0

1∑

i=0

A2i(t)L
m
j−i(t− ih)e−jph,

откуда справедливы выражения (44) для Am
ξj(t). Аналогичным образом доказываются выраже-

ния (44) для Am
ηj(t).

Ограниченность матричных операторов (41) следует из ограниченности операторных матриц
из правой части (41) с учетом теоремы 1. Теорема 2 доказана. �

7. Аппроксимации расщепляющего преобразования и расщепленной линейной
нестационарной сингулярно возмущенной системы с запаздыванием. При любом це-
лом неотрицательном k рассмотрим в Ok совокупность Gk невырожденных при каждом t ∈ T
операторов G(t, μ, e−ph). Для любого k = 1, 2, . . . справедливы включения Gk ⊂ Gk+1.
Наряду с расщепляющим преобразованием K(t, μ, e−ph) (см. (22)) для любого k = 1, 2, . . .

определим действующие на множестве Oμ∞ его асимптотические аппроксимации — операторы
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K [k](t, μ, e−ph) ∈ G2k−1 вида

K[k](t, μ, e−ph) =

⎛

⎜⎜
⎝

En1 μ
k−1∑

m=0
μmHm(t, e−ph)

−
k−1∑

m=0
μmLm(t, e−ph) En2 − μ

k−1∑

m=0
μmLm(t, e−ph)

k−1∑

n=0
μnHn(t, e−ph)

⎞

⎟⎟
⎠ , (45)

где Hm(t, e−ph, Lm(t, e−ph) определены в (28):

K[k](t, μ, e−ph) ∈ R2k−1,2k−1[μ, z], z = e−ph, R = C((−∞, t1];R
n×n).

Утверждение 5. Для любого целого k � 1 оператор K[k](t, μ, e−ph) вида (45) является уни-
модулярным и обратимым для всех μ > 0 и t ∈ T . При этом справедливо представление
(
K [k]

)−1
(t, μ, e−ph) =

=

⎛

⎜
⎜
⎝

En1 − μ
k−1∑

n=0
μnHn(t, e−ph)

k−1∑

m=0
μmL(t, e−ph) −μ

k−1∑

m=0
μmHm(t, e−ph)

k−1∑

m=0
μmLm(t, e−ph) En2

⎞

⎟
⎟
⎠ . (46)

Доказательство. Поскольку detK [k](t, μ, e−ph) ≡ 1 для всех k � 1, матрица K [k](t, μ, e−ph) уни-
модулярна. Так как для обратимости матрицы над кольцом полиномов необходимо и достаточно,
чтобы она была унимодулярна, этим доказано первая часть утверждения. Представление (46)
доказывается непосредственным вычислением. �
Для любого k = 1, 2, . . . действие оператора преобразования K [k] (см. (45)) на оператор Aμ

системы (11) определим согласно (19) с заменой G на K [k]:

K [k] ∗Aμ =
(
K [k]

)−1
AμK

[k] − (K [k]
)−1

K̇
[k]
. (47)

В дальнейшем нам понадобится следующее представление преобразования K [k](t, μ, e−ph)
(см. (45)), вытекающее из (45) и (28):

K[k](t, μ, e−ph) =
2k−1∑

j=0

K
[k]
j (t, μ)e−jph, K

[k]
j (t, μ) =

(
K

[k]
j11(t, μ) K

[k]
j12(t, μ)

K
[k]
j21(t, μ) K

[k]
j22(t, μ)

)

, (48)

где K
[k]
jsr(t, μ)— (ns × nr)-матричные нестационарные операторы, s = 1, 2, r = 1, 2. В частности,

для k = 1, 2 имеем:

K
[k]
j11(t, μ) = δ0jEn1 , K

[k]
j12(t, μ) =

k∑

m=max{1,j}
μmHm−1

j (t), K
[k]
j21(t, μ) = −

k−1∑

m=j

μmLm
j (t),

K
[k]
j22(t, μ) = δ0jEn2 −

k∑

m=max{1,j}
μm

k−1∑

n=0

min{n,j}∑

i=n+j−m

Ln
i (t)H

m−n−1
j−i (t− ih)−

− δ2kμ
3

1∑

i=max{j−2,0}
L1
i (t)H

1
j−i(t− ih), k = 1, 2,

(49)

где δij — символ Кронекера. Из (48), (49) следует

K
[1]
0 (t, μ) =

(
O(1) O(μ)
O(1) O(1)

)
, K

[1]
1 (t, μ) =

(
0 O(μ)
0 O(μ)

)
, K

[2]
0 (t, μ) =

(
O(1) O(μ)
O(1) O(1)

)
,

K
[2]
1 (t, μ) =

(
0 O(μ)

O(μ) O(μ)

)
, K

[2]
2 (t, μ) =

(
0 O(μ2)
0 O(μ2)

)
, K

[2]
3 (t, μ) =

(
0 0
0 O(μ3)

)
.

(50)
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Следствие 4. Справедливо представление

(
K[k]

)−1
(t, μ, e−ph) =

2k−1∑

j=0

K̄
[k]
j (t, μ)e−jph, K̄

[k]
j (t, μ) =

(
K̄

[k]
j11(t, μ) K̄

[k]
j12(t, μ)

K̄
[k]
j21(t, μ) K̄

[k]
j22(t, μ)

)

, (51)

где K̄
[k]
j (t, μ) выражены через (28).

В частности, для k = 1, 2 верно

K̄
[k]
j11(t, μ) = δ0jEn1 −

k∑

m=max{1,j}
μm

1∑

n=0

min{n,j}∑

i=n+j−m

Hm−n−1
j−i (t)Ln

i

(
t− (j − i)h

)−

− kμ3
1∑

i=max{j−2,0}
H1

j−i(t)L
1
i

(
t− (j − i)h

)
, k = 1, 2,

K̄
[k]
j12(t, μ) = −

k∑

m=max{1,j}
μmHm−1

j (t), K̄
[k]
j21(t, μ) =

k−1∑

m=j

μmLm
j (t),

K̄
[k]
j22(t, μ) = δ0jEn2 , k = 1, 2, 3, . . . .

(52)

Из (51) и (52) следует

K̄
[1]
0 (t, μ) =

(
O(1) O(μ)
O(1) O(1)

)
, K̄

[1]
1 (t, μ) =

(
O(μ) O(μ)
0 0

)
, K̄

[2]
0 (t, μ) =

(
O(1) O(μ)
O(1) O(1)

)
,

K̄
[2]
1 (t, μ) =

(
O(μ) O(μ)
O(μ) 0

)
, K̄

[2]
2 (t, μ) =

(
O(μ2) O(μ2)

0 0

)
, K̄

[2]
3 (t, μ) =

(
O(μ3) 0

0 0

)
.

(53)

Утверждение 6. В общем случае для k = 1, 2, . . . преобразование K[k](t, μ, e−ph) (см. (45))
системы (11) приводит лишь к аппроксимативной декомпозиции в следующем смысле: блочная
матрица преобразованной системы, полученной в результате преобразования (45), имеет диа-
гональные блоки, являющиеся O(μ)-возмущением диагональных блоков Aξ, Aη матрицы (39)
расщепленной системы (40) и внедиагональные матричные блоки, элементы которых имеют
порядок малости не менее O(μ).

Доказательство. Проведем доказательство для случая k = 1 (для k > 1 доказательство прово-
дится аналогично). Имеем из (45):

K [1](t, μ, e−ph) =

(
En1 μH0(t, e−ph)

−L0(t, e−ph) En2 − μL0(t, e−ph)H0(t, e−ph)

)
, (54)

(
K [1]

)−1
(t, μ, e−ph) =

(
En1 − μH0(t, e−ph)L0(t, e−ph) −μH0(t, e−ph)

L0(t, e−ph) En2

)
, (55)

Подставим в (47) значение k = 1, оператор Aμ (см. (7)), а также (54) и (55) (для сокращения
записей аргументы (t, e−ph) опускаем):

K [1] ∗Aμ =

(
En1 − μH0L0 −μH0

L0 En2

)(
A1 A2

μ−1A3 μ−1A4

)(
En1 μH0

−L0 En2 − μL0H0

)
−

−
(
En1 − μH0L0 −μH0

L0 En2

)(
0n1 × n1 μḢ

0

−L̇
0 −μL̇

0
H0 − μL0Ḣ

0

)

. (56)

Выполняя операции над матрицами с учетом (30), (31), (33), (32), (34) получаем:

K [1] ∗Aμ = diag
{
En1 , μ−1En2

}×

×
(
A1 −A2L

0 − μH0A4L
1 μ

(
H1A4 −A2L

0 + μH0A4L
1
)
H0

−μA4L
1 A4 + μ2

(
L0A2 + μL0(A1 −A2L

0)H0
)
)
. (57)
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Сравнение равенства (57) с (40), (41) с учетом ограниченности Lm,Hm завершает доказательство
утверждения. �
Из сравнения (57) с представлением матриц вырожденной системы (2) и системы погранслоя

(3) вытекает справедливость следующего утверждения.

Следствие 5. Диагональные блоки матрицы преобразованной системы, полученной в резуль-
тате преобразования K[1](t, μ, e−ph), являются O(μ)-возмущением матриц вырожденной си-
стемы (2) и системы погранслоя (3), а элементы внедиагональных матричных блоков матрицы
преобразованной системы имеют порядок малости не менее O(μ).

Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 1 и матрицы системы (1) дифференцируемы
достаточное число раз. Тогда для любых k = 0, 1, 2, . . . существует такое μ∗ > 0, что для
всех μ ∈ (0, μ∗] расщепленная система (40) асимптотически аппроксимируются с точностью
до O(μk+1) системой

ξ̇k(t) =

k∑

m=0

μm
m+1∑

j=0

Am
ξj(t)ξ

k(t− jh), t ∈ T, (58)

d

dτ
ηk(τ) =

k∑

m=0

μm
m∑

j=0

Ãm
ηj(τ)η

k(τ − jh̃), τ ∈ Tμ, τ =
t− t0
μ

, h̃ =
h

μ
, (59)

где ξk ∈ R
n1, ηk ∈ R

n2, матричные функции в (58)–(59) рассчитываются по формулам (44) и

Ãm
ηj(τ) =

m∑

r=j

τm−r

(m− r)!
A

r(m−r)
ηj (t0). (60)

Доказательство. Прежде всего из (42), (43) имеем представление расщепленной системы (40):
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ξ̇(t) =

∞∑

m=0

μm
m+1∑

j=0

Am
ξj(t)ξ(t− jh),

μη̇(t) =

∞∑

m=0

μm
m∑

j=0

Am
ηj(t)η(t− jh).

(61)

Из ограниченности операторов L, H (см. (22) и (19)) следует ограниченность матриц (41) систе-
мы (40). Правая часть системы (58) получается путем исключения членов порядка выше O(μk)
из правой части первой системы (61).
Чтобы получить представление (59), перепишем вторую подсистему (61) в быстрой («растяну-

той») шкале времени τ = (t− t0)/μ:

d

dτ
η(τ) =

∞∑

m=0

μm
m∑

j=0

Am
ηj(μτ + t0)η(τ − jh̃). (62)

Введем новую функцию η̃(τ) = η(μτ + t0), τ ∈ Tμ. Тогда из (62) получаем

d

dτ
η̃(τ) =

∞∑

m=0

μm
m∑

j=0

Am
ηj(μτ + t0)η̃(τ − jh̃). (63)

В предположении достаточной гладкости матричных функций Am
ηj(μτ + t0) представим их в виде

степенных рядов по μ :

Am
ηj(μτ + t0) =

∞∑

r=0

μr τ
r

r!
A

m(r)
ηj (t0). (64)

Подставим разложения (64) в (63) и выполним преобразования. С учетом ограниченности мат-
ричных функций Am

ηj(t), исключая в выражениях получившейся системы члены, порядок малости
которых выше O(μk), получаем представление (59). Теорема 3 доказана. �



66 О. Б. ЦЕХАН

Замечание 1. Требования на гладкость матриц системы (1) в теореме 3 таковы, чтобы обес-
печить существование производных матриц A

m(r)
ηj (t) до нужного порядка.

Из (48)-(53) вытекает следующее утверждение.

Утверждение 7. В условиях леммы 1 для достаточно малых μ > 0 верно асимптотическое
представление

(
K [k]

)−1
AμK

[k] − (K[k]
)−1

K̇
[k]

= Aξη(t, μ, e
−ph) +O(μk)

и справедливо равенство

M
(
K̄

[k]
j M−1A0(t− jh) + K̄

[k]
j−1A1(t− (j − 1)h) + ˙̄K

[k]
j

)
K

[k]
i−j(t− jh) =

=

(
Aξ(t, μ, e

−ph) +O(μk) O(μk)

O(μk) Ãη(t0, μ, e
−ph̃) +O(μk)

)
�
= MA

[k]
ξη (t, μ, e

−ph), (65)

A
[k]
ξη = M−1 diag

{
A

[k]
ξ ,A

[k]
η

}
.

Из (45) с учетом (30) и утверждения 5 получаем следующее утверждение.

Следствие 6. В отличие от преобразования K (см. (22)), которое является преобразовани-
ем с бесконечным запаздыванием (см. (35), (38)), при любых фиксированных k = 1, 2, . . . пре-
образование K [k](t, μ, e−ph) (см. (45)) является преобразованием с конечным запаздыванием и
принадлежит классу невырожденных преобразований R2 (см. [25]).

Известно (см. [25]), что преобразования этого класса сохраняют управляемость, наблюдаемость
и стабилизируемость системы.

Замечание 2. В общем случае асимптотические приближения K(k)(t, μ, e−ph) порядка O(μk)
расщепляющего преобразования K(t, μ, e−ph) (см. (22)), которые получаются, если в представле-
ние (22) подставить асимптотические ряды (27) после необходимых алгебраических преобразова-
ний отбросить в матричных блоках члены порядка выше O(μk), не будут являться унимодуляр-
ными.

Для подтверждения рассмотрим асимптотическое приближение первого порядкаK(1)(t, μ, e−ph)
преобразованияK(t, μ, e−ph) (см. (22)), которое получается, если в представление (22) подставить
асимптотические ряды (27) и отбросить в матричных блоках члены порядка выше O(μ):

K(1)(t, μ, e−ph) =

(
En1 μH0

−L0 − μL1 En2 − μL0H0

)
.

Пусть n1 = n2 = 1. Тогда detK(1)(t, μ, e−ph) = 1 +m2L1(t, μ, e−ph) 	= 1 при L1(t, μ, e−ph) 	= 0, что
подтверждает справедливость замечания.

Утверждение 8. Для любого k � 1 при условии достаточной гладкости и ограниченности
производных матриц системы (1) преобразования K[k](t, μ, e−ph) вида (45) являются преобразо-
ваниями Ляпунова.

Доказательство. При k = 1 из (30)–(34), непрерывной дифференцируемости и ограниченности
матриц исходной системы следует существование непрерывной производной элементов матрицы
K [1](t, μ, e−ph), ограниченность их и их производных. Для k > 1 это следует при условии боль-
шей гладкости и ограниченности матриц исходной системы. Кроме того, для любого k � 1 из
утверждения 5 имеем detK[k](t, μ, e−ph) ≡ 1. Таким образом, для рассматриваемых преобразова-
ний (45) выполнены все требования, и они являются преобразованиями Ляпунова. �
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8. Примеры. Продемонстрируем на примерах построение асимптотических аппроксимаций
расщепляющего преобразования (45) и расщепленной системы (58)–(59).

Пример 2. Пусть система (1) имеет вид
{

ẋ(t) = −t x(t) + x(t− h)− sin(t)y(t) + y(t− h), x ∈ R,

μẏ(t) = −x(t)− y(t), y ∈ R, t ∈ T = [0, 10].
(66)

Выпишем параметры систем (1), (66):

n1 = n2 = 1, t0 = 0, t1 = 10,

A10 = (−t), A11 = (1), A20 = (− sin(t)), A21 = (1), A3 = (−1), A4 = (−1),

A0(t) =

(−t − sin(t)
−1 −1

)
, A1(t) =

(
1 1
0 0

)
,

A(t, e−ph) =

(−t+ e−ph − sin(t) + e−ph

−1 −1

)
, Aμ =

(−t+ e−ph − sin(t) + e−ph

−1/μ −1/μ

)
.

Для системы (66) выполнены условия теоремы 1. Согласно (29) рассчитываем

L0(t, e−ph) = 1, H0(t, e−ph) = sin(t)− e−ph.

Согласно (48), (46) получаем

K
[1]
0 (t, μ) =

(
1 − μ sin(t)

−1 1− μ sin(t)

)
, K

[1]
1 (t, μ) =

(
0 −μ
0 μ

)
,

K [1](t, μ, e−ph) =

(
1 μ(sin(t)− e−ph)

−1 1− μ(sin(t)− e−ph)

)
,

(
K [1]

)−1
(t, μ, e−ph) =

(
1− μ(sin(t)− e−ph) −μ(sin(t)− e−ph)

1 1

)
.

Система (66) удовлетворяет условиям теоремы 3. Асимптотическая аппроксимация первого по-
рядка совпадает с вырожденной системой (2) и системой погранслоя (3), которые для систе-
мы (66) имеют вид ⎧

⎨

⎩

ẋs(t) = (−t+ sin(t))xs(t), t ∈ T,

d

dτ
yf (τ) = −yf (τ), τ ∈

[
0,

10

μ

]
.

Пример 3. Пусть система (1) имеет вид
{

ẋ(t) = −t x(t) + x(t− h) + y(t− h), x ∈ R,

μẏ(t) = −x(t)− y(t), y ∈ R, t ∈ T = [0, 5h].
(67)

Параметры системы (1), (67):

n1 = n2 = 1, t0 = 0, t1 = 5h,

A10 = (−t), A11 = (1), A20 = 0, A21 = (1), A3 = (−1), A4 = (−1).

Для системы (67) выполнены условия теоремы 1. Согласно (31) рассчитываем

L0
0(t) = 1, H0

0 (t) = 0, H0
1 (t) = −1, L1

0(t) = t,

L1
1(t) = 0, H1

0 (t) = 0, H1
1 (t) = −t, H1

2 (t) = −1, t ∈ T.

Согласно (48), (46) получаем

K [1](t, μ, e−ph) =

(
1 −μ e−ph

−1− t μ 1 + μ e−ph

)
,
(
K[1]

)(−1)
(t, μ, e−ph) =

(
1 + μ e−ph μ e−ph

1 + t μ 1

)
,

K [2](t, μ, e−ph) =

(
1 −μe−ph − μ2e−2ph − tμ2e−ph

−1− tμ 1 + μe−ph + μ2(e−2ph + 2te−ph) + μ3(te−2ph + t2e−ph)

)
,
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(
K [2]

)(−1)
(t, μ, e−ph) =

=

(
1 + μe−ph + μ2(e−2ph + 2te−ph) + μ3(te−2ph + t2e−ph) μe−ph + μ2(e−2ph + te−ph)

1 + tμ 1

)
.

Система (67) удовлетворяет условиям теоремы 3. Асимптотическая аппроксимация первого по-
рядка совпадает с вырожденной системой (2) и системой погранслоя (3) для системы (67) и имеет
вид ⎧

⎨

⎩

ẋs(t) = −t xs(t), t ∈ T,

d

dτ
yf (τ) = −yf(τ), τ ∈

[
0,

5h

μ

]
.

(68)

Заметим, что в отличие от исходной системы (67) ее вырожденная система и система погранс-
лоя (68) являются системами без запаздывания.
Система асимптотической аппроксимации второго порядка (58), (59) расщепленной системы

для (67) имеет вид
⎧
⎪⎨

⎪⎩

ξ̇[2](t) = −tξ[2](t)− μ(t− h)ξ[2](t− h), t ∈ T,

d

dτ
η[2](τ) = −η[2](τ) + μη[2](τ − h

μ
), τ ∈

[
0,

5h

μ

]
.

9. Заключение. Разработанный метод декомпозиции по темпам изменения переменных ли-
нейной нестационарной сингулярно возмущенной системы с запаздыванием использует алгебра-
ический подход представления динамической системы с запаздыванием как системы над кольцом
полиномов от оператора запаздывания, технику погружения системы в семейство систем в расши-
ренном пространстве состояний над кольцом формальных степенных рядов, нелокальную замену
переменных и асимптотические методы.
В результате применения к системе (1) построенного преобразования Ляпунова (22) получается

полностью расщепленная по темпам изменения переменных система с бесконечным запаздыва-
нием с «затухающей» памятью (40), (42), которая алгебраически и асимптотически эквивалентна
исходной системе (1) в расширенном пространстве состояний. При этом расщепленные подсисте-
мы (40), в отличие от исходной системы (1), имеют регулярно зависящую от параметра правую
часть (42), и могут рассматриваться как регулярные возмущения не зависящих от малого пара-
метра вырожденной системы (2) и системы погранслоя (3).
Построенное преобразование (22),(27)–(29) и его асимптотические аппроксимации (45) могут

использоваться для анализа устойчивости, управляемости, наблюдаемости системы (1), асимп-
тотических характеристик её решений. Декомпозиция позволяет получать условия структурных
свойств системы при всех достаточно малых значениях параметра из аналогичных условий для
связанных с ней не зависящих от малого параметра подсистем меньшей размерности — вырож-
денной системы (2) и системы погранслоя (3), разрабатывать робастные законы управления и
наблюдения.
Итерационные схемы (31)–(34) можно использовать для расчета асимптотических аппрокси-

маций (45) любого порядка компонент расщепляющего преобразования (22), (27) и матриц (41)
преобразованной системы (40), построения систем (58), (59) с разделенными по темпам изменения
переменным, асимптотически аппроксимирующих двухтемповую систему (1).
Полученные результаты без принципиальных изменений распространяются на системы ви-

да (1) со многими соизмеримыми запаздываниями. Исследование связи между решениями ис-
ходной системы (1) и преобразованных систем (40), (58)–(59) является предметом дальнейших
исследований автора.
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