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Аннотация. В статье изложены некоторые результаты, полученные для почти геодезических
кривых, геодезических отображений и преобразований. Доказано, что отображение или преобра-
зование, при котором все почти геодезические кривые переходят в почти геодезические кривые,
являются геодезическими. При геодезических отображениях и преобразованиях сохраняются по-
чти геодезические кривые.
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Abstract. In this paper, we present some results obtained for almost geodesic curves and geodesic
mappings and transformations. We prove that a mapping under which all almost geodesic curves pass
to almost geodesic curves is geodesic. Under geodesic mappings and transformations, almost geodesic
curves are preserved.
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1. Введение. Как известно, геодезические линии играют большую роль не только в матема-
тике, но и в ее приложениях, особенно в механике и физике. Их история связана с именами
классиков как Бернулли, Эйлер и Лагранж. Особенную роль нашли в римановой и псевдо-рима-
новой геометрии, а также в теории пространств аффинной связности и их обобщений.
Обобщением геодезических линий являются многие классы кривых, введенных в рассмотрение

с различных точек зрения. С точки зрения математического моделирования физических полей
ввел в рассмотрение квазигеодезические линии А. З. Петров [96]. Обобщением являются магнети-
ческие траектории, например, [46]. Геометрическим обобщением являются F -планарные кривые,
введенные Й. Микешем и Н. С. Синюковым [23]. Другим направлением, которое исходило от
понятия параллельности, являлось введение Н. С. Синюковым [31] почти геодезических кривых.
С выше введенными классами кривых связаны многие типы отображений, сохраняющие те или

другие свойства. Геодезические отображения сохраняют геодезические линии. Их исследование
началось в работах Э. Бельтрами [52, 53]. Т. Леви-Чивита [81] поставил и решил в специаль-
ной системе координат задачу о нахождении римановых пространств с общими геодезическими.
Примечательно, что она была связана с изучением уравнений динамики механических систем. За-
тем теория геодезических отображений римановых, псевдо-риманновых и пространств аффинной
связности без кручения развивалась в работах Т. Томаса [119,120], Ж. Томаса [118], Г. Вейля [126],
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Л. П. Эйзенхарта [43, 74, 75], П. А. Широкова [42], А. С. Солодовникова [37–39], Н. С. Синюко-
ва [27–30, 32, 34, 35], А. В. Аминовой [2, 45], Й. Микеша [11–18, 34, 76, 77, 82–84, 92, 93, 100, 102, 107]
и других.
Вопросы, поднятые при изучении геодезических отображений, были развиты В. Ф. Кага-

ном [10], Г. Врэнчану [125], Я. Л. Шапиро [41], Д. В. Веденяпиным [9] и др. Перечисленными
авторами найдены специальные классы (n− 2)-проективных пространств.
А. З. Петровым [96] было введено понятие квазигеодезических отображений, при которых гео-

дезические линии отображаются на квазигеодезические линии и выполняются дополнительные
условия, имеющие физикальную сущность. Специальными квазигеодезическими отображениями,
в частности, являются голоморфно-проективные отображения келеровых пространств, рассмот-
ренные Т. Оцуки, Я Тасиро, М. Прванович, Й. Микешем и др. [34, 35, 47, 49–51,78, 84, 93].
Естественным обобщением этих классов отображений являются почти геодезические отобра-

жения, введенные в рассмотрение Н. С. Синюковым (см. [31, 33–35]). Им же выделены три типа
почти геодезических отображений π1, π2, π3. Вопрос о том, полна ли данная классификация по-
чти геодезических отображений, долгое время оставался открытым. Полнота этой классификации
установлена в работе В. Е. Березовского, Й. Микеша [61,62].
Затем теория почти геодезических отображений развивалась, например, в работах В. С. Соб-

чука [36, 108], В. С. Шадного [40], Н. Я. Яблонской [44], В. Е. Березовского, Й. Мике-
ша [3, 5–8, 54–57, 59–64, 64–67, 69, 69–71, 84, 89, 93]. Приложения найдены и в теоретической фи-
зике [79].
Исследования геодезических и почти геодезических отображений обобщенно римановых про-

странств и пространств аффинной связности с кручением продолжили Н. О. Весич, А. М. Вели-
мирович, Л. М. Велимирович, И. Гинтерлейтнер, М. Л. Златанович, С. М. Минчич, М. С. Най-
данович (Чирич), М. З. Петрович и М. С. Станкович [73,94,97–99,109–114,121–124,127–132] и др.
Заметим, что наглядным примером геодезических отображений являются центральные проек-

ции плоскостей и гномоническая проекция полусферы на плоскость, а также построенное отоб-
ражение сферы на себя, см. [18, 83, 93]. В работе [21] при помощи параллельных и центральных
проекций плоскости или сферы на сферу построены наглядные примеры почти геодезических
отображений «в целом». Подобный результат получен для поворотных отображений [20].
Другие исследования в этом направлении можно найти, например, в работах [1,4,19,20,22,46,

58, 67, 68, 72, 80, 85–88,90–93,95, 101,103–106,115–117].
В данной работе показано, что отображение или преобразование является геодезическим тогда

и только тогда, когда все почти геодезические кривые переходят в почти геодезические кривые.

2. Геодезические линии и почти геодезические кривые в пространствах аффинной
связности. Рассмотрим пространство аффинной связности An с объектом аффинной связности
без кручения ∇, отнесенное к локальной системе координат x1, x2, . . . , xn. В этой системе коорди-
нат ∇ определяются компонентами Γh

ij(x), которые симметричны по нижним индексам, т.е. имеет
место Γh

ij(x) = Γh
ji(x).

Определение 1. Кривая � пространства аффинной связности An называется геодезической
линией, если ее касательный вектор вдоль нее параллелен.

Из этого определения вытекает, что кривая �(t) является геодезической тогда и только тогда,
когда ее касательный вектор λ(t) = d�(t)/dt удовлетворяет уравнению ∇λ(t)λ(t) = ρ(t) · λ(t), где
ρ—некоторая функция параметра t.
В локальных координатах основные уравнения геодезической линии �(t): xh = xh(t) можно

записать в следующем виде
λh1(t) = ρ(t) · λh(t), (1)

где λh и λh1 —компоненты касательного вектора λ(t) и вектора ∇λ(t)λ(t), как известно

λh1 ≡ λh,αλ
α ≡ dλh(t)

dt
+ Γh

αβ(x(t))λ
α(t)λβ(t), (2)

символ «,» обозначает ковариантную производную по связности ∇ пространства An и Γh
ij —ком-

поненты связности ∇.
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Это определение геодезических и их основные уравнения (1) в согласии с класическими ис-
следованиями, например, Т. Леви-Чивиты [81], Л. П. Эйзенхарта [43, 74], А. П. Нордена [24],
А. З. Петрова [25], П. Рашевского [26], Н. С. Синюкова [34] и других.
Известно, что на геодезической линии можно выбрать параметр t так, что функция ρ(t) ≡ 0.

Этот параметр — канонический или аффинный. См. [24,25,34,43,74,93]. Часто именно уравнение
геодезических линий с каноническим параметром (∇λλ = 0) бывает представляемо в качестве
определения геодезической, что на наш взгляд неправильно, так как понятие геодезических не
должно зависеть от изменения параметра. Детально этот вопрос обсуждается в [93].
Как известно, точкой в данном направлении проходит единственная геодезическая. Но это

верно в случае, когда функции Γh
ij(x) удовлетворяют условиям Лифшица, в частности, когда эти

функции дифференцируемы. В работах [103,104,106] найдены бифуркации геодезических линий,
т.е. случаи, когда точкой в данном направлении проходят как минимум две геодезические динии.
В этих исследованиях компоненты Γh

ij(x) непрерывны.
Пример, который изложен в [93], говорит о том, что обратное утвержнение вообще не верно —

здесь компоненты объектов связности не являются дифференцируемыми, а геодезические имеют
обычные свойства, так как пространство является плоским, а в нем прямые имеют привычные
свщйства и не допускают бифуркаций.
В 1963 г. Н. С. Синюков [31] ввел в рассмотрение следующее обобщение геодезических линий,

см. [35, 71, 84], [34, с. 156–170], [93, с. 456]:

Определение 2. Кривая � пространства аффинной связности An называется почти геодези-
ческой линией, если ее касательный вектор лежит в двумерной площадке, параллельной вдоль
нее.

Кривая �: xh = xh(t) пространства аффинной связности An (n > 2) является почти геодезиче-
ской линией, если ее касательный вектор λh(t) = dxh(t)/dt удовлетворяет уравнению

λh2(t) = a(t) · λh(t) + b(t) · λh1(t), (3)

где

λh2 ≡ λh1,αλ
α ≡ dλh1(t)

dt
+ Γh

αβ(x(t))λ
α
1 (t)λ

β(t), (4)

a(t) и b(t)—некоторые функции указанного аргумента.
С учетом формул (2) и (4) получим уравнения (3) в следующей форме

d2λh

dt2
+ 3Γh

αβ

dλα

dt
λβ + (∂γΓ

h
αβ + Γh

αδΓ
δ
βγ)λ

αλβλγ = a(t) · λh + b(t) ·
(
dλh

dt
+ Γh

αβλ
αλβ

)
. (5)

Подобно тому как для геодезических, можно для почти геодезической кривой найти параметр t
так, что либо функция a(t) ≡ 0 либо функция b(t) ≡ 0, см. [34, с. 162]. Здесь на основании этого
факта доказано, что количество почти геодезических кривых существенно зависит только от од-
ной функции a(t) или функции b(t) (другая при этом нулевая), начальной точки x0, направления
λ(x0) и «ускорения» λ1(x0).
Несмотря на то, что в системе уравнений (5) фигурируют первые производные объектов связ-

ности, для существования почти геодезических линий это требование несущественно. Имеет место
следующая теорема.

Теорема 1. Пусть компоненты Γh
ij(x) в координатной области удовлетворяют условиями

Лифшица, тогда для наперед заданных непрерывных функций a(t) и b(t) существует единствен-
ная почти геодезическая кривая, которая проходит заданной точкой, в заданном направлении
и заданном «ускорении».

Доказательство. Вытекает из того, что основные уравнения почти геодезической линии, согласно
формулам (3) и (4), можно записать в виде системы обыкновенных дифференциальных уравнений
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первого порядка относительно неизвестных функций xh(t), λh(t), λh1(t)

dxh(t)/dt = λh(t);

dλh(t)/dt = −Γh
ij(x(t))λ

i(t)λj(t) + λh1(t);

dλh1(t)/dt = −Γh
ij(x(t))λ

i
1(t)λ

j(t) + a(t) · λh(t) + b(t) · λh1(t).
(6)

Для начальных значений Коши

xh(t0) = xh0 , λh(t0) = λh0 , λh1(t0) = λh1|0,

система (6) для заданных непрерывных функций a(t) и b(t) (одна из этих функций может быть
априори обнулена, как уже было отмечено ранее), при условии, что компоненты Γh

ij(x) удовле-
творяют условиям Лифшица, имеет единственное решение. �

3. Геодезические и почти геодезические отображения. Напомним классическое опреде-
ление геодезических отображений.

Определение 3. Отображение f : An → An называют геодезическим, если при этом отоб-
ражении все геодезические линии пространства An переходят в геодезические линии простран-
ства An.

Н. С. Синюков [34] ввел в рассмотрение более общий класс отображений.

Определение 4. Отображение f : An → An называют почти геодезическим, если при этом
отображении все геодезические линии пространства An переходят в почти геодезические линии
пространства An.

Предположим, что пространство аффинной связности An допускает отображение f на про-
странство аффинной связности An и эти пространства отнесены к общей по отображению системе
координат x1, x2, . . . , xn. Тензором деформации связностей отображения f называют тензор

P h
ij(x) = Γ

h
ij(x)− Γh

ij(x), (7)

где Γh
ij(x) и Γ

h
ij(x)—компоненты объектов аффинной связности пространств An и An, соответ-

ственно, в указанной системе координат.
Известно [2, 24, 25, 34, 43, 45, 74, 81, 93], что для того, чтобы отображение пространства An на

пространство An было геодезическим, необходимо и достаточно, чтобы в общей по отображению
системе координат x1, x2, . . . , xn тензор деформации связностей P h

ij(x) удовлетворял условиям
(уравнения Леви-Чивиты)

P h
ij(x) = ψi(x)δ

h
j + ψj(x)δ

h
i , (8)

где ψi —произвольный вектор и δhi — символы Кронекера.
Известно [31, 33–35], что для того, чтобы отображение пространства An на пространство An

было почти геодезическим, необходимо и достаточно, чтобы в общей по отображению системе
координат x1, x2, . . . , xn тензор деформации связностей P h

ij(x) удовлетворял условиям

Ah
αβγλ

αλβλγ = a · P h
αβλ

αλβ + b · λh,
где λh —произвольный вектор, a и b—некоторые функции переменных x1, x2, . . . , xn и λ1, λ2, . . . , λn,
а тензор Ah

ijk определен следующим образом

Ah
ijk = P h

ij,k + Pα
ijP

h
αk.

Почти геодезические отображения пространств аффинной связности введены в расмотрение
Н. С. Синюковым [31, 33–35]. Им, в соответствии с характером зависимости функций a и b от
координат λ1, λ2, . . . , λn вектора λ, были выделены три типа почти геодезических отображений
π1, π2 и π3.
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Отображения π1, π2 и π3 характеризуются соответственно условиями:

π1 : P
h
(ij,k) + P h

α(iP
α
jk) = δh(iajk) + b(iP

h
jk);

π2 : P
h
ij = δh(iψj) + F h

(iϕj); F h
(i,j) − F h

αF
α
(iϕj) = δh(iμj) + F h

(iρj);

π3 : P
h
ij = δh(iψj) + ϕhaij ; ϕh

,i = ϕhθi + ρδhi ,

где ϕi, ψi, bi, aij, ϕh, θi, ρ, F h
i — тензоры соответствующих валентностей.

Заметим, что геодезические отображения можно рассматривать как тривиальные случаи почти
геодезических отображений всех типов, например, π2 при ϕi = 0 и π3 при aij = 0.
В. Е. Березовский и Й. Микеш доказали полноту этой классификации (см. [61, 62]). Вопросы

пересечения типов почти геодезических отображений изучены в [61].

4. Геодезические отображения и почти геодезические линии.

Теорема 2. При геодезическом отображении f : An → An (n � 3) сохраняются почти геоде-
зические линии.

Доказательство. Пусть пространство аффинной связности An допускает геодезическое отобра-
жение f на пространство An и эти пространства отнесены к общей по отображению f системе
координат x. Рассмотрим кривую � и ее образ �̄ = f(�), которые характеризуются общими урав-
нениями xh = xh(t).
Далее предположим, что �—почти геодезическая линия в пространстве An. Тогда выполняются

уравнения (3), которые запишем в более развернутой форме

λh2 ≡ ∇tλ
h
1 ≡ dλh1(t)/dt+ Γh

ij(x(t))λ
i
1(t)λ

j(t) = a(t)λh(t) + b(t)λh1 (t), (9)

где a(t) и b(t)—некоторые функции параметра t,

λh = dxh(t)/dt и λh1 = ∇tλ
h = dλh(t)/dt+ Γh

ij(x(t))λ
i(t)λj(t). (10)

Напомним классическую запись уравнений Леви-Чивиты

Γ̄h
ij = Γh

ij + δhi ψj + δhj ψi. (11)

Учитывая определение тензора деформации (7) они равносильны условиям (8).
Вычислим соответствующие аналогические объекты пространства An:

λ̄h, λ̄h1 = dλ̄h(t)/dt + Γ̄h
ij(x(t))λ̄

i(t)λ̄j(t), λ̄h2 = dλ̄h1(t)/dt+ Γ̄h
ij(x(t))λ̄

i
1(t)λ̄

j(t).

Исключая Γ̄h
ij при помощи (11) и учитывая формулы (10), получим

λ̄h = λh, λ̄h1 = λh1 + 2ψiλ
i · λh, λ̄h2 = λh2 + 2ψiλ

i · λh1 + 2d(ψiλ
i)/dt · λh.

После несложных вычислений на основании формул (9) убедимся, что

λ̄h2 = ā(t)λ̄h(t) + b̄(t)λ̄h1 (t),

где ā(t) и b̄(t)—некоторые функции параметра t. Эти формулы— основные уравнения почти гео-
дезических линий (3) в пространстве Ān. Следовательно, кривая �̄—почти геодезическая в про-
странстве Ān. �

5. Отображения, сохраняющие почти геодезические линии. Докажем справедливость
следующей теоремы.

Теорема 3. Отображение f : An → An (n � 3) является геодезическим тогда и только то-
гда, когда при этом отображении все почти геодезические линии пространства An переходят
в почти геодезические линии пространства An.
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Доказательство. Докажем необходимость. Предположим, что при отображении f : An → An все
почти геодезические линии � пространства An переходят в почти геодезические линии �̄ = f(�)
пространства An.
Пространства An и An отнесены к общей по отображению f системе координат x1, x2, . . . , xn.

В этом случае почти геодезические линии � ⊂ An и �̄ ⊂ An определяются идентичными уравне-
ниями xh = xh(t).
Для почти геодезической линии � пространства An выполняются уравнения (9) и (10):

λh2 ≡ ∇tλ
h
1 ≡ dλh1(t)

dt
+ Γh

ij(x(t))λ
i
1(t)λ

j(t) = a(t)λh(t) + b(t)λh1 (t),

где a(t) и b(t)—некоторые функции параметра t,

λh =
dxh(t)

dt
, λh1 = ∇tλ

h =
dλh(t)

dt
+ Γh

ij(x(t))λ
i(t)λj(t).

Используя формулу
Γ̄h
ij = Γh

ij + P h
ij ,

которая вытекает из уравнений (7), вычислим

λ̄h, λ̄h1 =
dλ̄h(t)

dt
+ Γ̄h

ij(x(t))λ̄
i(t)λ̄j(t), λ̄h2 =

dλ̄h1(t)

dt
+ Γ̄h

ij(x(t))λ̄
i
1(t)λ̄

j(t).

Принимая во внимание формулы (9) и (10), получим

λ̄h = λh, λ̄h1 = λh1 + P h
ijλ

iλj, λ̄h2 = ∇̄λ̄(λ̄
h
1) = ∇λ(λ

h
1 + P h

αβλ
αλβ) + P h

ij(λ
i
1 + P i

αβλ
αλβ)λj .

Последнее выражение можно записать в виде

λ̄h2 = λh2 + 3P h
αβy

αλβ + (∇γP
h
αβ + P h

αδP
δ
βγ)λ

αλβλγ . (12)

Если линии � и �̄ = f(�) являются почти геодезическими, то имеют место уравнение (9) и анало-
гичное уравнение

λ̄h2 = ā(t)λ̄h(t) + b̄(t)λ̄h1 (t),

где ā(t) и b̄(t)—некоторые функции параметра t.
Исключая из (12) векторы λh2 и λ̄

h
2 , получим

3P h
αβy

αλβ + (∇γP
h
αβ + P h

αδP
δ
βγ)λ

αλβλγ = ã · λh + b̃ · yh + c̃ · P h
αβλ

αλβ, (13)

где ã, b̃, c̃—некоторые функции x1, . . . , xn, λ1, . . . , λn и y1, . . . , yn. Здесь yh = λh1 .
Формула (13) выполняется тождественно в любой фиксированной точке x = (x1, x2, . . . , xn)

для произвольных значений переменных λ1, . . . , λn и y1, . . . , yn.
Легко показать, что функции ã, b̃, c̃—дифференцируемы и если их разложить по первым сте-

пеням λ1, . . . , λn и y1, . . . , yn, то сравнением коэффициентов этого полинома при этих переменных
легко убедиться, что имеют место уравнения Леви-Чивиты (7) и отображение — геодезическое.
Детально различные методики доказательства изложены в работе [78] для установления основ-

ных уравнений геодезических и F -планарных отображений новыми методами. Таким образом,
необходимость доказана.
Достаточность, очевидно, вытекает из теоремы 2. Этим теорема полностью доказана. �

6. Преобразования, сохраняющие почти геодезические линии. Аналогичным способом
можно доказать справедливость следующей теоремы.

Теорема 4. Преобразование пространства аффинной связности An (n � 3) является проек-
тивным тогда и только тогда, когда при этом преобразовании все почти геодезические линии
пространства An переходят в почти геодезические линии пространства An.
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Напомним, что преобразование назывется проективным, если при нем сохраняются геодезиче-
ские линии, см. [2,34,45,75,93]. Эти преобразования характеризуются выполнением обобщенных
уравнений Киллинга

LξΓ
h
ij = ψiδ

h
j + ψjδ

h
i ,

где Lξ —производная Ли вдоль векторного поля ξ, которое называется проективным.
Легко показать, что теоремы 2, 3 и 4 имеют место для пространств аффинной связности с кру-

чением. Это вытекает из факта, что геодезические линии не зависят от кручения аффинной
связности.
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67. Berezovski V. E., Mikeš J., Rýparová L. Geodesic mappings of spaces with affine connnection onto gener-
alized Ricci symmetric spaces// Filomat. — 2019. — 33, № 14. — P. 4475–4480.
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100. Radulovich Zh., Mikeš J., Gavril’chenko M. L. Geodesic Mappings and Deformations of Riemannian
Spaces. — Podgorica: CID, 1997.
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116. Stepanov S., Mikeš J. Application of the Hopf maximum principle to the theory of geodesic mappings//
Kragujevac J. Math. — 2021. — 45, № 5. — P. 781–786.
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132. Zlatanović M. Lj., Velimirović Lj. S., Stanković M. S. Necessary and sufficient conditions for equitorsion
geodesic mapping// J. Math. Anal. Appl. — 2016. — 435, № 1. — P. 578–592.

Ryparova Lenka
Университет им. Ф. Палацкого, Оломоуц, Чехия
E-mail: lenka.ryparova01@upol.cz
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