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Аннотация. Исследованы краевые задачи для неоднородного уравнения влагопереноса с пере-
менными коэффициентами с дробной по времени производной Капуто. С помощью метода энерге-
тических неравенств получены априорные оценки для решения первой и третьей краевых задач,
из которых следует единственность решения рассматриваемых задач и их устойчивость по правой
части и начальным данным.
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Abstract. In this paper, we examine boundary-value problems for the inhomogeneous humidity
transport equation with variable coefficients and the Caputo fractional derivative in time. Using the
method of energy inequalities, we obtain a priori estimates for solutions of the first and third boundary-
value problems, which imply the uniqueness and stability of solutions.
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1. Введение. В последние годы в связи с интенсивным исследованием задач оптимального
управления агроэкосистемой, например, задачи долгосрочного прогнозирования и регулирова-
ния уровня грунтовых вод и почвенной влаги, существенно повысился интерес к дифференци-
альным уравнениям дробного порядка [14, 17, 19]. Исследователи при этом концентрируют свое
внимание на возможности отражения в характере исходных уравнений специфических особен-
ностей изучаемых массивов, их структуры, физических свойств, протекающих в них процессов
и т. д. В связи с этим возникает качественно новый класс дифференциальных уравнений со-
стояния и переноса с дробной производной, являющихся основой большинства математических
моделей, описывающих широкий класс физических и химических процессов в средах с фракталь-
ной структурой и памятью [6,16,18,27]. Начально-краевые задачи в ограниченных областях для
диффузионных и диффузионно-волновых уравнений дробного порядка решались методом раз-
деления переменных [5, 22, 26], методами интегральных преобразований [25], с использованием
принципов максимума и априорных оценок [3, 8, 12, 21], а также численными методами [7, 23, 24].
Настоящая работа посвящена исследованию уравнения влагопереноса типа Аллера—Лыкова с
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переменными коэффициентами с дробной производной Капуто

A1∂
α+1
0t u+ ∂α

0tu =
∂

∂x

(
k(x, t)

∂u

∂x

)
+ ∂α

0t

∂

∂x

(
η(x)

∂u

∂x

)
+ r(x, t)

∂u

∂x
− q(x, t)u+ f(x, t), (1)

где ∂γ
0t — оператор дробного дифференцирования Капуто, 0 < α < 1, A1, A = const > 0. Та-

кого рода уравнения с дробными производными Римана—Лиувилля рассматривались в работах
авторов и решались методом разделения переменных, методом априорных оценок. Среди послед-
них отметим работы [2, 9, 13], в которых исследовано уравнение влагопереноса Аллера—Лыкова
с дробной по времени производной с различного рода граничными условиями. В [4] доказано
существование и единственность решения первой краевой задачи для уравнения Аллера—Лыко-
ва с постоянными коэффициентами, в [10] исследована вторая краевая задача. В [11] получены
решения системы разностных уравнений с постоянными коэффициентами, возникающих при ис-
пользовании метода прямых, также найдены априорные оценки, из которых следует сходимость
решений систем обыкновенных дифференциальных уравнений с переменными коэффициентами
дробного порядка.

2. Вспомогательные сведения. Оператор дробного интегродифференцирования в смысле
Римана—Лиувилля Dγ

0y порядка γ определяется следующим образом (см. [17]):

Dγ
ayg(y) =

sign(y − a)

Γ(−γ)

y∫
a

g(y) ds

|y − s|γ+1
, γ < 0;

при γ � 0 оператор Dγ
0y определяется соотношением

Dγ
ayg(y) = sign(y − a)

d

dy
Dγ−1

0y g(y), γ � 0.

Дробная производная Капуто ∂γ
0tg(y) порядка γ определяется формулой (см. Kerefov:bib:01)

∂γ
ayg(y) = signn(y − a)Dγ−n

0y g(n)(y), n− 1 < γ � n, n ∈ N,

и, в частности, связана с производной Римана—Лиувилля соотношением

Dγ
ayg(y) =

g(a)(y − a)γ

Γ(1− γ)
+ ∂γ

ayg(y), g(y) ∈ L[a, b], γ ∈ (0, 1).

В дальнейшем нам потребуются следующие леммы.

Лемма 1 (см. [1]). Для любой абсолютно непрерывной на [0, T ] функции g(y) справедливо
неравенство

g(y)∂α
0yg(y) �

1

2
∂α
0yg

2(y), 0 < α < 1.

Лемма 2 (см. [1]). Пусть неотрицательная абсолютно непрерывная функция g(y) удовле-
творяет для почти всех y из [0, T ] неравенству

∂α
0yg(y) � c1g(y) + c2(y), 0 < α < 1,

где c1 > 0, c2(y)— суммируемая на [0, T ] неотрицательная функция. Тогда

g(y) � y(0)Eα

(
c1y

α
)
+ Γ(α)Eα,α

(
c1y

α
)
D−α

0y c2(y),

где

Eα(z) =
∞∑
n=0

zn

Γ(αn + 1)
, Eα,μ(z) =

∞∑
n=0

zn

Γ(αn+ μ)

—функции Миттаг-Леффлера.
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Лемма 3 (см. [15, c. 152]). Пусть неотрицательная абсолютно непрерывная функция y(t)
удовлетворяет для почти всех t из [0, T ] неравенству

dy

dt
� c1(t)y(t) + c2(t),

где ci(t)— суммируемые на [0, T ] неотрицательные функции. Тогда

y(t) � exp

⎧⎨
⎩

t∫
0

c1(τ)dτ

⎫⎬
⎭
⎡
⎣y(0) +

t∫
0

c2(ξ) exp

⎛
⎝−

ξ∫
0

c1(τ)dτ

⎞
⎠ dξ

⎤
⎦ �

� exp

⎧⎨
⎩

t∫
0

c1(τ)dτ

⎫⎬
⎭
⎡
⎣y(0) +

t∫
0

c2(τ)dτ

⎤
⎦ .

В дальнейшем будем предполагать существование решения, рассматриваемой в работе задачи.
Далее Mi, i = 1, 2, . . . положительные постоянные, зависящие исключительно только от входных
данных рассматриваемой задачи.
Скалярное произведение и норма определяется следующим образом:

(a, b) =

l∫
0

a(x)b(x) dx, (a, a) = ‖a‖20, a, b ∈ [0, l].

Исследование уравнения (1) будем проводить методом априорных оценок.

3. Постановка первой краевой задачи и формулировка результата. В области ΩT ={
(x, t) : 0 < x < l, 0 < t < T

}
рассмотрим первую краевую задачу для уравнения (1) с краевыми

условиями
u(0, t) = 0, u(l, t) = 0, 0 � t � T, (2)

и начальными условиями

u(x, 0) = τ(x), ut(x, 0) = ν(x), 0 � x � l, (3)

где τ(x), ν(x)— заданные функции.

Теорема 1. Если

kt(x, t), qt(x, t), f(x, t) ∈ C
(
ΩT

)
, ν(x) ∈ C[0, l], τ(x) ∈ C1[0, l],

0 < c1 � k(x, t), η(x), r(x, t), q(x, t) � c2,
∣∣kt(x, t), qt(x, t)

∣∣ � c3

всюду на ΩT , то для решения задачи (1)–(3) справедлива априорная оценка

Dα−1
0t ‖ut‖20 + ‖u‖2W 1

2 (0,l)
� M

⎛
⎝

t∫
0

‖f‖20dτ + ‖τ(x)‖2w2
2(0, l)

+ ‖ν(x)‖20

⎞
⎠ , (4)

где ‖u‖2
W 1

2 (0,l)
= ‖u‖20 + ‖ux‖20.

Доказательство. Для вывода априорной оценки умножим уравнение (1) скалярно на ut:(
A1∂

α+1
0t u, ut

)
+
(
∂α
0tu, ut

)− ((kux)x, ut
)− (∂α

0t(ηux)x, ut
)− (rux, ut

)
+
(
qu, ut

)
=
(
f, ut

)
. (5)

Преобразуем слагаемые тождества (5), учитывая лемму 1 и граничные условия (2):

(
A1∂

α+1
0t u, ut

)
= A1

l∫
0

ut
Γ(1− α)

t∫
0

uττ (x, τ)dτ

(t− τ)α
dx = A1

l∫
0

ut∂
α
0tut dx � A1

2
∂α
0t‖ut‖20,
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(
(kux)x, ut

)
=

l∫
0

ut(kux)xdx = utkux(x, t)
∣∣∣l
0
−

l∫
0

kuxtux dx =

= −1

2

∂

∂t

l∫
0

ku2x(x, t) dx+
1

2

l∫
0

ktu
2
x(x, t) dx,

(
∂α
0t(ηux)x, ut

)
= ut∂

α
0t(ηux)

∣∣∣l
0
−

l∫
0

η(x)uxt∂
α
0tux dx = −

l∫
0

η(x)uxt∂
α
0tux dx,

l∫
0

q(x, t)u(x, t)ut(x, t)dx =
1

2

∂

∂t

l∫
0

q(x, t)u2(x, t) dx− 1

2

l∫
0

qt(x, t)u
2(x, t) dx,

(
rux, ut

)
� c2

4ε
‖ux‖20 + c2ε‖ut‖20,

(
f, ut

)
� 1

4ε
‖f‖20 + ε‖ut‖20.

Последние два неравенства получены при помощи неравенства Коши—Буняковского и ε-неравен-
ства (см. [20]):

(
f, ut

)
� 1

4ε
‖f‖20 + ε‖ut‖20, ε > 0.

С учетом полученных неравенств из (5) находим

A1

2
∂α
0t‖ut‖20 +

(
∂α
0tu, ut

)
+

+
1

2

∂

∂t

⎛
⎝

l∫
0

ku2x(x, t)dx +

l∫
0

q(x, t)u2(x, t)dx

⎞
⎠ +

l∫
0

η(x)uxt∂
α
0tux dx �

�
( c2
4ε

+
c3
2

)
‖ux‖20 + (c2ε+ ε)‖ut‖20 +

1

4ε
‖f‖20 +

c3
2
‖u‖20. (6)

Проинтегрируем (6) по τ от 0 до t с учетом (3):

Dα−1
0t ‖ut‖20 + ‖ux‖20 + ‖u‖20 +

t∫
0

dτ

l∫
0

ut∂
α
0tu dx+

t∫
0

dτ

l∫
0

η(x)uxt∂
α
0tux dx �

� M1

⎛
⎝

t∫
0

‖f‖20dτ +

t∫
0

‖ut‖20dτ +

t∫
0

‖u‖20dτ +

t∫
0

‖ux‖20dτ + ‖ν(x)‖20 + ‖τ ′(x)‖20 + ‖τ(x)‖20

⎞
⎠ , (7)

Справедлива следующая оценка:
∣∣∣∣∣∣

t∫
0

dτ

l∫
0

ut ∂
α
0tu dx

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

t∫
0

dτ

l∫
0

uτ (x, τ)

τ∫
0

uη(x, η)

(τ − η)α
dη dx

∣∣∣∣∣∣ �

� 1

2

t∫
0

‖uτ (x, τ)‖20dτ +
1

2Γ2(1− α)

t∫
0

dτ

l∫
0

dx

⎛
⎝

τ∫
0

uη(x, η)

(τ − η)α
dη

⎞
⎠

2

�

� 1

2

t∫
0

‖uτ (x, τ)‖20dτ +
1

2Γ2(2− α)

l∫
0

dx

t∫
0

dτ

⎛
⎝τ1−α

τ∫
0

u2η(x, η)

(τ − η)α
dη

⎞
⎠ �
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� 1

2

t∫
0

‖uτ (x, τ)‖20dτ +
t1−α

2Γ2(1− α)

l∫
0

dx

t∫
0

(t− τ)1−αu2τ (x, τ)dτ �

�
(
1

2
+

t2−2α

2Γ2(2− α)

) t∫
0

‖uτ (x, τ)‖20dτ. (8)

Из (7) с учетом (8) и неравенства

t∫
0

dτ

l∫
0

η(x)uxt∂
α
0tux dx � c2

t∫
0

dτ

l∫
0

uxtD
α−1
0t uxτ dx � 0

(см. [17]) получим

Dα−1
0t ‖ut‖20 + ‖u‖20 + ‖ux‖20 �

� M2

⎛
⎝

t∫
0

‖f‖20dτ +

t∫
0

(‖u‖20 + ‖ux‖20
)
dτ +

t∫
0

‖uτ‖20dτ + ‖ν(x)‖20 + ‖τ(x)‖2W 1
2 (0,l)

⎞
⎠ . (9)

Воспользуемся леммой 3. Отбросив первое слагаемое в левой части неравенства (9) и введя обо-
значения

y(t) =

t∫
0

‖u‖2W 1
2 (0,l)

dτ, y′(t) = ‖u‖2W 1
2 (0, l)

, y(0) = 0,

получим оценку
t∫

0

‖u‖2W 1
2 (0,l)

dτ � M2

⎛
⎝

t∫
0

‖f‖20dτ +

t∫
0

‖uτ‖20dτ + ‖ν(x)‖20 + ‖τ(x)‖2W 1
2 (0,l)

⎞
⎠ . (10)

Отбросив в левой части неравенства (9) второе и третье слагаемые, с учетом (10) приходим к
неравенству

Dα−1
0t ‖ut‖20 � M4

⎛
⎝

t∫
0

‖f‖20dτ +

t∫
0

‖uτ‖20dτ + ‖ν(x)‖20 + ‖τ(x)‖2W 1
2 (0,l)

⎞
⎠ . (11)

На основании леммы 2, где

y(t) =

t∫
0

‖uτ‖20dτ, ∂α
0ty(t) = Dα−1

0t ‖ut‖20, y(0) = 0

из (11) находим
t∫

0

‖uτ‖20dτ � M5

(
D−α−1

0t ‖f‖20 + ‖ν(x)‖20 + ‖τ(x)‖2W 1
2 (0,l)

)
. (12)

В силу неравенства

D−α−1
0t ‖f‖20 �

tα

Γ(1 + α)

t∫
0

‖f‖20dτ

из неравенств (9), (10), (12) получаем искомую априорную оценку (4), которая влечет единствен-
ность решения задачи (1)–(3). �
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4. Постановка третьей краевой задачи и априорная оценка решения. Рассмотрим тре-
тью краевую задачу для уравнения (1) в области ΩT , удовлетворяющее краевым условиям{

Π(0, t) = β1u− μ1(t),x = 0,

−Π(l, t) = β2u− μ2(t),x = l,
(13)

и начальным условиям (3), где

Π(x, t) = k(x, t)ux + ∂α
0t(ηux).

Теорема 2. Если дополнительно к условиям теоремы 1 выполняются соотношения

βi, μi ∈ C[0, T ], βi � c4 > 0, i = 1, 2, для всех t ∈ [0, T ],

то для решения задачи (1), (13), (3) справедлива априорная оценка

Dα−1
0t ‖ut‖20 + ‖u‖2W 1

2 (0,l)
+ u2(l, t) + u2(0, t) �

� M

⎛
⎝

t∫
0

‖f‖20dτ +

t∫
0

(μ2
1 + μ2

2)dτ + ‖ν(x)‖20 + ‖τ(x)‖2w2
2(0,l)

+ τ2(l) + τ2(0)

⎞
⎠ . (14)

Доказательство. Повторим те же рассуждения, которые производились при доказательстве тео-
ремы 1. Преобразуя слагаемые (5) с учетом (13), получим:

(
(kux)x, ut

)
=

l∫
0

ut(kux)xdx = utkux(x, t)
∣∣∣l
0
−

l∫
0

kuxtuxdx =

= kux(l, t)ut(l, τ)− kux(0, t)ut(0, τ)− 1

2

∂

∂t

l∫
0

ku2x(x, t)dx+
1

2

l∫
0

ktu
2
x(x, t)dx,

(
∂α
0t(ηux)x, ut

)
= ut∂

α
0t(ηux)

∣∣∣l
0
−

l∫
0

η(x)uxt∂
α
0tuxdx =

= ut(l, τ)∂
α
0t

(
η(l)ux(l, τ)

) − ut(0, τ)∂
α
0t

(
η(0)ux(0, τ)

) −
l∫

0

η(x)uxt∂
α
0tuxdx.

С учетом полученных неравенств из (5) получим

A1

2
∂α
0t‖ut‖20 +

(
∂α
0tu, ut

)
+

+
1

2

∂

∂t

⎛
⎝

l∫
0

ku2x(x, t)dx +

l∫
0

q(x, t)u2(x, t)dx

⎞
⎠ +

l∫
0

η(x)uxt ∂
α
0tuxdx �

�
( c2
4ε

+
c3
2

)
‖ux‖20 + (c2ε+ ε)‖ut‖20 +

1

4ε
‖f‖20 +

c3
2
‖u‖20 +Π(x, t)ut(x, t)

∣∣∣l
0
. (15)

Оценим последнее слагаемое правой части неравенства (15):

Π(x, t)ut(x, t)
∣∣∣l
0
=

= ut(l, t)
(
kux(l, t) + ∂α

0t

(
η(l)ux(l, τ)

))− ut(0, t)
(
kux(0, t) + ∂α

0t

(
η(0)ux(0, τ)

))
=

= ut(l, t)
(
μ2(t)− β2u

)− ut(0, t)
(
β1g − μ1(t)

)
=

= ut(l, t)μ2(t)− ut(l, t)β2u(l, t)− ut(0, t)β1u(0, t) + ut(0, t)μ1(t) �
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� −c4
2

∂

∂t

(
u2(l, t) + u2(0, t)

)
+ ut(l, t)μ2(t) + ut(0, t)μ1(t). (16)

Из (15) с учетом приведенных преобразований (16), а также в силу неравенства

μ1u(0, t) + μ2u(l, t) �
1

2
(μ2

1 + μ2
2) +

1

2

(
(u(0, t))2 + (u(l, t))2

)
�

� 1

2
(μ2

1 + μ2
2) +

(
ε
∥∥(u(x, t))x∥∥20 +

(
2

ε
+

1

l

)
‖u(x, t)‖20

)

(см. [15]) приходим к неравенству

A1

2
∂α
0t‖ut‖20 +

(
∂α
0tu, ut

)
+

1

2

∂

∂t

⎛
⎝

l∫
0

ku2x(x, t)dx+

l∫
0

q(x, t)u2(x, t)dx

⎞
⎠+

+

l∫
0

η(x)uxt∂
α
0tuxdx+

c4
2

∂

∂t

(
u2(l, t) + u2(0, t)

)
�

�
( c2
4ε

+
c3
2

)
‖ux‖20 + (c2ε+ ε) ‖ut‖20 +

1

4ε
‖f‖20 +

c3
2
‖u‖20+

+
1

2
(μ2

1 + μ2
2) +

(
ε
∥∥(u(x, t))x∥∥20 +

(
2

ε
+

1

l

)
‖u(x, t)‖20

)
. (17)

Проинтегрируем (17) по τ от 0 до t с учетом (3):

Dα−1
0t ‖ut‖20 + ‖ux‖20 + ‖u‖20+

+

t∫
0

dτ

l∫
0

ut ∂
α
0tu dx+

t∫
0

dτ

l∫
0

η(x)uxt∂
α
0tuxdx+ u2(l, t) + u2(0, t) �

� M5

( t∫
0

(
‖ux‖20 + ‖u‖20

)
dτ +

t∫
0

‖f‖20dτ +

t∫
0

(μ2
1 + μ2

2)dτ +

t∫
0

‖uτ‖20dτ+

+ ‖ν(x)‖20 + ‖τ ′(x)‖20 + ‖τ(x)‖20 + τ2(l) + τ2(0)

)
. (18)

Аналогично первой краевой задаче, из (18), применяя последовательно леммы 3 и 2, получим
априорную оценку (14) доказывающую единственность решения задачи (1), (13), (3). �
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