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ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ ДУБИНИНА ДЛЯ ВЕСОВОЙ ЕМКОСТИ

КОНДЕНСАТОРА ХЕССЕ С A1-ВЕСОМ МАКЕНХАУПТА
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Аннотация. Для конденсатора Хессе в Rn, n � 2, доказана эквивалентность его весовой емкости
и его весового модуля с A1-весом Макенхаупта. Это дает решение одной задачи Дубинина об
оценке емкости конденсатора с упомянутым весом.
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ON ONE DUBININ PROBLEM FOR THE WEIGHT CAPACITANCE

OF A HESSE CONDENSER WITH A1-MACKENHAUPT WEIGHT

c© 2022 V. A. SHLYK

Abstract. For the Hesse condenser in R
n, n � 2, the equivalence of its weight capacitance and its

weight modulus with A1-Muckenhoupt weight is proved. This gives a solution of the Dubinin problem
on estimating the capacitance of a capacitor with the weight mentioned.
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1. Введение. Равенство p-емкости и p-модуля конденсатора с двумя пластинами для p ∈
(1,+∞) и его приложения достаточно полно изложены в литературе (см., например, [3, 5, 10]).
Недавно В. Н. Дубинин в [6] поставил задачу о нахождении аналога упомянутого выше равен-
ства в конформном случае, когда число пластин конечно и больше двух. В [1] дано решение этой
задачи в более общей постановке для весовой емкости конденсатора с Ap-весом Макенхаупта
(см. [9]), где p ∈ (1,+∞). Ниже мы распространяем этот результат на случай весовой емкости
конденсатора Хессе (см. [8]) c A1-весом Макенхаупта.

2. Основные определения и обозначения. Обозначим через Rn = R
n ∪ {∞} одноточеч-

ную компактификацию евклидова пространства R
n, n � 2. Все топологические рассмотрения

проводятся ниже проводятся в метрическом пространстве (Rn, h), где h— хордальная метрика,
определяемая с помощью стереографической проекции.
Если F ⊂ Rn, то F̄ , ∂F обозначают соответственно замыкание и границу множества F в то-

пологии Rn. Норму точки (вектора) x = (x1, . . . , xn) ∈ R
n и скалярное произведение зададим

формулами

|x| =
(

n∑
k=1

x2k

)1/2

, x · y =

n∑
k=1

xkyk.

Если a ∈ Rn, то h(a, F ) означает хордальное расстояние от a до F ⊂ Rn. Соответственно, если
a ∈ R

n, то dist(a, F ) будет означать евклидово расстояние от a до F ⊂ R
n. Обозначим множество
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натуральных чисел через N = {1, 2, . . .}. Для заданного r > 0 и x ∈ R
n положим

B(x, r) = {y ∈ R
n : |x− y| < r}; B(∞, r) = Rn \B(0, 1/r).

Множество
O(F, ε) =

⋃
x∈F

B(x, ε)

назовем ε-окрестностью множества F ⊂ Rn. Обозначим n-мерную меру Лебега через mn и по-
ложим mn(F ) = |F | для mn-измеримого множества F ⊂ R

n. Будем использовать аббревиатуру
«п.в.» для словосочетаний «почти всюду» или «почти везде» по отношению к mn-мере. Анало-
гично используем понятия «измеримая» и «локально интегрируемая» относительно меры mn.
Пусть F —измеримое подмножество из Rn и u—измеримая вещественнозначная функция на

F . Для 1 � p <∞ положим

‖u‖Lp(F ) =

⎛
⎝∫

F

|u(x)|pdx
⎞
⎠

1/p

.

Ниже в тексте Ω—открытое множество в Rn и пусть u—измеримая функция на Ω. Мы будем
писать, что u ∈ Lp(Ω, loc), если ‖u‖Lp(F ) <∞ для каждого компактного множества F ⊂ Ω. Класс
всех функций u удовлетворяющих условию ‖u‖Lp(Ω) <∞, обозначим через Lp(Ω), 1 � p <∞.
Следуя Макенхаупту (см. [9]), функцию w : Rn → (0,+∞), где w ∈ L1(R

n, loc), назовем A1-
весом, если существует такая постоянная A, что для каждого шара B = B(x, r) ⊂ R

n⎧⎨
⎩
⎛
⎝ 1

|B|
∫
B

wdx

⎞
⎠ · ess sup

B

1

w(x)

⎫⎬
⎭ � A.

Обозначим через A1 класс всех A1-весов. Далее в тексте w будет означать некоторый вес из A1.
Положим для x ∈ R

n

M(w(x)) = sup
r>0

1

|B(x, r)|
∫

B(x,r)

w(y)dy.

Кроме того, определим L1,w(Ω) как множество всех измеримых функций u на Ω с

‖u‖L1,w(Ω) =

∫
Ω

|u|wdx <∞

и обозначим через L1,w(Ω, loc) множество всех измеримых функций u на Ω, удовлетворяющих
условию uw ∈ L1(Ω, loc).
Пусть E0, E1, . . . , Em ⊂ Ω—попарно непересекающиеся непустые компакты (в топологии Rn);

δ0, δ1, . . . , δm —попарно различные вещественные числа, m � 1. Тогда тройку K = (E ,Δ,Ω), где
E = {Ei}mi=0 и Δ = {δi}mi=0, назовем конденсатором на Ω̄. Множества Ei и Ω \ E, где

E =

m⋃
i=0

Ei,

назовем соответственно пластинами и полем конденсатора K. Число δi назовем потенциалом
пластины Ei, i = 0, 1, . . . ,m.
Если E ⊂ Ω, либо E0 = ∂Ω и, следовательно, E1, . . . , Em ⊂ Ω, то K будем называть конденса-

тором Хессе (см. [8]) в R
n.

Величину

Cap1,w K = inf
u

∫
Ω

|∇u|wdx

назовем (1, w)-емкостью конденсатора K. Здесь инфимум берется по всем вещественнозначным
функциям u, удовлетворяющим локально условию Липшица на Ω и равным δi в некоторой окрест-
ности множества Ei, i = 0, . . . ,m. Класс таких функций, допустимых для Cap1,w K, обозначим
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через Adm1,w K = Adm(E ,Δ,Ω). Здесь отметим, что по теореме Радемахера (см. [4, Theorem 3.16])
любая функция u ∈ AdmK дифференцируема п.в. на Ω и в точках ее дифференцируемости на Ω
мы имеем |∇u| = L(x, u), где

L(x, u) = lim sup
Δx→0

∣∣∣∣u(x+Δx)− u(x)

Δx

∣∣∣∣
является борелевской функцией на Ω (см. [11, Sec. 5]). Поэтому ниже мы будем считать, что
|∇u(x)| = L(x, u) в тех точках Ω, где u не дифференцируема. Данное требование не повлияет на
величину ∫

Ω

|∇u|wdx

для u ∈ Adm1,w K.
Под кривой γ в R

n будем понимать образ невырожденного числового интервала (a, b) или
сегмента [a, b] при его непрерывном отображении x = x(t) в R

n. В последующем мы полагаем,
что отображение x = x(t) не является постоянным на любом невырожденном отрезке из (a, b)
и определяет параметризацию кривой γ. Мы будем говорить, что кривая γ соединяет множества
F,K ⊂ Rn, если ее параметризация x = x(t), a < t < b, удовлетворяет условиям

lim inf
t→a

h(x(t), F ) = lim inf
t→b

h(x(t),K) = 0. (1)

Если условия (1) выполнены, то мы будем говорить, что кривая γ ориентирована в направлении
от F к K.
По заданной борелевской функции ρ : Rn → [0,+∞] и локально спрямляемой кривой γ, ис-

пользуя ее натуральную параметризацию x = x(s), s ∈ S (подробнее см., например, [10, Sec. 2.1]),
определим ∫

γ

ρds

как интеграл Лебега ∫
S

ρ(x(s))ds.

С конденсатором K = (E ,Δ,Ω) мы ассоциируем конфигурацию
αH = (α01H01, . . . , αm−1,mHm−1,m).

Здесь Hij — семейство всех локально спрямляемых кривых γ в Ω \ E, которые соединяют мно-
жества Ei и Ej, αij = |δi − δj |, 0 � i < j � m, H = {H01, . . . ,Hm−1,m}, α = {α01, . . . , αm−1,m}.
Кроме того, каждая кривая γ ∈ Hij ориентирована в направлении от Ei к Ej , если δi < δj ,
и в противоположном направлении, если δi > δj .
Определим (1, w)-модуль конфигурации αH, или, иначе, (1, w)-модуль конденсатора K как

величину

m1,w(αH) = inf

∫
Ω

ρwdx.

Здесь инфимум берется по всем борелевским функциям ρ : Ω → [0;+∞], удовлетворяющим усло-
вию ∫

γ

ρds � αij

для всех γ ∈ Hij с 0 � i < j � m и Hij 
= ∅. Класс всех таких функций, называемых в дальнейшем
допустимыми метриками для m1,w(αH), будем обозначать через adm1,w(αH) = adm1,w(E ,Δ,Ω).
По определению m1,w(αH) = 0, если Hij = ∅ для всех 0 � i < j � m. В этом случае adm1,w(αH)
представляет собой множество всех борелевских функций ρ : Rn → [0,+∞].
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Как следует из теоремы Витали—Каратеодори (см. [11, c. 57, Theorem 2.24]), для ρ ∈ L1,w(R
n)∩

adm1,w(αH) существует полунепрерывная снизу на Rn функция g � ρ с нормой ‖g‖L1,w(Rn), сколь
угодно близкой к ‖ρ‖L1,w(Rn). Отсюда нетрудно заметить, что

m1,w(αH) = inf

⎧⎨
⎩
∫
Rn

ρwdx : ρ полунепрерывна снизу на R
n и ρ ∈ adm1,w(K)

⎫⎬
⎭ . (2)

Пусть теперь K—конденсатор Хессе. Для 1
k -окрестностей O(Ei, 1/k) его пластин Ei, 0 � i � m,

k ∈ N, выберем k̃0 так, чтобы замыкания этих окрестностей попарно не пересекались при k = k̃0.
Пусть Oi(k) ⊂ O(Ei, 1/k)— открытые множества с кусочно-гладкой границей и Ei ⊂ Oi(k + 1) ⊂
Oi(k), k � k̃0. Также обозначим

E(k) =
m⋃
i=0

Oi(k),

Ω(k) = Ω \ E(k).
Через Hij(k) обозначим семейство локально спрямляемых кривых в Ω(k), соединяющих Oi(k)

и Oj(k), 0 � i < j � m. Кривые из Hij(k) считаются ориентированными в направлении от Oi(k)

до Oj(k) при δi < δj , и в противоположном направлении, если δi > δj . Кроме того, нетрудно
заметить, что в случаеHij = ∅ семейство Hij(k) также будет пустым при всех достаточно больших
k ∈ N.

3. Вспомогательные результаты. Ниже w—некоторый фиксированный A1-вес. Нам пона-
добятся следующие известные свойства A1-весов.

Предложение 1 (см. [12, Remark 1.2.4, Properties 7-8]). Существуют такие положитель-
ные постоянные C1 и C2, что неравенства

M(w(x)) � C1w(x), w(x) � C2

(1 + |x|)n (3)

выполняются п.в. на R
n.

Предложение 2 (см. [12, Remark 1.2.4, Property 1]). L1,w(Ω) ⊂ L1(Ω, loc) и, если Ω— ограни-
ченное открытое множество в R

n, то L1,w(Ω) ⊂ L1(Ω).

Как и в случае Ap-весов, 1 < p < ∞, по стандартной схеме (см. [1, лемма 1]) доказывается
следующее утверждение.

Лемма 1. Для заданного конденсатора K существует функция u0 на Rn, удовлетворяющая
следующим условиям:

(i) u0 — бесконечно дифференцируемая функция в R
n и u0 ∈ Adm1,w K;

(ii) u0 равна постоянной C0 в некоторой окрестности точки ∞, где C0 = 0, если ∞ /∈ E,
и C0 = δ0, если ∞ ∈ E0.

Из леммы 1 и свойства |∇u| ∈ adm1,w αH, где u ∈ Adm1,w K, получим еще одно утверждение.
Следствие 1. Для конденсатора K справедлива оценка

m1,w(αH) � Cap1,w K <∞. (4)

Лемма 2. По заданному β > 0 можно указать такую положительную непрерывную на R
n

функцию g, что ∫
Rn

gwdx < β.
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Доказательство. Для j = 1, 2, . . . пусть Aj = B(0, j + 1) \ B(0, j − 1). Пусть {ψj}∞j=1—C
∞-

разбиение единицы, подчиненное покрытию {Aj}∞j=1 пространства R
n. По построению носитель

suppψjw ⊂ Aj . В силу w ∈ L1,w(R
n, loc) можно подобрать такое εj ∈ (0, 1), что∫

Rn

εjwψjdx <
β

2j
.

Тогда можно взять
g =

∑
j�1

εjψj ,

что завершает доказательство. �

Лемма 3. По данному ε > 0 можно указать метрику ρ ∈ adm1,w(αH) ∩L1,w(R
n), для кото-

рой выполняются следующие условия:
(i) ρ полунепрерывна снизу, положительна на R

n и для любого ограниченного замкнутого
множества K ⊂ R

n

inf
K
ρ > 0;

(ii) ρ непрерывна на Ω \ E;
(iii) выполняются неравенства

m1,w(αH) �
∫
Rn

ρwdx < C1m1,w(αH) + ε,

где постоянная C1 введена в предложении 1 и C1 = 1 в случае w ≡ 1.

Доказательство. Для данного ε > 0 в силу (2), (4) существует такая полунепрерывная снизу на
R
n метрика ρ1 ∈ adm1,w(αH) ∩ L1,w(R

n), что

m1,w(αH)

∫
Rn

ρ1wdx < m1,w(αH) +
ε

3C1
.

Определим d(x) : Rn → [0,+∞] как dist(x,Rn \ (Ω \E)). Известно (см. [4, Sec. 3.2.34]), что d(x)
удовлетворяет на Rn условию Липшица с константой Липшица Lip(d) � 1 и |∇d(x)| = 1 в точках
дифференцируемости d(x) на Ω \ E.
Положим для x ∈ R

n

ρ2,k(x) = Tk(ρ1(x)) =
1

|B(0, 1)|
∫

B(0,1)

ρ1

(
x+

d(x)

2k
y

)
dy, (5)

где k ∈ N и Tk — усредняющий оператор, изученный детально в [8, Lemma 4.3]. В частности, для
всех k � 1 ρ2,k —функция, полунепрерывная снизу на R

n и непрерывная в Ω \ E в силу того,
что d(x) > 0 на Ω \E. Отметим, что при фиксированном y ∈ B(0, 1) отображение θy,k : Rn → R

n,
заданное по правилу

θy,k(x) = x+
d(x)

2k
y,

удовлетворяет следующим неравенствам:(
1− 1

2k

)
|x− x′| � |θy,k(x)− θy,k(x

′)| �
(
1 +

1

2k

)
|x− x′| (6)

для любых x, x′ ∈ R
n. Другими словами, θy,k —квазиизометрический гомеоморфизм области R

n

на θy,k(Rn). По теореме Брауэра (см. [2]) θy,k(Rn) = G—область в R
n и поскольку θy,k(x)| < ∞

для всех x ∈ R
n, то G не имеет в R

n конечных граничных точек. Действительно, пусть z0 ∈ ∂G
и |z0| <∞. Тогда существует прямолинейный отрезок [a, b] ⊂ R

n, где [a, b) ⊂ G, b ∈ ∂G. В силу (6)
θ−1
y,k можно доопределить до непрерывной функции на [a, b] так, что θ−1

y,k(b) = x0 будет конечной
точкой в R

n. Это противоречит тому, что по теореме Брауэра θy,k(B(x0, r0))— область в G для
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r0 > 0 и, следовательно, b ∈ G. Отсюда заключаем, что θy,k(Rn) = R
n. Ввиду того, что d(x) = 0

на R
n \ (Ω \E) также заключаем, что θy,k(Rn \ (Ω \ E)) = R

n \ (Ω \E) и, значит,

θy,k(Ω \ E) = Ω \E. (7)

Кроме того, якобиан J(x, θy,k) отображения θy,k равен 1 + y·∇d(x)
2k п.в. на R

n и, следовательно,
в силу (6)

1− 1

2k
� J(x, θy,k) � 1 +

1

2k
(8)

п.в. на R
n.

Из (5) интегрированием получим, что

‖ρ2,k‖L1,w(Rn) =
1

|B(0, 1)|
∫

|B(0,1)|
dy

∫
Rn

ρ1

(
x+

d(x)

2k
y

)
w(x)dx.

Применив во внутреннем интеграле справа замену z = x + d(x)
2k y, из (8) и свойств θy,k, меняя

порядок интегрирования, придем к оценке

‖ρ2,k‖L1,w(Rn) �
1(

1− 1
2k

) ∫
Rn

⎛
⎜⎝ 1

|B(0, 1)|
∫

B(0,1)

w(x(z))dy

⎞
⎟⎠ ρ1(z)dz.

Ввиду предложения 2 и соотношения x = z − d(x(z))

2k
y заключим, что

1

|B(0, 1)|
∫

B(0,1)

w

(
z − 1

2k
d(x(z))y

)
dy =

1∣∣∣B (z, d(x(z))2k

)∣∣∣
∫

B
(
z, d(x(z))

2k

)
w(y)dy �M(w(z)) � C1w(z)

п.в. на R
n. Отсюда

‖ρ2,k‖L1,w(Rn) �
C1

1− 1
2k

∫
Rn

ρ1(z)w(z)dz. (9)

Очевидно, что в случае w ≡ 1 выполняется равенство M(w(x)) = 1 на R
n и в (3), (9) можно

положить C1 = 1.
Покажем теперь, что

ρ3,k =

(
1 +

1

2k

)
ρ2,k ∈ adm1,w αH.

Рассмотрим кривую γ ∈ Hij, 0 � i < j � m. Поскольку согласно (7)

z = θy,k(x) = x+
d(x)

2k
y

—квазиизометрический гомеоморфизм множества Ω \ E на Ω \ E при каждом y ∈ B(0, 1), то по
теореме Фубини (см. [4, теорема 2.6.2]) имеем∫

γ

ρ2,kds =
1

|B(0, 1)|
∫

B(0,1)

dy

∫
γ

ρ1

(
x+

1

2k
d(x)y

)
dsx.

Для внутреннего интеграла очевидным образом получим оценку∫
γ

ρ1

(
x+

1

2k
d(x)y

)
dsx =

∫
z−1(γ)

ρ1(z)
dsx
dsz

dsz �
αij

1 + 1
2k

,

поскольку в силу (6) справедлива оценка

dsz
dsx

=

∣∣∣∣dxds +
1

2k
d′s(x)y

∣∣∣∣ � 1 +
1

2k
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для всех s = sx из области определения натуральной параметризации кривой γ, исключая мно-
жество нулевой линейной меры, и кривая z−1(γ) ∈ adm1,w αH. Это влечет нужное свойство
ρ3,k ∈ adm1,w αH. Кроме того, из выбора ρ1, ρ3,k следует, что

m1,w(αH) �
∫
Rn

ρ3,kwdx < C1m1,w(αH) +
ε

3
+ o(1),

где o(1) → 0 при k → ∞. Выберем число k′ ∈ N, для которого o(1) < ε/3 и положим ρ = ρ3,k′ + g,
где g—функция из леммы 2 с 0 < β < ε/3. Очевидно, что ρ удовлетворяет условиям леммы,
и это завершает доказательство. �

Лемма 4. Пусть K—конденсатор Хессе в R
n и пусть метрика ρ ∈ adm1,w αH удовлетво-

ряет условиям леммы 3 с заданным ε > 0. Тогда для η ∈ (0, 1) и всех Hij 
= ∅, 0 � i < j � m,
существует такое натуральное число k0 � k̃, что∫

γ

ρds > αij(1− η) (10)

для всех γ ∈ Hij(k) и всех k � k0. Здесь k̃, Hij(k) из п. 2.

Лемма 4 доказывается по схеме, предложенной в [1, лемма 5] для произвольных конденсаторов
в R

n c Ap-весом Макенхаупта, 1 < p < ∞. В силу топологического условия (∂Ω \E) ∩ E = ∅
для конденсаторов Хессе эта схема значительно упрощается и позволяет заменить показатель
суммируемости p ∈ (1,+∞) на p = 1, поэтому доказательство этой леммы опускаем.

4. Формулировка и доказательство основного результата.

Теорема 1. Пусть w—некоторый A1-вес и K—конденсатор Хессе в R
n. Тогда емкость

Cap1,w K эквивалентна модулю m1,w(αH). Другими словами,

m1,w(αH) � Cap1,w K � C1m1,w(αH),

где положительная постоянная C1 введена в предложении 1 и C1 = 1 в случае w ≡ 1.

Доказательство. В силу следствия 1 достаточно доказать, что Cap1,w K � C1m1,w(αH). Пусть
ε ∈ (0, 1) и пусть метрика ρ удовлетворяет условиям леммы 3 с указанным ε.
Применим лемму 4 к этой метрике ρ с заданным наперед η ∈ (0, 1/2) и найдем для ρ, η

соответствующее натуральное число k0 = k0(η, ρ), для которого выполняются неравенства (10)
c k � k0.
Пусть

ρ0 =

⎧⎨
⎩

ρ

1− 2η
, x ∈ Ω(k0),

0, x ∈ R
n \ Ω(k0).

Тогда ρ0 ∈ adm1,w αH и по построению ρ0 непрерывна на Ω(k0) = Ω \ E(k0), равна нулю на

E(k0) =

m⋃
i=0

Oi(k0)

и, следовательно, ρ0 локально ограничена на

Ωk0+1 = Ω
⋃(

m⋃
i=0

Oi(k0 + 1)

)

и п.в. непрерывна на Ωk0+1.
Положим ui = δi на Oi(k0 + 2) и

ui(x) = δi + inf
γx

∫
γx

ρ0ds
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для всех Ωk0+1 \ Oi(k0 + 2), где инфимум берется по всем спрямляемым кривым, γx ⊂ Ωk0+1 \
Oi(k0 + 2), соединяющим точку x и Oi(k0 + 2). Если таких кривых не найдется, то положим

ui(x) = max
0�j�m

δj.

В силу известных свойств функций типа

inf
γx

∫
γx

ρ0ds

(см. [8, Lemma 5.3]) ui(x) удовлетворяет на Ωk0+1 локально условию Липшица (поскольку ρ0
локально ограничена на Ωk0+1) и |∇ui(x)| � ρ0(x) п.в. на Ωk0+1 (в точках, где ρ0 непрерывна на
Ωk0+1). Кроме того, ui = δi в окрестности Ei и либо ui(x) � δi + αij = δi + |δi − δj | � δj , либо

ui(x) = max
0�l�m

δl � δj

в точках x ∈ Oj(k0 + 2) для всех 0 � j � m, j 
= i.
Положим

u(x) = min
0�i�m

ui(x)

на Ωk0+1. Как срезка (см. [7, Theorem 1.20]) u(x) удовлетворяет на Ωk0+1 ⊃ Ω локально условию
Липшица и равна δi в некоторой окрестности множества Ei и, следовательно, u(x) ∈ Adm1,w K,
|∇u(x)| � ρ0(x) п.в. на Ωk0+1. Отсюда

Cap1,w K �
∫
Ω

|∇u|wdx �
∫
Ω

ρ0wdx �
∫
Rn

ρwdx+ o(1) � C1m1,w(αH) + o(1) + ε,

где o(1) → 0 при η → 0.
Устремляя последовательно η → 0, ε→ 0, получим утверждение теоремы. �
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