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Аннотация. Доказаны теоремы существования и единственности решения обратной задачи
определения зависящего от x коэффициента поглощения в вырождающемся параболическом
уравнении с двумя независимыми переменными. В качестве дополнительного условия задается
условие интегрального наблюдения. Приведены примеры обратных задач, для которых выпол-
няются условия доказанных в работе теорем.
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Abstract. In this paper, we prove existence and uniqueness theorems for solutions of the inverse
problem of determining the x-dependent absorption coefficient in a degenerate parabolic equation. As
an additional condition, the integral observation condition is specified. Also, we give examples of inverse
problems satisfying the conditions of the theorems proved in the paper.
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1. Введение. В работе изучаются вопросы однозначной разрешимости обратной задачи опре-
деления коэффициента γ(x) в параболическом уравнении

ut − a(x)uxx + b(x)ux + c(t, x)u + γ(x)u = f(t, x), (t, x) ∈ Q, (1)
с начальным условием

u(0, x) = u0(x), x ∈ [0, l], (2)
граничными условиями

u(t, 0) = μ1(t), u(t, l) = μ2(t), t ∈ [0, T ], (3)
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и дополнительным условием интегрального наблюдения
T∫

0

u(t, x)χ(t)dt = ϕ(x), x ∈ [0, l]. (4)

Здесь Q = [0, T ] × [0, l], T , l—некоторые числа, a(x), b(x), c(t, x), f(t, x), u0(x), μ1(t), μ2(t), χ(t),
ϕ(x)—известные функции.

Особенностью постановки обратной задачи в данной работе является предположение о том,
что уравнение (1) является вырождающимся, а именно, выполнены условия

0 � a(x) � a1, x ∈ [0, l], 1/a(x) ∈ Lq(0, l), q > 1. (5)

Для случая равномерно параболических уравнений обратные задачи восстановления коэффи-
циента поглощения γ(x) с интегральным наблюдением вида (4) при различных предположениях
о входных данных рассматривались в работах ряда авторов (см. [2, 4, 6, 11–13] и др.). Что ка-
сается вырождающихся параболических уравнений с условием слабого вырождения вида (5),
то укажем работы [16, 18], где при дополнительном условии (4) были доказаны теоремы суще-
ствования и единственности решений обратных задач восстановления неизвестной правой части
уравнения, а также работы [3,17], где были исследованы обратные задачи нахождения младшего
коэффициента, но зависящего от времени, и при дополнительном условии наблюдения, отличном
от (4).

Отметим, что изучение как прямых, так и обратных задач для вырождающихся параболиче-
ских уравнений имеет важные применения в различных прикладных задачах гидродинамики,
климатологии, задачах изучения пористых сред, а также в финансовой математике (см., напри-
мер, [14, 15] и дальнейшие ссылки в [15]).

Все равенства и неравенства предполагаются выполненными почти всюду, все рассматривае-
мые в работе функции предполагаются, как минимум, измеримыми, производные понимаются
в обобщенном смысле по Соболеву. Перейдем к точным формулировкам.

Используемые в работе пространства Лебега и Соболева с соответствующими нормами будем
понимать в общепринятом смысле (см, например, [7,9]). При этом для удобства будем использо-
вать обозначения норм: ‖ · ‖L∞(0,l) ≡ ‖ · ‖∞, ‖ · ‖L2(0,l) ≡ ‖ · ‖2.

Через C0,α(Q), α = const ∈ (0, 1), будем обозначать пространство Гельдера непрерывных в Q
функций, имеющих конечную норму

|u|C0,α(Q) = max
Q

|u(t, x)| + sup
(t1,x1),(t2,x2)∈Q
(t1,x1)�=(t2,x2)

|u(t1, x1)− u(t2, x2)|
|x1 − x2|α + |t1 − t2|α/2

.

Положим

Qτ = [0, τ ]× [0, l], τ ∈ (0, T ], QT ≡ Q, F (x) =

T∫

0

f(t, x)χ(t)dt,

L+
∞(0, l) = {z(x) ∈ L∞(0, l) : z(x) � 0}, B+

R = {z(x) ∈ L+
∞(0, l) : ‖z‖∞ � R}.

Нам понадобятся хорошо известные неравенства: неравенство Коши

|ab| � ε

2
a2 +

1

2ε
b2, ε > 0, (6)

и неравенство Пуанкаре—Стеклова, которое при n = 1 может быть записано в виде

‖z‖2 � l

π
‖zx‖2, z ∈

◦
W 1

2(0, l). (7)

Во всех дальнейших рассуждениях мы будем предполагать, что функции, входящие в исходные
данные задачи (1)—(4), измеримы и удовлетворяют следующим условиям:

0 � a(x) � a1, x ∈ (0, l);
1

a(x)
∈ Lq(0, l), q > 1,

∥∥∥∥1a
∥∥∥∥
Lq(0,l)

� a2; (A)
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⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

b(x)

a(x)
∈ L∞(0, l),

c2(t, x)

a(x)
, f(t, x) ∈ L∞(Q),

∥∥∥∥ ba
∥∥∥∥
L∞(0,l)

� Kb,a,

∥∥∥∥c
2

a

∥∥∥∥
L∞(Q)

� Kc,a, ‖f‖L∞(Q) � Kf ;

(B)

{
u0(x) ∈W 1

2 (0, l), μ1(t), μ2(t) ∈W 1
∞(0, T ), u0(0) = μ1(0), u0(l) = μ2(0),

|u0(x)| �M0, x ∈ [0, l], |μ1(t)| �M0, |μ2(t)| �M0, t ∈ [0, T ];
(C)

{
ϕ(x) ∈W 2

q (0, l) (q > 1— та же, что и в условии (A)), a(x)ϕ′′(x) ∈ L∞(0, l),

ϕ(x) � ϕ0 > 0, ϕ1 � a(x)ϕ′′(x) � ϕ2, |ϕ′(x)| � K∗
ϕ, x ∈ (0, l);

(D)

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

χ(t) ∈W 1
1 (0, T ), ‖χ‖L1(0,T ) � Kχ, ‖χ′‖L1(0,T ) � K∗

χ,

F1 � F (x) � F2, ϕ(0) =

T∫

0

μ1(t)χ(t)dt, ϕ(l) =

T∫

0

μ2(t)χ(t)dt.
(E)

Здесь a1, a2,M0,Kχ, ϕ0, ϕ1, ϕ2,K
∗
ϕ = const > 0, Kb,a,Kc,a,Kf ,K

∗
χ = const � 0, F1, F2 = const ∈ R

1.

Замечание 1. Из условий (8) следует, что b(x) ∈ L∞(0, l), c(t, x) ∈ L∞(Q), причем

‖b‖∞ � Kb ≡ a1Kb,a, ‖c‖L∞(Q) � Kc ≡
√
a1Kc,a.

Определение 1. Обобщенным решением обратной задачи (1)—(4) будем называть пару функ-
ций {u(t, x), γ(x)}, удовлетворяющих следующим условиям:

u(t, x) ∈ L∞(0, T ;W 1
2 (0, l)) ∩W 1,2

s (Q) ∩ C0,α(Q), s > 1, α ∈ (0, 1),

ut ∈ L2(Q), au2xx ∈ L1(Q), γ(x) ∈ L+
∞(0, l),

эти функции удовлетворяют уравнению (1) п.в. в Q, а функция u(t, x) удовлетворяет услови-
ям (2)—(4) в классическом смысле.

Структура работы следующая. В разделе 2 рассматривается прямая задача (1)—(3) (функция
γ(x) ∈ L+∞(0, l) в уравнении (1) предполагается известной) и доказываются теоремы существо-
вания и единственности обобщенного решения этой задачи, а также устанавливаются некоторые
оценки этого решения с явно выписанными константами.

Полученные в разделе 2 результаты применяются в разделе 3, где устанавливаются теоремы
существования и единственности решения обратной задачи (1)—(4).

Наконец, в разделе 4 приводятся примеры обратных задач, для которых справедливы дока-
занные в разделе 3 теоремы.

2. Исследование прямой задачи. Рассмотрим прямую задачу (1)—(3). Будем предполагать,
что коэффициент γ(x) ∈ L+∞(0, l) известен и

‖γ‖∞ � Kγ , Kγ = const > 0. (8)

Решение u(t, x) прямой задачи будем понимать в смысле определения 1.
Докажем теоремы существования и единственности решения задачи (1)—(3), при этом вос-

пользуемся идеями доказательства аналогичных теорем из работ [16, 18].

Теорема 1. Пусть выполнены условия (A)—(C) и (8). Тогда существует не более одного
обобщенного решения задачи (1)—(3).

Доказательство. Предположим, что существуют два решения u(1)(t, x) и u(2)(t, x) этой задачи.
Положим v(t, x) = u(1)(t, x)− u(2)(t, x). Тогда функция v(t, x) является решением уравнения

1

a(x)
vt − vxx +

b(x)

a(x)
vx +

c(t, x)

a(x)
v +

γ(x)

a(x)
v = 0, (9)

с однородными краевыми условиями

v(0, x) = 0, x ∈ [0, l], v(t, 0) = v(t, l) = 0, t ∈ [0, T ]. (10)
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Умножим уравнение (9) на e−λtv (где λ = const > 0 будет выбрана ниже) и проинтегрируем
получившееся равенство по прямоугольнику Q. Учитывая условие (10) и предположение, что
γ(x) � 0, после интегрирования по частям приходим к неравенству

e−λT

2

l∫

0

v2(T, x)

a(x)
dx+

λ

2

∫

Q

e−λt v
2

a(x)
dxdt+

∫

Q

e−λtv2xdxdt �

�
∫

Q

e−λt|c(t, x)| v
2

a(x)
dxdt +

∫

Q

(e−λt/2|vx|)
(
e−λt/2

∣∣∣∣ b(x)a(x)

∣∣∣∣ |v|
)
dxdt.

Для оценки второго слагаемого в правой части данного неравенства применим неравенство (6),
отнеся множитель ε = 1/2 к слагаемому ∫

Q

e−λtv2xdxdt.

Тогда приходим к соотношению
λ

2

∫

Q

e−λt v
2

a(x)
dxdt �

∫

Q

e−λt|c(t, x)| v
2

a(x)
dxdt +

∫

Q

e−λt

∣∣∣∣b
2(x)

a(x)

∣∣∣∣ v2

a(x)
dxdt.

Учитывая условие (D), получаем неравенство

λ

2

∫

Q

e−λt v
2

a(x)
dxdt � (Kc +K2

b,aa1)

∫

Q

e−λt v
2

a(x)
dxdt.

Выбирая теперь λ > 2(Kc +K2
b,aa1), из последнего неравенства получаем, что

∫

Q

e−λt v
2

a(x)
dxdt = 0.

Учитывая оценку 1/a(x) � 1/a1 > 0 (см. условие (A)), приходим к выводу, что v(t, x) = 0 в Q,
т.е. u(1)(t, x) = u(2)(t, x) в Q. Теорема доказана. �

Теперь докажем теорему существования обобщенного решения задачи (1)—(3) и установим ряд
оценок для такого решения, которые будут использованы в разделе 3 при исследовании обратной
задачи (1)—(4). В этих оценках через C с индексом будем обозначать положительные константы,
зависящие только от l, T , a1, a2, Kb,a, Kc,a, Kγ , Kf , M0, ‖u′0‖2, ‖μ′1‖L∞(0,T ), ‖μ′2‖L∞(0,T ).

Теорема 2. Пусть выполнены условия (A)—(C) и (8). Положим

q∗ =
2q

q + 1
. (11)

Тогда существует обобщенное решение задачи (1)—(3) при s = q∗ и имеют место оценки

sup
0�t�T

‖ux(t, ·)‖22 + ‖au2xx‖L1(Q) + ‖uxx‖2Lq∗(Q) + ‖ut‖2L2(Q) � C1, (12)

|u(t1, x1)− u(t2, x2)| � C2|x1 − x2|1/2 + C3|t1 − t2|1/6, (t1, x1), (t2, x2) ∈ Q, (13)

|u(t, x)| � (M0 +KfT )e
KcT ≡M, (t, x) ∈ Q. (14)

Доказательство. Будем использовать схему доказательства теоремы 2 из [16] с некоторыми мо-
дификациями. Положим an = a(x) + 1/n, n = 1, 2, . . ., и рассмотрим в Q краевую задачу для
уравнения

unt − an(x)u
n
xx +

√
an(x)

b(x)√
a(x)

unx + c(t, x)un + γ(x)un = f(t, x) (15)

с краевыми условиями (2), (3).
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Уравнение (15) является равномерно параболическим с ограниченными коэффициентами, по-
этому в силу результатов работы [7] данная краевая задача имеет единственное решение

un(t, x) ∈ L∞(0, T ;W 1
2 (0, l)) ∩W 1,2

2 (Q)

и для него справедлива равномерная по n оценка (см., например, [8]):

|un(t, x)| � (M0 +KfT )e
KcT , (t, x) ∈ Q. (16)

Положим

ψ(t, x) =
l − x

l
μ1(t) +

x

l
μ2(t), zn(t, x) = un(t, x)− ψ(t, x), z0(x) = u0(x)− ψ(0, x),

gn(t, x) = f(t, x)−
√
an(x)

b(x)√
a(x)

ψx(t, x)− c(t, x)ψ(t, x) − γ(x)ψ(t, x) − ψt(t, x).

Заметим, что в силу условий (B) и (C)

z0(x) ∈
◦
W 1

2(0, l), gn(t, x) ∈ L∞(Q), ‖gn‖L∞(Q) � C4,

где C4 не зависит от n. Кроме того, для zn(t, x) в силу (16) справедлива равномерная по n оценка

|zn(t, x)| � (M0 +KfT )e
KcT +M0, (t, x) ∈ Q. (17)

Функция zn(t, x) является решением краевой задачи

znt − an(x)z
n
xx +

√
an(x)

b(x)√
a(x)

znx + c(t, x)zn + γ(x)zn = gn(t, x), (t, x) ∈ Q, (18)

zn(0, x) = z0(x), x ∈ [0, l], zn(t, 0) = zn(t, l) = 0, t ∈ [0, T ]. (19)

Выведем для zn(t, x) ряд равномерных по n оценок. Для этого умножим уравнение (18) на
−e−λtznxx (где λ = const > 0 будет выбрана ниже) и проинтегрируем получившееся равенство по
прямоугольнику Qτ , 0 � τ � T . После интегрирования по частям получим соотношение

1

2
e−λτ

l∫

0

|znx (τ, x)|2dx+
λ

2

∫

Qτ

e−λt|znx |2dxdt +
∫

Qτ

e−λtan(x)|znxx|2dxdt �

� 1

2
‖z′0‖22 +

∫

Qτ

(e−λt/2
√
an(x)|znxx|)

(
e−λt/2

∣∣∣∣∣
b(x)√
a(x)

∣∣∣∣∣ |znx |
)
dxdt+

+

∫

Qτ

(e−λt/2
√
an(x)|znxx|)

(
e−λt/2|c(t, x)| |zn|√

an(x)

)
dxdt+

+

∫

Qτ

(e−λt/2
√
an(x)|znxx|)

(
e−λt/2γ(x)

|zn|√
an(x)

)
dxdt+

+

∫

Qτ

(e−λt/2
√
an(x)|znxx|)

(
e−λt/2 |gn(t, x)|√

an(x)

)
dxdt.

Для оценки второго, третьего, четвертого и пятого слагаемых в правой части этого неравенства
применим неравенство (6), относя множитель ε = 1/4 к слагаемым∫

Qτ

e−λtan(x)|znxx|2dxdt.

В результате получим
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e−λτ‖znx (τ, ·)‖22 + λ

∫

Qτ

e−λt|znx |2dxdt +
∫

Qτ

e−λtan(x)|znxx|2dxdt �

� C5 + 4

∫

Qτ

e−λt b
2(x)

a(x)
|znx |2dxdt + 4

∫

Qτ

e−λtc2(t, x)
|zn|2
an(x)

dxdt+

+ 4

∫

Qτ

e−λtγ2(x)
|zn|2
an(x)

dxdt + 4

∫

Qτ

e−λt g
2(t, x)

an(x)
dxdt, (20)

где константа C5 не зависит от n. С учетом условий (A), (B), оценки (17) и определения функции
an(t, x) из (20) вытекает неравенство

e−λτ‖znx (τ, ·)‖22 + λ

∫

Qτ

e−λt|znx |2dxdt +
∫

Qτ

e−λtan(x)|znxx|2dxdt �

� C5 + C6

∫

Qτ

e−λt|znx |2dxdt+ C7

∫

Qτ

e−λt 1

an(x)
dxdt �

� C5 + C6

∫

Qτ

e−λt|znx |2dxdt + C7

∫

Qτ

e−λt 1

a(x)
dxdt � C6

∫

Qτ

e−λt|znx |2dxdt + C8, (21)

где константы C6, C7, C8 не зависят от n. Положим в (21) λ = 2C6. Тогда из (21) вытекает
равномерная по n оценка

sup
0�t�T

‖znx (t, ·)‖22 +
∫

Q

an(x)|znxx|2dxdt � C9. (22)

Применяя неравенство Гельдера, с учетом определения q∗ в (11), условия (A) и уже доказанной
оценки (22) получаем (подробнее см. [5]) равномерную по n оценку

‖znxx‖2Lq∗ (Q) =

⎛
⎜⎝
∫

Q

(
1√
an(x)

)q∗

|
√
an(x)z

n
xx|q

∗
dxdt

⎞
⎟⎠

2/q∗

�

�
∥∥∥∥ 1√

an

∥∥∥∥
Lq(Q)

∫

Q

√
an(x)|znxx|2dxdt � C10. (23)

В силу уравнения (18) с учетом оценок (17), (22) получаем также равномерную по n оценку

‖znt ‖2L2(Q) � C11. (24)

Наконец, на основании оценок (22), (24) и оценки (2.9) из [9, с. 79] получаем равномерную по n
оценку (подробнее см. доказательство теоремы 2.3 в [18]):

|zn(t2, x2)− zn(t1, x1)| � C12|x2 − x1|1/2 + C13|t2 − t1|1/6, (t2, x2), (t1, x1) ∈ Q. (25)

Но тогда для функции un(t, x) ≡ vn(t, x) + ψ(t, x)—решения задачи (15), (2), (3) — справедливы
равномерные по n оценки

sup
0�t�T

‖unx(t, ·)‖22 + ‖√anunxx‖2L2(Q) + ‖unxx‖2Lq∗ (Q) + ‖unt ‖2L2(Q) � C14,

|un(t2, x2)− un(t1, x1)| � C15|x2 − x1|1/2 + C16|t2 − t1|1/6, (t2, x2), (t1, x1) ∈ Q.
Повторяя теперь доказательство теоремы 2 из [16], получаем, что существует решение

u(t, x) ∈ L∞(0, T ;W 1
2 (0, l)) ∩W 1,2

q∗ (Q) ∩C0,1/3(Q), ut ∈ L2(Q), au2xx ∈ L1(Q),
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задачи (1)—(3), причем для u(t, x) справедливы оценки (12), (13). Поскольку в силу доказатель-
ства теоремы 2 из [16] функция u(t, x) есть равномерный на Q предел подпоследовательности
unk(t, x) при k → ∞, то из оценки (16) следует оценка (14). Теорема 2 доказана. �

Теорема 3. Предположим, что выполнены условия (A), (B), число q∗ определено в (11).
Пусть h(t, x) ∈ L∞(Q)—некоторая функция, удовлетворяющая оценке

‖h‖L∞(Q) � Kh. (26)

Пусть v(t, x) ∈ L∞(0, T ;W 1
2 (0, l)) ∩W 1,2

q∗ (Q) ∩ C0,α(Q), vt ∈ L2(Q), av2xx ∈ L1(Q)—решение в Q
краевой задачи для уравнения

vt − a(x)vxx + b(x)vx + c(t, x)v + γ(x)v = h(t, x) (27)

с однородными краевыми условиями (10). (Заметим, что в силу доказанных выше теорем 1 и 2
такое решение существует и единственно.) Положим

λ0 = 3

(
Kb,aa1 +

l2

π2
Kc,a

)
. (28)

Тогда для функции v(t, x) справедлива оценка

|v(t, x)| � (3lTa2e
λ0T )1/2l

q−1
2q Kh, (t, x) ∈ Q. (29)

Доказательство. Как и в теореме 2, положим an = a(x) + 1/n, n = 1, 2, . . ., и рассмотрим в Q
краевую задачу для уравнения

vnt − an(x)v
n
xx +

√
an(x)

b(x)√
a(x)

vnx + c(t, x)vn + γ(x)vn = h(t, x) (30)

с краевыми условиями (10). В силу теоремы 2

vn(t, x) ⇒ v(t, x), n→ ∞, равномерно на Q. (31)

Умножим уравнение (30) на e−λ0tvnt /an(x), где λ0 определено формулой (28), и проинтегрируем
результат по прямоугольнику Qτ , τ ∈ [0, T ]. Тогда после интегрирования по частям с учетом
условий (10), придем к соотношению
∫

Qτ

e−λ0t |vnt |2
an(x)

dxdt +
1

2
e−λ0τ‖vnx (τ, ·)‖22 +

λ0
2

∫

Qτ

e−λ0t|vnx |2dxdt+

+
1

2
e−λ0τ

l∫

0

γ(x)

an(x)
|vn(τ, x)|2dx+

λ0
2

∫

Qτ

e−λ0t γ(x)

an(x)
|vn|2dxdt �

�
∫

Qτ

(
e−λ0t/2 |vnt |√

an(x)

)(
e−λ0t/2 |b(x)|√

a(x)
|vnx |

)
dxdt+

+

∫

Qτ

(
e−λ0t/2 |vnt |√

an(x)

)(
e−λ0t/2 |c(t, x)|√

an(x)
|vn|

)
dxdt+

+

∫

Qτ

(
e−λ0t/2 |vnt |√

an(x)

)(
e−λ0t/2 |h(t, x)|√

an(x)

)
dxdt.

Для оценки слагаемых в правой части этого неравенства применим неравенство (6), относя мно-
житель ε = 1/3 к слагаемым ∫

Qτ

e−λ0t |vnt |2
an(x)

dxdt.
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С учетом того, что γ(x) � 0 на [0, l], получим:

1

2
e−λ0τ‖vnx (τ, ·)‖22 +

λ0
2

∫

Qτ

e−λ0t|vnx |2dxdt �

� 3

2

∫

Qτ

e−λ0t b
2(x)

a(x)
|vnx |2dxdt+

3

2

∫

Qτ

e−λ0t c
2(t, x)

an(x)
|vn|2dxdt+ 3

2

∫

Qτ

e−λ0th
2(t, x)

an(x)
dxdt �

� 3

2

(
Kb,aa1 +Kc,a

l2

π2

)∫

Qτ

|vnx |2dxdt +
3

2
K2

h

∫

Qτ

1

a(x)
dxdt �

� 3

2

(
Kb,aa1 +Kc,a

l2

π2

)∫

Qτ

|vnx |2dxdt +
3

2
TK2

hl
q−1
q a2; (32)

здесь использовано неравенство (6), условия (A), (B), оценка (26) а в последнем переходе еще
неравенство Гельдера. В силу условия (28) из (32) вытекает оценка

sup
0�t�T

‖vnx (t, ·)‖22 � 3TK2
he

λ0T l
q−1
q a2.

Поскольку v(t, 0) = 0, отсюда следует, что

|vn(t, x)| �
l∫

0

|vy(t, y)|dy � l1/2 · sup
0�t�T

‖vnx (t, ·)‖22 � (3lTa2e
λ0T )1/2l

q−1
2q Kh, (t, x) ∈ Q,

а значит, в силу соотношения (31) справедлива оценка (29). Теорема доказана. �

3. Исследование обратной задачи. Рассмотрим обратную задачу (1)—(4) и выведем опе-
раторное уравнение для нахождения неизвестной функции γ(x) ∈ L+∞(0, l). Для этого умножим
уравнение (1) на χ(t) и проинтегрируем по отрезку [0, T ]. Учитывая условие наблюдения (4)
и предположения (D), (E), после интегрирования по частям получим равенство

γ(x) =
1

ϕ(x)

[
F (x) + a(x)ϕ′′(x)− b(x)ϕ′(x)− u(T, x)χ(T ) + u0(x)χ(0)+

+

T∫

0

(χ′(t)− c(t, x)χ(t))udt

]
. (33)

Введем оператор A : L+∞(0, l) → L∞(0, l) по формуле

A(γ)(x) =
1

ϕ(x)

[
F (x) + a(x)ϕ′′(x)− b(x)ϕ′(x)− u(T, x)χ(T ) + u0(x)χ(0)+

+

T∫

0

(χ′(t)− c(t, x)χ(t))udt

]
, (34)

где γ(x)—произвольная функция из L+∞(0, l), а u(t, x) ≡ u(t, x; γ)—решение прямой зада-
чи (1)—(3) с данной γ(x) в уравнении (1). Такое решение существует и единственно в силу теорем 1
и 2 из предыдущего раздела. Тогда соотношение (33) может быть записано в виде

γ = A(γ). (35)

Замечание 2. В силу условий (A)—(E) и теорем 1, 2 оператор A определен корректно и дей-
ствует из L+∞(0, l) в L∞(0, l).
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Лемма 1. Пусть выполнены условия (A)—(E). Тогда операторное уравнение (35) эквива-
лентно обратной задаче (1)—(4) в следующем смысле. Если пара {u(t, x), γ(x)} является реше-
нием обратной задачи, то γ(x) удовлетворяет уравнению (35). Обратно, если γ∗(x) ∈ L+∞(0, l)
является решением операторного уравнения (35), а u∗(t, x)— решение прямой задачи (1)—(3)
с данной γ∗(x) в уравнении (1), то пара {u∗(t, x), γ∗(x)} является обобщенным решением обрат-
ной задачи (1)—(4).

Доказательство. Первое утверждение леммы доказано выше при выводе соотношения (33). До-
кажем второе утверждение. Пусть γ∗(x) ∈ L+∞(0, l) является решением уравнения (35). Рассмот-
рим функцию u∗(t, x) как единственное обобщенное решение прямой задачи (1)—(3) с выбранной
функцией γ(x) ≡ γ∗(x) в правой части уравнения (1). Положим

ϕ∗(x) =
T∫

0

u∗(t, x)χ(t)dt. (36)

Тогда
ϕ∗(x) ∈W 2

q∗(0, l), a(x)ϕ′′(x) ∈ L2(0, l). (37)
Повторяя рассуждения, приведенные выше при выводе (33) (в этих рассуждениях достаточно,

чтобы было выполнено условие (37)), приходим к соотношению

γ∗(x)ϕ∗(x) =

[
F (x) + a(x)ϕ∗′′ (x)− b(x)ϕ∗′(x)− u∗(T, x)χ(T ) + u0(x)χ(0)+

+

T∫

0

(χ′(t)− c(t, x)χ(t))u∗dt

]
. (38)

Отметим, что из (38) вытекает, что a(x)ϕ∗′′ (x) ∈ L∞(0, l), откуда ϕ∗′′(x) ∈ Lq(0, l).
С другой стороны, γ∗(x) является решением уравнения (35), поэтому, учитывая определение

оператора A в (34), имеем

γ∗(x)ϕ(x) =

[
F (x) + a(x)ϕ′′(x)− b(x)ϕ′(x)− u∗(T, x)χ(T ) + u0(x)χ(0)+

+

T∫

0

(χ′(t)− c(t, x)χ(t))u∗dt

]
. (39)

Заметим, что из определения ϕ∗(x) в (36) и условия (E) следует, что

ϕ∗(0) =
T∫

0

μ1(t)χ(t)dt = ϕ(0), ϕ∗(l) =
T∫

0

μ2(t)χ(t)dt = ϕ(l). (40)

Положим z(x) = ϕ(x)−ϕ∗(x). Тогда z(x) ∈W 2
q (0, l), a(x)z′′(x) ∈ L∞(0, l). Вычитая (39) из (38)

и учитывая соотношения (40), получаем, что z(x) является обобщенным решением краевой задачи

−z′′ + b(x)

a(x)
z′ +

γ∗(x)
a(x)

z = 0, x ∈ (0, l), (41)

z(0) = z(l) = 0. (42)

Пусть v(x) ∈ W 1
2 (0, l)—произвольная функция, для которой выполнены условия v(x) � 0,

z(x)v(x) � 0 на [0, l]. Тогда из (41), (42) следует, что
l∫

0

z′v′dx+

l∫

0

b(x)

a(x)
z′vdx+

l∫

0

γ∗(x)
a(x)

zvdx = 0.
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Учитывая, что γ∗(x) � 0, a(x) � 0, z(x)v(x) � 0 на [0, l], получаем отсюда неравенство
l∫

0

z′v′dx+

l∫

0

b(x)

a(x)
z′vdx � 0.

Повторяя теперь рассуждения, проведенные в доказательстве теоремы 8.1 из [1, с. 173] после
формулы (8.10), получаем, что z(x) = 0 на [0, l], т.е. ϕ(x) = ϕ∗(x) на [0, l], а следовательно, пара
{u∗(t, x), γ∗(x)} является обобщенным решением обратной задачи (1)—(4). Лемма доказана. �

Лемма 2. Пусть выполнены условия (A)—(E), константа M определена в формуле (14).
Предположим, что выполнено неравенство

F1 + ϕ1 � Kb,aa1K
∗
ϕ +M0|χ(0)| +M(|χ(T )| +K∗

χ +KcKχ). (43)

Тогда для всех γ(x) ∈ L+∞(0, l) имеем A(γ)(x) � 0.

Доказательство. Из (43) в силу условий (A)—(E) и оценки (14) вытекает неравенство

F (x) + a(x)ϕ′′(x)− b(x)ϕ′(x)− u(T, x)χ(T ) + u0(x)χ(0) +

T∫

0

(χ′(t)− c(t, x)χ(t))udt � 0,

из которого в силу определения оператора A следует утверждение леммы. �

Лемма 3. Пусть выполнены условия леммы 2. Тогда для всех γ(x) ∈ L+∞(0, l) справедлива
оценка

‖A(γ)‖∞ � R0, (44)
где

R0 =
1

ϕ0

[
F2 + ϕ2 +Kb,aa1K

∗
ϕ +M0|χ(0)|+M(|χ(T )| +K∗

χ +KcKχ)
]
. (45)

Доказательство. Оценка (44) есть непосредственное следствие определения оператора A, усло-
вий (A)—(E) и оценки (14). �

Лемма 4. Пусть выполнены условия леммы 2. Тогда оператор A отображает множество
L+∞(0, l) в B+

R0
, где R0 определено в (45).

Лемма 4 непосредственно следует из лемм 2 и 3.

Лемма 5. Пусть выполнены условия леммы 2. Тогда оператор A непрерывен на множестве
B+

R при всех R > 0.

Доказательство. Пусть γ(1)(x), γ(2)(x) ∈ B+
R , а u

(1)(t, x) и u(2)(t, x)— соответствующие обобщен-
ные решения прямой задачи (1)—(3). Положим

v(t, x) = u(1)(t, x)− u(2)(t, x), σ(x) = γ(1)(x)− γ(2)(x).

Тогда для данных функций выполняется уравнение

vt − a(x)vxx + b(x)vx + c(t, x)v + γ(1)(x)v = −σ(x)u(2)(t, x) (46)

и краевые условия (10). Заметим, что уравнение (46) совпадает с уравнением (27) при h(t, x) =
−σ(x)u(2)(t, x), а следовательно, в силу теоремы 3 с учетом оценки (14) имеем

|v(t, x)| � (3lTa2e
λ0T )1/2l

q−1
2q M‖σ‖∞, (t, x) ∈ Q, (47)

где λ0 определена в (28). Но тогда в силу определения оператора A в (34) получаем

‖A(γ(1))−A(γ(2))‖∞ � |χ(T )|‖v(T, ·)‖∞ + (K∗
χ +KcKχ)‖v‖L∞(Q) �

� (|χ(T )|+K∗
χ +KcKχ)(3lTa2e

λ0T )1/2l
q−1
2q M‖σ‖∞,

откуда следует, что ‖A(γ(1))−A(γ(2))‖∞ → 0, если ‖γ(1) − γ(2)‖∞ → 0. Лемма доказана. �
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Лемма 6. Пусть выполнены условия леммы 2. Пусть R > 0 произвольно. Тогда оператор A
является вполне непрерывным оператором на множестве B+

R .

Доказательство. Утверждение леммы есть прямое следствие оценки (13), компактности вложе-
ния пространства C0,1/3(Q) в пространство C(Q) и леммы 5. �

Теорема 4. Пусть выполнены условия (A)—(E) и неравенство (43). Тогда существует обоб-
щенное решение {u(t, x), γ(x)} обратной задачи (1)—(4), причем для γ(x) справедлива оценка

0 � γ(x) � R0, (48)

где R0 определено в (45), а для функции u(t, x) справедливы оценки (12), (13) с константами C1,
C2, C3, зависящими от Kγ ≡ R0, а также оценка (14).

Доказательство. В силу лемм 2—6 оператор A является вполне непрерывным оператором, пе-
реводящим замкнутое выпуклое множество B+

R0
на свою часть. Поэтому по теореме Шаудера

о неподвижной точке (см. [10, с. 193]) существует решение γ(x) уравнения (35), принадлежащее
множеству B+

R0
, так что для γ(x) выполнена оценка (48).

Пусть u(t, x)—решение прямой задачи (1)—(3) с данным γ(x) в уравнении (1). Такое решение
существует и единственно в силу теорем 1 и 2. Кроме того, в силу теоремы 2 и оценки (48) для
u(t, x) справедливы оценки (12), (13), в которых константы C1, C2, C3, зависят от Kγ ≡ R0,
а также оценка (14). Применяя лемму 1, получаем, что пара {u(t, x), γ(x)} является обобщенным
решением обратной задачи (1)—(4). Теорема доказана. �

Докажем теперь теорему единственности решения обратной задачи (1)—(4).

Теорема 5. Пусть выполнены условия (A)—(E). Предположим, что справедливо неравен-
ство

1

ϕ0
(|χ(T )|+K∗

χ +KcKχ)(3lTa2e
λ0T )1/2l

q−1
2q M < 1, (49)

где M из (14), а λ0 из (28). Тогда обратная задача (1)—(4) не может иметь более одного
обобщенного решения.

Доказательство. Предположим, что существуют два различных решения {u(1), γ(1)} и {u(2), γ(2)}
этой обратной задачи. Положим

v(t, x) = u(1)(t, x)− u(2)(t, x), σ(x) = γ(1)(x)− γ(2)(x).

Тогда для пары {v, σ} справедливы соотношения (46), (10), а также соотношение
T∫

0

v(t, x)χ(t)dt = 0. (50)

Умножим (46) на χ(t) и проинтегрируем результат по [0, T ]. Учитывая соотношения (50) и (4),
после интегрирования по частям получим, что

σ(x) =
1

ϕ(x)

⎡
⎣

T∫

0

(χ′(t)− c(t, x)χ(t))v(t, x)dt − χ(T )v(T, x)

⎤
⎦ . (51)

Заметим, что при доказательстве леммы 5 для функции v(t, x)—решения задачи (46), (10) —
была получена оценка (47), где константа M из (14), а λ0 из (28). Но тогда из соотношения (51)
получаем неравенство

‖σ‖∞ � 1

ϕ0
(|χ(T )|+K∗

χ +KcKχ)(3lTa2e
λ0T )1/2l

q−1
2q M‖σ‖∞,

откуда в силу условия (49) вытекает, что σ(x) = 0 на [0, l], т.е. γ(1)(x) = γ(2)(x). Но тогда
и u(1)(t, x) = u(2)(t, x) в Q в силу единственности решения прямой задачи (1)—(3) (см. теорему 1).
Таким образом, решения {u(1), γ(1)} и {u(2), γ(2)} обратной задачи (1)—(4) совпадают. Теорема 5
доказана. �
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4. Некоторые примеры. В данном разделе приведем примеры конкретных обратных задач,
для которых применимы доказанные в разделе 3 теоремы существования и единственности.

Пример 1. Рассмотрим в Q обратную задачу

ut − x1/2uxx + γ(x)u = 0, (52)

u(0, x) =
6

T 3
(l1/2x+ l), x ∈ [0, l], (53)

u(t, 0) =
6l

T 3
, u(t, l) =

6

T 3
(l3/2 + l), t ∈ [0, T ], (54)

T∫

0

u(t, x)t(T − t)dt = x3/2 + l, x ∈ [0, l]. (55)

Для обратной задачи (52)—(55) имеем

a(x) = x1/2, b(x) = 0, c(t, x) = f(t, x) = 0, u0(x) =
6

T 3
(l1/2x+ l), μ1(t) =

6l

T 3
,

μ2(t) =
6

T 3
(l3/2 + l), χ(t) = t(T − t), ϕ(x) = x3/2 + l.

Нетрудно проверить, что для задачи (52)—(55) выполнены условия (A)—(E). Кроме того, кон-
станты, входящие в условие (43) из теоремы 4 и в условие (49) из теоремы 5, могут быть выбраны
следующими:

F1 = F2 = 0, ϕ0 = l, ϕ1 = ϕ2 =
3

4
, K∗

ϕ =
3l1/2

2
, q =

3

2
, a1 = l1/2, a2 = 161/3l1/6,

Kχ =
T 3

6
, K∗

χ =
T 2

2
, Kb,a = Kc = 0, M0 =M =

6

T 3
(l3/2 + l).

Тогда условие (43) имеет вид

1 � 4l

T
(l1/2 + 1), (56)

а условие (49) — вид

63/221/6
l3/4

2T 1/2
(l1/2 + 1) < 1. (57)

Таким образом, условия (56) и (57) будут выполнены либо при достаточно большом T (и фик-
сированном l), либо при достаточно малом l (и фиксированном T ). В обоих этих случаях для
задачи (52)—(55) выполняются условия теорем 4 и 5, а следовательно, обратная задача (52)—(55)
имеет решение, которое будет единственным.

Пример 2. Рассмотрим в Q обратную задачу для уравнения (52), но с краевыми условиями

u(0, x) = l1/2x+ l, x ∈ [0, l], (58)

u(t, 0) = l, u(t, l) = l3/2 + l, t ∈ [0, T ], (59)

и дополнительным условием наблюдения

1

T

T∫

0

u(t, x)dt = x3/2 + l, x ∈ [0, l]. (60)

Заметим, что условие наблюдения (60) имеет простой физический смысл: это взятие среднего по
времени от функции u(t, x) на промежутке [0, T ].

Для обратной задачи (52), (58)—(60) имеем

a(x) = x1/2, b(x) = 0, c(t, x) = f(t, x) = 0, u0(x) = l1/2x+ l, μ1(t) = l,

μ2(t) = l3/2 + l, χ(t) =
1

T
, ϕ(x) = x3/2 + l.
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Нетрудно проверить, что для задачи (52), (58)—(60) выполнены условия (A)—(E), при этом кон-
станты, входящие в условие (43) из теоремы 4 и в условие (49) из теоремы 5, могут быть выбраны
следующими:

F1 = F2 = 0, ϕ0 = l, ϕ1 = ϕ2 =
3

4
, K∗

ϕ =
3l1/2

2
, q =

3

2
, a1 = l1/2, a2 = 161/3l1/6,

Kχ, K∗
χ = 0, Kb,a = Kc = 0, M0 =M = (l3/2 + l).

Поэтому условие (43) для рассматриваемой задачи имеет вид

3

4
� 2l

T
(l1/2 + 1), (61)

а условие (49) — вид

61/221/6
l3/4

T 1/2
(l1/2 + 1) < 1. (62)

Как и в примере 1, эти условия будут выполнены либо при достаточно большом T (l фиксирова-
но), либо при достаточно малом l (T фиксировано). В обоих случаях для задачи (52), (58)—(60)
будут выполнены условия теорем 4 и 5, а следовательно, обратная задача (52), (58)—(60) имеет
решение, которое будет единственным.
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