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Аннотация. В работе рассмотрен дифференциальный оператор первого порядка, действующий
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1. Введение. В работе рассматривается преобразование подобия, позволяющее переводить
возмущенный оператор A−B, где A— оператор с известными спектральными свойствами в более
просто устроенный оператор A−B0, спектральные свойства которого легче изучать, потому что
они близки к спектральным свойствам оператора A.
Пусть X —комплексное банахово пространство. Символом EndX обозначена банахова алгебра

всех ограниченных линейных операторов, действующий в X , с нормой ‖X‖∞ = sup‖x‖�1 ‖Xx‖,
X ∈ EndX , x ∈ X . Гильбертово пространство будет обозначаться через H, а символом S2(H) ⊂
EndH—двусторонний идеал операторов Гильберта—Шмидта из алгебры EndH.
Введем в рассмотрение пространства Lp = Lp(R,X ), p ∈ [1,∞), измеримых по Бохнеру и сум-

мируемых на R со степенью p, p ∈ [1,∞), классов эквивалентности функций со значениями в ком-
плексном банаховом пространстве X . Ограничимся в рассмотрении только p ∈ [1,∞) (p �= ∞);
поэтому в дальнейшем условие p ∈ [1,∞) может иногда быть опущено. Нормы в пространствах
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Lp задаются формулами

‖x‖p =
⎛
⎝
∫

R

‖x(t)‖pX dt

⎞
⎠

1/p

, p ∈ [1,∞).

Если X = H— гильбертово пространство, то пространство L2 = L2(R,H) является также
гильбертовым пространством со скалярным произведением

(x, y) =

∫

R

〈x(t), y(t)〉Hdt.

Через W 1
p = W 1

p (R,X ), p ∈ [1,∞), обозначим пространство Соболева абсолютно непрерывных
функций из Lp с производными из Lp со значениями в комплексном банаховом пространстве X .
А символом Cω(R,X ) обозначено пространство (сильно) непрерывных ограниченных функций
периодических периода ω со значениями в банаховом пространстве X и нормой

‖x‖ = sup
t∈R

‖x(t)‖, t ∈ R.

Также будут использоваться банаховы пространства Lp,ω(R,X ), 1 � p < ∞, локально интегри-
руемых (по Бохнеру) со степенью p классов эквивалентности ω-периодических функций и про-
странства lp(Z,X ), 1 � p < ∞, суммируемых со степенью p последовательностей со значениями
в банаховом пространстве X .
Работа состоит из двух частей. Первая часть — обзорная, в ней представлено современное со-

стояние метода подобных операторов, с помощью которого проводится исследование во второй
части. Разобрана абстрактная схема метода и приведены наиболее значимые примеры его при-
менения. При этом, в основном, метод применяется в гильбертовом пространстве для диагонали-
зации (или блочной диагонализации) исследуемого оператора и все построения удобно вести на
языке операторных (или числовых) матриц рассматриваемых операторов.
Во второй части рассматривается применение метода подобных операторов к приведению диф-

ференциального оператора первого порядка на оси с потенциалом из Cω к более простому опера-
тору. Тут принципиально другая схема применения схемы метода подобных операторов, которая
и излагается в этой части. Иллюстрируются общие теоремы метода подобных операторов (тео-
ремы 1—4).

2. Метод подобных операторов. Абстрактная схема и история. Начнем этот раздел
с определения подобных операторов.

Определение 1. Два линейных оператора Ai : D(Ai) ⊂ X → X , i = 1, 2, называются по-
добными, если существует такой непрерывно обратимый оператор U ∈ EndX , что имеют место
равенства UD(A2) = D(A1), A1Ux = UA2x, x ∈ D(A2). Оператор U называется оператором
преобразования A1 в A2 или сплетающим оператором.

Преобразование подобия широко используется в различных исследованиях, начиная с приве-
дения матриц к диагональному виду (см. [30]). Хороший обзор по истории и нынешнему состоя-
нию общей теории преобразования подобия можно найти в работах С. М. Ситника с соавторами
(см. [35,48,67,68,71]). Отметим также, что альтернативное название для теории операторов пре-
образования — transmutation operator method, и оно восходит к Ж. Дельсарту (см. [64, 65]). Ши-
рокое использование преобразования подобия обусловлено тем, что, зная спектральные свойства
одного из операторов, легко можно получить спектральные свойства ему подобного. В частности,
спектры подобных операторов совпадают.
Ключевым понятием метода подобных операторов является понятие допустимой для невозму-

щенного замкнутого линейного оператора A : D(A) ⊂ X → X тройки. Через σ(A) и ρ(A) будем
обозначать спектр и резольвентное множество оператора A соответственно.

Определение 2 (см. [8]). Пусть M—линейное пространство операторов из LA(X ) и

J : M → M, Γ: M → EndX
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—линейные операторы (трансформаторы). Тройку (M, J,Γ) назовем допустимой тройкой для
(невозмущенного) оператора A, аM—допустимым пространством возмущений, если выполнены
следующие условия:

(i) M—банахово пространство со своей нормой ‖ · ‖M, непрерывно вложенное в LA(X ), т.е.
‖X‖M � const‖X‖A, X ∈ M;

(ii) J и Γ—непрерывные операторы;
(iii) (ΓX)D(A) ⊂ D(A) и A(ΓX) − (ΓX)A = X − JX, X ∈ M;
(iv) XΓY , (ΓX)Y ∈ M для любых X, Y ∈ M, и существует такая постоянная γ > 0, что

‖Γ‖ � γ, max{‖XΓY ‖M, ‖(ΓX)Y ‖M} � γ‖X‖M‖Y ‖M, X, Y ∈ M;

(v) для любых X ∈ M и ε > 0 существует такое число λε ∈ ρ(A), что ‖X(A− λεI)
−1‖∞ � ε.

Замечание 1. Вместо свойства (v) в определении 2 можно требовать выполнение любого усло-
вия, влекущего равенство (ΓX)D(A) = D(A). Например, можно потребовать RanΓX ⊂ D(A)
и AΓX ∈ EndX для любого X ∈ M.

Отметим, что обычно в методе подобных операторов предполагается, что J —проектор, и тогда
добавляется еще условие

J((ΓX)JY ) = 0 для всех X,Y ∈ M. (1)

Теорема 1 (см. [3]). Пусть (M, J,Γ)— допустимая для оператора A : D(A) ⊂ X → X тройка
и выполняется условие

6jγ‖B‖M < 1,

где j = max{1, ‖J‖} и константа γ взята из условия (iv) определения 2. Тогда отображение
Φ: M → M вида

Φ(X) = BΓX − (ΓX)(JX) +B, X ∈ M,

является сжимающим и имеет единственную неподвижную точку X∗ в шаре

B = {X ∈ M : ‖X −B‖M �
√
2‖B‖M},

т.е. X∗ = Φ(X∗). Оператор X∗ может быть найден методом простых итераций как пре-
дел последовательности {Xn, n � 1}, где X1 = B и Xn = Φ(Xn−1), n � 2. При этом опера-
тор A−B подобен оператору A − JX∗, причем оператором преобразования служит оператор
U = I + ΓX∗ ∈ EndX , т.е.

(A−B)(I + ΓX∗) = (I + ΓX∗)(A− JX∗).

Метод подобных операторов, изложенный кратко выше, опирается на метод К. О. Фридрихса
подобных операторов (см. [53, 66]), метод Р. Тернера подобных операторов (см. [32]), а также на
работы Пуанкаре, Крылова, Боголюбова и окончательно оформляется в работах А. Г. Баскакова
(см., например, [3, 8]). Впервые метод подобных операторов (А. Г. Баскакова) был предложен
в [2], затем был развит в [3–9, 13, 15]. Связь метода подобных операторов с заменой Крыло-
ва—Боголюбова (методом усреднения) описана в [2, 3, 5, 6, 10], а с методом Тернера подобных
операторов в [49]. В настоящее время метод подобных операторов активно разрабатывается про-
фессором А. Г. Баскаковым и его учениками. Наиболее интересными за последнее десятилетие,
помимо [13,15], являются работы [17–19,24–29,33,34,36,38–47,50–52,54–60,63,69]. Возникают раз-
ные модификации метода подобных операторов, позволяющие лучше учитывать спектральные
свойства невозмущенного оператора или (и) характеристики оператора-возмущения. Например,
принадлежность его специальным весовым операторным пространствам (см. [52, 54]). Отметим,
что во всех цитированных выше работах оператор J является проектором и, соответственно, ис-
пользуется вместо теоремы 1 другая теорема, учитывающая именно этот факт и вытекающая из
теоремы 1.

Теорема 2. Пусть (M, J,Γ)— допустимая тройка для оператора A : D(A) ⊂ X → X , J —
проектор (J2 = J), выполнено условие (1) и B ∈ M. Пусть также

4γ‖J‖‖B‖M < 1. (2)
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Тогда отображение Φ: M → M, определенное формулой

X = BΓX − (ΓX)JB − (ΓX)J(BΓX) +B =: Φ(X), X ∈ M.

является сжимающим и имеет единственную неподвижную точку X∗ в шаре

B = {X ∈ M : ‖X∗ −B‖M � 3‖B‖M},
которая может быть найдена методом простых итераций как предел последовательности
{Xn, n � 1}, где X1 = B и Xn = Φ(Xn−1), n � 2. Оператор A − B подобен оператору A − JX∗
и оператором преобразования является оператор I + ΓX∗, ΓX∗ ∈ M.

Условие (2) теоремы 2 можно улучшить в случае специального вида оператора B ∈ M, а имен-
но, если JB = 0. Такой результат получен в [60, Remark 3.1]; приведем его для полноты изложе-
ния.

Теорема 3. Пусть (M, J,Γ)— допустимая тройка для оператора A : D(A) ⊂ X → X , B ∈ M
и JB = 0. Тогда при выполнении условия

3γ‖J‖‖B‖M < 1

оператор A − B подобен оператору A − JX∗, где X∗ ∈ M— решение нелинейного операторного
уравнения

X = BΓX − (ΓX)J(BΓX) +B.

При этом имеет место равенство

(A−B)(I + ΓX∗) = (I + ΓX∗)(A− JX∗).

Наконец, в случае J = 0, условие (2) теоремы 2 можно ослабить до приведенного в следующей
теореме результата.

Теорема 4. Пусть (M, J,Γ)— допустимая для оператора A тройка с J = 0. При выполнении
условия

γ‖B‖ < 1

оператор A − B подобен невозмущенному оператору A и (A − B)(I + ΓX∗) = (I + ΓX∗)A, где
X∗ —решение операторного уравнения X = BΓX +B.

Еще раз отметим, что теорема 1 является более общей, чем теоремы 2 и 3, и именно при ее ис-
пользовании получены результаты данной работы, в отличие от работ с использованием техники
метода подобных операторов последнего десятилетия. Заметим также, что во всех цитируемых
работах, кроме [47], операторы действуют в комплексном гильбертовом пространстве H.
Сделаем далее краткий обзор источников [13,15,17–19,24–29,33,34,36,38–47,50–52,54–60,63,69].

Вначале отметим, что в 2009 году вышла работа [13], в которой доказательства теорем о подобии
велись с использованием операторных матриц, и этот же принцип использовался далее в осталь-
ных работах. Также в работе [13], являющейся очень важной с точки зрения развития метода по-
добных операторов, было досконально разработано и проведено предварительное преобразование
подобия, впервые предложенное в [8]. Суть его заключается в следующем. Пусть есть некоторое
возмущение B ∈ LA(H) и есть некоторое удобное для дальнейшего использования пространство
допустимых возмущений M для невозмущенного оператора A : D(A) ⊂ H → H, но B /∈ M.
Тогда, если это возможно, то, прежде чем применить метод подобных операторов к оператору
A − B, строится предварительное преобразование подобия оператора A − B в оператор A − B0,
где оператор B0 уже принадлежит M. И далее применяется стандартная схема метода подобных
операторов в «удобном» пространстве допустимых возмущений. Обычно в качестве M берет-
ся двусторонний идеал операторов Гильберта—Шмидта S2(H). При этом необходимые свойства
этого идеала, используемые в методе подобных операторов, можно найти, например, в [31]. От-
метим также, что предварительное преобразование подобия без дальнейшего применения метода
подобных операторов использовалась в статьях [20,62] для доказательства существования такой
непрерывной действительной положительной функции f ∈ L2(R), что σ(A − B) лежит в полосе
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от −f до f , где A— самосопряженный оператор и B ∈ LA(H), причем оператор A − B подобен
оператору A−B0, где B0 ∈ S2(H).
Для осуществления предварительного преобразования подобия необходимо выполнение ряда

условий. Приведем их.

Предположение 1 (см. [13]). Операторы ΓB, JB, B удовлетворяют следующим условиям:
(a) ΓB ∈ EndX и ‖ΓB‖ < 1;
(b) (ΓB)D(A) ⊂ D(A);
(c) BΓB, (ΓB)JB ∈ M;
(d) A(ΓB)x− (ΓB)Ax = Bx− (JB)x, x ∈ D(A);
(e) для любого ε > 0 существует такое число λε ∈ ρ(A) , что выполнено неравенство

‖B(A− λεI)
−1‖∞ < ε.

Теорема 5 (см. [13]). При выполнении предположения 1 оператор A − B подобен оператору
A− JB −B0, где B0 = (I + ΓB)−1(BΓB − (ΓB)JB), причем имеет место равенство

(A−B)(I + ΓB) = (I + ΓB)(A− JB −B0).

Заметим также, что оператор Дирака из [13] характерен тем, что собственные значения невоз-
мущенного оператора «не разбегаются», но отделены друг от друга. Это вносит определен-
ную трудность в применение метода подобных операторов, поэтому в этом случае также при-
ходится учитывать специфику оператора-возмущения B. Работа [13] породила целый ряд ста-
тей [16,17,36,46,47,56,58,59], в которых метод подобных операторов адаптировался под исследо-
вание возмущенных дифференциальных операторов первого порядка, при условии, что невозму-
щенный оператор является нормальным (самосопряженным) оператором с дискретным спектром
и отделенными собственными значениями, при этом использовались операторные матрицы. На-
конец, в 2020 году вышли работы [18,19], в которых закрепилась модификация метода под такой
класс операторов и собраны конкретные примеры под модификацию.
Отметим, что в последнее время возрос интерес к дифференциальным операторам первого

порядка с инволюцией (см. работы А. П. Хромова и М. Ш. Бурлуцкой [14, 21–23]). Операторы,
исследуемые в этих работах, также вкладываются в схему из [19]. С помощью метода подобных
операторов эти операторы с инволюцией подобно исследовались в [16, 36, 58, 59, 61].
Следующей рубежной работой, в которой разрабатывается другая модификация метода подоб-

ных операторов, является работа [15]. В ней, с использованием предварительного преобразования
подобия (см. предположение 1 и теорему 5), обосновывается схема исследования возмущенного
самосопряженного дифференциального оператора с дискретным спектром, собственные значе-
ния которого «разбегаются» с возмущением-потенциалом из L2[0, ω]. Эта модификация широко
развивалась Поляковым Д. М. для получения результатов в работах [24–26, 41, 42, 44], а также
другими авторами, например, [52].
Более общая модификация метода подобных операторов, объединившая себе и [13] и [15], пред-

ставлена в [60].
Отметим также серию работ [27–29, 57] (а также ссылки в них), в которых метод подобных

операторов применяется для исследования разностных операторов. При этом у невозмущенного
оператора предполагается дискретный спектр с разбегающимися собственными значениями (что
соответствует растущему потенциалу), а возмущением является оператор с суммируемыми диа-
гоналями. Поэтому, как правило, в качестве пространства допустимых возмущений используется
пространство EndH или пространство End1 H операторов с суммируемыми диагоналями и пред-
варительное преобразования не требуется. Все разностные операторы обычно рассматриваются
в пространстве H = l2(Z).
Важно подчеркнуть, что в следующем разделе будем опираться на приведенные выше теоре-

мы 1—4.

3. Преобразование подобия дифференциального оператора первого порядка.
При изучении задачи Коши для дифференциального уравнения первого порядка иногда быва-
ет полезно исходный оператор преобразованием подобия перевести в оператор с более удобным



8 А. Г. БАСКАКОВ, И. А. КРИШТАЛ, Н. Б. УСКОВА

для дальнейшего исследования операторным коэффициентом. В некоторых классах задач при
выполнении определенных условий удается неавтономную задачу свести к автономной.
Пусть (Ax)(t) = dx/dt : D(A) = W 1

p → Lp, p ∈ [1,∞). Оператор A будет далее играть роль
невозмущенного оператора. Пусть (Bx)(t) = B(t)x(t), t ∈ R, B ∈ EndLp, B ∈ Cω(R,EndLp).
Таким образом, оператор B есть оператор умножения на периодическую функцию, он будет
играть роль оператора-возмущения.
С помощью метода подобных операторов далее приведем оператор A−B в оператор A−B0, где

B0 — оператор умножения на тригонометрический полином. В случае малости нормы оператора-
возмущения оператор B0 может быть оператором умножения на постоянную функцию. При этом
в специальном случае, когда ряд Фурье функции B содержит только положительные (только
отрицательные) коэффициенты, оператор A−B может быть подобен невозмущенному оператору
A. В этом случае получаем метод Фридрихса подобных операторов [53, 66].
Перейдем к построению допустимой тройки для невозмущенного оператора A. Так как функ-

ция B является периодической, то ее можно разложить в ряд Фурье
B(t) ∼

∑
n∈Z

B̂(n)ei2πnt/ω, t ∈ R,

где коэффициенты B̂(n), n ∈ Z, считаются по формулам

B̂(n) =
1

ω

ω∫

0

B(t)e−i2πnt/ωdt.

Так как B ∈ Cω ⊂ L2,ω(R,EndLp), то последовательность коэффициентов {B̂(n), n ∈ Z}, принад-
лежит l2(Z,EndLp).
Пусть M—пространство операторов умножения на функцию из Cω. Таким образом, X ∈ M,

если (Xx)(t) = X(t)x(t), x ∈ Lp, X ∈ Cω и M ⊂ EndLp.
Введем в рассмотрение трансформаторы Jn, Γn ∈ EndM, n ∈ Z+, следующим образом.

Для оператора X ∈ EndLp, (Xx)(t) = X(t)x(t), X ∈ Cω, x ∈ Lp,

X(t) ∼
∑
n∈Z

X̂(n)ei2πnt/ωdt,

оператор JnX является оператором умножения на тригонометрический полином, т.е. (JnXx)(t) =
Xn(t)x(t), Xn ∈ Cω, x ∈ Lp,

Xn(t) =
∑
|k|�n

X̂(k)ei2πkt/ω , n ∈ Z+.

Отметим, что трансформатор Jn ∈ EndM определен корректно. Подчеркнем еще раз, что функ-
ция Xn ∈ Cω —периодическая того же периода ω и она является тригонометрическим операто-
розначным полиномом.
Рассмотрим трансформатор adA : D(adA) ⊂ EndM → EndM, который обычно используется

в методе подобных операторов и определяется стандартным для этого метода образом:

adAX = AX −XA, X ∈ D(adA).

Область определения D(adA), состоящая из таких операторов X ∈ EndM, обладает следующими
свойствами:

(i) XD(A) ⊂ D(A);
(ii) оператор AX −XA : D(A) ⊂ Lp допускает расширение Y на Lp и полагается adAX = Y .
В рассматриваемом случае, если X — оператор умножения на функцию X ∈ Cω, производная

которой X′ принадлежит Cω, и x ∈ D(A), имеем

adAXx = Xx+Xx′ −Xx′ = Ẋx,

где Ẋ — оператор умножения на функцию X′ ∈ Cω.
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Из пункта (iii) определения 2 имеем, что если

X(t) =
∑
k∈Z

X̂(k)ei2πkt/ω , X′(t) =
∑
k∈Z

X̂(k)
i2πk

ω
ei2πkt/ω,

X − JnX — оператор умножения на функцию

X̃(t) =
∑
|k|>n

X̂(k)ei2πkt/ω ,

то ΓnX — оператор умножения на функцию

Yn(t) =
∑
|k|>n

ω

i2πk
X̂(k)ei2πkt/ω , t ∈ R, n ∈ Z+, Yn ∈ Cω.

Для функции Yn имеет место неравенство Бора—Фавара ‖Yn‖ � π‖Xn‖/(2(n + 1)), n ∈ N, т.е.
‖Γn‖ � π/(2(n + 1)) (см., например, [12]).
Для оценки нормы оператора Jn рассмотрим трапецевидную функцию τn ∈ L1(R) ∩ L2(R),

n > 0, заданную формулой

τn(λ) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

1, |λ| � n,

0, |λ| > n+ 1,

n+ 1− λ, n < λ � n+ 1,

n+ 1 + λ, −n− 1 � λ < −n.

(3)

При этом τn = ϕ̂n и известна оценка нормы функции ϕn из L1 (см. [37, Лемма 1.10.1]):

‖ϕn‖1 � 4

π
+

2

π
ln(2n + 1). (4)

Можно показать, что

(JnXx)(s) =

∫

R

ϕn(t)B(s − t)x(s)dt = (ϕn ∗ B)(s)x(s).

Поэтому ‖Jn‖ � ‖ϕn‖1 � 4/π + 2 ln(2n+ 1)/π.
Отметим один специальный случай функции τn ∈ L1(R) ∩ L2(R). Пусть n = 1. Тогда функция

τ1, заданная формулой (3), является преобразованием Фурье функции

ϕ(t) =
2 sin 3t

2 sin t
2

πt2
, t ∈ R,

и кроме оценки ‖ϕ‖1 � 4/π + (2 ln 3)/π, вытекающей из (4) (см. [37]), известны и другие оценки
нормы функции ϕ, например, ‖ϕ‖1 � 23/23−1/4 (см. [62] или [70])

‖ϕ‖1 �
√
3. (5)

В приводимой ниже теореме 8 будем использовать оценку (5) из [70], так как она является
наиболее точной из приведенных.

Теорема 6. Тройка (M, Jn,Γn) является допустимой тройкой для невозмущенного операто-
ра A при любом n � 1.

Доказательство. Для доказательства необходимо проверить выполнение условий определения 2.
Условие (i) выполняется ввиду ограниченности возмущения. Условие (ii) следует из построения

трансформаторов Jn и Γn, n ∈ N. Условие (iii) опять же следует из построения трансформатора
Γn, n ∈ N. Условие (iv) выполняется с константой γ = π/(2(n+1)), n ∈ N. И, наконец, выполнение
условия (v) следует из ограниченности возмущения X ∈ M, если в качестве λε брать довольно
большое натуральное число. Теорема доказана. �
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Отметим, что в рассматриваемом случае трансформаторы Jn, n ∈ Z+, являются проекторами.
Но при этом условие (1), необходимое для теоремы 2, выполняется только в случае n = 0. Поэто-
му, несмотря на то, что Jn, n ∈ N, — проектор, можно применить только самую общую теорему 1.
При этом условие (2) теоремы 1 переписывается в виде

3

n+ 1
(4 + 2 ln(2n+ 1))‖B‖ < 1

и выполняется при достаточно большом n. Таким образом, имеет место

Теорема 7. Оператор d/dt−B, где B — оператор умножения на функцию B ∈ Cω, действу-
ющий в пространстве Lp(R,X ), 1 � p < ∞, с B ∈ Cω(R,X ) подобен оператору d/dt − B0, где
B0— оператор умножения на тригонометрический полином B0 ∈ Cω.

Из теорем 1, 6 и оценки (5) немедленно вытекает

Теорема 8. Пусть для функции B ∈ Cω выполнено условие

3
√
3π

2
‖B‖ < 1.

Тогда оператор d/dt−B, где B — оператор умножения на функцию B, подобен оператору d/dt−
B0, где B0— оператор умножения на функцию X∗ ∈ Cω вида

X∗(t) = e−i2πt/ωC1 + C2 + ei2πt/ωC3,

где Ck ∈ EndX , k ∈ {1, 2, 3}.
Рассмотрим теперь случай n = 0. Тогда J = J0 и JX — оператор умножения на постоянную

функцию (имеющую только коэффициент Фурье X̂(0)). Тогда операторы J0X, X − J0X и Γ0X —
это операторы умножения на функции из Cω, имеющие ряды Фурье соответственно:

X0(t) = X̂(0), X0(t) = X(t)− X0(t) =
∑
k �=0

X̂(k)ei2πkt/ω ,

Y0(t) =
∑
k �=0

ω

i2πk
X̂(k)ei2πkt/ω , t ∈ R.

Причем ‖Y0‖ � π‖X‖/2, т.е. γ � π/2.
Для оценки нормы ‖J0‖ в рассматриваемом случае удобно использовать треугольную функцию

τ̃(λ) =

{
0, |λ| � 1,

1− |λ|, |λ| � 1.

При этом τ̃ = ϕ̂ и известно, что ‖ϕ‖1 = τ̃(0) = 1 (см. [1, 37]).
Осталось применить теорему 2. Так как в этом случае оператор J является проектором и вы-

полнено условие (2), имеет место

Теорема 9. Пусть выполнено условие

2π‖B‖ < 1. (6)

Тогда оператор d/dt−B, действующий в пространстве Lp(R,X ), 1 � p < ∞, подобен оператору
d/dt −B0, где B0— оператор умножения на постоянную функцию.

Условие (6), позволяющее приводить дифференциальный оператор с переменным оператор-
ным коэффициентом к дифференциальному оператору с постоянным коэффициентом, можно
ослабить в случае, если среднее

ω∫

0

B(t)dt

функции B есть нуль. При этом используется теорема 3.
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Теорема 10. Пусть выполнено условие
3π

2
‖B‖ < 1

и функция B имеет нулевое среднее. Тогда оператор d/dt−B, действующий в Lp(R,X ), 1 � p <
∞, подобен оператору d/dt−B0, где B0— оператор умножения на постоянную функцию.

Рассмотрим еще один специальный случай потенциала B. Пусть функция B имеет ряд Фурье
вида

B(t) =
∑
n>0

B̂(n)ei2πnt/ω
(
B(t) ∼

∑
n<0

B̂(n)ei2πnt/ω
)
, t ∈ R.

В этом случае оператор умножения на функцию B будет строго каузальным (строго антикаузаль-
ным), и такие операторы образуют в Cω замкнутое подпространство [11]. Тогда в качестве про-
странства допустимых возмущенийM берется пространство операторов умножения на функции,
имеющие в разложении ряд Фурье только положительные (только отрицательные) коэффициен-
ты. При этом очевидно, что трансформатор J = J0 в рассматриваемом случае будет нулевым,
‖J‖ = 0. Более того, из работы [12] следует, что в этом случае γ = 1. Все остальные рассуждения
остаются в силе, и из теоремы 4 следует

Теорема 11. Пусть функция B ∈ Cω имеет только положительные (отрицательные) нену-
левые коэффициенты Фурье и выполнено условие

‖B‖ < 1.

Тогда оператор d/dt−B, действующий в пространстве Lp, 1 � p < ∞, подобен оператору d/dt.

Отметим также, что используя более детальный подход, теорему 11 можно значительно уси-
лить, отбросив условие на ‖B‖. Следующий результат является частным случаем теоремы 1.7
из [3].

Теорема 12. Пусть функция B ∈ Cω имеет только положительные (отрицательные)
ненулевые коэффициенты Фурье. Тогда оператор d/dt − B, действующий в пространстве Lp,
1 � p < ∞, подобен оператору d/dt.
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