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Аннотация. Рассматривается дискретное эллиптическое псевдодифференциальное уравнение
в квадранте и связанная с ним дискретная краевая задача. Описаны условия разрешимости дис-
кретной краевой задачи в дискретных аналогах пространств Соболева—Слободецкого. Проведе-
но сравнение дискретного решения с решением соответствующей континуальной краевой задачи
в зависимости от параметра дискретизации.
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Abstract. We consider a discrete elliptic pseudodifferential equation in a quadrant and the
corresponding discrete boundary-value problem. Conditions for the solvability of the discrete boundary-
value problem in discrete analogs of the Sobolev–Slobodetskii spaces are described. The discrete solution
is compared with the solution of the corresponding continuum boundary-value problem depending on
the discretization parameter.
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1. Введение. Теория псевдодифференциальных операторов и уравнений активно развивалась
с середины 1960-х гг., и основные задачи были связаны с ограниченностью этих операторов в раз-
личных функциональных пространствах, описанием свойств фредгольмовости и регулярности
решений, вычисление индекса [6, 10, 11]. Однако дискретные аспекты этой теории (в отличие от
дифференциальных операторов в частных производных и соответствующих краевых задач [7,8])
исследовались не столь интенсивно, и, как правило, ограничивались рассмотрением превдодиф-
ференциальных операторов на целочисленной решетке Z

m (см. [12, 14]). Оставалось неясным,
могут ли дискретные операторы стать хорошим аппроксимационным инструментом для реше-
ния псевдодифференциальных уравнений, хотя априори понятно, что дискретизация является
неизменным условием для компьютерных вычислений. В связи с этим первый автор начал раз-
рабатывать дискретную теорию таких уравнений, начав с сингулярных интегралов Кальдерона—
Зигмунда [1,16] как простейшего представления псевдодифференциальных операторов, постепен-
но переходя к модельным псевдодифференциальным операторам и уравнениям (пока в канони-
ческих областях) в дискретных пространствах L2(hZ

m), L2(hZ
m
+ ), h > 0, и сравнение дискретных
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и континуальных решений. Оказалось, что картина разрешимости дискретных уравнений выгля-
дит подобно континуальному случаю, и в случае h → 0 дискретные условия разрешимости перехо-
дят в свой континуальный аналог. Аналогичные исследования были проведены для брлее общих
модельных псевдодифференциальных операторов в дискретных аналогах Hs-пространств [17,18]
со сравнением дискретных и непрерывных решений [3, 15].

В этой работе рассматриваем новую модельную область — квадрант в R
2, описываем условия

разрешимости соответствующего модельного уравнения, выделяем дискретную краевую задачу
и даем сравнение дискретных и континуальных решений. Геометрия области оказывает суще-
ственное влияние на выбор инструментов исследования и определяет дополнительные ограниче-
ния на класс символов исследуемых уравнений. Мы используем периодический аналог волновой
факторизации [2] для описания разрешимости модельных псевдодифференциальных уравнений
и постановки дискретных краевых задач. Некоторые элементы этих построений были анонсиро-
ваны в [19,20]. Здесь мы приводим более общее определение и расширяем класс рассматриваемых
уравнений.

2. Конусы, периодические символы, дискретные операторы и уравнения.

2.1. Дискретные пространства и преобразования. Пусть Z
2 —целочисленная решетка на плос-

кости. Обозначим K = {x ∈ R
2 : x = (x1, x2), x1 > 0, x2 > 0} первый квадрант на плоскости,

Kd = hZ2 ∩ K, h > 0. Мы рассматриваем функции дискретного аргумента ud(x̃), x̃ = (x̃1, x̃2) ∈
hZ2, определенные на решетке hZ2. Обозначим T

2 квадрат [−π, π]2, h > 0, � = h−1. Будем
рассматривать функции, изначально заданные в квадрате T

2, как периодические функции, опре-
деленные на всей плоскости R

2 с основным квадратом периодов T
2.

Для функций дискретного аргумента можно определить дискретное преобразование Фурье
формулой

(Fdud)(ξ) ≡ ũd(ξ) =
∑

x̃∈hZ2

e−ix̃·ξud(x̃)h2, ξ ∈ �T
2,

в случае сходимости последнего ряда, и функция ũd(ξ) будет периодической функций в R
2 с ос-

новным квадратом периодов �T
2. Так определенное дискретное преобразование Фурье наследует

все свойства интегрального преобразования Фурье, и обратное дискретное преобразование Фурье
можно записать как

(F−1
d ũd)(x̃) =

1

(2π)2

∫

�T2

eix̃·ξũd(ξ)dξ, x̃ ∈ hZ2.

Дискретное преобразование Фурье устанавливает взаимно однозначное соответствие между
пространствами L2(hZ

2) и L2(�T
2) с нормами

‖ud‖2 =

⎛

⎝
∑

x̃∈hZ2

|ud(x̃)|2h2
⎞

⎠
1/2

, ‖ũd‖2 =

⎛

⎜⎝
∫

ξ∈�T2

|ũd(ξ)|2dξ

⎞

⎟⎠

1/2

.

Нам понадобятся более общие пространства дискретных функций, и для их введения мы ис-
пользуем понятие разделенных разностей [8, 17] и их свойства, связанные с дискретным преоб-
разованием Фурье. Используя эти конструкции, определим дискретные пространства Соболева—
Слободецкого для исследования разрешимости широкого класса дискретных псевдодифференци-
альных уравнений.

Введем дискретный аналог пространства Шварца S(hZ2) как совокупность дискретных функ-
ций, имеющих конечные полунормы

|ud| = sup
x̃∈hZ2

(1 + |x̃|)l|Δ(k)ud(x̃)|

для произвольного l ∈ N, k = (k1, k2), kr ∈ N, r = 1, 2,

Δ(k)ud(x̃) = Δk1
1 Δk2

2 ud(x̃),

где Δk
j обозначает разделенную разность k-го порядка по переменной x̃j, j = 1, 2.
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Определение 1. Дискретной обобщенной функцией называется любой линейный непрерыв-
ный функционал на S(hZ2).

Множество таких дискретных обобщенных функций будем обозначать S′(hZ2), а значение дис-
кретного функционала fd на основной дискретной функции ud ∈ S(hZ2) обозначается (fd, ud).

Можно ввести понятие носителя дискретной обобщенной функции. Носитель дискретной функ-
ции ud ∈ S(hZ2)— это подмножество hZ2, где ud отлична от нуля. Для произвольного множества
M ⊂ R

2 обозначим Md = M∩hZ2 и говорим, что fd = 0 в дискретной области Md, если (fd, ud) = 0,
∀ud ∈ S(Md), где S(Md) ⊂ S(hZ2) состоит из дискретных функций с носителями, содержащимися
в Md. Если обозначить M̃d объединение таких Md, где fd = 0, носителем дискретной обобщенной
функции fd будет множество hZ2 \ M̃d.

Аналогично [4] можно определить стандартные операции в пространстве S′(hZ2), однако роль
дифференцирования будет играть разделенная разность первого порядка. Свойства дискретных
обобщенных функций подробно описаны в [17], сходимость понимается как слабая сходимость
в пространстве функционалов S′(hZ2).

Пример 1. Если fd(x̃) локально суммируема, она порождает дискретную обобщенную функ-
цию формулой

(fd, ud) =
∑

x̃∈hZ2

fd(x̃)ud(x̃)h
2, ∀ud ∈ S(hZ2). (1)

Однако возможны и другие варианты, аналогичные дельта-функции Дирака (δd, ud) = ud(0), не
представимые формулой (1).

Введем обозначение
ζ2 = h−2

((
e−ih·ξ1 − 1

)2
+
(
e−ih·ξ2 − 1

)2)
.

Определение 2. Пространство Hs(hZ2) состоит из дискретных (обобщенных) функций и яв-
ляется замыканием пространства S(hZ2) по норме

‖ud‖s =

⎛

⎝
∫

�T2

(1 + |ζ2|)s|ũd(ξ)|2dξ

⎞

⎠
1/2

. (2)

Следует отметить, что многие свойства таких дискретных пространств были исследованы в [9].
Варьируя h в (2), получаем различные нормы, которые эквивалентны L2-норме, однако постоян-
ные эквивалентности будут зависеть от h. В этой связи хотелось бы подчеркнуть, что в наших
конструкциях (см. ниже) все постоянные от h не зависят.

Определение 3. Пространство Hs(Kd) состоит из дискретных обобщенных функций из про-
странства Hs(hZ2), чьи носители содержатся в Kd. Норма в пространстве Hs(Kd) индуцируется
нормой пространства Hs(hZ2). Пространство Hs

0(Kd) состоит из дискретных обобщенных функ-
ций fd ∈ S′(hR2) с носителями в Kd, и эти дискретные обобщенные функции должны допускать
продолжение на все пространство Hs(hZ2). Норма в пространстве Hs

0(Kd) задается формулой

‖fd‖+s = inf ‖�fd‖s,
где inf берется по всем продолжениям �.

Фурье-образ пространства Hs(Kd) будем обозначать H̃s(Kd).

2.2. Символы и операторы. Измеримую периодическую функцию Ad(ξ) в R
2 с основным кубом

периодов �T
2, будем называть символом.

Определение 4. Дискретным псевдодифференциальным оператором Ad с символом Ad(ξ)
в дискретном квадранте Kd называется оператор следующего вида

(Adud)(x̃) =
∑

ỹ∈hZ2

h2
∫

�T2

Ad(ξ)e
i(x̃−ỹ)·ξũd(ξ)dξ, x̃ ∈ Kd. (3)
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Говорят, что оператор Ad — эллиптический, если

ess inf
ξ∈�T2

|Ad(ξ)| > 0.

Можно определить более общий дискретный псевдодифференциальный оператор с символом
Ad(x̃, ξ), зависящим от дискретной пространственной переменной x̃

(Adud)(x̃) =
∑

ỹ∈hZ2

h2
∫

�T2

Ad(x̃, ξ)e
i(x̃−ỹ)·ξũd(ξ)dξ, x̃ ∈ Kd,

однако в этой работе ограничимся модельным оператором вида (3).
Будем рассматривать класс символов, удовлетворяющих условию

c1(1 + |ζ2|)α/2 � |Ad(ξ)| � c2(1 + |ζ2|)α/2 (4)

с постоянными c1, c2, не зависящими от h, и называть число α ∈ R порядком псевдодифферен-
циального оператора Ad.

Очень просто доказать, что дискретный псевдодифференциальный оператор Ad c символом
Ad(ξ)—линейный ограниченный оператор Hs(hZ2) → Hs−α(hZ2) с нормой, не зависящей от h
(см. [17]).

Исследуем разрешимость дискретного уравнения

(Adud)(x̃) = vd(x̃), x̃ ∈ Kd, (5)

в пространстве Hs(Kd), предполагая, что vd ∈ Hs−α
0 (Kd).

Нам понадобятся некоторые области комплексного пространства C
2. Область вида Th(K) =

�T
2+ iK назовем трубчатой областью над квадрантом K, и будем рассматривать аналитические

функции f(x+ iτ) в Th(K) = �T
2 + iK, считая их вещественно-периодическими, определенными

для почти всех значений x.
Введем периодическое ядро Бохнера по аналогии с [4]

Bh(z) =
∑

x̃∈Kd

eix̃·(ξ+iτ)h2, ξ ∈ �T
2, τ ∈ K,

и соответствующий интегральный оператор

(Bhũd)(ξ) = lim
τ→0,τ∈K

1

4π2

∫

�T2

Bh(ξ + iτ − η)ũd(η)dη.

В [16] приведены вычисления для дискретной положительной полуоси (одномерный конус).
Если воспользоваться этими вычислениями, можно прийти к следующему выводу.

Лемма 1. Для квадранта K оператор Bh имеет следующий вид

(Bhũd)(ξ) =
h2

8π2

∫

T2

ũd(η)dη + lim
τ→0+

ih

8π2

∫

T2

ctg
h(ξ1 − η1 + iτ1)

2
ũd(η)dη+

+ lim
τ→0+

ih

8π2

∫

T2

ctg
h(ξ2 − η2 + iτ2)

2
ũd(η)dη−

− lim
τ→0+

h2

8π2

∫

T2

ctg
h(ξ1 − η1 + iτ1)

2
ctg

h(ξ2 − η2 + iτ2)

2
ũd(η)dη.

Поскольку формула слишком громоздка, сделаем следующие допущения. Будем рассматривать
пространство Hs(hZ2) как замыкание дискретного подпространства Шварца функций, принима-
ющих нулевые значения на дискретных осях координат. В этом случае в Лемме 1 первые три
слагаемых отсутствуют, и вид оператора Bh сильно упрощается.

Стоит еще отметить, что оператор Bh представляет собой двумерный периодический аналог
преобразования Гильберта (одномерного сингулярного интеграла) и обладает очень схожими
свойствами (см. [5, 13]).
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Для описания картины разрешимости дискретного уравнения (5) нам понадобятся элементы
многомерного комплексного анализа, которые приведены в следующем разделе.

3. Периодическая волновая факторизация.

Определение 5. Периодической волновой факторизацией эллиптического символа Ad(ξ) ∈
Eα называется его представление в виде

Ad(ξ) = Ad, �=(ξ)Ad,=(ξ),

где сомножители Ad, �=(ξ), Ad,=(ξ) допускают аналитическое продолжение в трубчатые области
Th(K), Th(−K) соответственно и удовлетворяют оценкам

c1(1 + |ζ̂2|)κ/2 � |Ad, �=(ξ + iτ)| � c′1(1 + |ζ̂2|)κ/2,
c2(1 + |ζ̂2|)(α−κ)/2 � |Ad,=(ξ − iτ)| � c′2(1 + |ζ̂2|)(α−κ)/2,

с постоянными c1, c′1, c2, c′2, не зависящими от h, где

ζ̂2 ≡ �
2
((

e−ih(ξ1+iτ1) − 1
)2

+
(
e−ih(ξ2+iτ2) − 1

)2)
, ξ = (ξ1, ξ2) ∈ �T

2, τ = (τ1, τ2) ∈ K.

Число κ ∈ R называется индексом периодической волновой факторизации.

Всюду ниже предполагаем наличие периодической волновой факторизации для символа Ad(ξ)
с индексом κ.

В одном специальном случае решение уравнения (5) существует и единственно.

Теорема 1. Пусть |κ− s| < 1/2. Тогда уравнение (5) для любой правой части vd ∈ Hs−α
0 (Kd)

имеет единственное решение, которое дается формулой

ũd(ξ) = A−1
d, �=(ξ)Bh(A

−1
d,=(ξ)(̃�vd)(ξ)),

где �vd—произвольное продолжение vd из Hs−α
0 (Kd) в Hs−α(hZ2). Справедлива априорная оценка

‖ud‖s � c‖vd‖+s−α,

с постоянной c, не зависящей от h.

Замечание 1. Теорема 1 опирается на факт, что для произвольной функции ũd ∈ H̃s(�Zm),
|s| < 1/2, справедливо представление

ũd = Bhũd + (I −Bh)ũd,

где первое слагаемое принадлежит ũd ∈ H̃s(Kd), а второе — ũd ∈ H̃s(�Zm \ Kd), причем такое
представление единственно.

4. Дискретная краевая задача. В этом разделе рассмотрим более содержательный случай,
когда уравнение (5) может иметь много решений.

4.1. Структура дискретного решения. В этом разделе будем использовать некоторые резуль-
таты из [17] о структуре дискретной обобщенной функции, сосредоточенной в начале координат.

Теорема 2. Пусть κ− s = n+ δ, n ∈ N, |δ| < 1/2. Тогда общее решение уравнения (5) имеет
вид

ũd(ξ) = A−1
d, �=(ξ)Qn(ξ)Bh(Q

−1
n (ξ)A−1

d,=(ξ)(̃�vd)(ξ)) +A−1
d, �=(ξ)

(
n−1∑

k=0

c̃k(ξ1)ζ̂
k
2 + d̃k(ξ2)ζ̂

k
1

)
,

где Qn(ξ)—произвольный многочлен степени n переменных ζ̂k = �(e−ihξk − 1), k = 1, 2, удовле-
творяющий условию (4) с α = n, c̃k(ξ1), d̃k(ξ2), k = 0, 1, . . . , n − 1, — произвольные функции из
Hsk(hT), sk = s− κ + k − 1/2. Имеет место априорная оценка

‖ud‖s � const

(
‖vd‖+s−α +

n−1∑

k=0

([ck]sk + [dk]sk)

)
,

где [·]sk обозначает норму в Hsk(hT), и const не зависит от h.
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4.2. Условия разрешимости дискретной краевой задачи. Рассмотрим сейчас случай vd ≡ 0,
κ − s = 1 + δ, |δ| < 1/2 для уравнения (5) и следующие дискретные граничные условия:

∑

x̃1∈hZ+

ud(x̃1, x̃2)h = fd(x̃2),
∑

x̃2∈hZ+

ud(x̃1, x̃2)h = gd(x̃1),
∑

x̃∈hZ++

ud(x̃1, x̃2)h
2 = 0. (6)

Теорема 3. Пусть fd, gd ∈ Hs+1/2(hZ), vd ≡ 0. Тогда дискретная краевая задача (5), (6)
имеет единственное решение, которое дается формулой

ũd(ξ) = A−1
d, �=(ξ)(Ad, �=(ξ1, 0)g̃d(ξ1) +Ad, �=(0, ξ2)f̃d(ξ2)).

Справедлива априорная оценка

‖ud‖s � const(‖fd‖s+1/2 + ‖gd‖s+1/2)

с постоянной, не зависящей от h.

4.3. Сравнение дискретных и непрерывных решений. Континуальным аналогом дискретной
краевой задачи (5), (6) является следующая задача:

(Au)(x) = 0, x ∈ K, (7)
+∞∫

0

u(x1, x2)dx1 = f(x2),

+∞∫

0

u(x1, x2)dx2 = g(x1),

∫

K

u(x)dx = 0, (8)

с псевдодифференциальным оператором, символ которого удовлетворяет условию

c1(1 + |ξ)α � |A(ξ)| � c2(1 + |ξ)α.
и допускает волновую факторизацию относительно квадранта K с таким индексом κ, что κ−s =
1 + δ, |δ| < 1/2.

При специальном выборе дискретных аппроксимаций для граничных функций f и g можно
получить следующую оценку погрешности.

Теорема 4. Пусть f, g ∈ S(R), κ > 1. Тогда справедлива следующая оценка для решений u
и ud задач (7), (8) и (5), (6)

|u(x̃)− ud(x̃)| � Cf,gh
β ,

где постоянная Cf,g зависит от функций f , g, β > 0 может быть произвольным числом.

5. Дополнение. Приведем в этом разделе некоторые дополнительны сведения, связанные
с дискретными обобщенными функциями. Подробное обсуждение свойств таких функций и дей-
ствий с ними можно найти в [17].

5.1. О дискретных обобщенных функциях.

Лемма 2. fd ∈ S′(hZm) тогда и только тогда, когда найдется положительное число C и це-
лое число p � 0, такие, что для произвольной функции ud ∈ S(hZm) выполняется неравенство

|(fd, ud)| � C|ud|p,
где

|ud|p = sup
k�p,

x̃∈hZm

(1 + |x̃|)p|(Δ(k)ud)(x̃)|.

Доказательство. Поскольку достаточность очевидна, остановимся на доказательстве необходи-
мости. Возьмем fd ∈ S′(hZm). Воспользуемся методом от противного и предположим, что таких
чисел C и p не существует. Тогда найдется такая последовательность {ud,k}∞k=1, ud,k ∈ S(hZm),
что

|(fd, ud,k)| � k|ud,k|k. (9)
Последовательность

vd,k(x̃) =
ud,k(x̃)√
k|ud,k|k

, k = 1, 2, . . . ,
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стремится к нулю в пространстве S(hZm), так как при k � s, k � r

|x̃sΔ(r)vd,k(x̃)| =
|x̃sΔ(s)ud,k(x̃)|√

k|ud,k|k
� 1√

k
.

В силу непрерывности функционала fd в пространстве S(hZm) заключаем, что

lim
k→∞

(fd, vd,k) = 0.

Однако с другой стороны из (9) следует, что

|(fd, vd,k)| =
|(fd, ud,k)|√
k|ud,k|k

�
√
k.

Полученное противоречие доказывает лемму 2. �
Ниже приведем одномерный вариант использованного выше результата, из которого легко

следует нужный многомерный вариант.

Лемма 3. Если дискретная обобщенная функция fd ∈ S′(hZ) сосредоточена в начале коорди-
нат, то она представляет собой конечную линейную комбинацию разделенных разностей функ-
ции fd. Другими словами,

fd(x̃) =

n∑

k=0

ck(Δ
(k)δd)(x̃).

Доказательство. Поскольку supp fd = {0}, то для произвольного k > 0

fd = ϕ(kx̃)fd, (10)

где ϕ(x̃) ∈ S(hZm) равно 1 в некоторой окрестности 0 и равна 0 при |x̃| > 1. По лемме 2

|(fd, ud)| � C|ud|n, ∀ud ∈ S(hZm), (11)

для некоторых C > 0, n � 0, не зависящих от ud. Для произвольной функции ud ∈ S(hZm)
построим

ud,n(x̃) = ud,n(x̃)−
n∑

l=0

(Δ(l)ud)(0)

l!
x̃l, vk(x̃) = ud,n(x̃)ϕ(kx̃).

Учитывая, что

(Δ(r)ud,n)(x̃) = O(|x̃|n+1−r), x̃ → ∞ (r � n),

(Δ(s)ϕ)(kx̃) = O(ks), k → ∞,

и применяя (11) к vk(x̃), заключаем, что

|(fd, vk)| � C|vk|n = C sup
l�n, |x̃|�1/k

(1 + |x̃|)n|Δ(l)(ud,n(x̃)ϕ(kx̃)) �

� C1 max
l�n, |x̃|�1/k

l∑

s=0

|Δ(s)ud,n(x̃)‖Δ(l−s)ϕ(kx̃)| � C2 max
l�n

l∑

s=0

k−n−1+skl−s =
C3

k
→ 0, k → ∞.

Теперь заметим, что в соответствии с (10) (fd, vk) не зависит от k. Тогда

(fd, v1) = lim
k→∞

(fd, vk) = 0.

Таким образом, применяя (10) при k = 1, приходим к следующему представлению:

(fd, ud) = (ϕfd, ud) = (fd, ϕud) =

(
fd, v1 +

n∑

l=0

(Δ(l)ud)(0)

l!
x̃l

)
=

= (fd, v1) +
n∑

l=0

(Δ(l)ud)(0)

l!
(fd, x̃

lϕ(x̃)) =
n∑

l=0

Cl(Δ
(l)δd, ud),
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где использовано обозначение Cl = (fd, x̃
lϕ). Нетрудно убедиться в единственности этого пред-

ставления. �
Чтобы получить фурье-представление леммы 3, приведем некоторые наблюдения. Отметим,

что каждая дискретная обобщенная функция fd ∈ S′(hZ) может рассматриваться как обобщенная
функция fd ∈ S′(R), сосредоточенная на hZ.

Так как преобразование Фурье обобщенной функции fd определено формулой

(Ffd, u) = (fd, Fu), ∀u ∈ S(R)

(см. [4]), то
(FΔ(1)fd, u) = (fd,Δ

(1)Fu).

Остаются небольшие вычисления.
Для u ∈ S(R) получаем

(Δ(1)ũ)(ξ) =
1

h
(ũ(ξ + h)− ũ(ξ)) =

1

h

+∞∫

−∞
(e−ihx − 1)e−ixξu(x)dx,

так что для обобщенной функции fd ∈ S′(R) справедливо следующее соотношение:

(fd,Δ
(1)Fu) =

(
fd, F

(
e−ihx − 1

h
u(x)

)
=

(
Ffd,

e−ihx − 1

h
u

)
=

(
e−ihξ − 1

h
Ffd, u

)
.

Если fd ∈ S(hZ), то

(FdΔ
(1)
+ fd)(ξ) =

∑

x̃∈hZ
e−ix̃·ξ fd(x̃+ h)− fd(x̃)

h
h =

e−ihξ − 1

h
(Fdfd)(ξ),

что подтверждает вышеприведенные выкладки. Теперь легко переформулировать лемму 3 в об-
разах Фурье.

Следствие 1. Для дискретной обобщенной функции

fd(x̃) =

n∑

k=0

ck(Δ
(k)δd)(x̃)

справедливо следующее Фурье-представление:

f̃d(ξ) =

n∑

k=0

ckζ
k,

где ζ = �(e−ihξ − 1).

5.2. Доказательство теоремы 2. Lля доказательства будет использован прием, связанный
с факторизацией (см. [11]), который тесно связан с периодической задачей Римана [1, 17, 18].
Правую часть vd ∈ Hs−α

0 (Kd) продолжим на R
2, обозначая lvd ∈ Hs−α(hZ2). Теперь введем

функцию
wd(x̃) = lvd(x̃)− (Adud)(x̃)

так, что wd(x̃) ≡ 0, ∀x̃ ∈ Dd. Далее запишем

(Adud)(x̃) + wd(x̃) = lvd(x̃)

и применим дискретное преобразование Фурье

Ad(ξ)ũd(ξ) + w̃d(ξ) = l̃vd(ξ).

С учетом факторизации символа Ad(ξ) получаем

Ad,+(ξ)ũd(ξ) +A−1
d,−(ξ)w̃d(ξ) = A−1

d,−(ξ)l̃vd(ξ).

Обсудим функциональные пространства последнего равенства. Так как l̃vd(ξ) ∈ H̃s−α(hZ2),
то в соответствии со свойствами символа A−1

d,−(ξ) имеем A−1
d,−(ξ)l̃vd(ξ) ∈ H̃s−κ(hZ2). Обозначим
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через Qn(ξ) произвольный многочлен степени n от переменных ζk = �(e−ihξk − 1), k = 1, 2, удо-
влетворяющий условию (2). Тогда Q−1

n (ξ)A−1
d,−(ξ)l̃vd(ξ) ∈ H̃−δ(hZ2, и мы можем воспользоваться

следующим представлением:

Q−1
n (ξ)A−1

d,−(ξ)l̃vd(ξ) = f+(ξ) + f−(ξ),

где
f+(ξ) = (Bh(Q

−1
n A−1

d,− l̃vd))(ξ), f−(ξ) = ((I −Bh)(Q
−1
n A−1

d,− l̃vd))(ξ)

(см. замечание 1). Конечно, f+ ∈ H̃−δ(Kd), f− ∈ H̃−δ(hZ2 \Kd). Таким образом,

Ad,+(ξ)ũd(ξ) +A−1
d,−(ξ)w̃d(ξ) = Qn(ξ)f+(ξ) +Qn(ξ)f−(ξ),

или
Ad,+(ξ)ũd(ξ)−Qn(ξ)f+(ξ) = Qn(ξ)f−(ξ)−A−1

d,−(ξ)w̃d(ξ).

Сравним левую и правую части последнего равенства. Левая часть из пространства H̃s−κ(Kd),
а правая часть — из H̃s−κ(hZ2\Kd). Применив обратное дискретное преобразование Фурье, полу-
чим равенство двух дискретных обобщенных функций, одна из которых обнуляется внутри Kd,
а другая — вне. Отсюда заключаем, что это может быть только дискретная обобщенная функция,
сосредоточенная на границе дискретного квадранта. С учетом леммы 3 и следствия 1 получим
следующее представление:

Ad,+(ξ)ũd(ξ)−Qn(ξ)f+(ξ) =
n∑

k=0

(c̃k(ξ1)ζ
k
2 + d̃k(ξ2)ζ

k
1 ),

или, по-другому,

ũd(ξ) = Ã−1
d,+(ξ)Qn(ξ)Bh

(
Q−1

n (ξ)Ã−1
d,−(ξ)�̃vd(ξ)

)
+ Ã−1

d,+(ξ)

n∑

k=0

(c̃k(ξ1)ζ
k
2 + d̃k(ξ2)ζ

k
1 ).

Осталось выяснить, сколько слагаемых должно присутствовать в последней сумме с учетом
того, что слагаемые должны содержаться в пространстве H̃s(�Tm). Рассмотрим одно из слагае-
мых, например, c̃k(ξ1)ζk2 . Так как множитель A−1

d,+(ξ) имеет порядок −κ, мы должны убедиться
в конечности Hs−κ-нормы для c̃k(ξ1)ζ

k
2 . Имеем

‖ck(Δ(k)
2 δ)‖2s−κ

=

∫

�T2

(1 + |ζ2|)s−κ|c̃k(ξ1)ζk2 |2dξ =

∫

�T2

(1 + |ζ2|)s−κ |c̃k(ξ1)|2|ζk2 |2dξ �

� a1�
2(s−κ+k+1/2)

∫

�T

|c̃k(ξ1)|2dξ1 � a2

∫

�T

(1 + |ζ21 |)s−κ+k+1/2|c̃k(ξ1)|2dξ1,

где постоянные a1, a2 не зависят от h.
Последнее слагаемое должно иметь номер (n− 1), потому что для n-го слагаемого показатель

при � будет положительным; действительно, при k = n получаем

sn = s− κ − n+
1

2
= −n− δ + n+

1

2
= −δ +

1

2
> 0.

Следствие 2. Пусть κ − s = n + δ ∈ N, |δ| < 1/2, vd ≡ 0. Общее решение уравнения (5)
имеет вид

ũd(ξ) = Ã−1
d,+(ξ)

n−1∑

k=0

(c̃k(ξ1)ζ
k
2 + d̃k(ξ2)ζ

k
1 ), ξ = (ξ1, ξ2).

6. Заключение. В работе рассмотрен лишь двумерный конус, однако авторы рассчитывают
получить результаты, аналогичные полученным в случае многомерного дискретного полупро-
странства.
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12. Botchway L. N. A., Gaël Kibiti P., Ruzhansky M. Difference equations and pseudo-differential operators

on Z
n// J. Funct. Anal. — 2020. — 278, № 11. — 108473.

13. King F. W. Hilbert Transforms. Vols. 1, 2. — Cambridge: Cambridge University Press, 2009.

14. Rabinovich V. S. Wiener algebra of operators on the lattice Z
n depending on the small parameter μ > 0//

Complex Var. Elliptic Equations. — 2013. — 58, № 6. — P. 751–766.

15. Tarasova O. A., Vasilyev V. B. To the theory of discrete boundary value problems// Difference Differ.
Equations Appl. — 2019. — 2. — 17.

16. Vasilyev A. V., Vasilyev V. B. Discrete singular operators and equations in a half-space// Azerb. J. Math.
— 2013. — 3, № 1. — P. 81–93.

17. Vasilyev A. V., Vasilyev V. B. Pseudo-differential operators and equations in a discrete half-space// Math.
Model. Anal. — 2018. — 23, № 3. — P. 492–506.

18. Vasilyev A. V., Vasilyev V. B. On some discrete potential like operators// Tatra Mt. Math. Publ. — 2018.
— 71. — P. 195–212.

19. Vasilyev V. B. The periodic Cauchy kernel, the periodic Bochner kernel, discrete pseudo-differential oper-
ators// AIP Conf. Proc. — 2017. — 1863. — 140014.

20. Vasilyev V. B. On discrete solutions for pseudo-differential equations// AIP Conf. Proc. — 2019. — 2116.
— 040010.

Васильев Владимир Борисович
Белгородский государственный национальный исследовательский университет
E-mail: vbv57@inbox.ru

Ходырева Анастасия Александровна
Белгородский государственный национальный исследовательский университет
E-mail: anastasia.kho@yandex.ru



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Gray Gamma 2.2)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Off
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams true
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts false
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Remove
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile (Color Management Off)
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 600
  /ColorImageDepth 8
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.01667
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 600
  /GrayImageDepth 8
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 2.03333
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 2400
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000500044004600206587686353ef901a8fc7684c976262535370673a548c002000700072006f006f00660065007200208fdb884c9ad88d2891cf62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef653ef5728684c9762537088686a5f548c002000700072006f006f00660065007200204e0a73725f979ad854c18cea7684521753706548679c300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV <>
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b370c2a4d06cd0d10020d504b9b0d1300020bc0f0020ad50c815ae30c5d0c11c0020ace0d488c9c8b85c0020c778c1c4d560002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken voor kwaliteitsafdrukken op desktopprinters en proofers. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure true
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [2834.646 2834.646]
>> setpagedevice


