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Довольно часто в повседневной жизни возникает необходимость определения причин возник-
новения исходных явлений на основании имеющихся конечных результатов. Обратные задачи
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уравнений, границ области, а также граничных и начальных условий. К обратным задачам от-
носят задачи определения некоторых физических свойств объектов, например, плотности, коэф-
фициента теплопроводности, упругих модулей в зависимости от координат или в виде функций
других параметров.
Вопросы корректности краевых задач, их аппроксимации задачами, содержащими малые па-

раметры, являются одной из важных областей в теории дифференциальных уравнений. Многие
задачи механики сплошной среды описываются системами уравнений в частных производных,
при изучении которых важную роль играют их аппроксимации, зависящие от малых парамет-
ров. Введение в исходное уравнение добавочных членов, содержащих малый параметр, позволяет
улучшить дифференциальные свойства решений, сделать задачу более устойчивой к изменени-
ям начальных данных, строить более экономичные численные методы. Первые публикации по
обратным задачам, появившиеся в середине XX века, были связаны с различными разделами
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естествознания: физикой, геофизикой, астрономией и др. Первыми по теории обыкновенных диф-
ференциальных уравнений с малым параметром при старшей производной были работы А. Н. Ти-
хонова [1, 2] и И. С. Градштейна [3, 4].
В работе исследуется однозначная разрешимость задачи определения функции источника ги-

перболического уравнения теплопроводности с малым параметром при старшей производной по
времени. Рассмотрен двумерный случай по пространственным переменным с функцией источни-
ка специального вида, зависящей от всех переменных, входящих в уравнение. Исследуется вопрос
о близости решения задачи с малым параметром и соответствующей предельной задачи.
В области QT = {(t, x, y) | t ∈ [0, T ], 0 � x � x0, 0 � y � y0} рассмотрим задачу нахождения

функций (uε(t, x, y), gε(t, y)), удовлетворяющих уравнению

εuεtt + uεt = uεxx + uεyy + f ε(t, x) + gε(t, y), 0 < ε < ε0, (1)

где функция f(t, x) известна. Пусть для функции u(t, x, y) выполняются следующие начальные
условия:

uε(0, x, y) = u0(x, y), (x, y) ∈ Ω̄, (2)

uε(0, x, y) = u1(x, y), (x, y) ∈ Ω̄, (3)

где Ω̄ = {x, y | 0 � x � x0, 0 � y � y0}, и граничные условия:
uεx(t, 0, y) = μ1(t, y), (t, y) ∈ Γ1, (4)
uεx(t, x0, y) = μ2(t, y), (t, y) ∈ Γ2, (5)
uε(t, x, 0) = ϑ1(t, x), (t, x) ∈ B1, (6)
uε(t, x, y0) = ϑ2(t, x), (t, x) ∈ B2, (7)

где

Γ1 =
{
t, y | 0 � t � T, 0 � y � y0, x = 0

}
, Γ2 =

{
t, y | 0 � t � T, 0 � y � y0, x = x0

}
,

B1 =
{
t, y | 0 � t � T, 0 � x � x0, y = 0

}
, B2 =

{
t, y | 0 � t � T, 0 � x � x0, y = y0

}
.

Предполагаем также выполнение условия переопределения:

uε(t, x̃, y) = β(t, y), (t, y) ∈ [0, T ]× [0, y0]. (8)

Условия (2)—(8) считаем согласованными, т.е.

u0(0, y) = μ1(0, y), u1(0, y) = μ1(0, y), u0(x0, y) = μ2(x0, y), u1(x0, y) = μ2(x0, y),

u0(x, y0) = ϑ1(0, x), u1(x, y0) = ϑ1(0, x), u0(x, y0) = ϑ2(x, y0), u1(x0, y) = ϑ2(0, x),

μ1(t, 0) = ϑ1(t, 0), μ1(t, y0) = ϑ2(t, 0), μ2(t, 0) = ϑ2(t, x0), μ2(t, y0) = ϑ1(t, 0),

β(t, 0) = ϑ1(t, x̃), β(t, y0) = ϑ2(t, x̃).

Для задачи (1)—(8) справедливы следующие теоремы.

Теорема 1. Пусть

u0, u1 ∈W 3
2 (Ω), μi ∈W 3

2 (Γi), ϑi ∈W 3
2 (Bi), i = 1, 2, β(t, y) ∈ C2([0;T ] × [0; y0]).

Тогда существует такое достаточно малое ε0 > 0, что при любом фиксированном ε ∈ (0; ε0)
существует единственное решение задачи (1)—(8)(

uε(t, x, y), gε(t, y)
∣∣∣ uε ∈W 2

2 (QT ), g(t, y) ∈ L2(QT )
)
.

Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда

‖uε − u‖W 2
2 (QT ) + ‖gε − g‖L2(QT ) = O(

√
ε),

где (u(t, x, y), g(t, y))—решение соответствующей предельной задачи:

ut = uxx + uyy + f(t, x) + g(t, y), (9)
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u(0, x, y) = u0(x, y), (x, y) ∈ Ω̄, (10)
ux(t, 0, y) = μ1(t, y), (t, y) ∈ Γ1, (11)
ux(t, x0, y) = μ2(t, y), (t, y) ∈ Γ2, (12)
u(t, x, 0) = ϑ1(t, x), (t, x) ∈ B1, (13)
u(t, x, y0) = ϑ2(t, x), (t, x) ∈ B2. (14)

Доказательство теоремы 1. Положим

zε = uε(t, x, y)− ϕ− ψ,

где

ϕ(t, x, y) = ϑ1 +
y

y0
(ϑ1 − ϑ1), ψ(t, x, y) = xμ1 +

x2

2x0
(μ2 − μ1).

Тогда задача (1)—(7) сводится к задаче с однородными граничными условиями:

εzεtt + zεt = zεxx + zεyy + f̃ ε(t, x, y) + gε(t, y), 0 < ε < ε0, (15)

zε(0, x, y) = z0(x, y), (x, y) ∈ Ω̄, (16)

zεt (0, x, y) = z1(x, y), (x, y) ∈ Ω̄, (17)
zεx(t, 0, y) = zεx(t, x0, y) = 0, (t, y) ∈ [0, T ]× [0, y0], (18)
zε(t, x, 0) = zε(t, x0, y0) = 0, (t, x) ∈ [0, T ] × [0, x0], (19)

где функции f̃ ε(t, x, y), z0, z1 известны и зависят от функций f , ϑ1, ϑ2, μ1, μ2.
Продифференцируем задачу (15)—(19) по переменной x и положим zx(t, x, y) = ω(t, x, y). Тогда

для функции ω(t, x, y) имеет место прямая задача:

εωε
tt + ωε

t = ωε
xx + ωε

yy + f̄ ε(t, x, y), (20)

ωε(0, x, y) = ω0(x, y), (x, y) ∈ Ω̄, (21)

ωε
t (0, x, y) = ω1(x, y), (x, y) ∈ Ω̄, (22)
ωε(t, 0, y) = ωε(t, x0, y) = 0, (t, y) ∈ Γi, i = 1, 2, (23)
ωε(t, x, 0) = ωε(t, x0, y0) = 0, (t, x) ∈ Bi, i = 1, 2, (24)

где f̄ ε(t, x, y) = f̃ εx(t, x, y), ω0 = z0x, ω1 = z1x. Для задачи (20)—(24) рассмотрим соответствую-
щую задачу с ε = 0:

ωt = ωxx + ωyy + f̄(t, x, y), (25)

ω(0, x, y) = ω0(x, y), (x, y) ∈ Ω̄, (26)
ω(t, 0, y) = ω(t, x0, y) = 0, (t, y) ∈ Γi, i = 1, 2, (27)
ω(t, x, 0) = ω(t, x, y0) = 0, (t, x) ∈ Bi, i = 1, 2, (28)

и докажем существование и единственность её решения.
Выведем ряд априорных оценок на функцию ω(t, x, y) в предположении гладкости этой функ-

ции. Умножим (25) скалярно на ω(t, x, y) в L2(Ω):

(ωt, ω) = (ωxx, ω) + (ωyy, ω) + (f̄(t, x, y), ω).

Применяя в последнем равенстве формулу интегрирования по частям, определение скалярного
произведения и нормы, учитывая однородные граничные условия, получим:

(ωt, ω) =

∫

Ω

ωtωdΩ =
1

2

d

dt
‖ω‖2 ,

(ωxx, ω) =

∫

Ω

ωxxωdxdy =

∫

Ω

ωdωxdy = ωωx|∂Ω −
∫

Ω

ωxωxdΩ = −‖ωx‖2,
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(ωyy, ω) =

∫

Ω

ωyyωdxdy =

∫

Ω

ωdωydx = ωωy|∂Ω −
∫

Ω

ωyωydΩ = −‖ωy‖2.

Тогда
1

2

d

dt
‖ω‖2 + ‖ωx‖2 + ‖ωy‖2 = (f̄ , ω). (29)

Применяя к правой части (29) неравенство Коши и учитывая, что функция f(t, x, y) задана
и зависит от входных данных задачи, получим

d

dt
‖ω‖2 � C1 + ‖ω‖2.

Проинтегрируем полученное неравенство от 0 до t и применим формулу Ньютона—Лейбница:

‖ω(t)‖2(t) � ‖ω‖2(0) + C1T +

t∫

0

‖ω‖2(τ)dτ.

Из последнего неравенства и леммы Гронуолла следует оценка

‖ω(t)‖(t) � C2. (30)

Здесь и далее Ci —постоянные, зависящие от входных данных задачи.
Умножим (25) скалярно на ωt(t, x, y) в L2(Ω):

(ωt, ωt) = (ωxx, ωt) + (ωyy, ωt) + (f̄(t, x, y), ωt).

С учетом определений скалярного произведения и нормы, формулы интегрирования по частям
и однородных граничных условий из полученного равенства следует

‖ωt‖+ 1

2

d

dt
‖ωx‖2 + 1

2

d

dt
‖ωy‖2 = (f̄ , ωt). (31)

Применим к правой части (31) неравенство Коши. Тогда справедливо неравенство
d

dt
‖ωx‖2 + d

dt
‖ωy‖2 � d

dt
‖f̄‖2.

Интегрируя последнее неравенство от 0 до t и учитывая условия на входные данные задачи,
получим следующие оценки:

‖ωx‖ � C5, ‖ωy‖ � C6. (32)
Умножая (25) скалярно на ωtxx в L2(Ω) и используя схему получения оценок (31), (32), получим
оценки

‖ωxx‖ � C5, ‖ωxy‖ � C6. (33)
Далее, умножив (25) скалярно на ωtyy и проводя те же рассуждения, как и при выводе (30), (32),
(33), можно получить оценки

‖ωxx‖ � C5, ‖ωxy‖ � C7. (34)
Из уравнения и оценок (34) следует, что

‖ωt‖ � C7. (35)

Оценки (30), (32)—(35) позволяют утверждать, что

‖ω‖W 2,1
2

(QT ) � C8. (36)

C помощью (36) можно доказать разрешимость задачи (25)—(28), например, методом Галёркина.
Единственность решения задачи (25)—(28) доказывается стандартным образом: доказатель-

ством равенства нулю разности двух возможных решений.
Рассмотрим задачу (20)—(24) с ε �= 0. Выведем ряд априорных оценок на функцию ωε(t, x, y)

в предположении гладкости этой функции. Умножим (20) скалярно на ωε
t (t, x, y) в L2(Ω):

ε(ωε
tt, ω

ε
t ) + (ωε

t , ω
ε
t ) = (ωε

xx, ω
ε
t ) + (ωε

yy, ω
ε
t ) + (f̄(t, x, y), ωε

t ). (37)
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Так как из определений скалярного произведения и нормы, формулы интегрирования по частям
и однородных граничных условий следует, что

(ωε
tt, ω

ε
t ) =

1

2

d

dt
‖ωε

t ‖2, (ωε
t , ω

ε
t ) = ‖ωε

t ‖2,

(ωε
xx, ω

ε
t ) = −1

2

d

dt
‖ωε

x‖2, (ωε
yy, ω

ε
t ) = −1

2

d

dt
‖ωε

y‖2,
то выражение (37) преобразуется к следующему виду:

ε

(
1

2

d

dt
‖ωε

t ‖2
)
+ ‖ωε

t ‖2 +
1

2

d

dt
‖ωε

x‖2 +
1

2

d

dt
‖ωε

y‖2 = (f̄(t, x, y), ωε
t ).

Применяя к правой части последнего выражения неравенство Коши и учитывая условия на вход-
ные данные, получим

ε

(
d

dt
‖ωε

t ‖2
)
+
d

dt
‖ωε

x‖2 +
d

dt
‖ωε

y‖2 � C9.

Проинтегрируем полученное неравенство от 0 до t и применим формулу Ньютона—Лейбница.
Тогда справедливо неравенство

ε
(
‖ωε

t ‖2
)
(t) + ‖ωε

x‖2(t) + ‖ωε
y‖2(t) � ε

(
‖ωε

t ‖2
)
(0) + ‖ωε

x‖2(0) + ‖ωε
y‖2(0) + C9T,

из которого с учетом условий на входные данные и неравенства Пуанкаре—Фридрихса следуют
оценки

‖ωε
x‖ � C10, ‖ωε

y‖ � C11, ‖ωε‖ � C12. (38)
Умножим (20) скалярно на ωε

txx(t, x, y) в L2(Ω):

ε(ωε
tt, ω

ε
txx) + (ωε

t , ω
ε
txx) = (ωε

xx, ω
ε
txx) + (ωε

yy, ω
ε
txx) + (f̄(t, x, y), ωε

txx).

Это равносильно следующему выражению:

ε

(
d

dt
‖ωε

tx‖2
)
+ ‖ωε

tx‖2 +
d

dt
‖ωε

xx‖2 +
d

dt
‖ωε

xy‖2 � ‖fx‖2 + ‖ωε
tx‖2.

Таким образом, учитывая условия на входные данные, имеем:

ε

(
d

dt
‖ωε

tx‖2
)
+ ‖ωε

tx‖2 +
d

dt
‖ωε

xx‖2 +
d

dt
‖ωε

xy‖2 � C13.

Интегрируя последнее неравенство от 0 до t, применяя формулу Ньютона—Лейбница и условия
на входные данные, получим следующие оценки:

‖ωε
xx‖2 � C14, ‖ωε

yy‖2 � C15, ‖ωε
tx‖2 � C16. (39)

Из (39) и неравенства Пуанкаре—Фридрихса следует, что

‖ωε
t ‖2 � C17. (40)

Умножая (20) скалярно на ωε
tyy(t, x, y) в L2(Ω) и применяя технику получения оценки (35), полу-

чим
‖ωε

yy‖2 � C18. (41)
Из (20), (38)—(41) следует, что

‖ωε‖2
W 2,1

2

� C18, ‖ωε‖2W 2
2
� C19. (42)

Заметим, что постоянная C19 зависит от ε > 0 : C19 = C(ε). Оценка (42) позволяет доказать
разрешимость задачи (20)—(24) в классе W 2

2 (QT ), например, методом Галеркина.
Единственность решения задачи (20)—(24) доказывается стандартным образом, т.е. доказа-

тельством равенства нулю разности двух возможных решений. Умножим (20) скалярно на
ωε
tt(t, x, y) в L2(Ω):

ε‖ωε
tt‖2 +

1

2

d

dt
‖ωε

t ‖2 = (ωε
xx, ω

ε
tt) + (ωε

yy, ω
ε
tt) + (f̄ , ωε

tt).
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Проинтегрировав полученное равенство от 0 до t и применив к правой части полученного вы-
ражения формулу интегрирования по частям, неравенство Коши и доказанные ранее оценки,
получим неравенство

ε‖ωε
tt‖2L2(QT ) � C20. (43)

Используя условия согласования, можно показать, что функции uε(t, x, y), gε(t, y) выражаются
формулами

uε =

x∫

x̄

ωε(t, η, y)dη + β(t, y)− β(t, 0) − y

y0

(
β(t, y0)− β(t, 0)

)−

− x̄μ1(t, y)− x̄2

2x0

(
μ2(t, y)− μ1(t, y)

)
, (44)

gε = εβtt + βt − uεxx(t, x̄, y)− βyy ,

а функции u(t, x, y), g(t, y), являющиеся решениями предельной задачи, соответственно формулой

u =

x∫

x̄

ω(t, η, y)dη + β(t, y)− β(t, 0) − y

y0

(
β(t, y0)− β(t, 0)

)−

− x̄μ1(t, y)− x̄2

2x0

(
μ2(t, y)− μ1(t, y)

)
, (45)

g(t, y) = βt − uxx(t, x̄, y)− βyy. �

Доказательство теоремы 2. Положим ξ = ω − ωε, где ω—решение задачи (25)—(28), а ωε—
решение задачи (20)—(24). Тогда функция ξ(t, x, y) удовлетворяет уравнению

ξt = ξxx + ξyy + εωε
tt, (46)

начальному условию
ξ(0, x, y) = 0, (47)

и граничным условиям

ξ(t, 0, y) = ξ(t, x0, y) = 0, ξ(t, x, 0) = ξ(t, x, y0) = 0. (48)

Умножим (46) на ξ(t, x, y) скалярно в L2(Ω). Применяя к полученному выражению формулу
интегрирования по частям, неравенство Коши и учитывая однородные граничные условия (48),
получим

1

2

d

dt
‖ξ‖2 + ‖ξx‖2 + ‖ξy‖2 � 1

2
ε2‖ωtt‖2 + 1

2
‖ξx‖2,

или
d

dt
‖ξ‖2 + ‖ξx‖2 + 2‖ξy‖2 � ε2‖ωtt‖2.

Проинтегрировав последнее неравенство от 0 до t, учитывая однородное начальное условие (41)
и оценку (43), получим

‖ξ‖2 � C21ε. (49)
Умножим (46) на ξxx(t, x, y) скалярно в L2(Ω). Применяя к полученному выражению формулу
интегрирования по частям, неравенство Коши и учитывая однородные граничные условия (48)
и (43), можно получить оценку

‖ξxx‖ � C22

√
ε. (50)

Умножая (46) на ξxx(t, x, y) скалярно в L2(Ω) и применяя технику получения оценок (44), (45),
получим

‖ξxx‖ � C22

√
ε. (51)

Из оценок (49)—(51) и формул (44), (45) следует утверждение теоремы 2. �
Отметим, что задача идентификации функции источника для уравнения Бюргерса [5,8] иссле-

дована в [6]. Задача определения функции источника гиперболического уравнения теплопровод-
ности исследована в [7].
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