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Аннотация. В работе рассматривается вариационная постановка обратной задачи об опреде-
лении старшего коэффициента многомерного параболического уравнения с нелокальными усло-
виями. Старший коэффициент уравнения выполняет роль управляющей функции и является
элементом пространства Соболева. Функционал цели составлен на основе условия переопределе-
ния, которое может быть интерпретировано как задание средневзвешенного значения решения
рассматриваемого уравнения по временной переменной. Исследованы вопросы корректности по-
становки задачи в слабой топологии пространства управлений. Доказана дифференцируемость
по Фреше функционала цели и установлено необходимое условие оптимальности.

Ключевые слова: обратная задача, параболическое уравнение, интегральное граничное усло-
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Abstract. In this paper, we consider the variational statement of an inverse problem of determining
the leading coefficient of a multidimensional parabolic equation with nonlocal conditions. The leading
coefficient of the equation playing the role of a control function is an element of the Sobolev space. The
objective functional is based on the overdetermination condition, which can be interpreted as setting
the weighted average value of the solution of the equation considered with respect to the time variable.
The well-posedness of the problem in the weak topology of the control space is examined, the Fréchet
differentiability of the objective functional is proved, and a necessary optimality condition is obtained.
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1. Введение. Обратные задачи об определении коэффициентов уравнений в частных произ-
водных могут быть сформулированы в вариационной постановке, и для их решения можно ис-
пользовать методы теории оптимального управления. При этом роль управляющих функций
выполняют искомые коэффициенты рассматриваемых уравнений, а функционал цели (невязки)
составляется на основе условия переопределения [13].
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Вариационные постановки обратных задач об определении коэффициентов параболических
уравнений при классических граничных условиях и локальных условиях переопределения рас-
смотрены в работах [1, 3–5, 14] и др. Однако такие задачи для параболических уравнений при
нелокальных условиях наименее изучены [10,11].

В данной работе рассматривается вариационная постановка обратной задачи об определении
старшего коэффициента многомерного параболического уравнения с интегральным граничным
условием. Роль управляющей функции играет старший коэффициент уравнения, а функционал
цели составлен на основе нелокального условия переопределения. Исследованы вопросы коррект-
ности постановки задачи. Доказана дифференцируемость по Фреше функционала цели и уста-
новлено необходимое условие оптимальности.

2. Постановка задачи. Пусть Ω ⊂ R
n (n � 2) — ограниченная область с кусочно-гладкой

границей S, S = S′∪S′′, T > 0, — заданное число, QT = Ω×(0, T ], ST = S×(0, T ], S′
T = S′×(0, T ],

S′′
T = S′′ × (0, T ].
Рассмотрим следующую коэффициентную обратную задачу для линейного многомерного па-

раболического уравнения. Требуется найти пару функций {u(x, t), v(x)}, удовлетворяющую усло-
виям:

ut −
n∑

i=1

(v(x)uxi)xi + a(x, t)u = f(x, t), (x, t) ∈ QT , (1)

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ Ω, (2)

u|(x,t)∈ST
′ = 0,

∂u

∂N

∣∣∣∣∣
(x,t)∈S′′

T

≡ v(x)

n∑

i=1

uxi cos(ν, xi)

∣∣∣∣∣
(x,t)∈S′′

T

=

∫

Ω

K(x, y, t)u(y, t)dy

∣∣∣∣∣
(x,t)∈S′′

T

, (3)

v ∈ V =
{
v = v(x) ∈W 1

p (Ω) : 0 < μ0 � v(x) � μ1, |vxi(x)| � d, i = 1, n, п.в. на Ω
}
, (4)

N∑

i=1

αiu(x, ti) = χ(x), x ∈ Ω. (5)

Здесь μ0, μ1, d > 0, N � 1, αi > 0 (i = 1, N), ti (i = 1, N ), 0 < t1 < t2 < . . . < tN = T , p > n
(при n � 2) — заданные числа, ν — единичный вектор нормали к S′′, a(x, t), f(x, t), ϕ(x), K(x, y, t),
χ(x)— заданные измеримые функции, удовлетворяющие следующим условиям:

|a(x, t)| � μ1, п.в. на QT ,

|K(x, y, t)| � μ2, |Kt(x, y, t)| � μ3 п.в. на S′′ × Ω× (0, T ),

ϕ ∈W 1
2,0(Ω), f ∈ L2(QT ), χ ∈ L2(Ω), (6)

где μ2, μ3 > 0— заданные числа. Обозначения используемых в работе функциональных про-
странств и их норм соответствуют [7, с. 21—26]. Через W 1

2,0(Ω) (соответственно V 1,0
2,0 (QT ),

W 1
2,0(QT )) будем обозначать подпространства функций из W 1

2 (Ω) (соответственно V 1,0
2 (QT ),

W 1
2 (QT )), равных нулю на S′ (соответственно на S′

T , S
′
T ).

Вариационная постановка обратной задачи (1)—(5) заключается в следующем. Требуется ми-
нимизировать функционал цели

J(v) =

∫

Ω

∣∣∣∣∣

N∑

i=1

αiu(x, ti; v)− χ(x)

∣∣∣∣∣

2

dx (7)

при условиях (1)—(4). Ниже эту задачу будем называть задачей (1)—(4), (7). При этом множе-
ство V , определяемое условием (4), назовем множеством допустимых управлений, а функции
v = v(x) из V —допустимыми управлениями. Через u(x, t; v) в (7) обозначим решение краевой
задачи (1)—(3), соответствующее допустимому управлению v = v(x).
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Функционал цели (7) составлен на основе условия переопределения (5). Если в задаче (1)—(4),
(7) окажется, что существует допустимое управление v∗ ∈ V , доставляющее функционалу (7)
нулевое значение, то пара {u(x, t; v∗), v∗(x)} будет являться решением обратной задачи (1)—(5).

Условие переопределения (5) может быть интерпретировано как задание средневзвешенного
значения u(x, t) по переменной t. Если, в частности, αi = 1/T (i = 1, N ), то имеем условие
суммарного среднего функции u(x, t) по t.

Отметим, что коэффициентные обратные задачи в традиционной постановке для параболиче-
ских уравнений при классических граничных условиях и интегральным условием переопределе-
ния изучены в [6, 8].

Пусть v ∈ V — заданное допустимое управление. Тогда принадлежащая пространству V 1,0
2,0 (QT )

функция u = u(x, t) = u(x, t; v) называется обобщенным решением из V 1,0
2 (QT ) краевой зада-

чи (1)—(3), соответствующим управлению v, если она удовлетворяет интегральному тождеству

∫

QT

(
−uηt + v

n∑

i=1

uxiηxi + auη

)
dxdt−

∫

S′′
T

⎡

⎣
∫

Ω

K(s, y, t)u(y, t)dy

⎤

⎦ η(s, t)dsdt =

=

∫

Ω

ϕ(x)η(x, 0)dx +

∫

QT

fηdxdt (8)

для всех η = η(x, t) ∈ Ŵ 1
2,0(QT ) =

{
η : η ∈W 1

2,0(QT ), η(x, T ) = 0, x ∈ Ω
}
.

Используя метод Галеркина [7, с. 202—210], можно показать, что при каждом фиксированном
v ∈ V краевая задача (1)—(3) имеет единственное обобщенное решение из V 1,0

2 (QT ). Это решение
принадлежит также пространству W 1

2,0(QT ), и верна оценка [12]

max
0�t�T

‖u(x, t)‖2,Ω + max
0�t�T

‖ux(x, t)‖2,Ω + ‖ut‖2,QT
�M1

[‖ϕ‖(1)2,Ω + ‖f‖2,QT

]
. (9)

Здесь и всюду ниже положительные постоянные, не зависящие от оцениваемых величин и допу-
стимых управлений, обозначаем через M1,M2, . . ..

3. Корректность постановки задачи. Следующая теорема показывает, что задача (1)—(4),
(7) корректно поставлена в слабой топологии пространства W 1

p (Ω).

Теорема 1. Пусть выполнены условия, принятые при постановке задачи (1)—(4), (7). Тогда
множество оптимальных управлений задачи (1)—(4), (7)

V∗ =
{
v∗ ∈ V : J(v∗) = inf

{
J(v) : v ∈ V

}}

не пусто, V∗— слабо компактно вW 1
p (Ω), и любая минимизирующая последовательность {vk} ⊂

V функционала (7) в W 1
p (Ω) сходится слабо к множеству V∗.

Доказательство. Покажем, что функционал (7) слабо в W 1
p (Ω) непрерывен на V . Пусть v ∈ V —

некоторый элемент, {vk} ⊂ V —произвольная последовательность, удовлетворяющая условию

vk(x) → v(x) слабо в W 1
p (Ω) при k → ∞. (10)

Тогда в силу компактности вложения W 1
p (Ω) → C(Ω) при p > n [7, с. 78] имеем

vk(x) → v(x) слабо в C(Ω). (11)

Положим uk = uk(x, t) = u(x, t; vk). Тогда из (1)—(3), записанных при u = uk, v = vk, учитывая
оценку (9), получим

max
0�t�T

‖uk(x, t)‖2,Ω + max
0�t�T

‖ukx(x, t)‖2,Ω + ‖ukt‖2,QT
�M2, k = 1, 2, . . . . (12)

В силу теоремы вложения [7, с. 78] из последовательности {uk} можно выделить такую подпо-
следовательность

{
ukm

}
(обозначим ее снова через {uk}), что

uk(x, t) → u(x, t) слабо в W 1
2,0(QT ) и сильно в L2(QT ), (13)
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uk(x, ti) → u(x, ti) сильно в L2(Ω), i = 1, N, (14)

где u = u(x, t) ∈W 1
2,0(QT )—некоторый элемент.

Полагая в (8) u = uk, v = vk, имеем

∫

QT

[
−ukηt + vk

n∑

i=1

ukxi
ηxi + aukη

]
dxdt −

∫

S′′
T

⎡

⎣
∫

Ω

K(s, y, t)uk(y, t)dy

⎤

⎦ η(s, t)dsdt =

=

∫

Ω

ϕ(x)η(x, 0)dx +

∫

QT

fηdxdt ∀η = η(x, t) ∈ Ŵ 1
2,0(QT ), k = 1, 2, . . . . (15)

Проводя обычное преобразование с использованием неравенством Коши—Буняковского и соот-
ношений (11)—(13), имеем
∣∣∣∣∣∣∣

∫

QT

vkukxi
ηxidxdt −

∫

QT

vuxiηxidxdt

∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣∣

∫

QT

v
(
ukxi

− uxi

)
ηxidxdt+

∫

QT

(vk − v)ukxi
ηxidxdt

∣∣∣∣∣∣∣
�

�

∣∣∣∣∣∣∣

∫

QT

v
(
ukxi

− uxi

)
ηxidxdt

∣∣∣∣∣∣∣
+ ‖vk − v‖C(Ω)

∥∥ukxi

∥∥
2,QT

∥∥ηxi

∥∥
2,QT

→ 0, i = 1, n. (16)

Кроме того, используя неравенство Коши—Буняковского, ограниченность вложения

W 1
2,0(QT ) → L2(S

′′
T )

и соотношения (13), получим
∣∣∣∣∣∣∣

∫

S′′
T

⎡

⎣
∫

Ω

K(s, y, t)uk(y, t)dy

⎤

⎦ η(s, t)dsdt −
∫

S′′
T

⎡

⎣
∫

Ω

K(s, y, t)u(y, t)dy

⎤

⎦ η(s, t)dsdt

∣∣∣∣∣∣∣
�

� μ2(mesΩ)1/2‖uk − u‖2,QT
‖η‖2,S′′

T
� μ2(mesΩ)1/2M3‖uk − u‖2,QT

‖η‖(1)2,QT
→ 0. (17)

Переходя к пределу в (15) при k → ∞ и учитывая соотношения (13), (16), (17), получаем, что
функция u = u(x, t) удовлетворяет тождеству (8), т.е. u(x, t) = u(x, t; v). Таким образом, соотно-
шение (14) справедливо с функцией u(x, t) = u(x, t; v):

u(x, ti; vk) → u(x, ti; v) сильно в L2(Ω), i = 1, N. (18)

Теперь покажем, что J(vk) → J(v) при k → ∞. Используя равенство (7), нетрудно убедиться
в том, что справедливо неравенство

|J(vk)− J(v)| �

� |α|
N∑

i=1

∥∥u(x, ti; vk)− u(x, ti; v)
∥∥
2,Ω

[
|α|

N∑

i=1

(
‖u(x, ti; vk)‖2,Ω + ‖u(x, t; v)‖2,Ω

)
+ 2‖χ‖2,Ω

]
,

где

|α| =
(

N∑

i=1

α2
i

)1/2

.
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Тогда, используя оценки (9), неравенство (12) и соотношение (18) для последовательности {vk},
получаем, что J(vk) → J(v) при k → ∞, т.е. функционал (7) слабо непрерывен на V вW 1

p (Ω). Кро-
ме того, множество V ограничено, замкнуто и выпукло в рефлексивном банаховом пространстве
W 1

p (Ω) и поэтому оно слабо компактно в W 1
p (Ω) (см. [2, c. 51]). Применяя результат из [2, c. 49],

заключаем, что теорема 1 верна. �

4. Дифференцируемость функционала цели и необходимое условие оптимальности.
Введем сопряженную краевую задачу для задачи (1)—(4), (7):

ψt +

n∑

i=1

(
v(x)ψxi

)
xi
− a(x, t)ψ +

∫

S′′

K(ξ, x, t)ψ(ξ, t)dξ = 0, (x, t) ∈ QT , (19)

[ψ]|t=tk ≡ ψ(x, tk + 0)− ψ(x, tk − 0) = 2αk

[
N∑

i=1

αiu(x, ti; v) − χ(x)

]
, k = 1, N − 1,

ψ(x, T ) = −2αN

[
N∑

i=1

αiu(x, ti; v)− χ(x)

]
, x ∈ Ω, (20)

ψ|(x,t)∈S′
T
= 0,

∂ψ

∂N

∣∣∣∣
(x,t)∈S′′

T

= 0. (21)

Под решением краевой задачи (19)—(21) понимаем обобщенное решение из V 1,0
2 (QT ), т.е. функцию

ψ = ψ(x, t) = ψ(x, t; v), принадлежащую пространству V 1,0
2,0 (QT ) и удовлетворяющую интеграль-

ному тождеству

∫

QT

⎡

⎣ψηt + v(x)

n∑

i=1

ψxiηxi + a(x, t)ψη −
∫

S′′

K(ξ, x, t)ψ(ξ, t)dξ · η
⎤

⎦ dxdt =

= −
N∑

k=1

2αk

∫

Ω

[
N∑

i=1

αiu(x, ti; v) − χ(x)

]
η(x, tk)dx (22)

для всех
η = η(x, t) ∈ W̆ 1

2,0(QT ) =
{
η : η ∈W 1

2,0(QT ), η(x, 0) = 0, x ∈ Ω
}
.

Можно показать, что при каждом заданном v ∈ V краевая задача (19)—(21) имеет единствен-
ное обобщенное решение ψ = ψ(x, t) = ψ(x, t; v) из V 1,0

2 (QT ) и

|ψ|QT
≡ ‖ψ‖V 1,0

2 (QT ) = max
0�t�T

‖ψ(x, t)‖2,Ω + ‖ψx‖2,QT
�M4

(
N∑

k=1

αk

)∥∥∥∥∥

N∑

i=1

αiu(x, ti; v)− χ(x)

∥∥∥∥∥
2,Ω

.

Оценивая правую часть этого неравенства и учитывая (9), получаем

|ψ|QT
�M5

[
‖ϕ‖(1)2,Ω + ‖f‖2,QT

+ ‖χ‖2,Ω
]
. (23)

Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда функционал (7) непрерывно диффе-
ренцируем по Фреше на V , и его дифференциал в точке v ∈ V с приращением Δv ∈ W 1

p (Ω),
v +Δv ∈ V определяется выражением

dJ(u,Δv) = 〈J ′(v),Δv〉W 1
p (Ω) =

∫

Ω

⎛

⎝
T∫

0

n∑

i=1

uxi(x, t; v)ψxi(x, t; v)dt

⎞

⎠Δv(x)dx. (24)

Доказательство. Пусть v ∈ V —некоторая точка и Δv ∈ W 1
p (Ω)—произвольное приращение,

удовлетворяющее условию v+Δv ∈ V . Положим Δu(x, t) = u(x, t; v +Δv)− u(x, t; v). Из (1)—(3)
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следует, что функция Δu ∈W 1
2,0(QT ) является обобщенным решением изW 1

2 (QT ) краевой задачи

Δut −
n∑

i=1

(
(v +Δv)Δuxi

)
xi
+ aΔu =

n∑

i=1

(
Δvuxi

)
xi
, (x, t) ∈ QT , (25)

Δu(x, 0) = ϕ(x), x ∈ Ω, (26)

Δu|(x,t)∈S′
T
= 0,

∂Δu

∂N

∣∣∣∣
(x,t)∈S′′

T

=

∫

Ω

K(x, y, t)Δu(y, t)dy

∣∣∣∣∣∣
(x,t)∈S′′

T

. (27)

Ясно, что обобщенное решение задачи (25)—(27) удовлетворяет интегральному тождеству

∫

QT

(
Δutη +

n∑

i=1

(v +Δv)Δuxiηxi + aΔuη

)
dxdt −

∫

S′′
T

⎡

⎣
∫

Ω

K(s, y, t)Δu(y, t)dy

⎤

⎦ η(s, t)dsdt =

= −
∫

Ω

⎛

⎝
T∫

0

n∑

i=1

uxiηxidt

⎞

⎠Δvdx ∀η = η(x, t) ∈W 1,0
2,0 (QT ) (28)

и для него верна оценка

max
0�t�T

‖Δu(x, t)‖2,Ω + max
0�t�T

‖Δux(x, t)‖2,Ω + ‖Δut‖2,QT
�M6

∥∥∥∥∥

n∑

i=1

uxiΔv

∥∥∥∥∥
2,QT

. (29)

Учитывая ограниченность вложения W 1
p (Ω) → C(Ω) и оценки (9), имеем

∥∥∥∥∥

n∑

i=1

uxiΔv

∥∥∥∥∥
2,QT

� ‖Δv‖C(Ω)‖ux‖2,QT
�M7‖Δv‖(1)p,Ω.

Отсюда и из (29) следует оценка

max
0�t�T

‖Δu(x, t)‖2,Ω + max
0�t�T

‖Δux(x, t)‖2,Ω + ‖Δut‖2,QT
�M8‖Δv‖(1)p,Ω. (30)

Приращение ΔJ(v) = J(v +Δv)− J(v) функционала (7) представим в виде

ΔJ(v) = 2

∫

Ω

{[
n∑

i=1

αiu(x, ti; v) − χ(x)

]
N∑

k=1

αkΔu(x, tk)

}
dx+

∫

Ω

∣∣∣∣∣

N∑

k=1

αkΔu(x, tk)

∣∣∣∣∣

2

dx. (31)

Полагая η = Δu в (22), η = ψ в (28) и вычитая полученные равенства друг из друга, придем
к равенству

2

∫

Ω

{[
n∑

i=1

αiu(x, ti; v)− χ(x)

]
N∑

k=1

αkΔu(x, tk)

}
dx =

=

∫

Ω

⎛

⎝
T∫

0

n∑

i=1

uxiψxidt

⎞

⎠Δvdx+

∫

Ω

⎛

⎝
T∫

0

n∑

i=1

Δuxiψxidt

⎞

⎠Δvdx.

Подставляя это выражение в (31), получим

ΔJ(v) =

∫

Ω

⎛

⎝
T∫

0

n∑

i=1

uxiψxidt

⎞

⎠Δvdx+R, (32)
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где

R =

∫

Ω

∣∣∣∣∣

N∑

k=1

αkΔu(x, tk)

∣∣∣∣∣

2

dx+

∫

Ω

⎛

⎝
T∫

0

n∑

i=1

Δuxiψxidt

⎞

⎠Δvdx. (33)

Первое слагаемое в правой части (32) при каждом заданном v ∈ V определяет линейный огра-
ниченный функционал от Δv в W 1

p (Ω). Линейность очевидна. Используя неравенство Коши—
Буняковского и ограниченность вложения W 1

p (Ω) → C(Ω), получаем оценку
∣∣∣∣∣∣

∫

Ω

⎛

⎝
T∫

0

n∑

i=1

uxiψxidt

⎞

⎠Δvdx

∣∣∣∣∣∣
� ‖Δv‖C(Ω)‖ux‖2,QT

‖ψx‖2,QT
�M9‖ux‖2,QT

‖ψx‖2,QT
‖Δv‖W 1

p (Ω),

из которой в силу оценок (9), (23) следует ограниченность этого функционала. Кроме того, ис-
пользуя неравенство Коши—Буняковского, ограниченность вложения W 1

p (Ω) → C(Ω) и оцен-
ки (30) для функции Δu и для остаточного члена R, определяемого равенством (33), получаем
оценку

|R| �
∫

Ω

∣∣∣∣∣

N∑

k=1

αkΔu(x, tk)

∣∣∣∣∣

2

dx+

∣∣∣∣∣∣

∫

Ω

⎛

⎝
T∫

0

n∑

i=1

Δuxiψxidt

⎞

⎠Δvdx

∣∣∣∣∣∣
�

�
N∑

k=1

α2
k

N∑

k=1

‖Δu(x, tk)‖22,Ω + ‖Δv‖C(Ω)‖Δux‖2,QT
‖ψx‖2,QT

�

�
N∑

k=1

α2
k ·M2

8N
(‖Δv‖(1)p,Ω

)2
+M10‖Δv‖(1)p,ΩM8‖Δv‖(1)p,Ω‖ψx‖2,QT

�M11

(‖Δv‖(1)p,Ω

)2
.

Отсюда и из (32) следует, что функционал (7) дифференцируем по Фреше на V , а его дифферен-
циал определяется формулой (24). Используя формулы (24) и результаты [9], нетрудно показать,
что отображение J ′ : V → (W 1

p (Ω))
∗ непрерывно. Теорема 2 доказана. �

Следующая теорема вытекает из [2, с. 28, теорема 5] и формулы (24).

Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда для оптимальности управления
v∗ ∈ V в задаче (1)—(4), (7) необходимо, чтобы выполнялось неравенство

∫

Ω

⎛

⎝
T∫

0

n∑

i=1

uxi(x, t; v∗)ψxi(x, t; v∗)dt

⎞

⎠ [v(x)− v∗(x)]dx � 0 ∀v = v(x) ∈ V.
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