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ЗАДАЧА ГРАНИЧНОГО УПРАВЛЕНИЯ КОЛЕБАНИЯМИ СТРУНЫ

СМЕЩЕНИЕМ НА ДВУХ КОНЦАХ С ЗАДАННЫМИ СОСТОЯНИЯМИ

В ПРОМЕЖУТОЧНЫЕ МОМЕНТЫ ВРЕМЕНИ

c© 2022 г. В. Р. БАРСЕГЯН, С. В. СОЛОДУША

Аннотация. Рассматривается задача граничного управления для уравнения колебания струны
с заданными начальными и конечными условиями, с заданными значениями функции проги-
ба и скоростей точек в разные промежуточные моменты времени. Управление осуществляется
смещением на двух концах струны. Предложен конструктивный подход построения граничного
управления колебаниями струны смещением на двух концах с заданными начальными, конеч-
ными условиями и с заданными значениями функции прогиба и скоростей точек в разные про-
межуточные моменты времени. Проведен вычислительный эксперимент с построением соответ-
ствующих графиков и их сравнительный анализ, которые подтверждают полученные результаты.

Ключевые слова: управление колебаниями, граничное управление, многоточечные промежу-
точныe состояния, разделение переменных.

THE PROBLEM OF BOUNDARY CONTROL OF VIBRATIONS

OF A STRING BY DISPLACEMENTS AT TWO ENDS

WITH GIVEN STATES AT INTERMEDIATE TIME MOMENTS
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Abstract. The boundary control problem is considered for the equation of string vibration with
given initial and final conditions, with given values of the deflection function and velocities of points
at different intermediate times. The control is carried out by displacement at the two string ends. We
propose a constructive approach for constructing boundary control of string vibrations by displacement
at two ends with given initial and final conditions and values of the deflection function and velocities
of points given at different intermediate times. A computational experiment was carried out with the
construction of the corresponding graphs and their comparative analysis, which confirmed the results
obtained.
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1. Введение. Управляемые колебательные процессы широко исследуются в различных теоре-
тических и прикладных областях науки. Необходимость управления колебательными процессами
как распределенными, так и граничными воздействиями, является актуальной задачей, решению
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которой уделяют внимание многие исследователи [1–3,5–7,9,10,12–15]. На практике часто возни-
кают задачи граничного управления, в частности, когда нужно сгенерировать с заранее задан-
ными (желаемыми) промежуточными параметрами (формой прогиба, скоростью точек струны
и т. д.) колебания. Моделирование и управление динамических систем, описываемых как обык-
новенными дифференциальными уравнениями, так и уравнениями с частными производными,
с промежуточными условиями являются активно развиваемым направлением в современной тео-
рии управления. Исследованиям таких задач посвящены, в частности, работы [4,5,11–15]. Данная
работа примыкает к работам [5, 14, 15].
Цель данной работы состоит в разработке конструктивного подхода построения функции гра-

ничного управления колебаниями струны смещением на двух концах с заданными значениями
функции прогиба и скоростей точек в разные промежуточные моменты времени.

2. Постановка задачи. Пусть состояние распределенной колебательной системы (малые по-
перечные колебания натянутой струны), т.е. отклонения от состояния равновесия, описывается
функцией Q(x, t), 0 � x � l, 0 � t � T , которая подчиняется при 0 < x < l и t > 0 волновому
уравнению

∂2Q

∂t2
= a2

∂2Q

∂x2
(1)

с начальными условиями

Q(x, 0) = ϕ0(x),
∂Q

∂t

∣
∣
∣
∣
t=0

= ψ0(x), 0 � x � l, (2)

и граничными условиями

Q(0, t) = μ(t), Q(l, t) = ν(t), 0 � t � T, (3)

где функции μ(t) и ν(t)— граничные управления.
В уравнении (1) a2 = T0/ρ, где T0 —натяжение струны, ρ—плотность однородной струны.
Пусть в некоторые промежуточные моменты времени tk (k = 1, . . . ,m):

0 = t0 < t1 < . . . < tm < tm+1 = T,

заданы значения функции прогиба и значения скоростей точек струны

Q(x, ti) = ϕi(x), 0 � x � l, i = 2α− 1, α = 1, . . . ,
m

2
, (4)

∂Q

∂t

∣
∣
∣
∣
t=tj

= ψj(x), 0 � x � l, j = 2α, α = 1, . . . ,
m

2
. (5)

Здесь предполагается, что m—четное число.
Задача граничного управления колебаниями струны с заданными значениями функции проги-

ба и скоростей точек струны в промежуточные моменты времени ставится следующим образом:
среди возможных граничных управлений μ(t) и ν(t), 0 � t � T , требуется найти управления, пе-
реводящие систему из заданного начального состояния (2), удовлетворяя промежуточным усло-
виям (4) и (5), в конечное состояние

Q(x, T ) = ϕT (x) = ϕm+1(x),
∂Q

∂t

∣
∣
∣
∣
t=T

= ψT (x) = ψm+1(x), 0 � x � l. (6)

Предполагается, что функция Q(x, t) ∈ C2(ΩT ), где множество ΩT = {(x, t) : x ∈ [0, l], t ∈ [0, T ]}.
Будем предполагать, что функции ϕi(x) ∈ C2[0, l], i = 0, 2α − 1,m + 1 при α = 1, . . . ,m/2,
а ψj(x) ∈ C1[0, l], j = 0, 2α,m + 1 при α = 1, . . . ,m/2. Предполагается также, что все функции
такие, что выполняются условия согласования:

μ(0) = ϕ0(0), μ̇(0) = ψ0(0), ν(0) = ϕ0(l), ν̇(0) = ψ0(l), (7)
μ(ti) = ϕi(0), μ̇(tj) = ψj(0), ν(ti) = ϕi(l), ν̇(tj) = ψj(l),

i = 2α− 1, j = 2α, α = 1, . . . ,
m

2
,

(8)

μ(T ) = ϕT (0), μ̇(T ) = ψT (0), ν(T ) = ϕT (l), ν̇(T ) = ψT (l). (9)
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Отметим, что в постановке задачи значения функции прогиба (4) и значения скоростей точек
струны (5) можно задавать в любой очередности для промежуточных моментов времени и от
этого не зависит применяемый подход.
Отметим также, что так как в отдельные промежуточные моменты времени tk (k = 1, . . . ,m)

заданы или только значения функции прогиба (4), или только значения производной функции
прогиба (5) струны, то использовать подход поэтапного решения задачи оптимального управ-
ления нецелесообразно. Поэтому в работе предлагается такой подход решения рассмотренной
задачи управления, в котором учитывается специфика промежуточных условий.

3. Сведение задачи к задаче с нулевыми граничными условиями. Так как граничные
условия (3) неоднородны, решение поставленной задачи сводим к задаче с нулевыми граничными
условиями.
Решение уравнения (1) ищем в виде суммы

Q(x, t) = V (x, t) +W (x, t), (10)

где V (x, t)—неизвестная функция с однородными граничными условиями

V (0, t) = V (l, t) = 0, (11)

требующая определения, а W (x, t)—решение уравнения (1) с неоднородными граничными усло-
виями

W (0, t) = μ(t), W (l, t) = ν(t). (12)
Функция W (x, t) имеет вид

W (x, t) = (ν(t)− μ(t))
x

l
+ μ(t). (13)

Подставив (10) в (1) и учитывая (13), получим уравнение для функции V (x, t)

∂2V

∂t2
= a2

∂2V

∂x2
+ F (x, t), (14)

где
F (x, t) = (μ̈(t)− ν̈(t))

x

l
− μ̈(t). (15)

В силу начальных, промежуточных и граничных условий, соответственно (2), (4)—(6), функция
V (x, t) должна удовлетворять следующим начальным условиям:

V (x, 0) = ϕ0(x)− (ν(0) − μ(0))
x

l
− μ(0),

∂V

∂t

∣
∣
∣
∣
t=0

= ψ0(x)− (ν̇(0)− μ̇(0))
x

l
− μ̇(0), (16)

промежуточным условиям

V (x, ti) = ϕi(x)− (ν(ti)− μ(ti))
x

l
− μ(ti), i = 2α− 1, α = 1, . . . ,

m

2
,

∂V

∂t

∣
∣
∣
∣
t=tj

= ψj(x)− (ν̇(tj)− μ̇(tj))
x

l
− μ̇(tj), j = 2α, α = 1, . . . ,

m

2
, (17)

и конечным условиям

V (x, T ) = ϕT (x)− (ν(T )− μ(T ))
x

l
− μ(T ),

∂V

∂t

∣
∣
∣
∣
t=T

= ψT (x)− (ν̇(T )− μ̇(T ))
x

l
− μ̇(T ). (18)

Следовательно, с учетом условий (7)—(9), условия (16)—(18) запишутся следующим образом:

V (x, 0) = ϕ0(x)− (ϕ0(l)− ϕ0(0))
x

l
− ϕ0(0),

∂V

∂t

∣
∣
∣
∣
t=0

= ψ0(x)− (ψ0(l)− ψ0(0))
x

l
− ψ0(0), (19)

V (x, ti) = ϕi(x)− (ϕi(l)− ϕi(0))
x

l
− ϕi(0), i = 2α− 1, α = 1, . . . ,

m

2
,

∂V

∂t

∣
∣
∣
∣
t=tj

= ψj(x)− (ψj(l)− ψj(0))
x

l
− ψj(0), j = 2α, α = 1, . . . ,

m

2
, (20)
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V (x, T ) = ϕT (x)− (ϕT (l)− ϕT (0))
x

l
− ϕT (0),

∂V

∂t

∣
∣
∣
∣
t=T

= ψT (x)− (ψT (l)− ψT (0))
x

l
− ψT (0).

(21)

Таким образом, решение задачи сведено к задаче управления (14), (15) с граничными условия-
ми (11), которая формулируется следующим образом: требуется найти такие граничные управле-
ния μ(t) и ν(t) при 0 � t � T , переводящие колебание, описываемое уравнением (14) с граничны-
ми условиями (11), из заданного начального состояния (19) через промежуточные состояния (20)
в конечное состояние (21).

4. Решение задачи. Учитывая, что граничные условия (11) однородны и выполнены условия
согласованности, согласно теории рядов Фурье, решение уравнения (14) ищем в виде

V (x, t) =
∞∑

k=1

Vk(t) sin
πk

l
x. (22)

Представим функции F (x, t), ϕi(x) (i = 0, 1, 3) и ψi(x) (i = 0, 2, 3) в виде рядов Фурье и,
подставив их значения вместе с V (x, t) в уравнения (14), (15) и в условия (19)—(21), получим

V̈k(t) + λ2kVk(t) = Fk(t), λ2k =

(
aπk

l

)2

, Fk(t) =
2a

λkl
[ν̈(t)(−1)k − μ̈(t)], (23)

Vk(0) = ϕ
(0)
k − 2a

λkl
ϕ0(0), V̇k(0) = ψ

(0)
k − 2a

λkl
ψ0(0), (24)

Vk(t1) = ϕ
(1)
k − 2a

λkl
ϕ1(0), V̇k(t2) = ψ

(2)
k − 2a

λkl
ψ2(0), (25)

Vk(T ) = ϕ
(T )
k − 2a

λkl
ϕT (0), V̇k(T ) = ψ

(T )
k − 2a

λkl
ψT (0), (26)

где через Fk(t), ϕ
(i)
k (i = 0, 1, 3) и ψ(i)

k (i = 0, 2, 3) обозначены коэффициенты Фурье, соответству-
ющие функциям F (x, t), ϕi(x) (i = 0, 1, 3) и ψi(x) (i = 0, 2, 3).
Общее решение уравнения (23) с начальными условиями (24) и его производная по времени

имеют вид

Vk(t) = Vk(0) cos λkt+
1

λk
V̇k(0) sin λkt+

1

λk

t∫

0

Fk(τ) sin λk(t− τ)dτ,

V̇k(t) = −λkVk(0) sin λkt+ V̇k(0) cos λkt+

t∫

0

Fk(τ) cos λk(t− τ)dτ. (27)

Теперь, учитывая промежуточные (25) и конечные (26) условия, используя подходы, приве-
денные в работе [4], и в соответствии с условиями согласованности (7)—(9), из (27) получим, что
функции μ(t) и ν(t) для каждого k должны удовлетворять следующим интегральным соотноше-
ниям:

T∫

0

μ(τ) sinλk(T − τ)dτ −
T∫

0

ν(τ)(−1)k sinλk(T − τ)dτ = C1k(T ),

T∫

0

μ(τ) cos λk(T − τ)dτ −
T∫

0

ν(τ)(−1)k cos λk(T − τ)dτ = C2k(T ),

T∫

0

μ(τ)h
(i)
k (τ)dτ −

T∫

0

ν(τ)(−1)kh
(i)
k (τ)dτ = C1k(ti), i = 2α− 1, α = 1, . . . ,

m

2
, (28)
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T∫

0

μ(τ)g
(j)
k (τ)dτ −

T∫

0

ν(τ)(−1)kg
(j)
k (τ)dτ = C2k(tj), j = 2α, α = 1, . . . ,

m

2
,

где

C1k(T ) =
1

λ2k

[
λkl

2a
C̃1k(T ) +X1k − (−1)kY1k

]

,

C̃1k(T ) = λkVk(T )− λkVk(0) cos λkT − V̇k(0) sin λkT,

C2k(T ) =
1

λ2k

[
λkl

2a
C̃2k(T ) +X2k − (−1)kY2k

]

,

C̃2k(T ) = V̇k(T ) + λkVk(0) sin λkT − V̇k(0) cos λkT,

C1k(ti) =
1

λ2k

[
λkl

2a
C̃1k(ti) +X

(i)
1k − (−1)kY

(i)
1k

]

,

C̃1k(ti) = λkVk(ti)− λkVk(0) cos λkti − V̇k(0) sin λkti,

C2k(tj) =
1

λ2k

[
λkl

2a
C̃2k(tj) +X

(j)
2k − (−1)kY

(j)
2k

]

,

C̃2k(tj) = V̇k(tj) + λkVk(0) sin λktj − V̇k(0) cos λktj,

h
(i)
k (τ) =

{

sinλk(ti − τ), 0 � τ � ti,

0, ti < τ � T,
g
(j)
k (τ) =

{

cosλk(tj − τ), 0 � τ � tj,

0, tj < τ � T,
(29)

X1k = λkϕT (0)− ψ0(0) sin λkT − λkϕ0(0) cos λkT, X2k = ψT (0)− ψ0(0) cos λkT + λkϕ0(0) sin λkT,

Y1k = λkϕT (l)− ψ0(l) sinλkT − λkϕ0(l) cos λkT, Y2k = ψT (l)− ψ0(l) cos λkT + λkϕ0(l) sin λkT,

X
(i)
1k = λkϕi(0)− ψ0(0) sin λkti − λkϕ0(0) cos λkti, Y

(i)
1k = λkϕi(l)− ψ0(l) sinλkti − λkϕ0(l) cos λkti,

X
(j)
2k = ψj(0)− ψ0(0) cos λktj + λkϕ0(0) sin λktj , Y

(j)
2k = ψj(l)− ψ0(l) cos λktj + λkϕ0(l) sinλktj.

Введем следующие обозначения:

H̄k(τ) =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

sinλk(T − τ) (−1)k+1 sinλk(T − τ)
cos λk(T − τ) (−1)k+1 cos λk(T − τ)

h
(1)
k (τ) (−1)k+1h

(1)
k (τ)

g
(2)
k (τ) (−1)k+1g

(2)
k (τ)

...
...

h
(m−1)
k (τ) (−1)k+1h

(m−1)
k (τ)

g
(m)
k (τ) (−1)k+1g

(m)
k (τ)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

, Ck(t1, . . . , tm, T ) =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

C1k(T )
C2k(T )
C1k(t1)
C2k(t2)

...
C1k(tm−1)
C2k(tm)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

,

U(τ) =

(

μ(τ)
ν(τ)

)

.

Тогда соотношение (28) запишется следующим образом

T∫

0

H̄k(τ)U(τ)dτ = Ck(t1, . . . , tm, T ), k = 1, 2, . . . . (30)

Следовательно, для нахождения функции U(τ), τ ∈ [0, T ], получаются бесконечные интегральные
соотношения (30).
На практике выбираются первые n гармоник колебаний и решается задача синтеза управления,

используя методы теории управления конечномерными системами [4,6,8]. Для первых n гармоник
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введем следующие обозначения блочных матриц

Hn(τ) =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

H̄1(τ)
H̄2(τ)

...
H̄n(τ)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠
, ηn =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

C1(t1, . . . , tm, T )
C2(t1, . . . , tm, T )

...
Cn(t1, . . . , tm, T )

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

(31)

с размерностями (n(m+ 2) × 2) и (n(m+ 2) × 1) соответственно. Для первых n гармоник с уче-
том (31) из (30) будем иметь

T∫

0

Hn(τ)Un(τ)dτ = ηn (32)

(здесь и далее обозначение в нижнем индексе буквы n будет означать — «для первых n гармо-
ник»).
Из (32) следует, что первые n гармоник системы (23) с условиями (24)—(26) вполне управляемы

тогда и только тогда, когда для любого вектора ηn (31) можно найти управление Un(t), t ∈ [0, T ],
удовлетворяющее условию (32).
Для произвольного числа первых гармоник управляющее воздействие Un(t), удовлетворяющее

интегральному соотношению (32), имеет вид [4, 8]

Un(t) = HT
n (t)S

−1
n ηn + fn(t), (33)

где HT
n (t)— транспонированная матрица, fn(t)—некоторая вектор-функция и такая, что

T∫

0

Hn(t)fn(t)dt = 0, Sn =

T∫

0

Hn(t)H
T
n (t)dt. (34)

Здесь Hn(t)H
T
n (t)— внешнее произведение, Sn —известная матрица размерностью (n(m + 2) ×

n(m+ 2)), для которой предполагается, что detSn �= 0.
Подставляя (33) в (23), а найденное для Fk(t) выражение — в (27), получим функцию Vk(t),

t ∈ [0, T ]. Далее, из формулы (22) будем иметь

Vn(x, t) =
n∑

k=1

Vk(t) sin
πk

l
x, (35)

а с помощью (10) функция прогиба струны Qn(x, t) для первых n гармоник запишется в виде

Qn(x, t) = Vn(x, t) +Wn(x, t), (36)

где
Wn(x, t) = (νn(t)− μn(t))

x

l
+ μn(t). (37)

Отметим, что приведенный подход решения позволяет рассматривать задачу граничного
управления и для тех случаев, когда в отдельные промежуточные моменты времени заданы
только или значения прогиба, или скорости точек струны при различных последовательностях.

5. Построение решения в случае m = 2. Для иллюстрации вышеизложенного предполо-
жим, что в некоторые промежуточные моменты времени t1 и t2 (0 = t0 < t1 < t2 < t3 = T )
заданы состояние (прогиб) и скорость точек струны в виде:

Q(x, t1) = ϕ1(x),
∂Q

∂t

∣
∣
∣
∣
t=t2

= ψ2(x), 0 � x � l.

В этом случае из формулы (28) будем иметь следующие интегральные соотношения:
T∫

0

μ(τ) sinλk(T − τ)dτ −
T∫

0

ν(τ)(−1)k sinλk(T − τ)dτ = C1k(T ),
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T∫

0

μ(τ) cos λk(T − τ)dτ −
T∫

0

ν(τ)(−1)k cos λk(T − τ)dτ = C2k(T ),

T∫

0

μ(τ)h
(1)
k (τ)dτ −

T∫

0

ν(τ)(−1)kh
(1)
k (τ)dτ = C1k(t1),

T∫

0

μ(τ)g
(2)
k (τ)dτ −

T∫

0

ν(τ)(−1)kg
(2)
k (τ)dτ = C2k(t2), k = 1, 2, . . . ,

где

h
(1)
k (τ) =

{

sinλk(t1 − τ), 0 � τ � t1,

0, t1 < τ � T,
g
(2)
k (τ) =

{

cos λk(t2 − τ), 0 � τ � t2,

0, t2 < τ � T,

C1k(T ) =
1

λ2k

[
λkl

2a
C̃1k(T ) +X1k − (−1)kY1k

]

, C2k(T ) =
1

λ2k

[
λkl

2a
C̃2k(T ) +X2k − (−1)kY2k

]

,

C1k(t1) =
1

λ2k

[
λkl

2a
C̃1k(t1) +X

(1)
1k − (−1)kY

(1)
1k

]

, C2k(t2) =
1

λ2k

[
λkl

2a
C̃2k(t2) +X

(2)
2k − (−1)kY

(2)
2k

]

.

Постоянные C̃1k(T ), C̃2k(T ), C̃1k(t1), C̃2k(t2), X1k, X2k, X
(
1k1), X

(2)
2k , Y

(1)
1k , Y (2)

2k определяются из
формулы (29).
Пусть n = 1 (т.е. k = 1). Тогда, согласно (31), будем иметь

H1(τ) = H̄1(τ) =

⎛

⎜
⎜
⎝

sinλ1(T − τ) sinλ1(T − τ)
cos λ1(T − τ) cos λ1(T − τ)

h
(1)
1 (τ) h

(1)
1 (τ)

g
(2)
1 (τ) g

(2)
1 (τ)

⎞

⎟
⎟
⎠
, η1 = C1(t1, t2, T ) =

⎛

⎜
⎜
⎝

C11(T )
C21(T )
C11(t1)
C21(t2)

⎞

⎟
⎟
⎠
,

а из (34) получим

S1 =

T∫

0

H1(τ)H
T
1 (τ)dτ =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

s
(1)
11 s

(1)
12 s

(1)
13 s

(1)
14

s
(1)
21 s

(1)
22 s

(1)
23 s

(1)
24

s
(1)
31 s

(1)
32 s

(1)
33 s

(1)
34

s
(1)
41 s

(1)
42 s

(1)
43 s

(1)
44

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

= 2

T∫

0

⎛

⎜
⎜
⎝

sin2 λ1(T − τ) →
sinλ1(T − τ) cos λ1(T − τ) →

h
(1)
1 (τ) sinλ1(T − τ) →
g
(2)
1 (τ) sin λ1(T − τ) →

→ sinλ1(T − τ) cos λ1(T − τ) h
(1)
1 (τ) sin λ1(T − τ) g

(2)
1 (τ) sin λ1(T − τ)

→ cos2 λ1(T − τ) h
(1)
1 (τ) cos λ1(T − τ) g

(2)
1 (τ) cos λ1(T − τ)

→ h
(1)
1 (τ) cos λ1(T − τ) (h

(1)
1 (τ))2 h

(1)
1 (τ)g

(2)
1 (τ)

→ g
(2)
1 (τ) cos λ1(T − τ) h

(1)
1 (τ)g

(2)
1 (τ) (g

(2)
1 (τ))2

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠
dτ.

Элементы матрицы S1 вычисляются с учетом обозначения (29), при этом Δ = detS1 �= 0.
Обозначим

Ŝ1 = S−1
1 =

⎛

⎜
⎜
⎝

ŝ11 ŝ12 ŝ13 ŝ14
ŝ21 ŝ22 ŝ23 ŝ24
ŝ31 ŝ32 ŝ33 ŝ34
ŝ41 ŝ42 ŝs43 ŝ44

⎞

⎟
⎟
⎠
,

где ŝij = ŝji, i, j = 1, 4.
В явном виде элементы матрицы Ŝ1 представляются следующим образом:

ŝ11 =
1

Δ

(

s
(1)
22

(

s
(1)
33 s

(1)
44 − (

s
(1)
34

)2
)

+ 2s
(1)
34 s

(1)
24 s

(1)
23 − (

s
(1)
24

)2
s
(1)
33 − (

s
(1)
23

)2
s
(1)
44

)

,

ŝ12 = ŝ21 =
1

Δ

(

s
(1)
12

((

s
(1)
34

)2 − s
(1)
33 s

(1)
44

)

+ s
(1)
23

(

s
(1)
13 s

(1)
44 − s

(1)
14 s

(1)
34

)

+ s
(1)
24

(

s
(1)
14 s

(1)
33 − s

(1)
13 s

(1)
34

))

,
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ŝ13 = ŝ31 =
1

Δ

(

s
(1)
13

((

s
(1)
24

)2 − s
(1)
22 s

(1)
44

)

+ s
(1)
12

(

s
(1)
23 s

(1)
44 − s

(1)
24 s

(1)
34

)

+ s
(1)
14

(

s
(1)
34 s

(1)
22 − s

(1)
23 s

(1)
24

))

,

ŝ14 = ŝ41 =
1

Δ

(

s
(1)
14

((

s
(1)
23

)2 − s
(1)
22 s

(1)
33

)

+ s
(1)
12

(

s
(1)
24 s

(1)
33 − s

(1)
23 s

(1)
34

)

+ s
(1)
13

(

s
(1)
34 s

(1)
22 − s

(1)
23 s

(1)
24

))

,

ŝ22 =
1

Δ

(

s
(1)
11

(

s
(1)
33 s

(1)
44 − (

s
(1)
34

)2
)

+ 2s
(1)
34 s

(1)
14 s

(1)
13 − (

s
(1)
14

)2
s
(1)
33 − (

s
(1)
13

)2
s
(1)
44

)

,

ŝ23 = ŝ32 =
1

Δ

(

s
(1)
23

((

s
(1)
14

)2 − s
(1)
11 s

(1)
44

)

+ s
(1)
12

(

s
(1)
13 s

(1)
44 − s

(1)
34 s

(1)
14

)

+ s
(1)
24

(

s
(1)
34 s

(1)
11 − s

(1)
13 s

(1)
14

))

,

ŝ33 =
1

Δ

(

s
(1)
11

(

s
(1)
22 s

(1)
44 − (

s
(1)
24

)2
)

+ 2s
(1)
12 s

(1)
14 s

(1)
24 − (

s
(1)
12

)2
s
(1)
44 − (

s
(1)
14

)2
s
(1)
22

)

,

ŝ34 = ŝ43 =
1

Δ

(

s
(1)
34

((

s
(1)
12

)2 − s
(1)
11 s

(1)
22

)

+ s
(1)
13

(

s
(1)
14 s

(1)
22 − s

(1)
12 s

(1)
24

)

+ s
(1)
23

(

s
(1)
11 s

(1)
24 − s

(1)
12 s

(1)
14

))

,

ŝ44 =
1

Δ

(

s
(1)
11

(

s
(1)
22 s

(1)
33 − (

s
(1)
23

)2
)

+ 2s
(1)
12 s

(1)
13 s

(1)
23 − (

s
(1)
13

)2
s
(1)
22 − (

s
(1)
12

)2
s
(1)
33

)

.

Из формулы (33) следует, что

U1(τ) = HT
1 (τ)S

−1
1 η1 + f1(τ),

где при τ ∈ [0, t1]

HT
1 (τ) =

(

sinλ1(T − τ) cos λ1(T − τ) sinλ1(t1 − τ) cos λ1(t2 − τ)
sinλ1(T − τ) cos λ1(T − τ) sinλ1(t1 − τ) cos λ1(t2 − τ)

)

,

при τ ∈ (t1, t2]

HT
1 (τ) =

(

sinλ1(T − τ) cos λ1(T − τ) 0 cosλ1(t2 − τ)
sinλ1(T − τ) cos λ1(T − τ) 0 cosλ1(t2 − τ)

)

,

при τ ∈ (t2, T ]

HT
1 (τ) =

(

sinλ1(T − τ) cos λ1(T − τ) 0 0
sinλ1(T − τ) cos λ1(T − τ) 0 0

)

.

Предполагая, что f1(τ) = 0, получим: при τ ∈ [0, t1]

μ1(τ) = ν1(τ) = sinλ1(T − τ)
[

ŝ
(1)
11 C11(T ) + ŝ

(1)
12 C21(T ) + ŝ

(1)
13 C11(t1) + ŝ

(1)
14 C21(t2)

]

+

+ cos λ1(T − τ)
[

ŝ
(1)
12 C11(T ) + ŝ

(1)
22 C21(T ) + ŝ

(1)
23 C11(t1) + ŝ

(1)
24 C21(t2)

]

+

+ sinλ1(t1 − τ)
[

ŝ
(1)
13 C11(T ) + ŝ

(1)
23 C21(T ) + ŝ

(1)
33 C11(t1) + ŝ

(1)
34 C21(t2)

]

+

+ cos λ1(t2 − τ)
[

ŝ
(1)
14 C11(T ) + ŝ

(1)
24 C21(T ) + ŝ

(1)
34 C11(t1) + ŝ

(1)
44 C21(t2)

]

,

при τ ∈ (t1, t2]

μ1(τ) = ν1(τ) = sinλ1(T − τ)
[

ŝ
(1)
11 C11(T ) + ŝ

(1)
12 C21(T ) + ŝ

(1)
13 C11(t1) + ŝ

(1)
14 C21(t2)

]

+

+ cos λ1(T − τ)
[

ŝ
(1)
12 C11(T ) + ŝ

(1)
22 C21(T ) + ŝ

(1)
23 C11(t1) + ŝ

(1)
24 C21(t2)

]

+

+ cos λ1(t2 − τ)
[

ŝ
(1)
14 C11(T ) + ŝ

(1)
24 C21(T ) + ŝ

(1)
34 C11(t1) + ŝ

(1)
44 C21(t2)

]

,

при τ ∈ (t2, T ]

μ1(τ) = ν1(τ) = sinλ1(T − τ)
[

ŝ
(1)
11 C11(T ) + ŝ

(1)
12 C21(T ) + ŝ

(1)
13 C11(t1) + ŝ

(1)
14 C21(t2)

]

+

+ cos λ1(T − τ)
[

ŝ
(1)
12 C11(T ) + ŝ

(1)
22 C21(T ) + ŝ

(1)
23 C11(t1) + ŝ

(1)
24 C21(t2)

]

.
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6. Пример с вычислительным экспериментом. Предположим, что t1 = 2l/a, t2 = 4l/a,
T = 6l/a. Тогда с учетом λ1 = aπ/l получим t1λ1 = 2π, t2λ1 = 4π, Tλ1 = 6π, λ1(T − t1) = 4π,
λ1(T − t2) = 2π, λ1(t2 − t1) = 2π. Для матриц S и S−1

1 будем иметь:

S1 =

⎛

⎜
⎜
⎝

6π
λ1

0 2π
λ1

0

0 6π
λ1

0 4π
λ1

2π
λ1

0 2π
λ1

0

0 4π
λ1

0 4π
λ1

⎞

⎟
⎟
⎠
, S−1

1 =

⎛

⎜
⎜
⎝

λ1
4π 0 −λ1

4π 0

0 λ1
2π 0 −λ1

2π

−λ1
4π 0 3λ1

4π 0

0 −λ1
2π 0 3λ1

4π

⎞

⎟
⎟
⎠
.

Отметим, что detS1 = 64π4/λ41. Далее, вычисляя значения постоянных C̃1k(T ), C̃2k(T ), C̃1k(t1),
C̃2k(t2), X1k, X2k, X

(1)
1k , X

(2)
2k , Y

(1)
1k , Y (2)

2k , получим:

C̃11(T ) = λ1V1(T )− λ1V1(0), C̃21(T ) = V̇1(T )− V̇1(0),

C̃11(t1) = λ1V1(t1)− λ1V1(0), C̃21(t2) = V̇1(t2)− V̇1(0),

X11 = λ1ϕT (0)− λ1ϕ0(0), X21 = ψT (0) − ψ0(0), Y11 = λ1ϕT (l)− λ1ϕ0(l),

Y21 = ψT (l)− ψ0(l), X
(1)
11 = λ1ϕ1(0) − λ1ϕ0(0), Y

(1)
11 = λ1ϕ1(l)− λ1ϕ0(l),

X
(1)
21 = ψ1(0) − ψ0(0), Y

(1)
21 = ψ1(l)− ψ0(l), X

(2)
21 = ψ2(0)− ψ0(0), Y

(2)
21 = ψ2(l)− ψ0(l).

Тогда будем иметь

C11(t1) =
l

2a
(V1(t1)− V1(0)) +

ϕ1(0) − ϕ0(0) + ϕ1(l)− ϕ0(l)

λ1
,

C21(t2) =
l

2aλ1
(V̇1(t2)− V̇1(0)) +

ψ2(0)− ψ0(0)− ψ2(l) + ψ0(l)

λ21
,

C11(T ) =
l

2a
(V1(T )− V1(0)) +

ϕT (0)− ϕ0(0) + ϕT (l)− ϕ0(l)

λ1
,

C21(T ) =
l

2aλ1
(V̇1(T )− V̇1(0)) +

ψT (0)− ψ0(0)− ψ0(l) + ψT (l)

λ21
.

Для управления имеем: при τ ∈ [0, t1]

μ1(τ) = ν1(τ) = −λ1
2π

sinλ1τC11(t1) +
λ1
4π

cos λ1τC21(t2) =

=

(
1

4
(V1(0) − V1(t1))− ϕ1(0) − ϕ0(0) + ϕ1(l)− ϕ0(l)

2π

)

sinλ1τ+

+

(
1

8λ1
(V̇1(t2)− V̇1(0)) +

ψ2(0)− ψ0(0)− ψ2(l) + ψ0(l)

4λ1π

)

cosλ1τ,

при τ ∈ (t1, t2]

μ1(τ) = ν1(τ) =
λ1
4π

sinλ1τ(C11(t1)− C11(T )) +
λ1
4π

cos λ1τC21(t2) =

=

(
1

8
(V1(t1)− V1(T ))− ϕT (0) − ϕ1(0) + ϕT (l)− ϕ1(l)

4π

)

sinλ1τ+

+

(
1

8λ1
(V̇1(t2)− V̇1(0)) +

ψ2(0)− ψ0(0)− ψ2(l) + ψ0(l)

4λ1π

)

cosλ1τ,

при τ ∈ (t2, T ]

μ1(τ) = ν1(τ) =
λ1
4π

sinλ1τ(C11(t1)− C11(T )) +
λ1
2π

cos λ1τ(C21(T )− C21(t2)) =

=

(
1

8
(V1(t1)− V1(T ))− ϕT (0) − ϕ1(0) + ϕT (l)− ϕ1(l)

4π

)

sinλ1τ+
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+

(
1

4λ1
(V̇1(T )− V̇1(t2)) +

ψT (0) − ψ2(0) + ψ2(l)− 2ψ0(l) + ψT (l)

2λ1π

)

cosλ1τ.

Из формулы (23) получим, что

F1(t) = − 4a

λ1l
μ′′1(t)

или

F1(τ) =

⎧

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

sinλ1τ

[
a2π

l2
(V1(0)− V1(t1))− 2a2(ϕ1(0) − ϕ0(0) + ϕ1(l)− ϕ0(l))

l2

]

+

+cos λ1τ

[
a

2l
(V̇1(t2)− V̇1(0)) +

a(ψ2(0)− ψ0(0)− ψ2(l) + ψ0(l))

πl

]

, τ ∈ [0, t1],

sinλ1τ

[
a2π

2l2
(V1(t1)− V1(T ))− a2(ϕT (0)− ϕ1(0) + ϕT (l)− ϕ1(l))

l2

]

+

+cos λ1τ

[
a

2l
(V̇1(t2)− V̇1(0)) +

a(ψ2(0)− ψ0(0)− ψ2(l) + ψ0(l))

πl

]

, τ ∈ (t1, t2],

sinλ1τ

[
a2π

2l2
(V1(t1)− V1(T ))− a2(ϕT (0)− ϕ1(0) + ϕT (l)− ϕ1(l))

l2

]

+

+cos λ1τ

[
a

l
(V̇1(T )− V̇1(t2)) +

2a(ψT (0)− ψ2(0) + ψ2(l)− 2ψ0(l) + ψT (l))

πl

]

, τ ∈ (t2, T ].

Из формулы (27) имеем: при τ ∈ [0, t1]

V1(τ) =

(

V1(0) +
aτ(V1(t1)− V1(0))

2l
− aτ(ϕ0(0)− ϕ1(0) + ϕ0(l)− ϕ1(l))

πl

)

cos λ1τ+

+

(
V̇1(0)

λ1
+
τ(V̇1(t2)− V̇1(0))

4π
+
V1(0) − V1(t1)

2π
+

+
τ(ψ0(l)− ψ0(0) + ψ2(0) − ψ2(l))

2π2
+
ϕ0(0)− ϕ1(0) + ϕ0(l)− ϕ1(l)

π2

)

sinλ1τ,

при τ ∈ (t1, t2]

V1(τ) =

(
3V1(t1)− V1(T )

2
+
aτ(V1(T )− V1(t1))

4l
− aτ(ϕ1(0) − ϕT (0) + ϕ1(l)− ϕT (l))

2πl
+

+
3(ϕ1(0) + ϕ1(l))− 2(ϕ0(0) + ϕ0(l))− ϕT (0) − ϕT (l)

π

)

cos λ1τ+

+

(
V̇1(0)

λ1
+
τ(V̇1(t2)− V̇1(0))

4π
+
V1(t1)− V1(T )

4π
+

+
τ(ψ0(l)− ψ0(0) + ψ2(0)− ψ2(l))

2π2
+
ϕ1(0)− ϕT (0) + ϕ1(l)− ϕT (l)

2π2

)

sinλ1τ,

при τ ∈ (t2, T ]

V1(τ) =

(
3V1(t1)− V1(T )

2
+
aτ(V1(T )− V1(t1))

4l
− aτ(ϕ1(0) − ϕT (0) + ϕ1(l)− ϕT (l))

2πl
+

+
3(ϕ1(0) + ϕ1(l))− 2(ϕ0(0) + ϕ0(l))− ϕT (0) − ϕT (l)

π

)

cos λ1τ+

+

(
3V̇1(t2)− 2V̇1(T )

λ1
+
τ(V̇1(T )− V̇1(t2))

2π
+
V1(t1)− V1(T )

4π
+

+
τ(ψ2(l)− ψ2(0) + ψT (l) + ψT (0)− 2ψ0(l))

π2
+
ϕ1(0) − ϕT (0) + ϕ1(l)− ϕT (l)

2π2
+
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+
10ψ0(l)− 2ψ0(0) + 6(ψ2(0)− ψ2(l))− 4(ψT (0) + ψT (l))

λ1π

)

sinλ1τ.

Для Q1(x, t) из (35)—(37) имеем

Q1(x, t) = V1(t) sin
π

l
x+ μ1(t).

Теперь предположим, что a = 1/4, l = 1, тогда t1 = 8, t2 = 16, T = 24, λ1 = π/4 и пусть при t = 0
задано следующее начальное состояние: ϕ0(x) = x3/2 − 2x2/5 − x/10, ψ0(x) = 2x2/5 − 2x/5, при
t1 = 8 задано промежуточное состояние ϕ1(x) = −x2/3+ x/3, при t2 = 12 задано промежуточное
состояние ψ1(x) = 2x2/15−2x/15, а при T = 24 задано следующее конечное состояние: ϕT (x) = 0,
ψT (x) = 0.
Коэффициенты рядов Фурье для функций ϕ0(x), ψ0(x), ϕ1(x), ψ2(x), ϕT (x), ψT (x) соответ-

ственно равны: ϕ(0)
1 = −14/5π3, ψ(0)

1 = −16/5π3, ϕ(0)
1 = 8/3π3, ψ(1)

2 = −16/15π3, ϕ(T )
1 = ψ

(T )
1 = 0.

Значения этих функций на краях струны следующие:

ϕ0(0) = ψ0(0) = ψ1(0) = ϕT (0) = ψT (0) = ϕ0(1) = ψ0(1) = ψ1(1) = ϕT (1) = ψT (1) = 0.

Тогда V1(0) = −14/5π3, V̇1(0) = −16/5π3, V̇1(t1) = 8/3π3, V̇1(t2) = −16/15π3, V1(T ) = 0. Следова-
тельно, получим

μ1(τ) = ν1(τ) =
16

15π4
cos

π

4
τ − 41

30π3
sin

π

4
τ, τ ∈ [0, 8],

μ1(τ) = ν1(τ) =
16

15π4
cos

π

4
τ +

1

3π3
sin

π

4
τ, τ ∈ (8, 24],

V1(τ) =

(

− 14

5π3
+

41τ

60π3

)

cos
π

4
τ +

(

− 233

15π4
+

8τ

15π4

)

sin
π

4
τ, τ ∈ [0, 8],

V1(τ) =

(
4

π3
− τ

6π3

)

cos
π

4
τ +

(

− 182

15π4
+

8τ

15π4

)

sin
π

4
τ, τ ∈ (8, 24],

так что

Q1(x, 0) =
16

15π4
− 14

5π3
sinπx, Q̇1(x, 0) = − 41

120π2
− 16

5π3
sinπx, Q1(x, 8) =

16

15π4
+

8

3π3
sinπx,

Q̇1(x, 16) =
1

12π2
− 16

15π3
sinπx, Q1(x, 24) =

16

15π4
, Q̇1(x, 24) =

1

12π2
.

Сравнительный анализ полученных результатов показал

max
0�x�1

ε1(x, 0) ≈ 0,0379, max
0�x�1

ε1(x, 8) ≈ 0,0136, max
0�x�1

ε1(x, 24) ≈ 0,0110,

1∫

0

ε1(x, 0)dx ≈ 0,0169,

1∫

0

ε1(x, 8)dx ≈ 0,0102,

1∫

0

ε1(x, 24)dx ≈ 0,0110,

max
0�x�1

ε̂1(x, 0) ≈ 0,0378, max
0�x�1

ε̂1(x, 16) ≈ 0,0098, max
0�x�1

ε̂1(x, 24) ≈ 0,0084,

1∫

0

ε̂1(x, 0)dx ≈ 0,0337,

1∫

0

ε̂1(x, 16)dx ≈ 0,0088,

1∫

0

ε̂1(x, 24)dx ≈ 0,0084,

где t3 = T , ε1(x, tj) = |Q1(x, tj)− ϕj(x)|, j = 0, 1, 3; ε̂1(x, tk) = |Q̇1(x, tk)− ψk(x)|, k = 0, 2, 3.
Таким образом, результаты анализа (см. рис. 1) показывают, что под воздействием постро-

енных граничных управлений функция прогиба струны и ее производная достаточно близки
в желаемых моментах времени заданным исходным функциям.

7. Заключение. Предложен конструктивный подход построения граничного управления про-
цессом колебаний струны смещением на двух концах с заданными значениями функции прогиба
и скоростей точек в разные промежуточные моменты времени с использованием метода Фурье.
Полученные результаты могут быть использованы при проектировании граничного управления
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Рис. 1. Графики функций: (a) Q1(x, 0) (сплошная линия) и ϕ0(x) (пунктирная линия); (b) Q̇1(x, 0)
(сплошная линия) и ψ0(x) (пунктирная линия); (c) Q1(x, 8) (сплошная линия) и ϕ1(x) (пунктир-

ная линия); (d) Q̇1(x, 16) (сплошная линия) и ψ2(x) (пунктирная линия).

процессами колебаний в физических и технологических системах. Предложенный подход можно
распространить на другие неодномерные колебательные системы.
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