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Аннотация. В работе рассматриваются вопросы однозначной разрешимости одной краевой за-
дачи для неоднородного дифференциального уравнения в частных производных третьего поряд-
ка с кратными характеристиками. При помощи функции Грина в явном виде построено решение
поставленной краевой задачи.
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Abstract. In this paper, we discuss the unique solvability of a boundary-value problem for an
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1. Введение. Дифференциальные уравнения в частных производных третьего порядка рас-
сматриваются при решении ряда задач в теории нелинейной акустики, в гидродинамической тео-
рии космической плазмы и в фильтрации жидкости в пористых средах. Часто резкие изменения
параметров потока происходят в узких областях, прилагающих к ударным волнам. Градиенты
параметров потока в таких узких областях могут быть настолько значительными, что наряду
с нелинейным характером движения учитываются влияния вязкости и теплопроводности. Такие
течения называются короткими волнами. К теории коротких волн относится, в частности, теория
трансзвуковых течений. Впервые в работе О. С. Рыжова [12] с учетом свойств вязкости и тепло-
проводности газа из системы Навье—Стокса было получено вязко-трансзвуковое уравнение (ВТ-
уравнение)

uxxx + uyy − ν

y
uy = uxuxx.
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При ν = 1 ВТ-уравнение описывает осесимметричный поток. При ν = 0 ВТ-уравнение принимает
следующий частный вид, описывающий плоскопараллельный поток (см. [6]):

uxxx + uyy = uxuxx. (1)

Уравнение, сопряженное к уравнению (1), было исследовано в [22–24, 26, 27]. В [25] для диф-
ференциального уравнения построил фундаментальное решение в виде двойного несобственного
интеграла и изучил свойства потенциала. В [1, 2] с помощью метода потенциалов изучены раз-
личные краевые задачи. В [7, 8] были построены фундаментальные решения для однородного
уравнения, сопряженного к уравнению (1). При этом фундаментальные решения выражены че-
рез вырожденные гипергеометрические функции Ψ(a, b;x), Φ(a, b;x):

U(x, y; ξ, η) = |y − η| 13w(t), −∞ < t <∞, V (x, y; ξ, η) = |y − η| 13ϕ(t), t < 0,

где

w(t) =
2 3
√
2√

3π
tΨ

(
1

6
,
4

3
; τ

)
, ϕ(t) =

36t√
3π

Γ
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3

)
Φ

(
1

6
,
4

3
; τ

)
, τ =

4

27
t3, t = (x− ξ)|y − η|− 2

3 .

На основе оценок, справедливых для вырожденных гипергеометрических функций, получены
оценки для фундаментальных решений при стремлении аргумента в бесконечность. Для функции
U(x, y; ξ, η) справедливы следующие оценки при ||y − η|−2/3(x− ξ)| → ∞:∣∣∣∣ ∂

h+kU

∂xhdyk

∣∣∣∣ � Ckh

∣∣y − η
∣∣ 1−(−1)k

2
∣∣x− ξ

∣∣− 1
2

[
2h+3k−1+ 3

2
(1−(−1)k)

]
,

где Ckh = const, k, h = 0, 1, 2, . . . Для V (x, y; ξ, η) имеют место аналогичные оценки при
(x− ξ)|y − η|−2/3 → −∞. Также отметим работы [3–5, 9–11, 13–21, 28], в которых рассмотрены
прямые и обратные краевые задачи для уравнений третьего порядка.

2. Постановка задачи. В прямоугольной области D = {(x, y) : 0 < x, y < 1} рассмотрим
уравнение

∂3u

∂x3
− ∂2u

∂y2
= g(x, y). (2)

Регулярным решением уравнения (2) будем называть функцию u(x, y), которая в области D

удовлетворяет уравнению (2) и принадлежит классу C3,2
x,y(D) ∩ C2,1

x,y(D).

Задача A. Найти регулярное решение уравнения (2) в области D, удовлетворяющее краевым
условиям

uy(x, 0) = ϕ1(x), uy(x, 1) = ϕ2(x), (3)
uxx(0, y) = ψ1(y), ux(1, y) = ψ2(y), uxx(1, y) = ψ3(y), (4)

где
ϕi(x) ∈ C[0; 1], i = 1, 2, ψj(y) ∈ C[0; 1], j = 1, 3, g(x, y) ∈ C0,2

x,y(D).

Кроме того, выполняются следующие условия согласования:

ϕ′′
1(0) = ψ1(0), ϕ′′

1(1) = ψ3(1), ϕ′
1(1) = ψ2(1),

ϕ′′
2(0) = ψ1(0), ϕ′′

2(1) = ψ3(1), ϕ′
1(1) = ψ2(1), g(x, 0) = g(x, 1) = 0.

В [3, 9] изучены некоторые краевые задачи в прямоугольной области для уравнения, сопря-
жённого к уравнению (2). В этих работах решение построено методом Фурье и для этого по-
требовались нулевые данные на y = 0 и y = l. В настоящей работе построена функция Грина
в прямоугольной области для второй краевой задачи и с помощью функции Грина найден явный
вид решения поставленной задачи.
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3. Единственность решения.

Теорема 1. Задача A имеет единственное решение с точностью до постоянного слагаемого,
т.е., если существует два решения, то их разность равна постоянному числу.

Доказательство. Пусть задача A имеет два решения u1(x, y) и u2(x, y). Тогда u(x, y) = u1(x, y)−
u2(x, y) является решением однородной задачи A. Рассмотрим тождество

∂

∂x

(
uuxx − 1

2
u2x

)
− ∂

∂y
(uuy) + u2y = 0. (5)

Интегрируя тождество (5) по области D и учитывая однородные краевые условия (3), (4), полу-
чаем

1

2

1∫
0

u2x(0, y)dy +

∫∫
D

u2y(x, y)dxdy = 0.

Отсюда uy(x, y) = 0, т.е. u(x, y) = k0(x). Подставляя это в уравнение (1), получим k′′′0 (x) = 0.
Тогда из условий k′′0 (0) = k′0(1) = k′′0 (1) = 0 следует, что k0(x) = const. Отсюда u(x, y) = const.
Теорема 1 доказана. �

4. Существование решения задачи A. Рассмотрим следующие сопряженные дифференци-
альные операторы

L ≡ ∂3

∂ξ3
− ∂2

∂η2
, L∗ ≡ − ∂3

∂ξ3
− ∂2

∂η2
.

Для этих дифференциальных операторов имеет место тождество

ϕL[ψ] − ψL∗[ϕ] ≡ ∂

∂ξ
(ϕψξξ − ϕξψξ + ϕξξψ)− ∂

∂η
(ϕψη − ϕηψ),

где ϕ, ψ—достаточно гладкие функции. Интегрируя тождество по области D, получаем∫∫
D

[ϕL[ψ]− ψL∗[ϕ]]dξdη =

∫∫
D

∂

∂ξ
(ϕψξξ − ϕξψξ + ϕξξψ)dξdη −

∫∫
D

∂

∂η
(ϕψη − ϕηψ)dξdη. (6)

Возьмем теперь в качестве функции ϕ фундаментальное решение U(x, y; ξ, η) однородного
уравнения uxxx − uyy = 0, которое как функция от (ξ, η) при (x, y) 	= (ξ, η) удовлетворяет со-
пряженному уравнению:

L∗[U ] ≡ −Uξξξ − Uηη = 0.

В качестве ψ берем любое регулярное решение u(x, y) однородного дифференциального уравнения
uxxx − uyy = 0. Учитывая, что функция Uη(x, y; ξ, η) имеет особенность при y = η, область D
разделим на две области так, чтобы

D = lim
ε→0

(Dε
1 ∪Dε

2),

где

Dε
1 =

{
(ξ, η) : 0 < ξ < 1, 0 < η < y − ε

}
, Dε

2 =
{
(ξ, η) : 0 < ξ < 1, y + ε < η < 1

}
.

Тогда тождество (6) принимает вид

∫∫
D

U(x, y; ξ, η)g(ξ, η)dξdη = lim
ε→0+

1∫
0

y−ε∫
0

∂

∂ξ
(Uuξξ − Uξuξ + Uξξu)dξdη+

+ lim
ε→0+

1∫
0

1∫
y+ε

∂

∂ξ
(Uuξξ − Uξuξ + Uξξu)dξdη−



О РАЗРЕШИМОСТИ ОДНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 27

− lim
ε→0+

1∫
0

y−ε∫
0

∂

∂η
(Uuη − Uηu)dξdη − lim

ε→0+

1∫
0

l∫
y+ε

∂

∂η
(Uuη − Uηu)dξdη =

= lim
ε→0+

y−ε∫
0

(Uuξξ − Uξuξ + Uξξu)
∣∣∣ξ=1

ξ=0
dη + lim

ε→0+

1∫
y+ε

(Uuξξ − Uξuξ + Uξξu)
∣∣∣ξ=1

ξ=0
dη

− lim
ε→0+

1∫
0

(Uuη − Uηu)
∣∣∣η=y−ε

η=0
dξ − lim

ε→0+

1∫
0

(Uuη − Uη)
∣∣∣η=1

η=y+ε
dξ

=

y∫
0

(Uuξξ − Uξuξ + Uξξu)
∣∣∣ξ=1

ξ=0
dη +

1∫
y

(Uuξξ − Uξuξ + Uξξu)
∣∣∣ξ=1

ξ=0
dη

− lim
ε→0+

1∫
0

[U(x, y; ξ, y − ε)uη(ξ, y − ε)− U(x, y; ξ, 0)uη(ξ, 0)]dξ+

+ lim
ε→0+

1∫
0

[Uη(x, y; ξ, y − ε)u(ξ, y − ε)− Uη(x, y; ξ, 0)u(ξ, 0)]dξ−

− lim
ε→0+

1∫
0

[U(x, y; ξ, 1)uη(ξ, 1)− U(x, y; ξ, y + ε)uη(ξ, y + ε)]dξ+

+ lim
ε→0+

1∫
0

[Uη(x, y; ξ, 1)u(ξ, 1) − Uη(x, y; ξ, y + ε)u(ξ, y + ε)]dξ =

=

1∫
0

(Uuξξ − Uξuξ + Uξξu)
∣∣∣ξ=1

ξ=0
dη −

1∫
0

[U(x, y; ξ, 1)uη(ξ, 1)−

− U(x, y; ξ, 0)uη(ξ, 0)]dξ +

1∫
0

[Uη(x, y; ξ, 1)u(ξ, 1) − Uη(x, y; ξ, 0)u(ξ, 0)]dξ+

+ lim
ε→0+

1∫
0

Uη(x, y; ξ, y − ε)u(ξ, y − ε)dξ − lim
ε→0+

1∫
0

Uη(x, y; ξ, y + ε)u(ξ, y + ε)dξ.

Упростив это выражение, получим

∫∫
D

U(x, y; ξ, η)g(ξ, η)dξdη =

1∫
0

[Uuξξ − Uξuξ + Uξξu]
∣∣∣ξ=1

ξ=0
dη−

−
1∫

0

U(x, y; ξ, η)uη(ξ, η)
∣∣∣η=1

η=0
dξ +

1∫
0

Uη(x, y; ξ, η)u(ξ, η)
∣∣∣η=1

η=0
dξ+

+ lim
ε→0+

1∫
0

Uη(x, y; ξ, y − ε)u(ξ, y − ε)dξ − lim
ε→0+

1∫
0

Uη(x, y; ξ, y + ε)u(ξ, y + ε)dξ. (7)

Учитывая [3, теорема 3], из (7) получим
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∫∫
D

U(x, y; ξ, η)g(ξ, η)dξdη =

1∫
0

(Uuξξ − Uξuξ + Uξξu)
∣∣∣ξ=1

ξ=0
dη−

−
1∫

0

U(x, y; ξ, η)uη(ξ, η)
∣∣∣η=1

η=0
dξ +

1∫
0

Uη(x, y; ξ, η)u(ξ, η)
∣∣∣η=1

η=0
dξ − 2u(x, y).

Отсюда окончательно находим:

2u(x, y) =

1∫
0

(Uuξξ −Uξuξ +Uξξu)
∣∣∣ξ=1

ξ=0
dη−

1∫
0

(Uuη −Uηu)
∣∣∣η=1

η=0
dξ−

∫∫
D

U(x, y; ξ, η)g(ξ, η)dξdη. (8)

Пусть теперь W (x, y, ξ, η)—любое регулярное решение сопряженного уравнения L∗[W ] = 0,
а u(x, y)—любое регулярное решение уравнения uxxx − uyy = g(x, y). Тогда полагая в (6)
ϕ =W (x, y; ξ, η), ψ = u(ξ, η), имеем

0 =

1∫
0

(Wuξξ −Wξuξ +Wξξu)
∣∣∣ξ=1

ξ=0
dη −

1∫
0

(Wuη −Wηu)
∣∣∣η=1

η=0
dξ −

∫∫
D

W (x, y; ξ, η)g(ξ, η)dξdη. (9)

Из тождеств (8) и (9) получим

2u(x, y) =

1∫
0

(Guξξ−Gξuξ+Gξξu)
∣∣∣ξ=1

ξ=0
dη−

1∫
0

(Guη−Gηu)
∣∣∣η=1

η=0
dξ−

∫∫
D

G(x, y; ξ, η)g(ξ, η)dξdη, (10)

где G(x, y; ξ, η) = U(x, y; ξ, η)−W (x, y; ξ, η). Построим теперь функцию G(x, y; ξ, η), которая долж-
на обладать следующими свойствами при (x, y) 	= (ξ, η):⎧⎪⎨

⎪⎩
L[G] = 0,

Gy(x, 0; ξ, η) = Gy(x, 1; ξ, η) = 0,

Gxx(0, y; ξ, η) = Gxx(1, y; ξ, η) = Gx(1, y; ξ, η) = 0

(11)

по переменным (x, y) и⎧⎪⎨
⎪⎩
L∗[G] = 0,

Gη(x, y; ξ, 0) = Gη(x, y; ξ, 1) = 0,

Gξξ(x, y; 0, η) = Gξξ(x, y; 1, η) = Gξ(x, y; 0, η) = 0.

(12)

по переменным (ξ, η). С этой целью рассмотрим следующую вспомогательную задачу.

Задача A1. Найти регулярное решение в области D уравнения (2), удовлетворяющее краевым
условиям

uy(x, 0) = 0, uy(x, 1) = 0, 0 < x < 1,

uxx(0, y) = ux(1, y) = uxx(1, y) = 0, 0 < y < 1.

Решение поставленной задачи будем искать в виде ряда Фурье

u(x, y) =

∞∑
k=1

Xk(x) cos(kπy). (13)

Предполагается, что функцию g(x, y) можно разложить в ряд Фурье по системе собственных
функций {cos(kπy)}∞k=1 :

g(x, y) =
∞∑
k=1

gk(x) cos(kπy), (14)
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где

gk(x) = 2

1∫
0

g(x, y) cos(kπy)dy.

Подставляя ряды Фурье (13) и (14) в уравнение (2), получим
∞∑
k=1

(X ′′′
k (x) + λ3kXk(x)− gk(x)) cos(kπy) = 0.

Отсюда, используя ортонормированность собственных функций {cos(kπy)}∞k=1, придем к следу-
ющей спектральной задаче {

L[Xk] ≡ X ′′′
k (x) + λ3kXk(x) = gk(x),

X ′′
k (0) = X ′

k(1) = X ′′
k (1) = 0,

(15)

где λ3k = (kπ)2. Решение задачи (15) будем искать методом построения функции Грина Gk(x, ξ).
Как известно, функция Грина обладает следующими свойствами:

(i) функция Gk(x, ξ) непрерывна и имеет непрерывную производную по x на отрезке
0 � x � 1;

(ii) ее вторая производная по x в точке x = ξ имеет разрыв 1-го рода, причем скачок равен 1,
т.е.

∂2Gk(x, ξ)

∂x2

∣∣∣∣
x=ξ+0

− ∂2Gk(x, ξ)

∂x2

∣∣∣∣
x=ξ−0

= 1;

(iii) в каждом из интервалов 0 � x < ξ и ξ < x � 1 функция Gk(x, ξ), рассматриваемая как
функция от x, является решением следующего дифференциального уравнения

L[Gk] =
∂3Gk

∂x3
+ λ3kGk = 0;

(iv) Gkxx(0, ξ) = Gkx(1, ξ) = Gkxx(1, ξ) = 0.
Теперь приступим к построению функции Грина. Так как линейно независимые решения урав-

нения
X ′′′

k (x) + λ3kXk(x) = 0

имеют вид

X1(x) = e−λkx, X2(x) = eλkx/2 cos(βkx), X3(x) = eλkx/2 sin(βkx), βk =

√
3

2
λk,

представим искомую функцию Грина в виде

Gk(x, ξ) =

{
a1e

−λkx + a2e
λkx/2 cos(βkx) + a3e

λkx/2 sin(βkx), 0 � x � ξ,

b1e
−λkx + b2e

λkx/2 cos(βkx) + b3e
λkx/2 sin(βkx), ξ � x � 1,

(16)

где a1, a2, a3, b1, b2, b3 —пока что неизвестные функции от ξ. Из свойств (i) и (ii) для функ-
ции Грина и положив ck(ξ) = bk(ξ) − ak(ξ), k = 1, 2, 3, получим следующую систему линейных
функционально-алгебраических уравнений относительно функций ck(ξ):⎧⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

c1e
−λkξ + c2e

λkξ/2 cos(βkξ) + c3e
λkξ/2 sin(βkξ) = 0,

−c1e−λkξ + c2e
λkξ/2 cos

(
βkξ +

π

3

)
+ c3e

λkξ/2 sin
(
βkξ +

π

3

)
= 0,

c1e
−λkξ + c2e

λkξ/2 cos

(
βkξ +

2π

3

)
+ c3e

λkξ/2 sin

(
βkξ +

2π

3

)
=

1

λ2k
.

Определитель этой системы равен значению вронскиана W (X1,X2,X3) в точке x = ξ:

W (X1,X2,X3) =
3
√
3

2
.
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Вычислив Δci, i = 1, 2, 3, находим:

c1(ξ) =
eλkξ

3λ2k
, c2(ξ) = −2e−λkξ/2 sin

(
βkξ +

π
6

)
3λ2k

, c3(ξ) =
2e−λkξ/2 cos

(
βkξ +

π
6

)
3λ2k

.

Далее, из свойства (iv) для функции Грина получаем следующие соотношения⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

b1 − 1

2
b2 +

√
3

2
b3 =

1

3λ2k

(
eλkξ + 2e−λkξ/2 cos(βkξ)

)
,

−b1e−λk + b2e
λk/2 cos

(
βk +

π

3

)
+ b3e

λk/2 sin
(
βk +

π

3

)
= 0,

b1e
−λk + b2e

λk/2 cos

(
βk +

2π

3

)
+ b3e

λk/2 sin

(
βk +

2π

3

)
= 0.

В силу линейной независимости величин X ′′
1 (0), X

′
2(1), X

′′
3 (1), определитель этой системы отличен

от нуля и равен

Δ =

√
3

2

(
eλk − 2e−λk/2 cos

(
βk +

π

3

))
	= 0.

Вычислив Δbi, i = 1, 2, 3, находим:

b1 =
1

Δ

(
eλkξ + 2e−λkξ/2 cos(βkξ)

)
,

b2 =
1

Δ

(
2e(ξ−3/2)λk cos(βk) + 4e−(ξ/2+3/2)λk cos(βkξ) · cos(βk)

)
,

b3 =
1

Δ

(
2e(ξ−3/2)λk sin(βk) + 4e−(ξ/2+3/2)λk cos(βkξ) · sin(βk)

)
,

где
Δ = 3λ2k

(
1− 2e−3λk/2 cos

(
βk +

π

3

))
.

Учитывая, что ak(ξ) = bk(ξ)− ck(ξ), k = 1, 2, 3, находим

a1 =
1

Δ

(
2e−λkξ/2 cos(βkξ) + 2e(ξ−3/2)λk cos

(
βk +

π

3

))
,

a2 =
1

Δ

(
2e(ξ−3/2)λk cos(βk) + 4e−(ξ/2+3/2)λk cos(βkξ) · cos(βk)+

+ 2e−λkξ/2 sin
(
βkξ +

π

6

)
− 4e−(ξ/2+3/2)λk sin

(
βkξ +

π

6

)
cos

(
βk +

π

3

))
,

a3 =
1

Δ

(
2e(ξ−3/2)λk sin(βk) + 4e−(ξ/2+3/2)λk cos(βkξ) · sin(βk)−

− 2e−λkξ/2 cos
(
βkξ +

π

6

)
+ 4e−(ξ/2+3/2)λk cos

(
βkξ +

π

6

)
cos

(
βk +

π

3

))
.

Подставляя найденные значения в формулу (16), получим функцию Gk(x, ξ) в виде:

Gk(x, ξ) =
1

Δ̄

{
2e−(ξ+2x)λk/2 cos(βkξ)+

+ 2e−(3−2ξ+2x)λk/2 cos
(
βk +

π

3

)
+ 2e−(3−2ξ−x)λk/2 cos

[
βk(x− 1)

]
+

+ 4e−(ξ−x+3)λk/2 cos
[
βkξ

]
cos

[
βk(x− 1)

]
+ 2e−(ξ−x)λk/2 sin

(
βk(ξ − x) +

π

6

)
−

− 4e−(ξ−x+3)λk/2 cos
(
βk +

π

3

)
sin

(
βk(ξ − x) +

π

6

)}
, 0 � x � ξ, (17)

Gk(x, ξ) =
1

Δ̄

{
e−(x−ξ)λk + 2e−(ξ/2+x)λk cos(βkξ) + 2e−(3−2ξ−x)λk/2 cos

[
βk(x− 1)

]
+

+ 4e−(3+ξ−x)λk/2 cos(βkξ) cos [βk(x− 1)]
}
, ξ � x � 1. (18)
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Легко можно убедиться, что функции, определенные формулами (17) и (18), обладают всеми
свойствами, сформулированными выше для определения функции Грина.
Так как решение задачи (15) имеет вид

Xk(x) =

1∫
0

Gk(x, ξ)gk(ξ)dξ, (19)

то, подставляя это представление (19) в ряд Фурье (13), получим решение задачи A1:

u(x, y) =

∞∑
k=1

1∫
0

Gk(x, ξ)gk(ξ)dξ · cos(πky) =
1∫

0

∞∑
k=1

Gk(x, ξ) cos(πk) · gk(ξ)dξ. (20)

Если функция u(x, y) и ее производные uxxx, uyy сходятся равномерно в области D, то функция
u(x, y) определяет решение задачи A1. Для функции (20) получим оценку

|u(x, y)| �
∣∣∣∣∣∣

1∫
0

∞∑
k=1

Gk(x, ξ) cos(πky)gk(ξ)dξ

∣∣∣∣∣∣ �

�
1∫

0

∞∑
k=1

|Gk(x, ξ)|| cos(πky)||gk(ξ)|dξ �
1∫

0

∞∑
k=1

|Gk(x, ξ)| · |gk(ξ)|dξ. (21)

При сделанных предположениях относительно g(x, y) имеет место неравенство

|gk(ξ)| � M1

k2
, M1 = const > 0,

где gk(ξ)—коэффициенты Фурье в разложении функции g(x, y) на отрезке [0; 1]. Учитывая эту
оценку, неравенство (21) можно записать в виде

|u(x, y)| �
1∫

0

∞∑
k=1

|Gk(x, ξ)| · |gk(ξ)|dξ �M1

1∫
0

∞∑
k=1

1

k2
|Gk(x, ξ)|dξ. (22)

Вычисляя оценки для функции Gk(x, ξ), из (17) и (18), находим:

|Gk(x, ξ)| �

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

2

3

e−3λk/2

λ2k
+

2e−λkδ1/2

λ2k
, 0 � x < ξ, 0 < δ1 < ξ − x,

4

3

e−3λk/2

λ2k
+

4

3

e−λkδ2/2

λ2k
+

1

3

e−λkδ2

λ2k
, ξ < x � 1, 0 < δ2 < x− ξ

или

|Gk(x, ξ)| � 4

3

e−3λk/2

λ2k
+ 2

e−λkδ1/2

λ2k
+

1

3

e−λkδ2

λ2k
�M2k

− 4
3 , M2 = const > 0. (23)

Тогда с учетом оценки (23) из неравенства (22), получим

|u(x, y)| �M3k
−10/3, M3 = const > 0.

Отсюда следует, что ряд (20) сходится абсолютно и равномерно. Покажем также, что ряд, со-
ставленный из производных uxxx, сходится абсолютно и равномерно. Дифференцируя (20) по x
три раза, получим

∂3u(x, y)

∂x3
=

1∫
0

∞∑
k=1

∂3

∂x3
Gk(x, ξ)gk(ξ)dξ =

1∫
0

∞∑
k=1

λ3kGk(x, ξ)gk(ξ)dξ. (24)
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Для ряда в (24) имеем оценку

∣∣∣∣∂
3u(x, y)

∂x3

∣∣∣∣ �
1∫

0

∞∑
k=1

∣∣∣∣ ∂
3

∂x3
Gk(x, ξ)

∣∣∣∣ |gk(ξ)|dξ �M4

1∫
0

∞∑
k=1

1

k2
|λ3kGk(x, ξ)|dξ, M4 = const > 0. (25)

Так как

|λ3kGk(x, ξ)| � 4

3
λke

−3λk/2 + 2λke
−λkδ1/2 +

1

3
λke

−λkδ2 �M5k
2
3 , M5 = const > 0,

то для (25) имеем оценку ∣∣∣∣∂
3u(x, y)

∂x3

∣∣∣∣ �M6k
−4/3, M6 = const > 0.

Отсюда следует, что ряд (24) сходится абсолютно и равномерно. Поскольку

∂2u(x, y)

∂y2
=
∂3u(x, y)

∂x3
,

аналогично доказывается абсолютная и равномерная сходимость ряда, составленного из произ-
водных ∂2u/∂y2. Отсюда следует возможность почленного дифференцирования ряда (20), необ-
ходимый для обоснования существования классического решения уравнения (2). Изменение по-
рядка суммирования и интегрирования всегда законно. В силу этого утверждаем, что ряд под
интегралом (20) абсолютно и равномерно сходится по ξ.
Решение (20) задачи A1 запишем в следующем виде:

u(x, y) =

1∫
0

∞∑
k=1

Gk(x, ξ) cos(πky) · gk(ξ)dξ = 2

1∫
0

∞∑
k=1

Gk(x, ξ)

1∫
0

g(ξ, η) cos(πkη) · cos(πky)dηdξ =

= 2

1∫
0

1∫
0

g(ξ, η)

∞∑
k=1

Gk(x, ξ) cos(πkη) · cos(πky)dξdη =

1∫
0

1∫
0

G(x, ξ, y, η)g(ξ, η)dξdη,

где

G(x, ξ, y, η) = 2

∞∑
k=1

Gk(x, ξ) cos(πkη) · cos(πky). (26)

Легко убедиться, что для функции G(x, ξ, y, η) выполняются условия (11) и (12). Функция (26)
является функцией Грина первой краевой задачи в области D. Сходимость ряда (26) следует из
оценки (23) для функций Gk(x, ξ), x 	= ξ.
Отметим, что для функции G(x, ξ, y, η) выполняются краевые условия (11) и (12), а для функ-

ции u(x, y) выполняются краевые условия (3) и (4). Поэтому из представления (10) получим
решение задачи A в явном виде:

2u(x, y) =

1∫
0

G(x, y, 1, η)ψ3(η)dη −
1∫

0

G(x, y, 0, η)ψ1(η)dη−

−
1∫

0

Gξ(x, y, 1, η)ψ2(η)dη +

1∫
0

Gη(x, y, ξ, 1)ϕ2(ξ)dξ−

−
1∫

0

Gη(x, y, ξ, 0)ϕ1(ξ)dξ −
∫∫
D

G(x, y, ξ, η)g(ξ, η)dξdη. (27)

Таким образом, доказана следующая теорема.
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Теорема 2. Пусть выполняются условия

ϕi(x) ∈ C[0; 1], i = 1, 2, ψj(y) ∈ C[0; 1], j = 1, 3, g(x, y) ∈ C0,2
x,y(D).

Если имеют место условия согласования, то задача A однозначно разрешима и её решение
имеет вид (27), где функция Грина G(x, y; ξ, η) определяется из формулы (26).
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