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Аннотация. Рассматривается обратная задача с финальным переопределением для абстракт-
ных неполных уравнений соболевского типа высокого порядка. Найдены условия однозначной
разрешимости поставленной задачи. Рассмотрены некоторые частные случаи. Основной резуль-
тат работы содержит необходимые и достаточные условия существования и единственности ре-
шения обратной задачи для математической модели соболевского типа высокого порядка. Данная
методика применена к исследованию обратной задачи для уравнения Буссинеска—Лява.
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Abstract. For an abstract, high-order, incomplete Sobolev-type equation, an inverse problem with
final redefinition is considered. Conditions for the unique solvability of the problem are found. Some
special cases are considered. The main result contains necessary and sufficient conditions for the
existence and uniqueness of a solution of the inverse problem for high-order, Sobolev-type equations.
This technique is applied to the study of the inverse problem for the Boussinesq–Love equation.
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1. Введение. Уравнение Буссинеска—Лява

(λ−Δ)utt = α2Δu+ g (1)

моделирует продольные колебания в тонком упругом стержне с учетом поперечной инерции.
Здесь α, λ— вещественные ненулевые параметры, характеризующие материал стержня, функция
g = ϕ(t)f(x) соответствует объемным силам.
Пусть Ω ⊂ R

n — ограниченная область с границей ∂Ω класса C∞. Будем искать функцию
u = u(x, t), определенную в цилиндре Ω × R, а также функцию f = f(x), удовлетворяющие
уравнению (1), начальным условиям

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω, (2)

краевому условию
u(x, 0) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω ×R, (3)

а также условию переопределения

u(x, T ) = v(x), x ∈ Ω. (4)

Статья организована следующим образом. В разделе 2 содержится исследование разрешимо-
сти обратной задачи для абстрактного неполного уравнения соболевского типа высокого порядка.
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В разделе 3 проводится редукция конкретной задачи к уравнению и рассматривается соответ-
ствующая обратная задача. Обратные задачи для уравнений соболевского типа и других неклас-
сических уравнений математических физики изучались ранее в [4–8,10, 11].

2. Абстрактная схема. Пусть U и F— сепарабельные банаховы пространства, операторы
L,M : U → F линейны и непрерывны (будем обозначать этот факт следующим образом:
L,M ∈ L(U;F)), причем оператор M является (L, p)-ограниченным, p ∈ {0} ∪ N. В этом случае
пространства U и F расщепляются в прямые суммы U = U0 ⊕ U1, F = F0 ⊕ F1, причем kerL ⊂ U0.
Обозначим через Lk и Mk сужения операторов L и M на подпространства Uk, k = 0, 1.

Лемма 1. Операторы Lk,Mk : Uk → Fk, k = 0, 1, линейны и непрерывны, причем существу-
ют операторы M−1

0 ∈ L(F0;U0) и L−1
1 ∈ L(F1;U1).

Построим множество σLn (M) = {μn : μ ∈ σL(M)}; оно компактно в C в силу компактности
L-спектра σL(M) оператора M . Возьмем замкнутый контур γ = {|μ| = r : r > λ, λ ∈ σLn (M)}
и построим оператор-функции

U t
m =

1

2πi

∫

γ

μn−m−1(μnL−M)−1Leμtdμ,

где m = 0, 1, . . . , n− 1, а интеграл понимается в смысле Римана.

Лемма 2. U•
m ∈ C∞(R;L(U;U1)), (U t

m)(l) = U t
m+l, где m = 0, 1, . . . , n − 1, l = 0, 1, . . . ,m;

(U t
m)(l)

∣∣
t=0

= O при m �= l и (U t
m)(l)

∣∣
t=0
—проектор U на U1 вдоль U0.

Для линейного неоднородного неполного уравнения соболевского типа высокого порядка

Lu(n) =Mu+ fϕ(t) (5)

рассмотрим следующую задачу с финальным переопределением:

u(0) = u0, u′(0) = u1, . . . , u(n−1)(0) = un−1, u(T ) = v, (6)

где число T ∈ R \ {0} и векторы u0, u1, . . . , un−1, v произвольны, а функция ϕ : I → R задана
(I — отрезок с концами в точках 0 и T ).

Определение 1. Пару (u, f) назовем решением задачи (5), (6), если вектор f ∈ F и вектор-
функция u ∈ C∞((0;T );U) ∩ Cn−1([0;T );U) удовлетворяет уравнению (5) и соотношениям (6).

Обратная задача (5), (6) допускает разные интерпретации. Можно считать, например, что
мы восстанавливаем в уравнении (5) неточно заданное неоднородное слагаемое g = fϕ(t) при
помощи дополнительных краевых условий (6). Можно считать, что мы подбираем элемент f ∈ F
так, чтобы перевести систему из начального состояния u0 в заданное финальное состояние v.
Для нахождения условий разрешимости обратной задачи нам понадобятся результаты о раз-

решимости прямой задачи, более подробно описанные в [1, 9].

Определение 2. Вектор-функцию u ∈ C∞(R;U) назовем решением неполного линейного
уравнения соболевского типа высокого порядка

Lu(n) =Mu, (7)

если она обращает уравнение (7) в тождество при любом t ∈ R, а решение u = u(t) уравнения (7)
назовем решением задачи Коши

u(m)(0) = um, m = 0, 1, . . . , n− 1, (8)

для уравнения (7) (или просто решением задачи (7), (8)), если оно удовлетворяет условиям (8).

Лемма 3. Для любых um ∈ U1 существует единственное решение u = u(t) задачи (7), (8),
которое к тому же имеет вид

u(t) =

n−1∑
m=0

U t
mum.
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Наконец, следуя традиционной схеме, рассмотрим однородную (т.е. um = 0, m = 0, 1, . . . , n−1)
задачу (8) для неоднородного неполного уравнения соболевского типа высокого порядка

Lu(n) =Mu+ g,

где g : [0, τ) → F—некоторая вектор-функция. Нетрудно убедиться, что его единственным (в силу
леммы 3) формальным решением будет вектор-функция

u(t) = −
p∑

q=0

HqM−1
0 (I−Q)g(qn)(t) +

t∫

0

U t−s
n−1L

−1
1 Qg(s)ds, (9)

где H =M−1
0 L0, а Q ∈ L(F)—проектор на F1 вдоль F0.

Заметим, что поскольку

u(m)(0) = −
p∑

q=0

HqM−1
0 (I−Q)g(qn)(0),

вектор-функция (9) не удовлетворяет однородным начальным условиям (8). Итак, подытожим
наши рассмотрения.

Теорема 1. Пусть τ ∈ R+. Тогда для любых векторов um ∈ U1, m = 0, 1, . . . , n − 1, и для
любой вектор-функции g ∈ C∞((0, τ);F) ∪ Cpn+n−1([0; τ);F) существует единственное решение
u ∈ C∞((0; τ);U) ∪ Cn−1([0; τ);U) задачи Коши

u(m)(0) = um −
p∑

q=0

HqM−1
0 (I−Q)g(qn)(0), m = 0, 1, . . . , n− 1,

которое к тому же имеет вид

u(t) =
n−1∑
m=0

U t
mum −

p∑
q=0

HqM−1
0 (I −Q)g(qn)(t) +

t∫

0

U t−s
n−1L

−1
1 Qg(s)ds. (10)

Перейдем к решению поставленной обратной задачи. Следуя [3], подействуем на (10) операто-
ром (I− P ), считая g = fϕ(t)

(I− P )u(t) = −
p∑

q=0

Hqϕ(qn)(t)M−1
0 (I−Q)f. (11)

Выбрав T ∈ R+ и подставив значения u(0) = u0, u(T ) = v в (11), имеем

(I− P )u0 = −
p∑

q=0

Hqϕ(qn)(0)M−1
0 (I−Q)f, (12)

(I− P )v = −
p∑

q=0

Hqϕ(qn)(T )M−1
0 (I−Q)f. (13)

Лемма 4. Пусть M — (L, p)-ограниченный оператор, p ∈ {0}∪N и ϕ ∈ Cpn+n([0;T ];R). Тогда
выполнение равенства

p∑
q=0

Hq(ϕ(qn)(T )(I − P )u0 − ϕ(qn)(0)(I − P )v) = 0

является необходимым условием однозначной разрешимости задачи (5), (6).
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Доказательство. Действительно, пусть (u, f)— единственное решение задачи (5), (6), тогда для
того, чтобы удовлетворить равенствам (6), u и f должны быть связаны формулами (12), (13).
Подействуем на (12) и на (13) соответственно операторами

p∑
q=0

Hqϕ(qn)(T ),
∑
q=0

Hqϕ(qn)(0).

Отсюда находим, что
p∑

q=0

Hqϕ(qn)(T )(I − P )u0 =

p∑
q=0

Hqϕ(qn)(0)(I − P )v. �

Лемма 5. Пусть выполнены условия леммы 4. Тогда необходимым условием однозначной раз-
решимости обратной задачи (5), (6) является выполнение неравенств ϕ(0) �= 0, ϕ(T ) �= 0.

Доказательство. Пусть ϕ(0) �= 0; тогда из необходимости выполнения условия

um ∈ Pm =

{
u ∈ U : (I− P )u(m) = −

p∑
q=0

Hqϕ(qn+m)(0)M−1
0 (I−Q)f

}
, m = 0, 1, . . . , n− 1,

вытекает, что

(I− P )u0 = −ϕ(0)
(
I+

ϕ(n)(0)

ϕ(0)
H + . . .+

ϕ(pn)(0)

ϕ(0)
Hp

)
M−1

0 (I−Q)f. (14)

Далее, оператор

N =
ϕ(n)(0)

ϕ(0)
H + . . .+

ϕ(pn)(0)

ϕ(0)
Hp

нильпотентен степени p, поэтому из (14) вытекает

(I−Q)f = −
[ p∑
q=0

Hqϕ(qn)(0)M−1
0

]−1

(I− P )u0. (15)

Отсюда получаем однозначность определения проекции вектора f на подпространство F0. Если
же ϕ(0) = 0 или ϕ(T ) = 0, то в силу нильпотентности операторов

p∑
q=0

Hqϕ(qn)(0),

p∑
q=0

Hqϕ(qn)(T )

однозначность этой проекции невозможна. �
Теперь подействуем на (10) проектором P ; получим

Pu(t) =

n−1∑
m=0

U t
mum +

t∫

0

U t−s
n−1L

−1
1 ϕ(s)Qfds.

Отсюда при t = T имеем

Pv =

n−1∑
m=0

UT
mum +

T∫

0

UT−s
n−1 L

−1
1 ϕ(s)Qfds, Pv −

n−1∑
m=0

UT
mum =

⎛
⎝

T∫

0

UT−s
n−1 L

−1
1 ϕ(s)ds

⎞
⎠ (Qf).

Через ST ∈ L(F1;U1) обозначим сужение оператора
T∫

0

UT−s
n−1 L

−1
1 ϕ(s)ds
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на F1. Если оператор ST непрерывно обратим, то

Qf = (ST )−1

(
Pv −

n−1∑
m=0

UT
mum

)
(16)

Теорема 2. Пусть оператор M является (L, p)-ограниченным, p ∈ {0} ∪ N, T ∈ R \ {0},
функция ϕ ∈ Cpn+n(I;R) удовлетворяет условиям ϕ(0) �= 0, ϕ(T ) �= 0, векторы um, v ∈ U
таковы, что

p∑
q=0

Hq(ϕ(qn)(T )(I− P )u0 − ϕ(qn)(0)(I − P )v) = 0,

а оператор ST ∈ L(F1;U1) непрерывно обратим. Тогда существует единственное решение (u, f)
обратной задачи (5), (6).

Доказательство. Действительно, в силу ϕ(0) �= 0 и непрерывной обратимости оператора ST

из (15) и (15) при любых um ∈ U найдем единственный вектор f . Подставим um и f в (11), считая
g = ϕ(t)f , найдем единственное решение u ∈ C1(I;U) уравнения (5), которое удовлетворяет
условию u(0) = u0. Проверим выполнение условия u(T ) = v. Для этого подставив T в (10)
и считая g = ϕ(t)f , получим

(I− P )u(T ) = −
p∑

q=0

Hqϕ(qn)(T )M−1
0 (I−Q)f =

=

p∑
q=0

Hqϕ(qn)(T )

⎛
⎝ p∑

q=0

Hqϕ(qn)(0)

⎞
⎠

−1

(I− P )u0 =

⎛
⎝ p∑

q=0

Hqϕ(qn)(0)

⎞
⎠

−1
p∑

q=0

Hqϕ(qn)(T )(I − P )u0 =

=

⎛
⎝ p∑

q=0

Hqϕ(qn)(0)

⎞
⎠

−1
p∑

q=0

Hqϕ(qn)(0)(I − P )v = (I− P )v

в силу равенства
p∑

q=0

Hq(ϕ(qn)(T )(I − P )u0 − ϕ(qn)(0)(I − P )v) = 0

и включения um ∈ Pm. Далее,

Pu(T ) =

n−1∑
m=0

UT
mum +

T∫

0

UT−s
n−1 L

−1
1 ϕ(s)Qfds = Pv

в силу (16) и непрерывной обратимости оператора ST . Теорема доказана. �
В заключение рассмотрим важный случай (L, 0)-ограниченности оператора M , причем в этот

случай входит ситуация, когда существует оператор L−1 ∈ L(U;F). Итак, пусть существует опера-
тор L−1 ∈ L(U;F); тогда оператор M является (L, 0)-ограниченным, причем условия на функцию
ϕ можно существенно упростить. Именно, имеет место следующее утверждение.

Следствие 1. Пусть существует оператор L−1 ∈ L(F;U). Тогда при любых T ∈ R \ {0},
um, v ∈ U и такой функции ϕ ∈ C(I;R), что оператор ST непрерывно обратим, существует
единственное решение (u; f) задачи (5), (6).

Доказательство. Действительно, в данном случае проекторы P = I, Q = I, поэтому решение
искомой задачи имеет вид

u(t) =

n−1∑
m=0

U t
mum +

t∫

0

U t−s
n−1L

−1
1 ϕ(s)fds,



ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ УРАВНЕНИЯ БУССИНЕСКА—ЛЯВА 77

где f в силу (16) находится по формуле

f = (ST )−1

(
Pv −

n−1∑
m=0

UT
mum

)
.

Теперь рассмотрим случай (L, 0)-ограниченного оператора, но оператор L уже не будет обрати-
мым. В этом случае справедлив частный случай теоремы. �

Следствие 2. Пусть оператор M является (L, 0)-ограниченным, T ∈ R \ {0}, векторы
um, v ∈ U и функция ϕ ∈ C1(I;U) таковы, что ϕ(0)(I − P )v = ϕ(T )(I − P )u0, ϕ(0) �= 0
и ϕ(T ) �= 0, а оператор ST непрерывно обратим. Тогда существует единственное решение (u, f)
задачи (5), (6).

Доказательство. Действительно, в силу теоремы 2 искомое решение имеет вид

u(t) = −ϕ(t)M−1
0 (I−Q)f +

n−1∑
m=0

U t
mum +

t∫

0

U t−s
n−1L

−1
1 ϕ(s)Qfds,

где

(I−Q)f = − 1

ϕ(0)
M0(I− P )u0, Qf = (ST )−1

(
Pv −

n−1∑
m=0

UT
mum

)
. �

3. Конкретная интерпретация. Задачу (1)—(4) редуцируем к задаче

Lü =Mu+ ϕ(t)f,

u(0) = u0, ut(0) = u1, u(T ) = v,

взяв в качестве пространств U и F либо пространства Соболева

U = {u ∈W k+2
p (Ω) : u(x) = 0, x ∈ ∂Ω}, F =W k

p (Ω),

либо пространства Гельдера

U = {u ∈ Ck+2+μ(Ω) : u(x) = 0, x ∈ ∂Ω}, F = Ck+μ(Ω),

а операторы L и M определим формулами

L = λ−Δ, M = α2Δ: U → F.

Обозначим через {λk} собственные значения оператора Δ, занумерованные по убыванию с уче-
том их кратности, а через {ψk}— соответствующее семейство ортонормированных собственных
функций.

Лемма 6. Оператор M является (L, σ)-ограниченным, причем ∞ является устранимой осо-
бой точкой L-резольвенты оператора M (в случае λ ∈ σ(Δ)).

В силу (L, 0)-ограниченности оператора M можно построить операторы

P =

⎧⎨
⎩
I, λ �= λk,

I−
∑
λ=λk

〈·, ψk〉ψk, λ = λk, Q =

⎧⎨
⎩
I, λ �= λk,

I−
∑
λ=λk

〈·, ψk〉ψk, λ = λk

(заметим, что несмотря на «похожесть» проекторы P и Q определены на разных пространствах).
Далее выберем T ∈ R\{0}, через I обозначим отрезок с концами в точках 0 и T . В силу следствий 1
и 2 справедлива следующая теорема.

Теорема 3. Пусть λ, α ∈ R \ {0}, T ∈ R+ и λ = λk. Тогда для любой функции ϕ ∈
Cpn+n([0;T ];R) и любых векторов um, v ∈ U, удовлетворяющих условиям

ϕ(T )
∑
λ=λk

〈u0, ψk〉ψk = ϕ(0)
∑
λ=λk

〈v, ψk〉ψk, ϕ(0) �= 0, ϕ(T ) �= 0,
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а также
T∫

0

ϕ(s) sh

⎛
⎝
√

α2λk
λ− λk

(T − s)

⎞
⎠ ds �= 0

при λ < λk и
T∫

0

ϕ(s) sin

⎛
⎝
√

α2λk
−λ+ λk

(T − s)

⎞
⎠ ds �= 0

при λ > λk, существует единственное решение (u, f) обратной задачи (1)—(4), представимое
формулой

u(t) = − 1

α2λ

∑
λ=λk

〈f, ψk〉+
∑
λ<λk

〈u0, ψk〉ψk chαt

√
λk

λ− λk
+
∑
λ>λk

〈u0, ψk〉ψk cosαt

√
λk

λk − λ
+

+
1

α

∑
λ<λk

〈u1, ψk〉ψk

√
λ− λk
λk

shαt

√
λk

λ− λk
+
∑
λ>λk

〈u0, ψk〉ψk

√
λk − λ

λk
sinαt

√
λk

λk − λ
+

+
1

α

∑
λ<λk

〈f, ψk〉
λk

ψk

(
chαt

√
λk

λ− λk
− 1

)
+

1

α

∑
λ>λk

〈f, ψk〉
λk

ψk

(
cosαt

√
λk

λk − λ
− 1

)
,

где

〈f, ψk〉 = −α
2λ〈u0, ψk〉
ϕ(0)

при λ = λk,

〈f, ψk〉 = (λ− λk)

√
α2λk
λ− λk

⎛
⎝

T∫

0

ϕ(s) sh

⎛
⎝
√

α2λk
λ− λk

(T − s)

⎞
⎠ ds

⎞
⎠

−1

×

×
⎛
⎝〈v, ψk〉 − ch

√
α2λk
λ− λk

T 〈u0, ψk〉 − 1√
α2λk
λ−λk

sh

√
α2λk
λ− λk

T 〈u1, ψk〉
⎞
⎠ при λ < λk,

〈f, ψk〉 = (λ− λk)

√
α2λk
λ− λk

⎛
⎝

T∫

0

ϕ(s) sin

⎛
⎝
√

α2λk
−λ+ λk

(T − s)

⎞
⎠ ds

⎞
⎠

−1

×

×
⎛
⎝〈v, ψk〉 − cos

√
α2λk

−λ+ λk
T 〈u0, ψk〉 − 1√

α2λk
−λ+λk

sin

√
α2λk

−λ+ λk
T 〈u1, ψk〉

⎞
⎠ при λ > λk.

Замечание 1. В случае обратимости оператора L, т.е. если при всех k выполнено λ �= λk,
условия

ϕ(T )
∑
λ=λk

〈u0, ψk〉ψk = ϕ(0)
∑
λ=λk

〈v, ψk〉ψk, ϕ(0) �= 0, ϕ(T ) �= 0

исчезают, как и слагаемое − 1

α2λ

∑
λ=λk

〈f, ψk〉 в решении u(t) уравнения.

В заключение отметим, что результаты раздела 2 без доказательств были опубликованы в [2].
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