
ИТОГИ НАУКИ И ТЕХНИКИ.
Современная математика и ее приложения.
Тематические обзоры.
Том 213 (2022). С. 63–71
DOI: 10.36535/0233-6723-2022-213-63-71

УДК 517.97

О РАЗРЕШИМОСТИ ЗАДАЧИ СИНТЕЗА ПРИ НЕЛИНЕЙНОЙ

ОПТИМИЗАЦИИ КОЛЕБАТЕЛЬНЫХ ПРОЦЕССОВ, ОПИСЫВАЕМЫХ

ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМИ УРАВНЕНИЯМИ

c© 2022 г. А. К. КЕРИМБЕКОВ, Э. Ф. АБДЫЛДАЕВА, А. А. АНАРБЕКОВА

Аннотация. Исследованы вопросы разрешимости задачи синтеза распределенного и гранично-
го управлений при минимизации кусочно линейного функционала в случае управления коле-
бательными процессами, описываемыми интегро-дифференциальными уравнениями в частных
производных с интегральным оператором Фредгольма. Для функционала Беллмана получено
интегро-дифференциальное уравнение специфического вида. Описан алгоритм построения реше-
ния задачи синтеза распределенного и граничного управлений, изложена процедура определения
управлений как функций (функционалов) от состояния управляемого процесса.
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Abstract. The solvability of synthesis problems for distributed and boundary controls in minimizing
problems for piecewise linear functionals for oscillatory processes described by partial integro-
differential equations with Fredholm integral operators are examined. For the Bellman functional, a
specific integro-differential equation is obtained. An algorithm for constructing a solution of the control
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1. Введение. Методы теории оптимизации систем с распределенными параметрами, разрабо-
танные при исследовании задач программного управления или задачи синтеза, все более проника-
ют в различные области науки и техники. Об этом свидетельствует большой поток исследований
задач оптимального управления процессами описываемыми уравнениями в частных производ-
ных [1–5,11–16,22].

Задачи управления процессами, описываемыми интегро-дифференциальными уравнениями
в частных производных с интегральным оператором Фредгольма (Вольтерра), также начинают
привлекать исследователей. В этом направлении по исследованиям задач программного управ-
ления выполнено значительное количество работ [8–10,18–21,24,25]. По изучению задачи синтеза
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можно отметить лишь работы [6,7,17–23], где на основе схемы Беллмана-Егорова изложена мето-
дика вывода уравнения типа Беллмана, которое является нелинейным интегро-дифференциаль-
ным уравнением специфического вида. В работах [6,7] А. Керимбековым предложена структура
его решения, согласно которой это уравнение распадается на два уравнения, одно из которых яв-
ляется независимым уравнением в частных производных. Это обстоятельство существенно упро-
щает процедуру построения решения задачи синтеза для управляемых процессов, описываемых
интегро-дифференциальными уравнениями.

В данной статье исследованы вопросы разрешимости задачи синтеза распределенного и гра-
ничного управлений при минимизации кусочно-линейного функционала, в случае управления
колебательными процессами, описываемыми интегро-дифференциальными уравнениями с инте-
гральным оператором Фредгольма. Функции внешнего и граничного воздействий нелинейны по
управлению, которое является функциональной переменной. Описан алгоритм построения ре-
шения задачи синтеза распределенного и граничного управлений, то есть изложена процедура
определения управлений как функций (функционалов) от состояния управляемого процесса.

2. Постановка задачи синтеза. Рассмотрим задачу минимизации кусочно-линейного функ-
ционала

I
[
u(t, x), ϑ(t, x)

]
=

∫

Q

[
(v(T, x)− ξ1(x))

2 + (vt(T, x)− ξ2(x))
2
]
dx+

+

T∫

0

⎛

⎜
⎝α

∫

Q

|u(t, x)|dx+ β

∫

γ

|ϑ(t, x)|dx

⎞

⎟
⎠ dt, α, β > 0 (1)

на множестве обобщенных решений краевой задачи

vtt −Av = λ

T∫

0

K(t, τ)v(τ, x)dτ + f [t, x, u(t, x)], x ∈ Q, 0 < t < T, (2)

v(0, x) = ψ1(x), vt(0, x) = ψ2(x), x ∈ Q, (3)

Γv(t, x) ≡
n∑

i,k=1

aik(x)vxk
(t, x) cos(ν, xi) + a(x)v(t, x) = p[t, x, ϑ(t, x)], x ∈ γ, 0 < t < T, (4)

где A— эллиптический оператор:

Av(t, x) =
n∑

i,k=1

(aik(x)vxk
(t, x))xi − c(x)v(t, x), (5)

Q— область пространства R
n, ограниченная кусочно-гладкой кривой γ; QT = Q × [0, T ); функ-

ции K(t, τ) ∈ H(D), D = {0 � t, τ � T}, ξ1(x) ∈ H(Q), ξ2(x) ∈ H(Q), ψ1(x) ∈ H1(Q),
ψ2(x) ∈ H(Q), aik(x), a(x) � 0, c(x) � 0 считаются известными; ν — вектор нормали, выходящей
из точки x ∈ γ; f [t, x, u(t, x)] ∈ H(QT ), для любого распределенного управления u(t, x) ∈ H(QT ),
p[t, x, ϑ(t, x)] ∈ H(γT ), для любого граничного управления ϑ(t, x) ∈ H(γT ), γT = γ×(0, T ); H(Y )—
гильбертово пространство квадратично суммируемых функций, определенных на множестве Y ;
H1(Y )—пространство Соболева первого порядка; λ—параметр; T —фиксированный момент вре-
мени. Относительно функции внешнего и граничного воздействий будем считать, что

fu[t, x, u(t, x)] �= 0, ∀(t, x) ∈ QT ; pϑ[t, x, ϑ(t, x)] �= 0, ∀(t, x) ∈ γT , (6)

то есть функции являются монотонными по функциональной переменной.

Определение 1. Под обобщенным решением краевой задачи (2)—(6) понимается функция
v(t, x) ∈ H(QT ), которая вместе с обобщенными производными vt(t, x) и vxi(t, x) удовлетворяет
следующему интегральному тождеству:
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∫

Q

(vt(t, x)Φ(t, x))
t2
t1dx =

t2∫

t1

⎧
⎪⎨

⎪⎩

∫

Q

⎡

⎣vt(t, x)Φt(t, x)−
n∑

i,k=1

aik(x)vxk
(t, x)Φxi(t, x)−

−c(x)v(t, x)Φ(t, x) +
⎛

⎝λ

T∫

0

K(t, τ)v(τ, x)dτ + f [t, x, u(t, x)]Φ(t, x)

⎞

⎠

⎤

⎦ dx+

+

∫

γ

(p[t, x, ϑ(t, x)]) − a(x)v(t, x)Φ(t, x)dx

⎫
⎬

⎭
dt

при любых t1 и t2 (0 < t1 � t � t2 � T ) для любой функции Φ(t, x) ∈ H1(Q̃T ), а также начальным
условиям в слабом смысле, то есть равенства

lim
t→0

∫

Q

[v(t, x) − ψ1(x)]Φ0(x)dx = 0, lim
t→0

∫

Q

[vt(t, x)− ψ1(x)]Φ1(x)dx = 0

выполняются для любых функций Φ0(x) ∈ H(Q) и Φ1(x) ∈ H(Q).

Теорема 1. Краевая задача (2)—(6) при каждой паре управлений {u(t, x), ϑ(t, x)} ∈ H(QT )×
H(γT ) имеет единственное обобщенное решение v(t, x) ∈ H1(QT ) [7].

Заметим, что согласно условиям (6) устанавливается взаимно-однозначное соответствие между
элементами пространства управлений {[u(t, x), ϑ(t, x)]} и пространства состояний управляемого
процесса {v(t, x)}.

В задаче синтеза искомые управления u0(t, x) ∈ H(QT ) и ϑ0(t, x) ∈ H(γT ) следует находить
как функцию (функционал) от состояния управляемого процесса, то есть в виде

u0(t, x) = u[t, x, v(t, x), vt(t, x)], (t, x) ∈ QT ,

ϑ0(t, x) = ϑ[t, x, v(t, x), vt(t, x)], (t, x) ∈ γT .

3. О разрешимости задачи синтеза. Для функционала (1) определим функционал Белл-
мана в виде

S[t, x, ω(t, x)] = min
u∈U,ϑ∈V

⎧
⎪⎨

⎪⎩

T∫

t

⎧
⎪⎨

⎪⎩
α

∫

Q

|u(τ, x)|dx + β

∫

γ

|ϑ(τ, x)|dx

⎫
⎪⎬

⎪⎭
dτ+

+

∫

Q

‖ω(T, x)− ξ(x)‖2dx

⎫
⎪⎬

⎪⎭
, α, β > 0. (7)

Здесь ω(t, x) = {v(t, x), vt(t, x)}—вектор-функция состояния; а ξ(x) = {ξ1(x), ξ2(x)}— вектор-
функция желаемого состояния управляемого процесса в момент времени T ; ‖.‖—норма вектора;
U —множество допустимых значений управления u(t, x), (t, x) ∈ QT ; V —множество допустимых
значений управления ϑ(t, x), (t, x) ∈ γT .

Предполагая, что S[t, x, ω(t, x)] как функция, дифференцируема по t, а как функционал, диф-
ференцируем по Фреше, согласно схеме Беллмана—Егорова [7], перепишем (7) в виде

− ∂S[t, x, ω(t, x)]

∂t
Δt = min

u∈U,ϑ∈V

⎧
⎪⎨

⎪⎩

T∫

t

⎛

⎜
⎝α

∫

Q

|u(τ, x)|dx + β

∫

γ

|ϑ(τ, x)|dx

⎞

⎟
⎠ dτ+

+ds[t, x, ω(t, x);Δω(t, x)] + o(Δt) + δ[t, x, ω(t, x);Δω(t, x)]

⎫
⎬

⎭
,
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где Δω(t, x) = Δω[t + Δt, x] − ω[t, x], ds[t, x, ω(t, x);Δω(t, x)]—дифференциал Фреше, а o(Δt)
и δ[t, x, ω(t, x);Δω(t, x)]— бесконечно малые величины относительно Δt. Поскольку дифферен-
циал Фреше относительно Δω(t, x) ∈ H2(QT ) = H(QT )×H(QT ), (t, x) ∈ QT , является линейным
функционалом, то имеет место равенство

ds[t, x, ω(t, x);Δω(t, x)] =

∫

Q

m∗(t, x)Δω(t, x)dx ≡
∫

Q

(m1(t, x)Δv(t, x) +m2(t, x)Δvt(t, x))dx,

где символ ∗— знак транспонирования; вектор-функция m(t, x) = {m1(t, x),m2(t, x)} является
градиентом функционала S[t, x, ω(t, x)] и принадлежит пространству H2(QT ) = H(QT )×H(QT )
почти при всех (t, x) ∈ QT . Заметим, что m(t, x) определяется в зависимости от функционала
S[t, x, ω(t, x)], то есть

m(t, x) = m(t, x, S[t, x, ω(t, x)]).

Согласно [7] искомое функциональное уравнение типа Беллмана получим в следующем виде

− ∂S[t, x, ω(t, x)]

∂t
= min

u∈U,ϑ∈V

⎧
⎪⎨

⎪⎩

∫

Q

(
α|u(t, x)| +m2(t, x)f

[
t, x, u(t, x)

])
dx+

+

∫

γ

(
β|ϑ(t, x)| +m2(t, x)p

[
t, x, ϑ(t, x)

])
dx+

∫

Q

⎛

⎝λ

T∫

0

K(t, τ)v(τ, x)dτ

⎞

⎠m2(t, x)dx+

+

∫

Q

m1(t, x)vt(t, x)−
∫

Q

[ n∑

i,k=1

aik(x)vxk
(t, x)m2xi

(t, x) + c(x)v(t, x)m2(t, x)

]
dx−

−
∫

γ

a(x)v(t, x)m2(t, x)dx

⎫
⎬

⎭
, (8)

которое имеет место почти для всех (t, x) ∈ QT и (t, x) ∈ γT .
Используя разложения

v(t, x) =

∞∑

n=1

vn(t)zn(x), vn(t) =

∫

Q

v(t, x)zn(x)dx,

m2(t, x) =

∞∑

n=1

m2j (t)zj(x), m2j (t) =

∫

Q

m2(t, x)zj(x)dx,

а также определение обобщенных собственных функций zn(x) [7], получим соотношение
∫

Q

[ n∑

i,k=1

aik(x)vxk
(t, x)m2xi

(t, x) + c(x)v(t, x)m2(t, x)

]
dx+

∫

γ

a(x)v(t, x)m2(t, x)dx =

=
∞∑

j=1

m2j (t)

⎧
⎪⎨

⎪⎩

∫

Q

[ n∑

i,k=1

aik(x)vxk
(t, x)m2xi

(t, x) + c(x)v(t, x)m2(t, x)

]
dx+

∫

γ

a(x)v(t, x)zj(x)dx

⎫
⎪⎬

⎪⎭
=

=
∞∑

j=1

m2j (t)λ
2
j

∫

Q

v(t, x)zj(x)dx =
∞∑

j=1

m2j (t)λ
2
jvj(t) =

∫

Q

∫

Q

m2(t, x)D(λ0, x, y)v(t, y)dydx,

где

D(λ0, x, y) =

∞∑

i=1

zi(x)λ
2
i zi(y).
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Теперь уравнение (8) перепишем в следующем виде:

− ∂S[t, x, ω(t, x)]

∂t
= min

u∈U,ϑ∈V

⎧
⎪⎨

⎪⎩

∫

Q

(
α|u(t, x)| +m2(t, x)f

[
t, x, u(t, x)

])
dx+

+

∫

γ

(
β|ϑ(t, x)| +m2(t, x)p

[
t, x, ϑ(t, x)

])
dx+

∫

Q

⎛

⎝λ

T∫

0

K(t, τ)v(τ, x)dτ

⎞

⎠m2(t, x)dx+

+

∫

Q

⎛

⎜
⎝m1(t, x)vt(t, x)−m2(t, x)

∫

Q

D(λ0, x, y)v(t, y)dy

⎞

⎟
⎠ dx

⎫
⎪⎬

⎪⎭
. (9)

Согласно (7) это уравнение будем рассматривать вместе с условием

S
[
T, x, ω(T, x)

]
=

∫

Q

∥
∥ω(T, x)− ξ(x)

∥
∥2dx. (10)

Таким образом, S[t, x, ω(t, x)] следует находить как решение задачи (9)—(10), которая назы-
вается задачей Коши—Беллмана. Для построения решения этой задачи сначала решаем задачу
минимизации правой части уравнения (9).

Рассмотрим задачу минимизации в уравнении (9) в случае, когда U и V являются открытыми
множествами. Применяя классический метод решения задачи на поиск экстремума, находим, что
подозрительное на оптимальность распределенное управление u0(t, x) определяется следующим
образом.

В области Q+
T ⊂ QT , где u(t, x) > 0, искомое управление u0+(t, x) определяется согласно усло-

виям оптимальности в виде равенства

a+m2(t, x)fu[t, x, u(t, x)] = 0, (t, x) ∈ Q+
T , (11)

и дифференциального неравенства

m2(t, x)fuu[t, x, u(t, x)] > 0, (t, x) ∈ Q+
T ,

которые выполняются одновременно почти для всех (t, x) ∈ Q+
T . Дифференциальное неравенство

является трудно проверяемым условием. Однако согласно (11) его можно преобразовать к виду

f−1
u [t, x, u(t, x)]fuu[t, x, u(t, x)] < 0, (t, x) ∈ Q+

T . (12)

Пусть выполнены условия оптимальности (11) и (12). Тогда согласно теореме о неявных функциях
из равенства (11) искомое управление определяется однозначно, т.е. существует такая однознач-
ная функция ϕ1(·), что

u0+(t, x) = ϕ1[t, x,m2(t, x, ω(t, x)), α], (t, x) ∈ Q+
T . (13)

Далее доказывается, что в области Q−
T ⊂ QT , где u(t, x) < 0, искомое управление u0−(t, x)

удовлетворяет условиям оптимальности в виде равенства

−a+m2(t, x)fu[t, x, u(t, x)] = 0, (t, x) ∈ Q−
T , (14)

и дифференциального неравенства

f−1
u [t, x, u(t, x)]fuu[t, x, u(t, x)] > 0, (t, x) ∈ Q+

T . (15)

Управление определяется по формуле

u0−(t, x) = ϕ2[t, x,m2(t, x, ω(t, x)), α], (t, x) ∈ Q−
T , (16)

где ϕ2(·)—функция, однозначно определяемая из равенства (14).
Таким образом, имеет место следующее утверждение.
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Теорема 2. Пусть U является открытым множеством. Если функция f [t, x, u(t, x)] в об-
ласти Q+

T ⊂ QT , где u(t, x) > 0, удовлетворяет условию (12), то существует функция ϕ1(·),
которая однозначно осуществляет синтез распределенного оптимального управления по фор-
муле (13).
Если функция f [t, x, u(t, x)] в области Q−

T ⊂ QT , где u(t, x) < 0, удовлетворяет условию (15),
то существует функция ϕ2(·), которая однозначно осуществляет синтез распределенного оп-
тимального управления по формуле (16).

Аналогично определяется подозрительное на оптимальность граничное управление ϑ0+(t, x).
В области γ+T ⊂ γT , где ϑ(t, x) > 0, искомое управление ϑ0+(t, x) удовлетворяет условиям опти-

мальности в виде равенства

β +m2(t, x)pϑ[t, x, ϑ(t, x)] = 0, (t, x) ∈ γ+T , (17)

и дифференциального неравенства

p−1
ϑ [t, x, ϑ(t, x)]pϑϑ[t, x, ϑ(t, x)] < 0, (t, x) ∈ γ+T . (18)

Управление определяется по формуле

ϑ0+(t, x) = h1[t, x,m2(t, x, ω(t, x)), β], (t, x) ∈ γ+T , (19)

где h1(·)—функция, однозначно определяемая из равенства (17).
В области γ−T ⊂ γT , где ϑ(t, x) < 0, искомое управление ϑ0−(t, x) удовлетворяет условиям опти-

мальности в виде равенства

−β +m2(t, x)pϑ[t, x, ϑ(t, x)] = 0, (t, x) ∈ γ−T , (20)

и дифференциального неравенства

p−1
ϑ [t, x, ϑ(t, x)]fϑϑ[t, x, ϑ(t, x)] > 0, (t, x) ∈ γ−T . (21)

Управление определяется по формуле

ϑ0−(t, x) = h2[t, x,m2(t, x, ω(t, x)), β], (t, x) ∈ γ−T , (22)

где h2(·)—функция, однозначно определяемая из равенства (20). Относительно граничного
управления имеет место утверждение

Теорема 3. Пусть множество V является открытым. Если функция p[t, x, ϑ(t, x)] в обла-
сти γ+T ⊂ γT , где ϑ(t, x) > 0, удовлетворяет условию (18), то существует функция h1(·), кото-
рая однозначно осуществляет синтез граничного оптимального управления по формуле (19).
Если функция p[t, x, ϑ(t, x)] в области γ−T ⊂ γT , где ϑ(t, x) < 0, удовлетворяет условию (21), то

существует функция h2(·), которая однозначно осуществляет синтез граничного оптимально-
го управления по формуле (22).

Заметим, что уравнение типа Беллмана (9), полученное согласно схеме Беллмана—Егорова,
определяет необходимое условие оптимальности искомого управления. При определенных усло-
виях его можно рассматривать и как достаточное условие оптимальности. Пусть время T свобод-
но, и конечное состояние ω(T, x) принадлежит некоторому множеству цели H̃(Q). В пространстве
состояний ω(t, x) = {v(t, x), vt(t, x)}, где v(t, x) ∈ H(QT ), vt(t, x) ∈ H(QT ), определим функцию
S[t, x, ω(t, x)], удовлетворяющую следующим условиям:

(i) S[t, x, ω(t, x)], как функция, дифференцируема по переменной t.
(ii) S[t, x, ω(t, x)], как функционал по векторной переменной состояния ω(t, x), дифференци-

руем по Фреше и имеет градиент m(t, x) = {m1(t, x),m2(t, x)}, гдеm1(t, x)— элемент гиль-
бертова пространства квадратично-суммируемых функций H(QT ), m2(t, x)— элемент со-
болевского пространства H1(QT ).

(iii) Для произвольного момента времени t ∈ (0, T ) и любого вектора ω(t, x) пространства
состояний H(QT )×H(QT ) выражение
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B[t, ω(t, x), u(t, x), ϑ(t, x),m(t, x)] =

=
∂S[t, x, ω(t, x)]

∂t
+

∫

Q

(
α|u(t, x)| +m2(t, x)f

[
t, x, u(t, x)

])
dx+

+

∫

γ

(
β|ϑ(t, x)| +m2(t, x)p

[
t, x, ϑ(t, x)

])
dx+

∫

Q

⎛

⎝λ

T∫

0

K(t, τ)v(τ, x)dτ

⎞

⎠m2(t, x)dx+

+

∫

Q

⎛

⎜
⎝m1(t, x)vt(t, x)−m2(t, x)

∫

Q

D(λ0, x, y)v(t, y)dy

⎞

⎟
⎠ dx

достигает абсолютного минимума при условии, что допустимая пара {u(t, x), ϑ(t, x)}
управлений оптимальна, то есть

B
[
t, ω(t, x), u(t, x), ϑ(t, x),m(t, x)

]
> B

[
t, ω(t, x), u0(t, x), ϑ0(t, x),m(t, x)

]
= 0, (23)

где оптимальная пара {u0(t, x), ϑ0(t, x)}— единственным образом определяет оптималь-
ный процесс ω0(t, x) = {v0(t, x), v0t (t, x)}.

(iv) На множестве цели H̃(Q) выполняется соотношение S[T, x, ω(T, x)] = ‖ω(T, x)−ξ(x)‖2H(Q).

Если условия (i)—(iv) выполнены, то

S[t, x, ω(t, x)] = min
u∈U,ϑ∈V

⎧
⎪⎨

⎪⎩

T∫

t

⎧
⎪⎨

⎪⎩
α

∫

Q

|u(τ, x)|dx + β

∫

γ

|ϑ(τ, x)|dx

⎫
⎪⎬

⎪⎭
dτ +

∫

Q

‖ω(T, x) − ξ(x)‖R2dx

⎫
⎪⎬

⎪⎭
,

то есть S[t, x, ω(T, x)] является минимумом по векторному управлению {u(t, x), ϑ(t, x)} результата
интегрирования целевой функции по переменной времени в промежутке от t до T .

Для доказательства этого утверждения интегрируем правую часть соотношения (23), полагая,
что ω(t, x) ≡ ω0(t, x)— оптимальный процесс, соответствующий оптимальной паре управлений
{u0(t, x), ϑ0(t, x)}. Получим соотношение

T∫

t

β
[
τ, ω0(τ, x), u0(τ, x), ϑ0(t, x),m(τ, x)

]
dτ = 0.

Далее рассмотрим интеграл

I(t) =

T∫

t

B
[
t, ω(τ, x),m(t, x), u(t, x), ϑ(t, x)

]
dτ,

который достигает минимального значения только при оптимальной паре управлений
{u0(t, x), ϑ0(t, x)} и оптимальном процессе ω0(t, x) = {v0(t, x), v0t (t, x)}. Если это не так, то найдут-
ся пара управлений {u(t, x), ϑ(t, x)} �= {u0(t, x), ϑ0(t, x)} и процесс ω(t, x) �= ω0(t, x), такие, что при
любом t интеграл I(t) будет равен нулю. Тогда в силу произвольности t подынтегральное выраже-
ние тождественно равно нулю, что противоречит условию B[t, ω(t, x),m(t, x), u(t, x), ϑ(t, x)] > 0.

Полученное уравнение типа Беллмана (9) является нелинейным интегро-дифференциальным
уравнением сложной природы. При u(t, x) ≡ u0(t, x) и ϑ(t, x) ≡ ϑ0(t, x) оно «упрощается» и имеет
вид

∂S[t, x, ω(t, x)]

∂t
+

∫

Q

(
α|u0(t, x)| +m2(t, x)f

[
t, x, u0(t, x)

])
dx+

+

∫

γ

(
β|ϑ0(t, x)| +m2(t, x)p

[
t, x, ϑ0(t, x)

])
dx+

∫

Q

⎛

⎝λ

T∫

0

K(t, τ)v0(τ, x)dτ

⎞

⎠m2(t, x)dx+
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+

∫

Q

⎛

⎜
⎝m1(t, x)v

0
t (t, x)−m2(t, x)

∫

Q

D(λ0, x, y)v0(t, y)dy

⎞

⎟
⎠ dx = 0. (24)

Следуя методике работы [7], решение уравнения (24) будем искать в виде

S[t, x, ω(t, x)] = S0[t, x, ω(t, x)] + λS[t, x, ω(t, x)], (25)

где S0[t, x, ω(t, x)] и S1[t, x, ω(t, x)]—неизвестные функции, а λ—параметр уравнения (2). Под-
ставим (25) в (24). Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях параметра λ, получим
следующие уравнения:

∂S0[t, x, ω(t, x)]

∂t
+

∫

Q

(
α|u0(t, x)| +m2(t, x)f

[
t, x, u0(t, x)

])
dx+

+

∫

γ

(
β|ϑ0(t, x)| +m2(t, x)p

[
t, x, ϑ0(t, x)

])
dx+

+

∫

Q

⎛

⎜
⎝m1(t, x)v

0
t (t, x)−m2(t, x)

∫

Q

D(λ0, x, y)v(t, y)dy

⎞

⎟
⎠ dx, (26)

∂S1[t, x, ω(t, x)]

∂t
+

∫

Q

⎛

⎝m2(t, x)

T∫

0

K(t, τ)v(τ, x)dτ

⎞

⎠ dx = 0. (27)

Из (10) и (25) вытекает, что уравнение (26) следует рассматривать вместе с дополнительным
условием

S0
[
T, x, ω(T, x)

]
=

∫

Q

∥∥ω(T, x)− ξ(x)
∥∥2
R2dx,

а уравнение (27) — с дополнительным условием S1
[
T, x, ω(T, x)

]
= 0. Таким образом, если U и V

открытые множества, то удается более или менее полно исследовать разрешимость задачи син-
теза и разработать алгоритм построения оптимальных управлений u0[t, x, ω(t, x)] и ϑ0[t, x, ω(t, x)]
в зависимости от состояния управляемого процесса ω(t, x) = {v(t, x), vt(t, x)}.
4. Заключение. В заключение отметим, что синтез оптимального управления осуществля-
ется как только будет найден градиент функционала Беллмана. Это довольно трудная задача,
ибо градиент остается неизвестным пока не будет найден функционал Беллмана как решение
нелинейного интегро-дифференциального уравнения сложной природы. Тем не менее, при иссле-
довании простейших прикладных задач по изложенной методике решение задачи синтеза удается
довести до численных расчетов [23].
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