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Аннотация. В статье рассмотрена система «реакция-диффузия» с нелинейностями общего вида
в случаях цилиндрической и сферической симметрии. Для указанной системы построено реше-
ние типа диффузионных волн, имеющих конечную скорость распространения по нулевому фону.
Решение представлено в виде рядов Тейлора с рекуррентно определяемыми коэффициентами.
Сходимость доказана методом мажорант с использованием теоремы Коши—Ковалевской. Иссле-
дование дополнено численными расчетами, выполненными на основе разложений по радиальным
базисным функциям. Статья продолжает цикл работ авторов, посвященных построению и иссле-
дованию решений типа волн в классе аналитических функций.
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1. Введение. В статье рассматривается система нелинейных параболических уравнений вто-
рого порядка следующего вида:

Tt = [Φ(T )Tx]x + Γ(T, S),

St = [Ψ(S)Sx]x + Λ(S, T ).
(1)

Здесь t, x—независимые переменные; T (t, x) и S(t, x)—искомые функции; Φ(T ), Ψ(S), Γ(T, S),
Λ(S, T )—известные достаточно гладкие функции, причем Γ(0, 0) = Λ(0, 0) = 0.
Системы вида (1) используются для описания тепломассопереноса [21], а также диффузионных

и реакционно-диффузионных процессов [8, 10]. Уравнения, составляющие систему (1), использу-
ются также при описании механизмов лучистой теплопроводности [1], фильтрации жидкостей
и газов [13, 22], популяционной динамики [9, 20] и др.
Отметим, что при Φ(0) = Ψ(0) = 0 параболический тип уравнений (1) вырождается. Такое

вырождение, в частности, наблюдается в случае степенных функций

Φ(T ) = T σ, Ψ(S) = Sδ, σ, δ > 0— const. (2)

Системы (1) со степенными нелинейностями (2) применяются в химической кинетике для опи-
сания процессов «реакция-диффузия» [14, 19], они удобны тем, что дают хорошее приближение
к реальности при сравнительной простоте исследования.
Интересный класс решений системы (1) составляют диффузионные (фильтрационные, теп-

ловые) волны, распространяющиеся по нулевому фону с конечной скоростью. В случае одного
уравнения такие волны представляют собой тривиальное и нетривиальное решения, непрерывно
состыкованные на некоторой кривой или поверхности (фронт волны). Среди работ, посвященных
построению и исследованию таких решений можно отметить монографии Я. Б. Зельдовича [1]
и А. А. Самарского [6]. Особо выделим исследования, проводимые в научной школе А. Ф. Сидо-
рова [7], в которых, в частности, предложены постановки краевых задач, предполагающих ини-
циирование волны по известному заранее компоненту (например, фронту), а также алгоритмы
построения решений этих задач в виде специальных [11] и характеристических рядов [12] и др.
Исследования разрешимости подобных одномерных и неодномерных задач также проводились ав-
торами, при этом рассматривались как отдельные уравнения [3,17], так и системы [4,16]. В ряде
работ авторов также предложены алгоритмы построения численных решений уравнений [17, 18]
и систем [4, 5] на основе метода граничных элементов (МГЭ) и разложений по радиальным ба-
зисным функциям (РБФ).
В развитие результатов, полученных авторами ранее [4,5], в настоящей статье изучена задача

с заданным фронтом для обобщенной системы «реакция-диффузия» в случаях цилиндрической
и сферической симметрии [15]. Доказана теорема существования ее аналитического решения.
Последнее построено в виде рядов Тейлора по степеням пространственных переменных. Пред-
ложен пошаговый алгоритм построения численного решения на заданном промежутке времени,
основанный на разложении по РБФ. Выполнен вычислительный эксперимент.

2. Постановка задачи. Систему (1) в случае простейших пространственных симметрий мож-
но привести (см. [4]) к виду

ut = uuxx + P (u)u2x +
μ

x
uux + F (u, v),

vt = vvxx +Q(v)v2x +
μ

x
vvx +G(v, u),

(3)

Здесь u, v—искомые функции; P , Q, F , G—известные достаточно гладкие функции, такие, что
P (0), Q(0) > 0 и F (0, 0) = G(0, 0) = 0; μ—параметр, который принимает значения 1, 2 в случаях
цилиндрической и сферической симметрии соответственно. Плоскосимметричный случай μ = 0
был рассмотрен ранее в статье [4].
Систему (3) будем рассматривать вкупе с краевым условием

u(t, x)|x=a(t) = v(t, x)|x=a(t) = 0, (4)

предполагая, что фронт волны x = a(t) задан достаточно гладкой функцией a(t), причем a(0) > 0,
a′(0) �= 0.
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Будем строить решение задачи (3), (4) в виде характеристических рядов. Для удобства постро-
ения сделаем замену переменной z = x−a(t), после которой характеристические ряды становятся
рядами Тейлора. Задача (3), (4) примет вид

ut − a′uz = uuzz + P (u)u2z +
μ

z + a
uuz + F (u, v),

vt − a′vz = vvzz +Q(v)v2z +
μ

z + a
vvz +G(v, u),

(5)

u(t, z)|z=0 = v(t, z)|z=0 = 0. (6)

Справедлива следующая теорема.

Теорема 1. Пусть P (u), Q(v), F (u, v), G(v, u), a(t)—функции, аналитические при u = 0,
v = 0, u = v = 0, t = 0 соответственно. Пусть также выполняется одно из следующих
условий:

uz(t, 0), vz(t, 0) �≡ 0, (7)
uz(t, 0), vz(t, 0) ≡ 0. (8)

Тогда
(i) задача (5), (6), (7) имеет единственное аналитическое решение (нетривиальное);
(ii) задача (5), (6), (8) имеет единственное аналитическое решение (тривиальное).

Отметим, что упомянутые в теореме нетривиальное и тривиальное решения соединяются на
фронте z = 0 и образуют диффузионную волну.
Доказательство теоремы делится на два этапа: построение формальных рядов и доказательство

их сходимости.

3. Построение решения. На первом этапе строится решение задачи (5), (6) в виде рядов
Тейлора

u(t, z) =
∞∑

n=0

un(t)
zn

n!
, un(t) =

∂nu

∂zn

∣∣∣∣
z=0

,

v(t, z) =

∞∑

n=0

vn(t)
zn

n!
; vn(t) =

∂nv

∂zn

∣∣∣∣
z=0

,

(9)

коэффициенты которых определяются по рекуррентной процедуре.
Из краевого условия (6) следует тождество u0, v0 ≡ 0. Чтобы определить коэффициенты u1(t)

и v1(t), положим в каждом уравнении системы (5) z = 0. Полученная система

−a′u1 = P (0)u21, −a′v1 = Q(0)v21

имеет четыре решения, только два из которых подпадают под условия (7), (8). Конкретно, это
решения ⎡

⎣
u1 ≡ 0, v1 ≡ 0,

u1 = − a′

P (0)
, v1 = − a′

Q(0)
.

(10)

Применив к каждому уравнению системы (5) оператор
∂n

∂zn

∣∣∣∣
z=0

,

получим равенства

u′n − a′un+1 =

n∑

k=0

Ck
nukun+2−k +

n∑

k=0

Ck
nPn−k

k∑

l=0

C l
kul+1uk+1−l+

+ μ
n∑

k=0

Ck
n

(−1)n−k(n− k)!

an+1−k

k∑

l=0

C l
kuluk+1−l + Fn, (11a)



ПОСТРОЕНИЕ РЕШЕНИЙ ВЫРОЖДАЮЩЕЙСЯ СИСТЕМЫ «РЕАКЦИЯ-ДИФФУЗИЯ» 57

v′n − a′vn+1 =

n∑

k=0

Ck
nvkvn+2−k +

n∑

k=0

Ck
nQn−k

k∑

l=0

C l
kvl+1vk+1−l+

+ μ

n∑

k=0

Ck
n

(−1)n−k(n− k)!

an+1−k

k∑

l=0

C l
kvlvk+1−l +Gn, (11b)

в которых использованы обозначения

Pn−k =
∂n−kP (u)

∂zn−k

∣∣∣∣
z=0

, Qn−k =
∂n−kQ(v)

∂zn−k

∣∣∣∣
z=0

, Fn =
∂nF (u, v)

∂zn

∣∣∣∣
z=0

, Gn =
∂nG(v, u)

∂zn

∣∣∣∣
z=0

.

Положив n = 1 в (11), получим формулы

u2 =
1

a′ + u1 + 2P0u1

(
u′1 − P1u

2
1 −

μ

a
u21 − F1

)
,

v2 =
1

a′ + v1 + 2Q0v1

(
v′1 −Q1v

2
1 −

μ

a
v21 −G1

)
,

(12)

из которых при известных u1, v2 однозначно определяются u2, v2.
Аналогично, положив n = 2 в (11), получим формулы коэффициентов u3 и v3. Следуя такому

алгоритму, выведем общую формулу для n � 3:

un+1 =
1

a′ + nu1 + 2P0u1

[
u′n −

n∑

k=2

Ck
nukun+2−k − P0

n−1∑

l=1

C l
nul+1un+1−l−

−
n−1∑

k=0

Ck
nPn−k

k∑

l=0

C l
kul+1uk+1−l − μ

n∑

k=1

Ck
n

(−1)n−k(n− k)!

an+1−k

k∑

l=1

C l
kuluk+1−l − Fn

]
, (13a)

vn+1 =
1

a′ + nv1 + 2Q0v1

[
v′n −

n∑

k=2

Ck
nvkvn+2−k −Q0

n−1∑

l=1

C l
nvl+1vn+1−l−

−
n−1∑

k=0

Ck
nQn−k

k∑

l=0

C l
kvl+1vk+1−l − μ

n∑

k=1

Ck
n

(−1)n−k(n− k)!

an+1−k

k∑

l=1

C l
kvlvk+1−l −Gn

]
. (13b)

Таким образом, коэффициенты рядов (9) определяются согласно формулам u0, v0 ≡ 0, (10), (12),
(13).
Несложно показать, что выбор u1, v1 ≡ 0 (см. (10)) дает нам тривиальное решение задачи (5),

(6), (8). При выборе u1 = −a′/P (0), v1 = −a′/Q(0) мы можем говорить лишь о том, что если ана-
литическое решение задачи (5), (6), (7) существует, то оно нетривиально и единственно. Для за-
вершения доказательства теоремы нам осталось доказать сходимость формальных рядов (9).

4. Построение мажорантной задачи. Сходимость будем доказывать методом мажорант.
Перед построением мажорантной задачи сделаем в (5), (6) замену

u(t, z) = u1z + z2U(t, z), v(t, z) = v1z + z2V (t, z), (14)

которая представляет собой частичное разложение искомых функций в ряды Тейлора (9). При та-
кой замене отпадает необходимость рассматривать краевое условие (6), так как оно выполняется
автоматически. После приведения подобных и деления на z, задачу (5), (6) можно свести к си-
стеме

2U(1 + P0) + (4 + P0)zUz + z2Uzz =

= f0(t) + zf1(t, U, Ut, V ) + z2f2(t, U, V, Uz) + z3f3(t, z, U, V, Uz , Uzz), (15a)

2V (1 +Q0) + (4 +Q0)zVz + z2Vzz =

= g0(t) + zg1(t, V, Vt, U) + z2g2(t, V, U, Vz) + z3g3(t, z, V, U, Vz , Vzz), (15b)
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в которой fi, gi, i = 0, 1, 2, 3—известные аналитические функции своих переменных. Более по-
дробно вывод системы (15) представлен в статье [4].
Решения уравнений можно представить в виде рядов Тейлора

U(t, z) =

∞∑

n=0

Un(t)
zn

n!
, Un =

un+2

(n + 1)(n + 2)
;

V (t, z) =
∞∑

n=0

Vn(t)
zn

n!
, Vn =

vn+2

(n + 1)(n + 2)
.

(16)

Так как все эти коэффициенты, а также функции fi, gi, i = 0, 1, 2, 3, аналитичны, то для них
можно построить мажоранты. При выполнении мажорантных оценок

U0(t), V0(t) � W0(t); U1(t), V1(t) � W1(t);

f1(t, U, Ut, V ), g1(t, V, Vt, U) � h1(t,W,Wt,W ); f2(t, U, V, Uz), g2(t, U, V, Uz) � h2(t,W,W,Wz);

f3(t, z, U, V, Uz , Uzz), g3(t, z, U, V, Uz , Uzz) � h3(t, z,W,W,Wz ,Wzz)

решение задачи

Wzz =
∂h1(t,W,Wt,W )

∂z
+ h2(t,W,W,Wz) + zh3(t, z,W,W,Wz ,Wzz), (17)

W (t, z)|z=0 = W0(t), Wz(t, z)|z=0 = W1(t) (18)

мажорирует решение задачи (15), в чем можно убедиться, построив его в виде ряда Тейлора

W (t, z) =
∞∑

n=0

Wn(t)
zn

n!
.

Отсюда следует, что задача (17), (18) будет мажорантной для (15). Сводя (17), (18) к задаче ти-
па Ковалевской, продифференцируем уравнение (17) по z, разрешим его относительно Wzzz и до-
бавим третье краевое условиеWzz(t, 0) = W2(t). При этом, чтобы не возникло путаницы, по какой
именно переменной идет дифференцирование, используем обозначение h3 = h3(t, y1, y2, y3, y4, y5).
Задача (17), (18) примет вид

Wzzz =
1

1− z ∂h3
∂y5

(
∂2h1
∂z2

+
∂h2
∂z

+ h3 + z
∂h3
∂y1

+ z
∂h3
∂y2

Wz + z
∂h3
∂y3

Wz + z
∂h3
∂y4

Wzz

)
, (19)

W (t, z)|z=0 = W0(t), Wz(t, z)|z=0 = W1(t), Wzz(t, z)|z=0 = W2(t). (20)

Теперь мы имеем задачу (19), (20) типа Ковалевской с аналитическими входными данными.
По теореме Коши—Ковалевской получаем, что ряды (16) и (9) имеют ненулевой радиус сходимо-
сти. Теорема доказана.

5. Построение численного решения. Построенное решение задачи (3), (4) является локаль-
ным, причем оценить радиус сходимости рядов (т.е. область существования решения) в общем
случае невозможно. В связи с этим является актуальной задача построения приближенных ре-
шений на заданном промежутке времени t ∈ [0, T ]. При этом для тестирования последних могут
быть использованы отрезки рядов, для которых показана численная сходимость.
В произвольный момент времени t > 0 задача (3), (4) может быть представлена в виде задачи

Коши для системы двух уравнений Пуассона

uxx =
1

u

[
ut − P (u)u2x −

μ

x
uux − F (u, v)

]
,

vxx =
1

v

[
vt −Q(u)u2x +

μ

x
vvx −G(u, v)

]
,

(21)

u|x=a(t) = v|x=a(t) = 0, ux|x=a(t) = − a′(t)
P (0)

, vx|x=a(t) = − a′(t)
Q(0)

. (22)

Условия для производных в (22) следуют из (10).
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Разобьем отрезок [0, T ] на шаги размером h. Решение задачи (3), (4) на шаге t = tk = kh будем
искать в виде

u(tk, x) = U(x) + Up(x), v(tk, x) = V (x) + Vp(x), (23)
где (Up(x), Vp(x))—частное решение системы (21) в момент времени t = tk, а (U(x), V (x))—
решение следующей задачи Коши для однородной системы:

U ′′ = 0, V ′′ = 0,

U |x=L = −Up(L), U ′|x=L = −a′(tk)
P (0)

− U ′
p(L),

V |x=L = −Vp(L), V ′|x=L = −a′(tk)
Q(0)

− V ′
p(L).

(24)

Здесь L = a(tk), решение (23) строится на отрезке x ∈ [0, L]. При найденном частном решении
(Up(x), Vp(x)) решение задачи (24) в виде двух линейных функций определяется однозначно.
Следуя подходу, предложенному в [5], выберем некоторую систему РБФ fi(x) = fi(|x − xi|),

i = 1, . . . ,m, где x1, x2, . . . , xm — точки коллокации, лежащие на отрезке [0, L]. Для каждой функ-
ции fi(x) существует такая функция ûi, что fi = ∂2ûi/∂x

2. Определять частное решение будем
итерационно, при нулевых начальных приближениях (U

(0)
p ≡ 0, V

(0)
p ≡ 0). На (n + 1)-й итерации

правые части уравнений (21) для n-й итерации разложим по системе РБФ

1

u(n)

[
u
(n)
t − 1

σ
(u(n)x )2 − F (u(n), v(n))

]
=

m∑

i=1

α
(n+1)
i fi(x),

1

v(n)

[
v
(n)
t − 1

σ
(v(n)x )2 −G(u(n), v(n))

]
=

m∑

i=1

β
(n+1)
i fi(x),

(25)

где

u(n) = U (n) + U (n)
p , U (n) = −

(
a′(tk)
P (0)

+ U (n)′
p (L)

)
x− U (n)

p (L),

v(n) = V (n) + V (n)
p , V (n) = −

(
a′(tk)
Q(0)

+ V (n)′
p (L)

)
x− V (n)

p (L).

Записав равенства (25) во всех точках коллокации, получим две системы линейных алгебраи-
ческих уравнений для коэффициентов α

(n+1)
i , β(n+1)

i , i = 1, . . . ,m. Найденные коэффициенты
определят (n+ 1)-ю итерацию частного решения

U (n+1)
p (x) =

m∑

i=1

α
(n+1)
i ûi(x), V (n+1)

p (x) =

m∑

i=1

β
(n+1)
i ûi(x).

Итерационный процесс останавливается тогда, когда выполнены следующие условия:

|U (n+1)
p − U

(n)
p |

|U (n+1)
p |

< ε,
|V (n+1)

p − V
(n)
p |

|V (n+1)
p |

< ε,

где ε > 0— заданная точность. Тогда в качестве решения задачи (3), (4) в момент t = tk прини-
маются функции u(tk, x) = u(n+1)(x), v(tk, x) = v(n+1)(x), непрерывные по x.

6. Примеры. В качестве первого примера рассмотрим задачу (3), (4) с цилиндрической сим-
метрией (μ = 1) при P (u) = σ/(σ + u), Q(v) = δ/(δ + v), где σ, δ—положительные константы,
F (u, v) = v3, G(u, v) = u, a(t) = R + ct. Данный вид функций P (u) и Q(v) соответствует показа-
тельным функциям Φ(T ) и Ψ(S).
Приближенные решения были построены при следующих значениях параметров: σ = 3, δ = 1,

R = 1, c = 1. В табл. 1 приведены значения искомых функций при t = 1 в точке x = a(0) = 1, где
наблюдается наибольшее различие решений, что соответствует виду заданного граничного усло-
вия. Сравнение значений функций u и v, полученных с использованием отрезков рядов различных
степеней N , и РБФ-решений при различных размерах шага по времени h и количествах точек
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Таблица 1. Сравнение численных решений с отрезками рядов, mu = 1.

Решение u(1, 1) v(1, 1)

Ряд, N = 3 1,26119 1,09144

Ряд, N = 5 1,21205 1,11159

Ряд, N = 10 1,21444 1,11594

Ряд, N = 15 1,21445 1,11600

Численное, h = 0,1, m = 17 1,19674 1,10956

Численное, h = 0,1, m = 33 1,19846 1,11039

Численное, h = 0,05, m = 17 1,20294 1,11186

Численное, h = 0,05, m = 33 1,20499 1,11290

Численное, h = 0,025, m = 17 1,20665 1,11306

Численное, h = 0,025, m = 33 1,20884 1,11420

Численное, h = 0,01, m = 17 1,20902 1,11374

Численное, h = 0,01, m = 33 1,21141 1,11497

Таблица 2. Сравнение численных решений с отрезками рядов, mu = 2.

Решение u(1, 1) v(1, 1)

Ряд, N = 3 1,46142 1,32407

Ряд, N = 5 1,45943 1,40775

Ряд, N = 10 1,45891 1,43331

Ряд, N = 15 1,45853 1,43403

Численное, h = 0,1, m = 17 1,42469 1,39890

Численное, h = 0,1, m = 33 1,42767 1,40117

Численное, h = 0,05, m = 17 1,43692 1,41214

Численное, h = 0,05, m = 33 1,44046 1,41505

Численное, h = 0,025, m = 17 1,44417 1,41999

Численное, h = 0,025, m = 33 1,44793 1,42317

Численное, h = 0,01, m = 17 1,44843 1,42503

Численное, h = 0,01, m = 33 1,45291 1,42853

коллокации m, приводит к следующим выводам. На рассмотренном интервале времени наблюда-
ется численная сходимость рядов, что позволяет использовать их для верификации численных
решений. Численные решения сходятся к аналитическому относительно шага по времени и числа
точек коллокации, что свидетельствует о корректности предложенного численного алгоритма,
основанного на разложении по РБФ.
Аналогичные расчеты были проведены для задачи (3), (4) со сферической симметрией (μ = 2)

для аналогичных функций P , Q, R, G, a и тех же значениях числовых параметров. Результаты
решения, приведенные в табл. 2, подтверждают заключения, сделанные для первого примера.
Таким образом, численный алгоритм, использующий радиальные базисные функции, позволя-

ет с хорошей точностью строить приближенные решения рассмотренной задачи.
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7. Заключение. Подводя итог, отметим, что главным результатом проведенного исследования
является то, что авторам удалось обобщить результаты, полученные ранее в плоскосимметрич-
ном случае [4], на случаи цилиндрической и сферической симметрии. Доказана новая теорема
существования решений, имеющих тип диффузионной волны, для нелинейной вырождающейся
параболической системы достаточно общего вида. Предложен пошаговый алгоритм построения
численного решения, основанный на разложении по радиальным базисным функциям, для те-
стирования которого использованы отрезки построенных сходящихся рядов. Тем самым усовер-
шенствован математический и алгоритмический инструментарий исследования нелинейных вы-
рождающихся задач математической физики, которые имеют многочисленные содержательные
приложения.
Дальнейшие исследования в данном направлении могут быть посвящены построению точных

решений [2] задачи (3), (4), которые являются более гибким инструментом для тестирования
численных алгоритмов, чем отрезки рядов, а также позволяют описать качественное поведение
соответствующих диффузионных волн. Кроме того, могут быть рассмотрены более общие поста-
новки задач, например, когда усложняются краевые условия, или система имеет более высокую
размерность.
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