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4. Структура проективных и аффинных алгебр Ли
пятимерных жестких h-пространств

В данном разделе исследуются пятимерные псевдоримановы пространства, допускающие ин-
финитезимальные проективные преобразования. Находится общее решение уравнения Эйзенхар-
та для каждого из жестких h-пространств типов {221}, {32}, {41} и {5} непостоянной кривизны.
Устанавливаются необходимые и достаточные условия существования негомотетического проек-
тивного движения в каждом из перечисленных h-пространств непостоянной кривизны и описы-
вается структура негомотетической проективной алгебры Ли этих пространств.

4.1. Проективно-групповые свойства h-пространств типа {221}.
4.1.1. Найдем общее решение уравнения Эйзенхарта в h-пространстве (H221, g) непостоянной
кривизны. Имеет место следующее утверждение.

Теорема 4.1. Любое решение (k, g, ψ) уравнения Эйзенхарта

∇k(Y,Z,W ) = 2g(Y,Z)Wψ + g(W,Z)Y ψ + g(Y,W )Zψ, (4.1)

равносильного после замены k = b+ 2ψg уравнению

∇b(Y,Z,W ) = g(W,Z)Y ψ + g(Y,W )Zψ, (4.2)

в h-пространстве (H221, g) типа {221} непостоянной кривизны удовлетворяет условию

ψ = c1

(
f1 + f2 +

1

2
f3

)
+ const = c1ϕ+ const, (4.3)

где функция ϕ определена равенством (??), c1—произвольная постоянная.

Доказательство. Ввиду инвариантности величин fi и тензорного характера равенства (4.3) до-
статочно доказать его в каноническом косонормальном репере (??), где уравнение (4.2) принимает
вид

db̄pq +
5∑

h=1

eh

(
b̄hqωph̃ + b̄phωqh̃

)
= (Yqψ)θp + (Ypψ)θq; (4.4)

здесь формы ωph̃ определены формулами (??), а b̄pq —компоненты тензора b в репере (??).
Применив внешний дифференциал d к уравнению (4.4), получим условия интегрируемости

этого уравнения:
b̄phΩ

h
q + b̄hqΩ

h
p = ψphθ

h ∧ θq + ψhqθ
h ∧ θp, (4.5)

где
Ωh

p = ehΩh̃p, ψph ≡ −YhYpψ − γlphYlψ = ψhp.

Приравнивая коэффициенты при одинаковых базисных 2-формах θh ∧ θq слева и справа в (4.5),
при (pq) = (11), (13), (15), (14) найдем

ψ11 = −b̄11
(
C1 +

e3A
2
3

(f3 − f1)2

)
= −b̄11 e3A

2
3

(f3 − f1)(f3 − f2)
= b̄11

(
e3A

2
3

(f3 − f1)2
− C3

f3 − f1

)
,

b̄11

(
C2

f2 − f1
+

e3A
2
3

(f3 − f1)(f3 − f2)2

)
= 0.

Если b̄11 �= 0, то отсюда следует (??), и по теореме ?? пространство H221 имеет постоянную
кривизну, что противоречит предположению, поэтому b̄11 = ψ11 = 0.
Аналогично выводятся равенства

b̄i15 = b̄i25 = b̄i1i2 = 0, ψi15 = ψi25 = ψi1i2 = 0, i1 = 1, 2; i2 = 3, 4. (4.6)

C учетом этих равенств уравнения (4.4), где ωhs определены формулами (??), при (pq) = (11),
(12) дают

Y1ψ = 0, db̄12 ≡ θlYlb̄12 = (Y2ψ)θ1.
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Пользуясь формулами (??), выводим отсюда

b̄12 = e1α(x
2), ∂2ψ = α′(x2).

Так же получаются равенства

b̄34 = e2β(x
4), b̄55 = e3γ(x

5), ∂4ψ = β′(x4), ∂5ψ =
1

2
γ′(x5);

в результате

ψ = α(x2) + β(x4) +
1

2
γ(x5) + const .

Из (4.4) при (pq) = (23), (14) найдем

α′ =
β − α

f2 − f1
f ′1, β′ =

β − α

f2 − f1
f ′2.

В случае f2′f ′1 �= 0 отсюда следует

(α′/f ′1)(x
2) = (β′/f ′2)(x

4) ≡ c1 = const,

т.е.
α = c1f1 + const, β = c1f2 + const;

к такому же выводу придем при f2′f ′1 = 0.
Интегрируя уравнение (4.4) с (pq) = (15):

γ′ =
γ − c1f1
f3 − f1

f ′3,

получим γ = c1f3 + const; в итоге имеем (4.3):

ψ = c1

(
f1 + f2 +

1

2
f3

)
+ const . �

Теорема 4.2. Любой ковариантно постоянный симметричный тензор bij в h-пространстве
(H221, g) типа {221} непостоянной кривизны пропорционален метрическому тензору:

bij = c2gij , c2 = const .

Доказательство. Последнее равенство является тензорным, т.е. справедливым в любой системе
координат, поэтому достаточно проверить его в косонормальном репере (??), где уравнение bij,k =
0 принимает вид

db̄pq +

5∑
h=1

eh

(
b̄hqωph̃ + b̄phωqh̃

)
= 0. (4.7)

Так как это уравнение получается из уравнения (4.4) при ψ = const, то справедливы равен-
ства (4.6):

b̄i15 = b̄i25 = b̄i1i2 = 0, i1 = 1, 2, i2 = 3, 4,

благодаря которым система (4.7) сводится к уравнениям

db̄12 = db̄34 = db̄55 = 0, e2b̄34 − e1b̄12 = e3b̄55 − e2b̄34 = 0,

из которых следует b̄pq = c2ḡpq, где матрица (ḡpq) определена каноническими формами (??) и мно-
житель c2 постоянен ввиду условия bij,k = 0 и ковариантного постоянства метрического тензора
gij . Это доказывает теорему 4.2. �
Так как векторное поле X является аффинным движением в H221, если и только если

(LXg),k = 0, то из теоремы 4.2 вытекает следующее утверждение.

Теорема 4.3. Всякое аффинное движение X в h-пространстве (H221, g) типа {221} непосто-
янной кривизны есть инфинитезимальная гомотетия: LXg = cg, c = const.
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Поскольку любые два решения h1 и h2 уравнения Эйзенхарта (??) с одинаковой правой ча-
стью могут отличаться лишь на ковариантно постоянный тензор b, то из теоремы 4.1 и линейности
уравнения (??) следует, что общее решение уравнения Эйзенхарта в обыкновенном h-простран-
стве (H221, g) типа {221} может быть записано в виде c1h + b или, в силу теоремы 4.2, в виде
c1h + c2g, где h = a + 2ϕg, g и a определены в косонормальном репере (??) каноническими
формами (??), c1, c2 —постоянные. Отсюда получаем следующую теорему.

Теорема 4.4. Векторное поле X является проективным движением в h-пространстве
(H221, g) непостоянной кривизны тогда и только тогда, когда

LXg = c1h+ c2g ≡ c1(a+ 2ϕg) + c2g, (4.8)

где ϕ— определяющая функция проективного движения X, g и a определены в косонормальном
репере (??) каноническими формами (??), c1, c2—произвольные постоянные.

Теорема 4.5. Если h-пространство (H221, g) типа {221} непостоянной кривизны допускает
r-мерную негомотетическую проективную алгебру Ли Pr, то эта алгебра содержит (r − 1)-
мерную гомотетическую подалгебру.

Доказательство. Если (X1, . . . ,Xr)— базис алгебры Ли Pr, то

LXsg = c
s
1h+ c

s
2g, s = 1, . . . , r,

где одна из постоянных c
s
1, например, c

1
1, отлична от нуля (в противном случае Pr состоит из

гомотетий). В новом базисе Z1 = X1, Zτ = c
1
1Xτ − c

τ
1X1 имеем

LZτ g =
(
c
1
1c
τ
2 − c

1
2c
τ
1

)
g, τ = 2, . . . , r. �

4.2. Проективно-групповые свойства h-пространств типа {32}.
4.2.1. В этом разделе будет найдено общее решение уравнения Эйзенхарта в h-пространстве
(H32, g) непостоянной кривизны.

Теорема 4.6. Любое решение (k, g, ψ) уравнения Эйзенхарта (4.1), равносильного после за-
мены k = b+2ψg уравнению (4.2), в h-пространстве (H32, g) типа {32} непостоянной кривизны
удовлетворяет условию

ψ = c1

(
3

2
f1 + f2

)
+ const = c1ϕ+ const, (4.9)

где функция ϕ определена равенством (??), c1—произвольная постоянная.

Доказательство. Учитывая тензорный характер равенства (4.9), достаточно доказать его в ка-
ноническом косонормальном репере (??), где (4.2) принимает вид уравнения (4.4), в котором ωph̃

определены формулами (??), а b̄pq —компоненты тензора b в косонормальном репере (??).
Из условий интегрируемости (4.5) уравнения (4.4), собирая члены, содержащие базисные 2-

формы θk ∧ θl, при (pq) = (14) и (kl) = (34) получим ψ11 = 0, затем при (pq) = (11), (kl) = (13) и
(pq) = (15), (kl) = (34) найдем

B1b̄11 = S2b̄11 = 0.

Если b̄11 �= 0, то отсюда следует (??), и по теореме ?? пространство H32 имеет постоянную
кривизну, что противоречит предположению. Поэтому b̄11 = ψ11 = 0. Так же получим

b̄12 = b̄44 = b̄i1i2 = ψ12 = ψ44 = ψi1i2 = 0,

где i1 = 1, 2, 3, i2 = 4, 5.
Из (4.5) при (pq) = (33), (24), (55) следуют равенства

S1b̄33 = 0, (4.10)

(e2b̄45 − e1b̄22)
B1

3(f2 − f1)
= e1ψ23, (4.11)
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S2b̄55 = ψ55. (4.12)

C учетом полученных выше равенств из уравнения (4.4), где ωhs определены формулами (??),
при (pq) = (35) получим (Y5ϕ)b̄33 = 0, а из (4.10) имеем S1b̄33 = 0.
Если b̄33 �= 0, то S1 = (Y5ϕ) = 0; отсюда

S1 ≡ e1Y3(B1) = S2 ≡ e2Y5(Y5ϕ) = 0.

Дифференцируя равенство S1 = 0 по x1, найдем ε1 = 0; ввиду этого B1 = 0. Следовательно, H32

имеет постоянную кривизну, что противоречит предположению, поэтому b̄33 = 0.
Из уравнения (4.4) с учетом равенства b̄33 = 0 при (pq) = (23) найдем e1Y3b̄23 = 0. Так же при

(pq) = (33) получим
e1b̄23(Y3ϕ) = Y3ψ, (4.13)

после этого из (4.4) при (pq) = (12), (23) и уравнения (4.13) выводим Y1b̄23 = Y2b̄23 = 0.
Аналогично из (4.4) имеем

Y4b̄23 = Y5b̄23 = 0.

В итоге Yib̄23 = 0 для всех i = 1, . . . , 5; отсюда следует b̄23 = const. Обозначим b̄23 = e1c1,
c1 ≡ const.
Из уравнения (4.4) при (pq) = (11), (14), (24) имеем

Y1ψ = Y2ψ = Y4ψ = 0.

Отсюда, используя формулы (??), найдем ψ = ψ(x3, x5).
Интегрируя уравнение (4.13), где b̄23 = e1c1, получим

ψ =
3

2
c1f1 + γ(x5).

Из уравнения (4.4) при (pq) = (25) следует c1(Y5ϕ) = Y5ψ, отсюда после интегрирования имеем
γ = c1f2 + const. В итоге

ψ = c1

(
3

2
f1 + f2

)
+ const = c1ϕ+ const . �

Теорема 4.7. Любой ковариантно постоянный симметричный тензор bij в h-пространстве
(H32, g) типа {32} непостоянной кривизны пропорционален метрическому тензору:

bij = c2gij , c2 = const .

Доказательство. Уравнение bij,k = 0 в косонормальном репере (??) имеет вид (4.7). Учитывая,
что это уравнение получается из (4.4) при ψ = const, с учетом полученных выше равенств

b̄11 = b̄12 = b̄33 = b̄44 = b̄i1i2 = 0, i1 = 1, 2, 3; i2 = 4, 5,

из (4.7) имеем

(e2b̄45 − e1b̄13)
Y5ϕ

f2 − f1
= 0, (4.14)

(e2b̄45 − e1b̄22)
(Y5ϕ)

(f2 − f1)
= 0, (4.15)

(e2b̄45 − e1b̄13)
Y3ϕ

f2 − f1
= 0. (4.16)

Из уравнения (4.7) при (pq) = (33), (35) найдем

e1b̄23(Y3ϕ) = 0, e1b̄23(Y5ϕ) = 0.

Если b̄23 �= 0, то (Y3ϕ) = (Y5ϕ) = 0; отсюда B1 = S2 = 0, и по теореме ?? H32 имеет постоянную
кривизну, что противоречит предположению, поэтому b̄23 = 0.
Затем из (4.7) при (pq) = (13), (22) получим

Yib13 = Yib22 = 0, i = 1, . . . , 5,
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отсюда следует, что b̄13 и b̄22 постоянны. Так же доказывается постоянство компоненты b̄45.
Из уравнений (4.12) при ψ = const и (4.7) при (pq) = (35) найдем

S2b̄55 = (Y3ϕ)b̄55 = 0.

Если b̄55 �= 0, то (Y3ϕ) ≡ B1 = S2 = 0, и по теореме ?? пространство H32 имеет постоянную
кривизну, поэтому b̄55 = 0.
Обозначим b̄13 = e1c2 = const. Из уравнений (4.14) и (4.16) имеем

(e2b̄45 − e1b̄13)Y5ϕ = 0, (e2b̄45 − e1b̄13)Y3ϕ = 0.

Если (e2b̄45 − e1b̄13) �= 0, то (Y3ϕ) = (Y5ϕ) = 0, отсюда B1 = S2 = 0, и по теореме ?? пространство
H32 имеет постоянную кривизну; следовательно,

e2b̄45 − e1b̄13 = 0, b̄45 = e1e2b̄13 = e2c2.

Так же из уравнений (4.11) и (4.15) найдем e2b̄45 − e1b̄22 = 0, отсюда b̄22 = e1c2. В итоге имеем
b̄pq = c2ḡpq, где матрица (ḡpq) определена каноническими формами (??) и множитель c2 постоянен.
�
Принимая во внимание, что векторное поле X является аффинным движением в (H32, g),

если и только если производная Ли LXg ковариантно постоянна, делаем следующий вывод (см.
теорему 4.7).

Теорема 4.8. Всякое аффинное движение X в h-пространстве (H32, g) типа {32} непосто-
янной кривизны является инфинитезимальной гомотетией : LXg = c2g, c2 = const.

Из теоремы 4.6 и линейности уравнения (4.2) следует, что общее решение уравнения Эйзенхарта
в обыкновенном h-пространстве (H32, g) типа {32} может быть записано в виде c1h + b, где b—
ковариантно постоянный тензор, или, в силу теоремы 4.7, в виде c1h+c2g, где h = a+2ϕg, ϕ дается
формулой (??), g и a определены в косонормальном репере (??) каноническими формами (??),
c1, c2 —постоянные. Отсюда вытекает следующий факт.

Теорема 4.9. Векторное поле X является проективным движением в h-пространстве
(H32, g) непостоянной кривизны тогда и только тогда, когда выполняется равенство (4.8), где
ϕ— определяющая функция (??) проективного движения X; g и a определены в косонормальном
репере (??) каноническими формами (??), c1, c2—произвольные постоянные.

В итоге получаем следующую теорему (см. доказательство теоремы 4.5).

Теорема 4.10. Если h-пространство (H32, g) типа {32} непостоянной кривизны допускает
r-мерную негомотетическую проективную алгебру Ли Pr, то эта алгебра содержит (r − 1)-
мерную гомотетическую подалгебру.

4.3. Проективно-групповые свойства h-пространств типа {41}.
Теорема 4.11. Любое решение (k, g, ψ) уравнения Эйзенхарта (4.1), равносильного после за-

мены k = b+2ψg уравнению (4.2), в h-пространстве (H41, g) типа {41} непостоянной кривизны
удовлетворяет условию

ψ = c1

(
2f1 +

1

2
f2

)
+ const = c1ϕ+ const, (4.17)

где функция ϕ определена равенством (??), c1—произвольная постоянная.

Доказательство. Докажем равенство (4.17) в каноническом косонормальном репере (??), где
уравнение (4.2) принимает вид (4.4), ωph̃ определены уравнениями (??) и b̄pq —компоненты тен-
зора b в косонормальном репере (??).
Из условий интегрируемости (4.5) уравнений Эйзенхарта (4.4), выписывая коэффициенты при

базисных 2-формах θα ∧ θβ, при (pq) = (13) и (αβ) = (24) найдем(
e1E

2
1

2
− e2E

2
2

(f2 − f1)3

)
b̄11 = 0.
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Если b̄11 �= 0, то отсюда следует (??), и по теореме ?? пространство H41 имеет постоянную
кривизну, что противоречит предположению, поэтому b̄11 = 0. Так же получим

b̄12 = b̄13 = b̄15 = b̄22 = b̄25 = b̄34 = b̄35 = b̄44 = b̄45 = 0. (4.18)

Используя равенства (4.18), из уравнения (4.4), где ωhs определены формулами (??), (??) и (??),
при (pq) = (11), (12), (33), (34) и (35) найдем с учетом неравенств ξ

4

4 �= 0, ξ
5

5 �= 0:

ξ
1

1∂1ψ = 0, ξ
2

1∂1ψ + ξ
2

2∂2ψ = 0, ξ
3

1∂1ψ + ξ
3

2∂2ψ + ξ
3

3∂3ψ = 0, (4.19)

Yib̄33 = 0, i = 1, . . . , 5, (4.20)

∂4ψ = 2e1b̄33f
′
1, ∂5ψ =

1

2
e1b̄33f

′
2. (4.21)

Из уравнений (4.19), используя формулы (??), выводим ψ = ψ(x4, x5). Из (4.20) следует b̄33 =
e1c1 = const. Интегрируя уравнения (4.21), получим

ψ = c1

(
2f1 +

f2
2

)
+ const = c1ϕ+ const . �

Теорема 4.12. Любой ковариантно постоянный симметричный тензор bij в h-пространстве
(H41, g) типа {41} непостоянной кривизны пропорционален метрическому тензору:

bij = c2gij , c2 = const .

Доказательство. В косонормальном репере (??) уравнение bij,k = 0 принимает вид (4.7). Условия
его интегрируемости получаются из равенства (4.5) при ψ = const и имеют вид

b̄phΩ
h
q + b̄hqΩ

h
p = 0. (4.22)

Отсюда так же, как в предыдущих случаях, получим равенства (4.18) в h-пространстве H41

непостоянной кривизны. Далее, из (4.22) при (pq) = (14), (33) следует

Db̄24 = 0, Db̄33 = 0;

так как по теореме ?? в пространстве H41 непостоянной кривизны D �= 0, то

b̄24 = b̄33 = 0.

Тогда из (4.7) при (pq) = (14), (23), (55) найдем

db̄14 = 0, db̄23 = 0, db̄55 = 0,

т.е. b̄14, b̄23 и b̄55 —постоянные. Из (4.22) при (pq) = (13) получаем

D(b̄14 − b̄23) = 0;

отсюда при D �= 0 имеем b̄14 = b̄23, после этого из (4.7) при (pq) = (45) имеем

(e2b̄55 − e1b̄14)E2 = 0, (e2b̄55 − e1b̄14)E1 = 0.

Если (e2b̄55 − e1b̄14) �= 0, то E1 = E2 = 0; отсюда следует (??) и по теореме ?? пространство H41

имеет постоянную кривизну, что противоречит предположению. Поэтому

e1b̄14 = e1b̄23 = e2b̄55.

Положив b̄14 = e1c2, найдем в итоге b̄pq = c2ḡpq, где (ḡpq) определено формулой (??). �
Из теоремы 4.12 вытекает следующее утверждение.

Теорема 4.13. Всякое аффинное движение X, (LXg),k = 0, в h-пространстве (H41, g) типа
{41} непостоянной кривизны есть инфинитезимальная гомотетия: LXg = cg, c = const.

Из теоремы 4.11 и линейности уравнения (??) вытекает, что общее решение уравнения Эй-
зенхарта в обыкновенном h-пространстве (H41, g) типа {41} имеет вид c1h+ b или, в силу теоре-
мы 4.12, c1h+c2g, где h = a+2ϕg, g и a определены в косонормальном репере‘(??) каноническими
формами (??), c1, c2 —постоянные. Отсюда получаем следующую теорему.
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Теорема 4.14. Векторное поле X является проективным движением в h-пространстве
(H41, g) непостоянной кривизны тогда и только тогда, когда выполняется (4.8), где ϕ— опре-
деляющая функция проективного движения X, g и a определены в косонормальном репере (??)
каноническими формами (??), c1, c2 —произвольные постоянные.

Теорема 4.15. Если h-пространство (H41, g) типа {41} непостоянной кривизны допускает
r-мерную негомотетическую проективную алгебру Ли Pr, то эта алгебра содержит (r − 1)-
мерную гомотетическую подалгебру.

Теорема 4.15 вытекает из теоремы 4.14 (ср. доказательство аналогичной теоремы 4.5).

4.4. Проективно-групповые свойства h-пространств типа {5}.
Теорема 4.16. Любое решение (k, g, ψ) уравнения Эйзенхарта (4.1), равносильного после за-

мены k = b + 2ψg уравнению (4.2), в h-пространстве (H5, g) типа {5} непостоянной кривизны
удовлетворяет условию

ψ = c1
5

2
f + const = c1ϕ+ const, (4.23)

где функция ϕ определена равенством (??), c1—произвольная постоянная.

Доказательство. Докажем равенство (4.23) в каноническом косонормальном репере (??), где
уравнение (4.2) примет вид (4.4), ωph̃ определены формулами (??), а b̄pq —компоненты тензора b
в косорепере (??).
Дифференцируя уравнение (4.4) и учитывая равенство нулю квадрата внешнего дифферен-

циала d, получим условия интегрируемости этого уравнения (4.5). Приравняв коэффициенты
при базисной 2-форме θ2 ∧ θ5 в левой и правой частях равенства (4.5), при (pq) = (14) найдем
e�2b̄11 = 0. Если b̄11 �= 0, то � = 0, и H5 по теореме ?? имеет постоянную кривизну, что противо-
речит предположению, поэтому b̄11 = 0.
Аналогично, полагая в уравнении (4.5) последовательно (pq,mn) = (11, 15), (22, 14), (15, 24),

(15, 23), (22, 13), (33, 14), (34, 12), (44, 13), (44, 12) и (45, 12), найдем при � �= 0:

ψ11 = b̄12 = ψ12 = b̄13 = ψ13 = b̄14 = ψ14 = b̄22 = ψ22 = 0,

b̄23 = ψ23 = b̄35 = ψ35 = b̄44 = ψ44 = b̄45 = b̄55 = 0;

затем при (pq,mn) = (14, 12), (34, 14), (35, 24) выводим

�(b̄15 − b̄24) = 0, �(b̄33 − b̄24) = 0, �(b̄33 − b̄15) = 0,

и так как � �= 0 для пространства непостоянной кривизны, то

b̄15 = b̄24 = b̄33 ≡ μ.

Так же из (4.5) при (pq,mn) = (15, 12), (34, 13) получим

3e�
5
b̄25 =

3e�
5
b̄34 = ψ45,

отсюда ввиду � �= 0 следует b̄25 = b̄34 ≡ ν.
С учетом найденных равенств из уравнения Эйзенхарта (4.4) с ωhs, определенными формула-

ми (??), при (pq) = (11), (12), (13), (44) найдем

Y1ψ = Y2ψ = Y3ψ = Y4ψ = 0 (4.24)

и при (pq) = (15), (33), (34) получим

dμ+
3e

5
ν(Y5ϕ)θ1 = (Y5ψ)θ1, dμ − 2e

5
ν(Y5ϕ)θ1 = 0, dν = 0. (4.25)

Отсюда следует ν = const, Y5(ψ − eνϕ) = 0, что вместе c (4.24) и равенствами

Y1ϕ = Y2ϕ = Y3ϕ = Y4ϕ = 0,
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вытекающими из (??) и (??), дает

Yi(ψ − eνϕ) = ξ
i

j∂j(ψ − eνϕ) = 0

для всех i = 1, . . . , 5, и так как det(ξ
i

j) �= 0, вследствие независимости базисных векторных полей

Yi = ξ
i

j∂j , то

ψ = eνϕ+ const ≡ c1ϕ+ const . �

Теорема 4.17. Любой ковариантно постоянный симметричный тензор bij в h-пространстве
(H5, g) типа {5} непостоянной кривизны пропорционален метрическому тензору:

bij = c2gij , c2 = const .

Доказательство. В косонормальном репере (??) уравнение bij,k = 0 принимает вид (4.7). Из
условий интегрируемости этого уравнения (4.5) при ψ = const так же, как в предыдущем случае,
получим, что все компоненты b̄ij равны нулю, кроме

b̄15 = b̄24 = b̄33.

Так как уравнение (4.7) при (pq) = (33) имеет вид db̄33 = 0, то b̄33 = ec2 = const. В итоге
имеем b̄pq = c2ḡpq, где матрица (ḡpq) определена каноническими формами (??), а множитель c2
постоянен, что доказывает теорему 4.17. �
Так как векторное поле X является аффинным движением в (H5, g), если и только если произ-

водная Ли (LXg) ковариантно постоянна, то из теоремы 4.17 получаем следующее утверждение.

Теорема 4.18. Всякое аффинное движение X в h-пространстве (H5, g) типа {5} непосто-
янной кривизны является инфинитезимальной гомотетией: LXg = cg, c = const.

Из линейности уравнения Эйзенхарта (??) и теоремы 4.16 вытекает, что общее решение урав-
нения Эйзенхарта в обыкновенном h-пространстве (H5, g) типа {5} представляется в виде c1h+ b
или, в силу теоремы 4.17, в виде c1h+c2g, где h = a+2ϕg; здесь g и a определены в косонормаль-
ном репере (??) каноническими формами (??), c1, c2 —постоянные. Отсюда вытекает следующая
теорема.

Теорема 4.19. Векторное поле X является проективным движением в h-пространстве
(H5, g) непостоянной кривизны тогда и только тогда, когда выполняется равенство (4.8), где
ϕ— определяющая функция проективного движения X, g и a определены в косонормальном ре-
пере (??) каноническими формами (??), c1, c2 —произвольные постоянные.

Теорема 4.20. Если h-пространство (H5, g) типа {5} непостоянной кривизны допускает
r-мерную негомотетическую проективную алгебру Ли Pr, то эта алгебра содержит (r − 1)-
мерную гомотетическую подалгебру.

Доказательство этой теоремы основано на теореме (4.19) (ср. доказательство теоремы 4.5).
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