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Аннотация. Работа представляет собой краткий обзор некоторых результатов теории оптими-
зации, полученных с использованием вольтерровых функциональных уравнений (ВФУ). Изло-
жена общая схема предложенного автором способа использования ВФУ-описания управляемых
начально-краевых задач для изучения особых управлений, на которых вырождаются необходи-
мые условия оптимальности. Приведены конкретные иллюстративные примеры.
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1. Введение. Переход к описанию управляемых систем на языке функциональных (иначе,
функционально-операторных) уравнений применялся в теории оптимального управления разны-
ми авторами. Например, в [7] описание управляемых систем с помощью функциональных уравне-
ний в пространствах типа C и Lp использовалось для изучения вопросов существования решений
оптимизационных задач и расширения этих задач, при построении теории обобщенных управле-
ний и выводе необходимых условий оптимальности (НУО) для таких задач и др. В [2, гл. 6] на
широкий класс управляемых функциональных уравнений в пространствах типа C распростране-
на схема Дубовицкого—Милютина получения принципа максимума. К формам функциональных
уравнений [7] и [2] приводят, в частности, различные управляемые системы с отклоняющимся
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аргументом и некоторые управляемые начально-краевые задачи (УНКЗ) для гиперболических
(см. [7, с. 169—170]) и параболических (см. [2, с.265—266]) уравнений с частными производными.
В [41,42] была предложена достаточно общая форма описания УНКЗ с помощью вольтерровых

функциональных уравнений (ВФУ) вида

z(t) = f(t, A[z](t), v(t)), t ≡ {t1, t2, . . . , tn} ∈ Π, z ∈ Lm
p ≡ (Lp(Π))

m, (1)

где Π ⊂ R
n и f(·, ·, ·) : Π × R

l × R
s → R

m заданы; v(·) ∈ D ⊂ Ls
k —управление; A : Lm

p → Ll
q —

линейный оператор, вольтерров на некоторой системе T подмножеств Π в том смысле, что для
любого H ∈ T сужение A[z]|H не зависит от значений z|Π⊂H (это прямое многомерное обобщение
известного определения А. Н. Тихонова функционального оператора типа Вольтерра [69]; мно-
жества системы T естественно назвать вольтерровыми множествами оператора A и ВФУ (1));
p, q, k ∈ [1,+∞]. Заметим, что начиная с работ Л. Тонелли [81] и А. Н. Тихонова [69] назва-
ние «вольтерровы операторы» (операторы типа Вольтерра) присваивалось разными авторами
различным семействам операторов со сходными свойствами (используются также названия: при-
чинные операторы, наследственные операторы (см., например, [7, с. 233]) и др.). Подобные се-
мейства выделялись как в классах интегральных (см., например, [21, 22, 77]) и функциональных
(см., например, [19,42–44,75]) операторов, так и в классах разного рода абстрактных операторов
(см., например, [6,15,16,20,31,66,67,72,78,79,82]); некоторую библиографию можно найти в [31];
краткий обзор некоторых определений вольтеррововсти, предложенных до 1992 г., см. в [43, До-
полнение. Различные определения вольтерровых операторов].
К ВФУ (1) обращением главной части приводятся самые разнообразные УНКЗ для нелиней-

ных эволюционных уравнений (параболических, гиперболических, интегро-дифференциальных,
с запаздываниями и др.), в том числе при понимании решения УНКЗ в обобщенном смысле;
многочисленные самые разные примеры такого приведения см., например, в [28,39,43,46,51–58];
достаточно подробные схематические описания способа обращения главной части УНКЗ приве-
дены в [49, 73]. Обычно управление v(·) в (1) так или иначе соответствует распределенному или
начальному управлению эквивалентной УНКЗ; если же, к примеру, управляемы старшие коэф-
фициенты основного уравнения УНКЗ или в этом уравнении имеются управляемые запаздыва-
ния, то в эквивалентном ВФУ (1) будет управляем оператор A (см., например, [58], [43, гл. 2, § 2
и § 7]). Подчеркнем, что мы рассматриваем уравнение (1) прежде всего как удобную для теории
оптимального управления эквивалентную форму записи УНКЗ.
Переход в описании управляемой системы от УНКЗ к эквивалентному ВФУ (1) адекватен мно-

гим проблемам теории оптимизации распределенных систем; он, возможно, позволяет достичь ра-
зумного компромисса между естественным стремлением к общности теоретических построений
(призванной выявить новые связи и закономерности), с одной стороны, и желанием получить
результаты в удобной для приложений форме — с другой. Краткий обзор некоторых результа-
тов теории оптимизации, полученных автором (лично и в соавторстве) с использованием ВФУ
вида (1), представлен в разделе 2.
Для более детальной иллюстрации метода ВФУ выбрана тема так называемых особых управ-

лений. Особыми управлениями для тех или иных НУО принято называть те управления, на ко-
торых эти НУО (например, принцип максимума) вырождаются (см., например, [13]). Разделы 3
и 4 статьи посвящены предложенному автором способу изучения особых управлений с помощью
ВФУ-описания управляемых систем. В разделе 3 подробно излагается общая схема этого способа,
а в разделе 4 приводятся иллюстрирующие способ конкретные примеры.
Заметим, что иногда в теории оптимизации бывает удобно в качестве эквивалента УНКЗ вме-

сто (1) или наряду с (1) использовать ВФУ и другого вида (см., например, [45]). Так, ряд интерес-
ных результатов (свойства множеств глобальной разрешимости, обоснование численных методов
распределенной оптимизации, функционально-операторные игры и др.) получил А. В. Чернов
(см., в частности, [72, 73, 76]), обзоры [68,80]).
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Примем следующие соглашения: векторы, если не оговорено противное, считаются столбцами;
R
n —пространство n-векторов a ≡ {a1, . . . , an};

〈a, b〉n ≡
n∑

i=1

aibi

— скалярное произведение векторов a, b ∈ R
n; если a1, . . . , ak ∈ R

n, то {a1, . . . , ak} ≡ {ai}ki=1 ≡
{a11, . . . , an1 , . . . , a1k, . . . , ank} ∈ R

kn; модуль вектора равен сумме модулей его компонент; R+—мно-
жество положительных чисел; если X, Y —нормированные пространства, то L(X,Y )—класс ли-
нейных ограниченных операторов из X в Y , а норма в прямом произведении X × Y определя-
ется формулой ‖{x, y}‖X×Y ≡ ‖x‖X + ‖y‖Y ; если X —функциональное пространство, то X l —
пространство l-вектор-функций, а X l×m— (l × m)-матриц-функций, составленных из функций
пространства X; производная скалярной функции по векторному аргументу есть вектор-стро-
ка; знаком ∗ обозначаются операции перехода к сопряженному пространству и сопряженному
оператору, операция транспонирования; ⊗— знак тензорного произведения; Π ⊂ R

n — выпуклый
компакт с непустой внутренностью, основное множество изменения независимых переменных
t ≡ {t1, t2, . . . , tn}; в обозначениях пространств значок Π, как правило, опускаем, в скалярном
случае опускаем значок, обозначающий размерность (например, вместо Lm

p (Π), L1
p(Π) пишем со-

ответственно Lm
p , Lp); χQ — характеристическая функция множества Q, равная единице на мно-

жестве Q и равная нулю на дополнении Q до некоторого содержащего Q множества, вид которого
понятен из контекста; PH — оператор умножения на характеристическую функцию χH множества
H ⊂ Π; систему T ≡ {H0,H1, . . . ,Hk} вольтерровых множеств оператора F ∈ L(Lp, Lp) такую,
что ∅ = H0 ⊂ H1 ⊂ . . . ⊂ Hk = Π, называем вольтерровой цепочкой оператора F , а если для
некоторого δ > 0 выполняются неравенства ‖PHi\Hi−1

FPHi\Hi−1
‖Lp→Lp � δ при i = 1, . . . , k, то —

вольтерровой δ-цепочкой этого оператора [43, c.24].

2. Вольтерровы функциональные уравнения в теории оптимального управления
распределенными системами. При выводе НУО в задачах оптимального управления, при
обосновании численных методов решения таких задач и во многих других случаях возникает
следующая ситуация. Некоторая УНКЗ рассматривается на фиксированном множестве Π изме-
нения независимых переменных, а соответствующая оптимизационная задача такова, что интерес
представляют только глобальные, т.е. определенные на всем Π, решения УНКЗ из выбранного
класса W функций на Π. Пусть Ω—множество тех управлений из класса допустимых, каждому
из которых отвечает единственное в W решение рассматриваемой УНКЗ; назовем Ω множеством
глобальной разрешимости этой УНКЗ. Важным является вопрос о достаточных условиях, при
которых те или иные возмущения (вариации) не выводят допустимые управления из Ω, т.е. вопрос
о достаточных условиях устойчивости (при возмущении управления) существования глобаль-
ных решений (УСГР) данной УНКЗ. Так, при выводе НУО недостаток информации об УСГР
рассматриваемой УНКЗ по возмущению управления часто вынуждает считать УНКЗ сингуляр-
ной в смысле Ж.-Л. Лионса [27] и переходить от классического случая «состояние определяется
управлением» к рассмотрению оптимизационных задач в классе пар «управление, состояние»,
когда «управление» и «состояние» равноправны; при этом построения в сингулярном случае ча-
сто оказываются намного более сложными, чем аналогичные построения в случае несингулярном
(см., например, вывод НУО типа принципа максимума в сингулярных и несингулярных модель-
ных задачах оптимизации в [27, главы 1, 2]).
Для сосредоточенных управляемых систем теоремы о достаточных условиях УСГР хорошо

известны: простейшие варианты дают теоремы о непрерывной зависимости от числового пара-
метра решения задачи Коши для обыкновенного дифференциального уравнения, более общие
случаи параметра из метрического и топологического пространств детально рассмотрены, на-
пример, в [1, 70], в [70] можно найти и подробную библиографию по этому вопросу, имеющему
богатую историю. Гораздо меньше внимания уделялось вопросам УСГР распределенных управля-
емых систем: условия УСГР УНКЗ изучались, как правило, лишь при специальных возмущениях
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(вариациях) управлений, требующихся, например, для получения тех или иных НУО; история
вопроса кратко описана в [46].
В [47–50] представлена общая схема получения достаточных условий УСГР для распределен-

ных управляемых систем, основанная на приведении УНКЗ к эквивалентному ВФУ вида (1)
(первоначальный вариант схемы был описан для случая p = q = k = ∞ в [41], а затем в модер-
низированном виде — в [42, 43, 51–53]). На многочисленных примерах показано, что в терминах
эквивалентных ВФУ (1) условия УСГР УНКЗ формулируются достаточно естественно и в то
же время удобно для приложений; эти условия сопровождаются некоторыми утверждениями
о непрерывной зависимости решений от управлений и оценками приращений решений. Схема
позволяет получать конструктивные условия УСГР самых разнообразных УНКЗ для различных
нелинейных уравнений с частными производными при возмущении распределенных, граничных,
начальных управлений и управлений, входящих в старшие коэффициенты уравнений и в за-
паздывания (см., например, [28, 41, 43, 46, 48, 51–58], обзоры [46, 59, 60, 68, 80]). При этом исполь-
зуется продолжение локальных решений (управляемой УНКЗ или эквивалентного ВФУ) вдоль
цепочки вольтерровых множеств, которое в общем виде можно описать следующим образом: ес-
ли фиксировано некоторое допустимое управление u0 из множества глобальной разрешимости
Ω, то всякому допустимому управлению u, для которого величина r(u, u0) отклонения u от u0
в некоторой полуметрике r, определяемой правой частью эквивалентного ВФУ, достаточно мала,
можно сопоставить конечную упорядоченную по вложению последовательность H1,H2, . . . ,Hk,
Hk = Π, вольтерровых множеств ВФУ так, что на H1 управлению u отвечает локальное реше-
ние (УНКЗ и эквивалентного ВФУ) и это решение последовательными продолжениями с H1 на
H2, . . . , с Hk−1 на Hk допускает продолжение до глобального решения, причем уклонение этого
глобального решения от глобального решения, отвечающего управлению u0, оценивается через
r(u, u0).
Простая конструкция «цепочки вольтерровых множеств» оказалась весьма полезной в различ-

ных вопросах не только теории ВФУ, но и теории вольтерровых операторов, а также собственно
теории оптимального управления распределенными системами и теории «функционально-опера-
торных игр» [76] (см. обзоры [68,80]). Так, распространение теории УСГР УНКЗ, использующей
вольтеррову функционально-операторную переформулировку УНКЗ в виде ВФУ (1), с перво-
начально рассматривавшегося случая p = q = k = ∞ на общий случай 1 � p, q, k � ∞ (что
существенно расширило семейство охватываемых этой теорией УНКЗ) [47, 48, 50] потребовало
введения [47] и подробного изучения [47–49,60] понятия «равностепенная квазинильпотентность
семейства операторов». При этом получила развитие идея работы [61], посвященной признаку
квазинильпотентности вольтерровых функциональных операторов, опирающемуся на понятие
вольтерровой δ-цепочки оператора.
В [43, 44] доказательства упомянутых теорем УСГР ВФУ (1), p = q = k = ∞, были распро-

странены на нелинейные ВФУ второго рода общего вида над Lm∞ с варьируемой правой частью.
В [66,67,72] схема [47,48] вывода условий УСГР ВФУ (1) в лебеговых пространствах была распро-
странена на случай рассматриваемых над банаховым пространством вольтерровых операторных
уравнений второго рода общего вида с варьируемой правой частью; при этом понятие «вольтер-
ровость функционального оператора на системе множеств» в смысле [41, 42] заменяется более
общим понятием «вольтерровость оператора на системе проекторов».
Теоремы УСГР нашли применение прежде всего при изучении вопросов дифференцирования

и варьирования функционалов и операторов распределенных оптимизационных задач. Так, в [51]
с помощью теорем УСГР [42] для широкого класса оптимизационных задач с ограниченным мно-
жеством допустимых значений управления, связанных с УНКЗ, допускающими описание ВФУ (1)
при p = q = k = ∞, было дано обоснование применению градиентных методов при произволь-
ных порядках роста каратеодориевских «правых частей» УНКЗ по «фазовым» и управляющим
переменным. Заметим, что часто применяемое в градиентных процедурах решения задач опти-
мального управления дифференцирование функционалов по управлению в пространствах типа
L2 требует, вообще говоря, линейных порядков роста правых частей УНКЗ (см., например, [12,
гл. 8]).
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В [39,48] для управляемых систем (1), p = q = k = ∞, было дано обоснование предложенного
В. И. Плотниковым в [38] общего подхода к вычислению вариаций функционалов и операто-
ров оптимизационной задачи, использующего линеаризацию задачи и соответствующие линей-
ные интегральные представления приращений функционалов и операторов. Это позволило в [48]
доказать, следуя общей схеме [38] вывода НУО в задачах с ограничениями, принцип максиму-
ма для связанной с управляемым ВФУ (1) оптимизационной задачи достаточно общего вида со
смешанными функциональными ограничениями и операторным ограничением типа включения
(в качестве конкретного примера в [48] был получен принцип максимума для оптимизационной
задачи с функциональными и фазовыми ограничениями, связанной с УНКЗ для нелинейного
параболического уравнения, при понимании решения УНКЗ в обобщенном смысле).
Заметим, что переход от УНКЗ к эквивалентному ВФУ (1), как правило, удобен при выводе

НУО (например, принципа максимума) уже потому, что при этом дифференциальные и инте-
гро-дифференциальные операторы УНКЗ, действующие в пространствах Ck гладких функций
или в соболевских пространствах W l

p, заменяются на операторы (как правило, интегральные),
действующие в более удобных для построения «сопряженной задачи» данного НУО лебеговых
пространствах. При этом сопряженная задача также имеет вид ВФУ и не обязательно переписы-
вается в дифференциальной (интегро-дифференциальной) форме, подобной форме первоначаль-
ной УНКЗ (см. примеры в [29,30, 39]).
Теоремы УСГР [47, 48] позволили решить в [48, 55–57] некоторые вопросы, связанные с про-

блемой сингулярности УНКЗ в смысле Ж.-Л. Лионса [27]. В [27] предложено УНКЗ называть
сингулярной, в частности, тогда, когда некоторым требуемым для получения НУО вариациям
управления либо не отвечает, либо неизвестно, отвечает ли, единственное глобальное решение
данной УНКЗ. В этом случае для вывода НУО в [27] было предложено переходить к рассмотре-
нию эквивалентной оптимизационной задачи на классе пар «управление, состояние» и ограниче-
ние в виде управляемого уравнения «снимать» методом адаптированного штрафа. Как отмечено
выше, вывод НУО при этом может быть существенно более сложным, чем аналогичный вывод
по классической схеме варьирования управлений (одна из существенных трудностей, возникаю-
щих при использовании метода адаптированного штрафа, предложенного в [27] для вывода НУО
в сингулярной ситуации, — это, как отмечено самим автором [27], получение априорных оценок
так называемого приближенного сопряженного состояния (см. [27, с. 66])). В [48,55–57] показано,
что ряд конкретных УНКЗ, рассматриваемых в [27] как сингулярные, можно к таковым не отно-
сить и при выводе соответствующих НУО, считая, что «состояние определяется управлением»,
придерживаться классической схемы варьирования управлений. Как оказалось, бывает удобно
«преодолевать сингулярность», переходя в описании управляемой системы от УНКЗ к эквива-
лентному ВФУ и используя соответствующие теоремы УСГР или теоремы о неявных функциях.
Так в [48, 55–57, 72] (см. также [62]) удалось решить ряд поставленных в [27] «представляющих
интерес» задач получения «сингулярных НУО» («сингулярных систем оптимальности» по тер-
минологии [27]).
В [63, 64] был предложен аксиоматический подход в теории вариаций функционалов задач

оптимизации, использующий представление управляемых систем (1), p = q = k = ∞, и ак-
сиоматическое описание способов варьирования управлений; описание охватывает большинство
традиционных для теории НУО способов варьирования (классическое варьирование, игольчатое,
импульсное на полосах, пакетами, сдвигом и др.). Это позволило единообразно рассмотреть ши-
рокий класс НУО первого и более высоких порядков (в случае управлений, на которых НУО
первого порядка вырождаются, т.е. особых управлений для этих НУО).
Заметим, что особые управления (ОУ) ППМ, на которых ППМ вырождается, играют важную

роль в теории оптимизации и ее приложениях (см., например, [10, 13], [37, § 21], [23]). Однако до
сих пор для распределенных управляемых систем ОУ ППМ изучены относительно слабо: начи-
ная с первых работ [8,9] на эту тему, в основном рассматривались управляемые системы Гурса—
Дарбу, являющиеся своего рода «пробным камнем» теории оптимизации распределенных систем,
и близкие им (см., например, [3–5,10, 32, 35, 40], [11, c. 5], [34], обзоры [14,33]). При изучении ОУ
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ППМ главные усилия были направлены на конструирование с учетом специфики таких управля-
емых систем формул приращения, удобных для вычисления старших вариаций функционалов.
В [63,64] получил развитие предложенный в [41] способ изучения ОУ ППМ для управляемых

систем (1), использующий при вычислении старших вариаций функционалов тензорные произ-
ведения лебеговых пространств. В [48,63,64] представлена обобщающая этот способ схема изуче-
ния особых управлений, использующая упомянутый аксиоматический подход в теории вариаций
функционалов. В [48, 63, 64] показано, что для распределенных задач оптимизации достаточно
характерно «сильное вырождение особых управлений», когда вместе с НУО первого порядка
(например, ППМ, который можно считать НУО первого порядка при игольчатом варьировании
управлений) вырождаются и НУО второго порядка. Описан способ компактной унификации по-
строения НУО сильно вырожденных ОУ, позволивший с единых позиций взглянуть на известные
НУО ОУ сосредоточенных и распределенных систем и получить ряд новых НУО ОУ для рас-
пределенных задач оптимизации (в частности, для задач, не рассматривавшихся в этом плане
ранее). Подробное изложение схемы [48,63,64] применительно к ОУ ППМ для достаточно общей
задачи оптимизации ВФУ (1) дано в [65]. В [29, 30] возможности варианта [65] схемы [48, 63, 64]
демонстрируются на примере управляемой системы Гурса—Дарбу общего вида в случае, когда
решения системы необходимо искать в классе функций с суммируемой в некоторой конечной
степени смешанной производной.
В разделе 3 данной статьи представлен модернизированный вариант схемы [48, 63, 64] изу-

чения особых управлений. Проводимые общие построения иллюстрируются на примере особых
управлений поточечного принципа максимума. В разделе 4 рассматриваются соответствующие
конкретные примеры, связанные с задачами оптимизации для гиперболических уравнений.

3. Особые оптимальные управления.

3.1. Оптимизационная задача. Рассмотрим управляемое функциональное уравнение (1), счи-
тая, что: Π ⊂ R

n— выпуклый компакт с непустой внутренностью; f(t,p,v) : Π×R
l ×R

s → R
m—

функция, дважды дифференцируемая по p для всех v при почти всех t и вместе с производными
f ′p, f ′′pp измеримая по t для всех {p,v} и непрерывная по {p,v} для почти всех t; A ∈ L(Lm

1 , L
l
1);

v(·) ∈ D ⊂ Ls∞— управление, D— ограниченное в Ls∞ множество. Будем предполагать выполнен-
ными сформулированные ниже условия (N), (a)—(c).
(N) Функции f , f ′p, f ′′pp ограничены на любом ограниченном множестве. Это означает, что суще-

ствует функция N (·) : R+ → R+ такая, что при любом v ∈ D

|f(t,p, v(t))| � N (M), |f ′p(t,p, v(t))| � N (M), |f ′′pp(t,p, v(t))| � N (M),

если t ∈ Π, |p| �M .
(a) Оператор A имеет квазинильпотентную положительную мажоранту B ∈ L(L1, L1).
(b) B[L∞] ⊂ L∞.

Из условия (b) следует (см. [26, с. 30]), что формула B∞[z] ≡ B[z], z ∈ L∞, определяет
оператор B∞ ∈ L(L∞, L∞).

(c) Для любого δ > 0 у оператора B∞ существует вольтеррова δ-цепочка.
Для действующих в банаховом идеальном пространстве измеримых на Π функций (см., на-

пример, [25, с. 139]) линейных ограниченных операторов справедливо следующее достаточное
условие квазинильпотентности [61, Теорема 2]: если для любого δ > 0 у оператора существует
вольтеррова δ-цепочка, то оператор квазинильпотентен. Поэтому из условия (c) следует квази-
нильпотентность оператора B∞.
Условия (N), (a), (b) позволяют говорить о решениях уравнения (1) класса Lm∞. При услови-

ях (N), (a), (b), (c) управлению v ∈ D может отвечать не более одного в классе Lm∞ решения
уравнения (1) [43, с. 37]. Будем считать, что класс Ω тех управлений v ∈ D, каждому из кото-
рых отвечает единственное в Lm∞ решение zv уравнения (1), непуст. Пусть v0 —фиксированный
элемент Ω и z0 ≡ zv0 — соответствующее решение (1). Положим

ρ(v) ≡ ‖B[|Δv(·)f(·)|]‖L∞ , v ∈ D,
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используя обозначение Δwf(t) ≡ f(t, A[z0](t),w) − f(t, A[z0](t), v0(t)), t ∈ Π, w ∈ R
s. При сфор-

мулированных условиях для уравнения (1) справедлива следующая теорема УСГР (см., напри-
мер, [43, гл. 1, § 2, п. 4], [47, § 3, теорема 4]).

Теорема 1 (Достаточное условие устойчивости существования глобальных решений). Для вся-
кого управления v0 ∈ Ω существуют числа κ > 0, C > 0 такие, что любое управление v ∈ D,
удовлетворяющее неравенству ρ(v) < κ, принадлежит Ω и при этом

‖zv − z0‖Lm∞ � C‖Δv(·)f(·)‖Lm∞ , ‖A[zv − z0]‖Ll∞ � Cρ(v). (2)

Пусть F : Lm
1 → R—некоторый функционал, дважды непрерывно дифференцируемый по Фре-

ше. Рассмотрим задачу оптимизации

J [v] ≡ F [zv] → max, v ∈ Ω, (3)

для определенности понимая ее как задачу нахождения Ls
1-локального максимума. Везде ниже:

v0 —фиксированное решение задачи (3), z0 ≡ zv0 .
Введем следующие обозначения:

Δwf
′
p(t) ≡ f ′p

(
t, A[z0](t),w

)
− f ′p

(
t, A[z0](t), v0(t)

)
, t ∈ Π, w ∈ R

s;

f ′p(t) ≡ f ′p
(
t, A[z0](t), v0(t)

)
, f ′′pp(t) ≡ f ′′pp

(
t, A[z0](t), v0(t)

)
, t ∈ Π;

ΔvJ ≡ J [v]− J [v0], Δz ≡ zv − z0, v ∈ Ω;

r(v) ≡ ‖Δv(·)f(·)‖Lm
1
, r1(v) ≡

∥∥Δv(·)f ′p(·)
∥∥
Lm×l
1

, v ∈ D.

3.2. Аксиоматическое описание способов варьирования. Необходимые условия оптимальности
первого порядка. Варьирование оптимального управления v0(·), используемое при выводе тех
или иных НУО Ls

1-локального минимума в задаче (3), можно в достаточно общем виде описать,
например, следующим образом. Пусть Σ—некоторое множество, элементы которого будем обо-
значать σ. Каждой паре h ≡ {ε, σ}, ε ∈ R+, σ ∈ Σ, поставим в соответствие некоторую функцию
vh(t) ≡ v{ε,σ}(t), t ∈ Π, со значениями из Rs, предполагая, что выполняются следующие условия.
(0) Для каждого σ ∈ Σ при всех достаточно малых ε > 0 управление vh(·) принадлежит множе-

ству D.
(1) ρ(vh) → 0 при ε→ 0 для каждого σ ∈ Σ.
(2) Для каждого σ ∈ Σ множество {γ > 0 : ‖vh − v0‖Ls

1
= O(εγ), ε → 0} не пусто и имеет

максимальный элемент γ0, не зависящий от σ ∈ Σ.
(3) r(vh) = O(εγ0), ε→ 0 для каждого σ ∈ Σ.
(4) r1(vh) = O(εγ0), ε→ 0 для каждого σ ∈ Σ.
(4) Для каждого σ ∈ Σ существует предел

δγ0J(σ) ≡ lim
ε→0

1

εγ0
ΔvhJ.

Традиционные способы варьирования (классического, игольчатого, импульсного на полосах
(см., например, [4]), пакетами, сдвигом и др.) обычно удовлетворяют условиям (0)—(4). Ввиду
теоремы 1 условия (0), (1) обеспечивают корректность варьирования: для любого σ ∈ Σ суще-
ствует εσ > 0 такое, что v{ε,σ} ∈ Ω при 0 < ε < εσ. Таким образом, каждому элементу σ ∈ Σ
отвечает лежащее в Ω однопараметрическое семейство функций {vh(t) ≡ v{ε,σ}(t), t ∈ Π}0<ε<εσ ,
которое назовем вариантой управления v0(·), соответствующей параметру варьирования σ.
Величину δγ0J(σ) естественно назвать первой вариацией функционала J на варианте {vh ≡

v{ε,σ}}0<ε<εσ , а содержащееся в следущей теореме очевидное необходимое условие Ls
1-локальной

оптимальности управления v0 в задаче (3) —НУО первого порядка для способа варьирования
{vh : σ ∈ Σ} ≡ {vh ≡ v{ε,σ} : ε > 0, σ ∈ Σ}.

Теорема 2 (Необходимое условие оптимальности первого порядка). Для Ls
1-локального ре-

шения v0 задачи (3) при всяком способе варьирования {vh : σ ∈ Σ}, удовлетворяющем усло-
виям (0)—(4), выполняются неравенства

δγ0J(σ) � 0, σ ∈ Σ. (4)
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Выбор (возможность, допустимость) того или иного способа варьирования определяется, кроме
всего прочего, свойствами множества допустимых управлений D. Далее для определенности бу-
дем считать, что D ≡ {v ∈ Ls∞ : v(t) ∈ U, t ∈ Π}, где U ⊂ R

s— заданное ограниченное множество.
В этом случае всегда допустимы игольчатое и импульсное на полосе варьирования управления
v0, а при условии, например, выпуклости U допустимо и классическое варьирование.
Рассмотрим, например, простейшее одноточечное игольчатое варьирование, которым позже

воспользуемся для вывода в задаче (3) НУО в виде ППМ. Ввиду условий (N), (b) функция f ′p(·)
принадлежит классу Lm×l∞ , а формула

S[z](t) ≡ z(t)− f ′p(t)A[z](t), z ∈ Lm
1 , t ∈ Π,

определяет оператор S ∈ L(Lm
1 , L

m
1 ). Из условия (a) следует, что оператор S имеет ограниченный

обратный S−1 ∈ L(Lm
1 , L

m
1 ), а потому существует оператор

(S∗)−1 ∈ L(Lm
∞, L

m
∞),

совпадающий с оператором (S−1)∗ (см. [17, c. 516], [71, c. 61]). Пусть a0 ≡ F ′(z0)—производная
Фреше функционала F : Lm

1 → R в точке z0, ω ∈ Lm∞—функция Рисса функционала a0 как
элемента сопряженного пространства (Lm

1 )∗, ψ(·)— единственное в Lm∞ решение уравнения

S∗[ψ](t) = ω(t), ψ ∈ Lm
∞, t ∈ Π. (5)

Положим
π(t,w) ≡ 〈ψ(t),Δwf(t)〉m, t ∈ Π, w ∈ U,

и пусть Πw —множество правильных точек Лебега функции π(·,w) : Π → R при w ∈ U . Возьмем

Σ ≡
{
{τ,w} : τ ∈ Πw, w ∈ U

}

и для каждой пары h ≡ {ε, σ}, в которой ε > 0, σ ≡ {τ,w} ∈ Σ, определим функцию vh(t) ≡
v{ε,σ}(t), t ∈ Π, формулой

vh(t) ≡
{
w, t ∈ Π ∩Πε(τ); v0(t), t ∈ Π \Πε(τ)

}
, ε > 0, σ = {τ,w} ∈ Σ, (6)

где Πε(τ) ≡ τ − ε[0, 1]n. Для построенного семейства функций (6) выполняются сформулирован-
ные выше условия (0)—(4), причем величина γ0 равна размерности n пространства независимых
переменных. Выполнение условий (0)—(4) очевидно. Выполнение условия (4) следует непосред-
ственно из приведенной ниже, в теореме 3, асимптотической формулы (7) для приращения функ-
ционала и теоремы Лебега о правильных точках. Для доказательства теоремы 3 нам потребуется
следующее утверждение, частный случай теоремы 1.9.3 из [18].

Лемма 1 (обобщенная лемма Гронуолла). Пусть банахово пространство B полуупорядочено
по конусу K ⊂ B, а G ∈ L(B,B)—квазинильпотентный оператор, для которого K инвариан-
тен. Если для некоторых x, y ∈ B выполняется неравенство x � G[x] + y, то x � R(G)[y],
где

R(G) =

∞∑

i=0

Gi.

При этом K считаем конусом в B, если K выпукло, замкнуто и для любого отличного от нуля
элемента x ∈ K весь луч {λx : λ � 0} принадлежит K, но (−x) 
∈ K.

Теорема 3 (первая асимптотическая формула для приращения функционала). Справедлива
следующая асимптотическая формула:

ΔvJ =

∫

Π

π(t, v(t))dt + o(r(v) + r1(v)), r(v) → 0, r1(v) → 0, ρ(v) → 0 (v ∈ Ω). (7)

Доказательство. При любом v ∈ Ω по теореме о конечных приращениях в интегральной форме

Δz =

⎧
⎨

⎩

1∫

0

f ′p(t, A[z0] + ξA[Δz], v(t))dξ

⎫
⎬

⎭A[Δz] + Δvf(t), (8)
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ΔvJ = a0[Δz] + θ0, (9)

где

θ0 ≡
1∫

0

{F ′(z0 + ξΔz)− F ′(z0)}dξ[Δz].

С помощью (5), (8) формула (9) переписывается в виде

ΔvJ =

∫

Π

〈ψ,Δv(t)f(t)〉mdt+ θ0 + θ1, (10)

θ1 ≡
∫

Π

〈
ψ(t),

1∫

0

{f ′p(t, A[z0] + ξA[Δz], v) − f ′p(t)}dξ ·A[Δz](t)
〉

m

dt.

Из (8), леммы 1 и второго неравенства (2) следует существование такой постоянной C1, что

‖Δz‖Lm
1
� C1 · r(v), если ρ(v) < κ, (11)

что дает |θ0| = o(r(v)), r(v) → 0(v ∈ Ω). Из (11) и второго неравенства (2) получаем

|θ1| = o(r(v) + r1(v)), r(v) + r1(v) → 0, ρ(v) → 0 (v ∈ Ω).

Это завершает доказательство формулы (7). �
Из асимптотической формулы (7) и аксиом варьирования получаем следующую более конкрет-

ную формулу.

Следствие 1. Для любого способа варьирования
{
vh : σ ∈ Σ

}
≡
{
vh ≡ v{ε,σ} : ε > 0, σ ∈ Σ

}
,

удовлетворяющего условиям (0)—(4), справедлива асимптотическая формула

ΔvhJ =

∫

Π

π(t, vh(t))dt+ o(εγ0), ε→ 0 (0 < ε < εσ), σ ∈ Σ. (12)

Из формулы (12) и теоремы Лебега о правильных точках находим, что в случае простейшего
одноточечного игольчатого варьирования первая вариация функционала имеет вид

δγ0J(σ) ≡ δnJ(τ,w) = π(τ,w), τ ∈ Πw, w ∈ U.

Таким образом, из теоремы 2 получаем следующее НУО в виде ППМ.

Следствие 2 (поточечный принцип максимума). Для Ls
1-локального решения v0 задачи (3)

π(τ,w) � 0 при почти всех τ ∈ Π для каждого w ∈ U . (13)

Из асимптотической формулы (12) и неравенств ППМ (13) вытекает, что ППМ— самое сильное
из всех НУО (4) в следующем смысле. Обозначим через P семейство всех способов варьирования

{
vh : σ ∈ Σ

}
≡
{
vh ≡ v{ε,σ} : ε > 0, σ ∈ Σ

}

со свойствами (0)—(4).

Теорема 4. Если управление v0 удовлетворяет неравенствам ППМ (13), то при каждом
способе варьирования {vh : σ ∈ Σ} ∈ P для v0 выполняются неравенства (4).
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3.3. Особые управления. Рассмотрим ситуацию, когда НУО первого порядка (4) для управления
v0 вырождается, а именно для некоторого способа варьирования {vh : σ ∈ Σ} выполняется тож-
дество δγ0J(σ) ≡ 0, σ ∈ Σ. В этом случае управление v0 назовем особым управлением (ОУ) для
этого способа варьирования и для соответствующего НУО (4). Так, например, управление v0 бу-
дет ОУ для способа простейшего одноточечного игольчатого варьирования тогда и только тогда,
когда π(τ,w) = 0 для всех w ∈ U при почти всех τ ∈ Π. Будем называть ОУ для способа про-
стейшего одноточечного игольчатого варьирования полностью вырожденным ОУ поточечного
принципа максимума и говорить, что на таком ОУ поточечный принцип максимума полностью
вырождается. Из асимптотической формулы (12) получаем следующее утверждение, дополняю-
щее теорему 4.

Теорема 5. Если v0—ОУ для способа простейшего одноточечного игольчатого варьирования,
т.е. полностью вырожденное ОУ для ППМ (13), то v0—ОУ для каждого способа варьироания
семейства P, т.е. для каждого НУО первого порядка (4).

3.4. Сильное вырождение особых управлений в задачах оптимизации распределенных систем.
Пусть v0—ОУ для способа варьирования {vh : σ ∈ Σ} и γ > γ0—некоторое число. Предел

δγJ(σ) ≡ lim
ε→0

1

εγ
ΔvhJ,

если он существует, назовем вариацией J порядка γ − γ0 + 1 на варианте {vh ≡ v{ε,σ}}0<ε<εσ ,
а НУО вида

δγJ(σ) � 0, σ ∈ Σ

назовем НУО порядка γ−γ0+1 управления v0. В традиционных способах варьирования параметр
ε обычно вводится так, что для ОУ v0 вместе с δγ0J(σ) ≡ 0, σ ∈ Σ, имеем δγJ(σ) ≡ 0, σ ∈ Σ,
γ0 < γ < γ0+1, и содержательны, вообще говоря, лишь НУО, начиная с порядка 2. Будем считать,
что у нас имеет место именно такой случай. Поэтому назовем ОУ v0 сильно вырожденным для
способа варьирования {vh : σ ∈ Σ}, если тождественно зануляется вариация 2-го порядка, т.е.
δγ0+1J(σ) ≡ 0, σ ∈ Σ.
Сформулируем условия (это условия (P) ниже), обеспечивающие при γ0 > 1 сильное вырож-

дение ОУ и позволяющие с помощью теории тензорных произведений лебеговых пространств
построить удобную для изучения ОУ асимптотическую формулу приращения ΔvJ (это форму-
ла (17)). Введем специальные обозначения:

f ′′pp(·)[x, y] ≡
l∑

i=1

l∑

j=1

f ′′pipj(·)xiyj, x, y ∈ R
l,

Γ ≡
{
{i, j} : i ∈ 1,m, j ∈ 1, l; Δvf

i′
pj(t) = 0 для любого v ∈ U при почти всех t ∈ Π};

если X = (Xij)— (m× l)-матрица, то X = (X ij)— (m× l)-матрица, в которой

Xij = {0, {i, j} ∈ Γ;Xij , {i, j} /∈ Γ},
X0 —ml-вектор-столбец, полученный развертыванием X по правилу

X0 = {X11,X21, . . . ,Xm1,X12,X22, . . . ,Xml},
а M [.]— обратный оператор свертывания ml-вектора-столбца в (m× l)-матрицу.

Условия (P).
(P1) Для любых ξ ∈ Ll∞, v ∈ Ω формула

b1(ξ, v)[x, y] ≡
1

2

∫

Π

〈ψ(t), f ′′pp(t, ξ(t), v(t))[A[x](t), A[y](t)]〉mdt, x, y ∈ Lm
1 ,

определяет на Lm
1 × Lm

1 ограниченный билинейный функционал b1(ξ, v)[., .], непрерывно
в норме Ll∞ × Ls

1 зависящий от {ξ, v}.
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(P2) Формула

b2[x, y] ≡
∫

Π

〈ψ(t),M [y(t)]A[x](t)〉mdt, x ∈ Lm
1 , y ∈ Lml

1 ,

определяет на Lm
1 × Lml

1 ограниченный билинейный функционал b2[., .].

Укажем некоторые, простые для проверки, но важные для приложений случаи, когда усло-
вия (P) заведомо выполняются.

Теорема 6. Условия (P) выполняются в каждом из следующих случаев:
(i) ψ(t) ≡ 0, t ∈ Π;
(ii) A ∈ L(Lm

1 , L
l∞);

(iii) f(t,p,v) = f1(t,p1)p2+f2(t,p1,v), p = {p1,p2}, pi ∈ R
li (i = 1, 2), l1+l2 = l, f1— (m×l2)-

матрица, A[.] = {A(1)[.], A(2)[.]}, A(i)[.] : L
m
1 → Lli

1 (i = 1, 2), причем A(1) ∈ L(Lm
1 , L

l1∞).

Любой ограниченный билинейный над Lm
1 ×Lk

1 функционал b[., .] единственным образом пред-
ставим в виде

b[x, y] =

∫

Π

dt

∫

Π

x∗(t)Θ(t, s)y(s)ds, x ∈ Lm
1 , y ∈ Lk

1 , (14)

где Θ ∈ L∞,m×k(Π×Π) (см., например, [74, гл. 3, пп. 6.2, 6.4, 6.5]). Пусть

b0[x, y] ≡
1

2
· F ′′(z0)[x, y], x, y ∈ Lm

1 ,

где F ′′(z0)[., .]— билинейный функционал второй производной Фреше F ′′(z0); Θ0(t, s), Θ1(t, s)—
(m×m)-матрицы, отвечающие по формуле (14) функционалам b0,

b10 ≡ b1(A[z0], v0);

Θ2(t, s)— (m × ml)-матрица, отвечающая функционалу b2; Ik — тождественный оператор в Lk
1;

Lm
1 ⊗ Lk

1 —проективное тензорное произведение L
m
1 и Lk

1, натянутое на элементы x(t) ⊗ y(s) ≡
x(t)y∗(s) (x ∈ Lm

1 , y ∈ Lk
1) и совпадающее с L

m×k
1 (Π×Π).

Рассматриваемое над Lm×m∞ (Π×Π) уравнение

(S ⊗ S)∗[η(t, s)] = Θi(t, s) (15)

имеет единственное решение ηi(t, s) (i = 0, 1). Уравнение

(S ⊗ Iml)
∗[η(t, s)] = Θ2(t, s) (16)

имеет единственное в Lm×ml∞ (Π × Π) решение η2(t, s) (по поводу уравнений (15) и (16) см. ниже
п. 3.6). В теории принципа максимума уравнение (5) обычно называют сопряженным уравнени-
ем. По аналогии с этим уравнения (15) и (16) можно назвать бисопряженными уравнениями.
Положим

E(t, s;v,w) ≡ 〈Δvf(t), {η0(t, s) + η1(t, s)}Δwf(s) + η2(t, s){Δwf
′
p(s)}0〉m, t, s ∈ Π, v,w ∈ U.

Теорема 7 (вторая асимптотическая формула для приращения функционала). При услови-
ях (P) справедлива асимптотическая формула

ΔvJ =

∫

Π

π(t, v(t))dt +

∫

Π

dt

∫

Π

E(t, s; v(t), v(s))ds + o({r(v) + r1(v)}2),

r(v) → 0, r1(v) → 0, ρ(v) → 0, ‖v − v0‖Ls
1
→ 0, v ∈ Ω.

(17)

Доказательство. В силу условия (a) существует оператор S−1 ∈ L(Lm
1 , L

m
1 ) и, как мы уже отме-

чали, (S−1)∗ = (S∗)−1. С помощью формулы Тейлора находим

S[Δz](t) = Q(t), t ∈ Π, (18)

Q(t) ≡ Δv(t)f(t) +Q0(t), Q0(t) ≡
3∑

i=1

Qi(t),
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Q1(t) ≡ {Δv(t)f
′
p(t)} ·A[Δz](t), Q2(t) ≡

1

2
f ′′pp(t)[A[Δz](t), A[Δz](t)],

Q3(t) ≡
1∫

0

(1− ξ) · {f ′′pp(t, A[z0] + ξA[Δz], v(t)) − f ′′pp(t)}[A[Δz](t), A[Δz](t)]dξ,

ΔvJ = a0[Δz] + b0[Δz,Δz] + θ2,

θ2 ≡

⎧
⎨

⎩

1∫

0

(1− ξ) · {F ′′(z0 + ξΔz)− F ′′(z0)}dξ

⎫
⎬

⎭ [Δz,Δz].

Из (7) и (18) получаем

a0[Δz] =

∫

Π

π(t, v(t))dt + b10[Δz,Δz] + b2[Δz(·), {Δv(·)f ′p(·)}0] + θ3,

θ3 = a0[Q3(·)].
Каждый билинейный функционал (14) однозначно отождествляется с некоторым линейным

функционалом c[·] над проективным тензорным произведением Lm
1 ⊗ Lk

1 ≡ Lm×k
1 (Π × Π) равен-

ством
c[x(t) · y∗(s)] = b[x, y], x ∈ Lm

1 , y ∈ Lk
1. (19)

Пусть: c0, c1, c2 —функционалы, отождествляемые по (19) соответственно с b0, b10, b2; функцио-
налы l0, l1 ∈ (Lm

1 ⊗ Lm
1 )∗, l2 ∈ (Lm

1 ⊗ Lml
1 )∗ определяются формулами

li = (S−1 ⊗ S−1)∗[ci] (i = 0, 1); l2 = (S−1 ⊗ Iml)
∗[c2], (20)

а ηi(t, s) ∈ Lm×m∞ (Π × Π) (i = 0, 1), η2(t, s) ∈ Lm×ml
1 (Π × Π)—функции Рисса для li (i = 0, 1), l2

соответственно. Учитывая, что

(S−1 ⊗ S−1)∗ = ((S ⊗ S)∗)−1, (S−1 ⊗ Iml)
∗ = ((S ⊗ Iml)

∗)−1,

равенства (20) можно переписать в виде

(S ⊗ S)∗[li] = ci, i = 0, 1, (S ⊗ Iml)
∗[l2] = c2

или, переходя от функционалов к соответствующим функциям Рисса, в виде

(S ⊗ S)∗[ηi] = Θi (i = 0, 1), (S ⊗ Iml)
∗[η2] = Θ2,

что означает: ηi(t, s)— единственное в Lm×m∞ (Π × Π) решение i-го уравнения (15) (i = 0, 1),
η2(t, s)— единственное в Lm×ml∞ (Π×Π) решение уравнения (16). Соотношения (18), (20) дают

b0[Δz,Δz] = l0[Δv(·)f(·)⊗Δv(·)f(·)] + θ
(0)
4 , (21)

b10[Δz,Δz] = l1[Δv(·)f(·)⊗Δv(·)f(·)] + θ
(1)
4 , (22)

b2[Δz, {Δv(·)f ′p(·)}c] = l2[Δv(·)f(·)⊗ {Δv(·)f ′p(·)}0] + θ5, (23)

где

θ
(i)
4 ≡ li[Q0(·) ⊗Δv(·)f(·)] + li[Δv(·)f(·)⊗Q0(·)] + li[Q0(·)⊗Q0(·)] (i = 0, 1),

θ5 ≡ l2[Q0(·)⊗ {Δv(·)f ′p(·)}0].
Для завершения доказательства (17) достаточно показать (см. (17), (9), (10), (21), (22), (23)),

что каждая из величин θ2, θ3, θ
(0)
4 , θ

(1)
4 , θ5 подчиняется условию

|θ| = o({r(v) + r1(v)}2), r(v) → 0, r1(v) → 0, ρ(v) → 0 (v ∈ Ω).

Для θ2 это следует из (11) и непрерывности второй производной Фреше F ′′, для θ3—из (11)
и условия (P1), для θ

(i)
4 (i = 1, 0) — из (2), (11), для θ5—из (2), (11) и условия (P2). Теорема 7

доказана. �
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Непосредственно из формулы (17) и аксиом варьирования получаем следующую более кон-
кретную асимптотическую формулу.

Следствие 3. Для любого способа варьирования
{
vh : σ ∈ Σ

}
≡
{
vh ≡ v{ε,σ} : ε > 0, σ ∈ Σ

}
,

удовлетворяющего условиям (0)—(4), справедлива асимптотическая формула

ΔvhJ =

∫

Π

π(t, vh(t))dt+

∫

Π

dt

∫

Π

E(t, s; vh(t), vh(s))ds + o(ε2γ0),

ε→ 0 (0 < ε < εσ), σ ∈ Σ.

(24)

Из формулы (24), с учетом вида функции E, получаем следующее утверждение о достаточных
условиях сильного вырождения ОУ для способа варьирования семейства P.

Теорема 8 (общие достаточные условия сильного вырождения особых управлений). Пусть
v0 есть ОУ для принадлежащего P способа варьирования {vh : σ ∈ Σ}. Если выполняются
условия (P) и ∫

Π

π(t, vh(t))dt = 0, 0 � ε � εσ(σ ∈ Σ),

то
ΔvhJ = O(ε2γ0), ε→ 0(σ ∈ Σ),

и при γ0 > 1 управление v0 является сильно вырожденным ОУ для данного способа варьирования.

Теорема 9 (достаточные условия сильного вырождения особых управлений ППМ). Если v0
есть полностью вырожденное ОУ для ППМ и выполняются условия (P), то из полученных
для v0 простейшим одноточечным игольчатым варьированием НУО вырождаются все НУО до
порядка n включительно, и содержательными могут быть лишь НУО порядка, большего n.
Таким образом, в случае n > 1 всякое ОУ ППМ является сильно вырожденным ОУ.

Доказательство. При простейшем одноточечном игольчатом варьировании, ввиду полного вы-
рождения ППМ, имеем π(t, vh(t)) = 0, t ∈ Π, для любого h ≡ {ε, σ}, 0 < ε < εσ, σ ∈ Σ. Так
как в данном случае γ0 = n, то выводы теоремы 9 следуют напрямую из теоремы 8. Теорема 9
доказана. �

3.5. Необходимые условия оптимальности сильно вырожденных особых управлений поточеч-
ного принципа максимума. В условиях теоремы 8 асимптотическая формула (24) позволяет, если
для способа варьирования {vh : σ ∈ Σ} существует вариация δ2γ0J(σ), σ ∈ Σ, порядка γ0 + 1,
получить НУО порядка γ0 + 1:

δ2γ0J(σ) � 0, σ ∈ Σ.

Рассмотрим в качестве примера способ простейшего одноточечного игольчатого варьирования.
Очевидно, что в этом случае для существования вариации δ2γ0J(σ) ≡ δ2nJ(τ,w) порядка n + 1
достаточно, например, выполнения следующих условий.

Условия (G).
(Gi) Для функции ηi(t, s) правильные относительно 2n-мерной меры Лебега на Π×Π точки Ле-

бега образуют на «диагонали» {{t, s} ∈ Π×Π : t = s} множество полной меры относительно
n-мерной «диагональной» меры Лебега (i = 0, 1, 2).

На первый взгляд условия (G) могут показаться неконструктивными. Однако на самом деле
эти условия часто выполняются и сравнительно легко проверяются. О возможностях проверки
условий (G) в конкретных задачах см. п. 3.6. Конкретные примеры проверки этих условий см.
в разделе 4.
Из сказанного выше получаем, что справедливы следующие НУО особых управлений ППМ

в случае полного (и сильного) вырождения ППМ.
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Теорема 10. Пусть v0—Ls
1-локальное решение задачи (3) и полностью вырожденное ОУ для

ППМ. Если выполняются условия (P) и (G), то

для каждого w ∈ U при почти всех τ ∈ Π : δ2nJ(τ,w) = E(τ, τ ;w,w) � 0.

Полное вырождению ППМ для ОУ v0 означает, что сечения M(t) ≡ {v ∈ U : {t,v} ∈ M}
множества M ≡ {{t,v} ∈ Π× U : π(t,v) = 0} совпадают с множеством U при почти всех t ∈ Π.
В общем случае мы говорим, что ППМ вырождается на решении v0 задачи (3) и это решение

v0 есть ОУ для ППМ, если
mes{t ∈ Π : M(t) 
= {v0(t)}} > 0. (25)

Покажем, что в этом случае v0—ОУ для более общего способа одноточечного игольчатого ва-
рьирования, чем простейшее одноточечное игольчатое варьирование. Действительно, функция
π(t,v) : Π×U → R—функция Каратеодори, отображение M(·) : Π → 2U измеримо и имеет счет-
ное аппроксимирующее его семейство измеримых сечений (см. [24, п. 8.1.5]) K ≡ {vk(·)}∞k=1, т.е.
у множества Π существует подмножество Π0 полной меры такое, что

M(t) =

{ ∞⋃

k=1

{vk(t)}
}
, t ∈ Π0.

Обозначим через Πl ту часть множества Π0, каждая точка которой есть точка Лебега суперпози-
ции π(·, vk(·)) для любой функции vk(·) семейства K. Очевидно, что mesΠl = mesΠ. Пусть Σ—
совокупность всех наборов σ ≡ {τ, vk}, в каждом из которых vk —какой-то элемент K, а τ —неко-
торая точка множества Πl. Каждой паре h ≡ {ε, σ}, в которой ε > 0, σ ≡ {τ, vk} ∈ Σ, отвечает
допустимое управление vh(t) ≡ v{ε,σ}(t), t ∈ Π, определяемое формулой

vh(t) ≡ {vk(t), t ∈ Π ∩Πε(τ); v0(t), t ∈ Π \ Πε(τ)}, ε > 0, σ = {τ, vk} ∈ Σ,

а каждому набору параметров (варьирования) σ ≡ {τ, vk} ∈ Σ — семейство функций
{vh(·)}h≡{ε,σ}∈R+×Σ, одноточечная игольчатая варианта управления v0. Легко проверяется, что
этот способ варьирования принадлежит семейству P и для него γ0 = n. Для такого способа
варьирования первая вариация

δJ(σ) ≡ δJ(τ, vk) ≡ lim
ε→0

(
1

εn
ΔvhJ

)

при любом σ ≡ {τ, vk} ∈ Σ существует и равна π(τ, vk(τ)). Так как K аппроксимирует отображе-
ние M(·), то для v0 имеем δJ(σ) ≡ 0, σ ∈ Σ, т.е. v0 —ОУ для указанного способа одноточечного
игольчатого варьирования, назовем его общим способом одноточечного игольчатого варьирова-
ния.
При условиях (P) для общего способа одноточечного игольчатого варьирования из теоремы 8

получаем: ΔvhJ = O(ε2n), ε→ 0 (σ ∈ Σ). Значит, если n > 1, то v0— сильно вырожденное особое
управление для этого способа варьирования. Если выполняются условия (P) и (G), то для общего
способа одноточечного игольчатого варьирования получаем из (24) при любом n � 1:

δ2nJ(σ) = E(τ, τ ; vk(τ), vk(τ)) для всех σ ≡ {τ, vk} ∈ Σ.

Таким образом, справедливы следующие НУО порядка n+ 1, обобщающие условия теоремы 10.

Теорема 11. Пусть v0—Ls
1-локальное решение задачи (3) и имеет место (25). Если выпол-

няются условия (P) и (G), то

E(τ, τ ;w,w) � 0 для каждого w ∈ M(τ) при почти всех τ ∈ Π.

3.6. Бисопряженные уравнения. В более подробной записи уравнения (15) (i = 0, 1) и (16) име-
ют, соответственно, вид

η(t, s) − (I∗m ⊗A∗)
[
η(t, s) · {f ′p(s)}∗

]
− (A∗ ⊗ I∗m)

[
{f ′p(t)}∗ · η(t, s)

]
+

+ (A∗ ⊗A∗)
[
{f ′p(t)}∗ · η(t, s) · {f ′p(s)}∗

]
= Θi(t, s)(t, s ∈ Π), i = 0, 1, (26)
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η(t, s)− (A∗ ⊗ I∗ml)
[
{f ′p(t)}∗ · η(t, s)

]
= Θ0(t, s), t, s ∈ Π. (27)

Здесь каждый первый сомножитель в тензорном произведении операторов «действует по пере-
менной t», а каждый второй сомножитель — «по переменной s», I∗m есть тождественный оператор
в Lm∞.
В конкретных задачах условия (G) часто сравнительно легко проверяются. При этом удобно

бывает воспользоваться тем, что уравнения (5), (26), (27) имеют вид

Z(θ)− L[Z(·)](θ) = Θ(θ), θ ∈ Q, (28)

где оператор L ∈ L(Lr∞(Q), Lr∞(Q)) квазинильпотентен. Поэтому, если некоторое замкнутое
в Lr∞(Q), инвариантное относительно L множество M содержит функцию Θ(·), то и Lr∞(Q)-
решение уравнения (28) принадлежит множеству M . Так, например, в задачах оптимизации ги-
перболических и сосредоточенных систем с терминальными и интегральными функционалами
функции Θi(·) (i = 0, 1, 2) обычно непрерывны везде на Π × Π за исключением, быть может,
конечного числа фиксированных гиперповерхностей разрыва типа конечного скачка. Уравне-
ния (26), (27) позволяют доказать, что таковы же и функции ηi(·) (i = 0, 1, 2), а это означает
выполнение условий (G) (см. примеры ниже).

4. Примеры. Применение полученных выше результатов к конкретной задаче оптимизации
начинается с того, что рассматриваемая УНКЗ, решение которой ищется в заданном функци-
ональном классе W (Π), некоторой заменой (�), связанной, как правило, с обращением главной
части УНКЗ, сводится к эквивалентному уравнению (1); наличие эквивалентного ВФУ вида (1)
гарантирует справедливость для УНКЗ теоремы единственности решения: никакому управлению
из класса допустимых не может отвечать более одного решения УНКЗ классаW (Π). Той же заме-
ной (�) к виду (3) преобразуется функционал качества. При этом класс Ω совпадает с множеством
тех управлений v из класса допустимых D, каждому из которых отвечает единственное в W (Π)
решение xv УНКЗ. Обратная замена позволяет переписать результаты в терминах исходной оп-
тимизационной задачи.
Проиллюстрируем сказанное конкретными примерами, приняв следующие соглашения: функ-

ции g(t,p,v) : Π × R
l × R

s → R
m, задающие правые части рассматриваемых ниже дифферен-

циальных уравнений, дважды дифференцируемы по p для всех v при почти всех t и вместе
с производными g′p, g′′pp измеримы по t для всех {p,v} и непрерывны по {p,v} для почти всех
t, а также удовлетворяют условиям типа (N), что гарантирует выполнение указанных выше
условий (N) для соответствующих (т.е. эквивалентных рассматриваемым УНКЗ) уравнений (1);
D ≡ {v ∈ Ls∞ : v(t) ∈ U, t ∈ Π}, U ⊂ R

s — ограниченное множество; xv(·)— отвечающее управле-
нию v(·) ∈ Ω глобальное решение УНКЗ; v0(·)—Ls

1-локальное решение рассматриваемой оптими-
зационной задачи; x0(·) ≡ xv0(·); z0(·)—решение эквивалентного рассматриваемой УНКЗ урав-
нения (1), отвечающее управлению v0; G(·) ∈ C2(R

m)— заданная функция; W 1
p (Π)— соболевское

пространство, состоящее из всех элементов Lp(Π), имеющих обобщенные производные первого
порядка по всем независимым переменным, принадлежащие Lp(Π), 1 � p � ∞; используется тот
же «принцип сокращений в обозначениях», что и выше: g(t)—правая часть уравнения, в которой
x(t) заменено на x0(t), а v(t)—на v0(t) (аналогичный смысл имеют g′p(t) и g′′pp(t)), Δwg(t)—раз-
ность, где уменьшаемое равно правой части уравнения, в которой x(t) заменено на x0(t), v(t)—на
некоторый элемент w множества U , а вычитаемое — это g(t) (аналогичный смысл имеют Δwg

′
p(t)

и Δwg
′′
pp(t)).

4.1. Оптимизационная задача для полулинейного волнового уравнения. Пусть n = 2, Π = [0, 1]2,
l = m = 1, s = 1 и управляемая система описывается смешанной задачей для полулинейного
волнового уравнения

L[x](t) ≡ x′′t1t1 − x′′t2t2 = g(t, x(t), u(t)), t ∈ Π, (29)

x(0, t2) = w1(t
2), x′t1(0, t

2) = w2(t
2), t2 ∈ [0, 1], (30)

x′t2(t
1, 0) = 0, x′t2(t

1, 1) = 0, t1 ∈ [0, 1]. (31)
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Здесь w1 и w2— заданные функции, соответственно из класса AC∞([0, 1]) абсолютно непрерыв-
ных на [0, 1] функций с ограниченной производной и класса L∞([0, 1]). Будем рассматривать
обобщенные из W 1∞(Π) решения задачи (29)—(31). Перед тем как дать определение решения
УНКЗ (29)—(31), рассмотрим волновое уравнение

L[x](t) = z(t), t ∈ Π, (32)

где z(·) ∈ L∞, и смешанную задачу (30)—(32). Положим для любых x, η ∈W 1
2 (Π), z ∈ L∞(Π):

J [x, η, z] ≡
∫

Π

(−x′t1η′t1 + x′t2η
′
t2 − zη)dt −

1∫

0

η(0, ξ)w2(ξ)dξ.

Функцию x(·) ∈W 1
2 (Π) назовем обобщенным решением задачи (30)—(32), если для нее x(0, t2) =

w1(t
2), t2 ∈ [0, 1] и для любой функции η ∈W 1

2 (Π), удовлетворяющей условию

η(1, t2) = 0, 0 � t2 � 1, (33)

выполняется равенство J [x, η, z] = 0. Из результатов [36, гл. 5, § 2] следует, что задача (30)—(32)
для любого z ∈ L∞ имеет единственное решение в W 1

2 (Π). Непосредственным вычислением
проверяется, что это решение, как и в классическом случае, задается формулой Даламбера
(см. (34)—(36)). Для удобства ее записи обозначим через eζ [y] четное и с периодом 2 по пере-
менной ζ продолжение на всю действительную ось ζ функции y, заданной первоначально (как
функция переменной ζ) на отрезке 0 � ζ � 1; если величина y не зависит ни от каких дру-
гих переменных кроме ζ, то вместо eζ [y] пишем e[y]. Например: в приведенной ниже форму-
ле (35) e[w1](·)—четное и с периодом 2 продолжение на всю действительную ось определенной
на отрезке [0, 1] функции w1(·); в формуле (36) eξ2 [z](ξ)—четное и с периодом 2 по перемен-
ной ξ2 продолжение на всю полосу {ξ ∈ R

2 : 0 � ξ1 � 1} функции z(ξ), заданной на квадрате
Π ≡ {ξ ∈ R

2 : 0 � ξ1 � 1, 0 � ξ2 � 1}. Решение задачи (30)—(32) записывается в виде
x(t) = Θ(t) +A[z](t), t ∈ Π, (34)

где

Θ(t) ≡ 1

2
{e[w1](t

2 + t1) + e[w1](t
2 − t1)}+ 1

2

t2+t1∫

t2−t1

e[w2](ζ)dζ, (35)

A[z](t) ≡ 1

2

∫∫

Δ(t)

eξ2 [z](ξ)dξ
1dξ2, t ∈ Π, (36)

Δ(t) ≡
{
ξ ∈ R

2 : 0 � ξ1 � t1, t2 − (t1 − ξ1) � ξ2 � t2 + (t1 − ξ1)
}
; (37)

Δ(t)—часть характеристического конуса уравнения (32) с вершиной t = {t1, t2}, лежащая в по-
лосе [0 � ξ1 � t1]× (−∞ < ξ2 < +∞). Из (34)—(36) следует, что решение (30)—(32) принадлежит
классу W 1∞(Π). Пусть W (Π)—класс функций x(·) ∈ W 1∞(Π), каждая из которых при некотором
z ∈ L∞(Π) является решением (30)—(32), т.е. представима в виде (34).
Приведем УНКЗ (29)—(31) к эквивалентному ВФУ вида (1), пользуясь тем, что формула (34)

(играющая в данном случае роль формулы замены (�)) устанавливает взаимно однозначное со-
ответствие между классом L∞ функций z(·) и классом W (Π) функций x(·) из пространства W 1∞,
удовлетворяющих условиям (30)—(31).
Обобщенным решением задачи (29)—(31), отвечающим данному u(·) ∈ D, назовем такую функ-

цию x(·) изW 1∞(Π), для которой при любой функции η ∈W 1
2 (Π), удовлетворяющей условию (33),

имеем J [x(·), η(·), g(·, x(·), u(·))] = 0. Если функция x(·) является решением (29)—(31), отвечаю-
щим управлению u(·) ∈ D, то она удовлетворяет задаче (30)—(32) при z(t) = g(t, x(t), u(t)), t ∈ Π,
и, следовательно, принадлежит классуW (Π). Так как при этом x(·) и z(·) связаны формулой (34),
то z(·) удовлетворяет на Π интегральному уравнению

z(t) = g(t,Θ(t) +A[z](t), u(t)), t ∈ Π. (38)
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Пусть, наоборот, некоторая функция z̃(·) ∈ L∞(Π) удовлетворяет на Π уравнению (38) при дан-
ном u(·). Тогда связанная с ней формулой (34) функция x̃(·) принадлежит классу W (Π), являясь
при z ≡ z̃ решением задачи (30)—(32). Но так как z̃(t) = g(t, x̃(t), u(t)), t ∈ Π, то функция x̃(·)
является решением (29)—(31), отвечающим управлению u(·). Таким образом, для каждого фикси-
рованного u(·) ∈ D задача (29)—(31) эквивалентна рассматриваемому над L∞(Π) интегральному
уравнению (38), а связь между их решениями задается формулой (34). Уравнение (38) это урав-
нение вида (1), в котором

f(t,p,v) ≡ g(t,Θ(t) + p,v), t ∈ Π, p ∈ R, v ∈ R.

Легко проверяются условия (a), (b), (c), в качестве мажоранты B подходит сам оператор A; для
соответствующего оператора B∞ при любом δ > 0 вольтерровой δ-цепочкой является, например,
дополненная пустым множеством система прямоугольников

{{
t ∈ R

2 : [0 � t1 � i/(K + 1)] × [0 � t2 � 1]
}
, i = 1, 2, . . . ,K + 1

}
,

где K —целая часть числа 3/δ.
Рассмотрим для УНКЗ (29)—(31) оптимизационную задачу

J [v] ≡
1∫

0

G(xv(1, t
2))dt2 → max, v ∈ Ω.

Эта задача заменой (34) приводится к эквивалентной оптимизационной задаче вида (3) для урав-
нения (38), в которой

F [z] ≡
1∫

0

G(Θ(1, t2) +A[z](1, t2))dt2, z ∈ L1.

Здесь выполняется условие (ii) теоремы 6. Положив

∇(t) ≡
{
ξ ∈ R

2 : t1 � ξ1 � 1, t2 + t1 − ξ1 � ξ2 � t2 − t1 + ξ1
}
, t ∈ Π,

имеем

A∗[z](t) ≡ 1

2

∫∫

∇(t)

eξ2 [z](ξ)dξ
1dξ2, t ∈ Π, z ∈ L∞,

ω(t) ≡ 1

2

t2−t1+1∫

t2+t1−1

G′(eζ [x0(1, ζ)](ζ))dζ, t ∈ Π.

Из (5) следует, что ψ непрерывна и является слабым W 1
2 (Π)-решением задачи

L[ψ](t) = g′p(t)ψ(t), t ∈ Π;

ψ′
t2(t

1, 0) = ψ′
t2(t

1, 1) = 0, 0 � t1 � 1;

ψ(1, t2) = 0, ψ′
t1(1, t

2) = −G′(x0(1, t2)), 0 � t2 � 1.

Находим:

Θ0(t, s) =
1

4

∫

R

G
′′
(eζ [x0(1, ζ)](ζ)) · χ∇(t)(1, ζ) ·

1∑

i=0

{χ∇(s)(1, ζ − 2i) + χ∇(s)(1,−ζ + 2i)}dξ,

Θ2(t, s) =
1

2

1∑

i=0

{χ∇(s)(t
1, t2 + 2i) + χ∇(s)(t

1, 2i− t2)},
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Θ1(t, s) =
1

2

1∑

i,j=0

{σ(t1, t2 + 2i; s1, s2 + 2j) + σ(t1, 2i − t2; s1, s2 + 2j)+

+ σ(t1, t2 + 2i; s1, 2j − s2) + σ(t1, 2i− t2; s1, 2j − s2)}, t, s ∈ Π,

где

σ(t, s) ≡
∫

Π

ψ(ξ) · g′′pp(ξ) · χ∇(t)(ξ) · χ∇(s)(ξ)dξ (t, s ∈ Π).

Функции Θ0, Θ1 непрерывны на Π×Π. Функция Θ2 непрерывна везде на Π×Π за исключением
границ тел

I1 ≡ {{t, s} ∈ R
2 × R

2 : t ∈ Δ(s)},
I2 ≡ {{t, s} ∈ R

2 × R
2 : {t1,−t2} ∈ Δ(s)},

I3 ≡ {{t, s} ∈ R
2 × R

2 : {t1, 2− t2} ∈ Δ(s)},

где она терпит разрывы типа конечного скачка (говорим, что функция Θ имеет в точке границы
некоторого тела Δ ⊂ Π×Π конечный скачок, если в этой точке существуют различные конечные

пределы Θ по внутренности
◦
Δ множества Δ и по множеству (Π × Π) \Δ), причем Θ2(t, s) = 0,

t /∈ Δ(s). Пользуясь сказанным в п. 3.6, получаем, что уравнения (26), которые в данном случае
записываются в виде

η(t, s) − 1

2

∫

∇(t)

eξ2 [η(ξ, s)]dξ −
1

2

∫

∇(s)

eξ2 [η(t, ξ)]dξ+

+
1

4

∫

∇(t)

dξ

∫

∇(s)

eξ2 [eτ2 [η(ξ, τ)]]dτ = Θi(t, s), t, s ∈ Π, i = 1, 2,

имеют непрерывные на Π× Π решения ηi (i = 0, 1), а решение η2(t, s) уравнения (27), имеющего
вид

η(t, s)− 1

2

∫

∇(t)

eξ2 [η(ξ, s)]dξ = Θ2(t, s), t, s ∈ Π,

непрерывно везде на Π × Π вне границ ∂I1, ∂I2, ∂I3, на которых оно может иметь лишь разры-
вы типа конечного скачка, причем η2(t, s) = 0, если t /∈ Δ(s). Это означает, что выполняются
условия (G). При этом условию (G2) удовлетворяет та функция из соответствующего класса
эквивалентности, для которой

η2(τ, τ) = lim
t→τ,s→τ,t∈Δ(s)

{
1

4
η2(t, s)

}

при почти всех τ ∈ Π. По теореме 9, если v0—ОУ для ППМ, то в рассматриваемой задаче из
получаемых игольчатым варьированием НУО вырождаются все НУО до порядка 2 включительно
и содержательны, вообще говоря, лишь НУО теорем 10 и 11, имеющие третий порядок.

4.2. Оптимизационная задача для системы Гурса—Дарбу. Пусть n = 2, Π = [0, 1]2, l = 3m
и управляемая система описывается краевой задачей Гурса—Дарбу

x′′t1t2 = g(t, x, x′t1 , x
′
t2 , v(t)), t ≡ {t1, t2} ∈ Π, (39)

x(t1, 0) = w1(t
1), 0 � t1 � 1; x(0, t2) = w2(t

2), 0 � t2 � 1, (40)

где w1, w2 — такие фиксированные функции из класса ACm∞([0, 1]), что w1(0) = w2(0); g(t,p,v) ≡
g(t,p0,p1,p2,v), pi ∈ R

m (i = 0, 1, 2), v ∈ R
s. Решение задачи (39), (40) понимаем в смысле почти
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всюду и ищем в классе W (Π) всех удовлетворяющих условиям (40) абсолютно непрерывных на
Π m-вектор-функций с ограниченными первыми и смешанной производными. Формула

x(t) = w1(t
1) + w2(t

2)− w1(0) +

t1∫

0

t2∫

0

z(ξ)dξ1dξ2 (41)

устанавливает взаимно однозначное соответствие между функциями z(·) из пространства Lm∞
и функциями x(·) из классаW (Π). Используя (41) как формулу замены (�), приводим УНКЗ (39),
(40) к эквивалентному уравнению вида (1) над пространством Lm∞, при этом

f(t,p,v) ≡ f(t,p0,p1,p2,v) = g(t, w1(t
1) + w2(t

2)− w1(0) + p0, w
′
1(t

1) + p1, w
′
2(t

2) + p2,v),

A[z](t) ≡ {A(0)[z](t), A(1)[z](t), A(2)[z](t)} ≡

⎧
⎪⎨

⎪⎩

t1∫

0

t2∫

0

z(ξ)dξ1dξ2,

t2∫

0

z(t1, ξ)dξ,

t1∫

0

z(ξ, t2)dξ

⎫
⎪⎬

⎪⎭
.

Проверяем условия (a), (b), (c): в качестве мажоранты B подходит оператор, задаваемый фор-
мулой

B[z](t) ≡
t1∫

0

t2∫

0

z(ξ)dξ1dξ2 +

t2∫

0

z(t1, ξ)dξ +

t1∫

0

z(ξ, t2)dξ, t ∈ Π, z ∈ L1;

как для этого оператора B, так и для соответствующего оператора B∞ вольтеррова δ-цепочка при
любом δ > 0 легко набирается, например, из множеств Hα ≡ {t ∈ Π : 0 � t1+t2 � α}, 0 � α � 2; из
упомянутого выше признака квазинильпотентности [61, Теорема 2] следует квазинильпотентность
операторов B и B∞.
Для управляемой системы Гурса—Дарбу (39), (40) рассмотрим терминальную задачу оптими-

зации
J [v] ≡ G(xv(1, 1)) → max, v ∈ Ω. (42)

Эта задача заменой (41) приводится к эквивалентной оптимизационной задаче вида (3), в которой

F [z] ≡ G

⎛

⎝w1(1) + w2(1)− w1(0) +

1∫

0

1∫

0

z(ξ)dξ1dξ2

⎞

⎠ , z ∈ Lm
1 .

Сопряженное уравнение (5) имеет вид

ψ(t)−A∗[{g′p(·)}∗ψ(·)](t) = (G′(x0(1, 1)))∗, t ∈ Π, (43)

где g′p(t) ≡ g′p(t, x0(t), x′0t1(t), x
′
0t2(t), v0(t)), t ∈ Π, A∗— сопряженный к оператору A как элементу

класса L(Lm
1 , L

l
1),

A∗[z](t) ≡ A∗
(0)[z

(0)](t) +A∗
(1)[z

(1)](t) +A∗
(2)[z

(2)](t), t ∈ Π,

A∗
(0)[z

(0)](t) ≡
1∫

t1

1∫

t2

z(0)(ξ1, ξ2)dξ1dξ2, A∗
(1)[z

(1)](t) ≡
1∫

t2

z(1)(t1, ξ)dξ,

A∗
(2)[z

(2)](t) ≡
1∫

t1

z(2)(ξ, t2)dξ, z = {z(0), z(1), z(2)} ∈ Lm
∞ × Lm

∞ × Lm
∞.

Для задачи (3), эквивалентной задаче (42), условие (ii) теоремы 6, которое выполнялось
в предыдущем примере раздела 4, может и не выполняться. Оно, очевидно, выполняется лишь
в том случае, когда правая часть уравнения (39) не зависит от производных. Однако непосред-
ственно из теорем 6 и 9 получаем, например, следующий результат: если Ls

1-локальное решение
задачи (42) v0 является полностью вырожденным ОУ для ППМ, то при условии, что правая часть
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уравнения (39) зависит от производных аффинно и они в ней аддитивно отделены от управления,
т.е.

g(t,p,v) ≡ g1(t,p0)p1 + g2(t,p0)p2 + g0(t,p0,v) (gi — (m×m)-матрицы-функции), (44)

из НУО, полученных простейшим игольчатым варьированием управления v0, вырождаются все
условия до порядка 2 включительно и содержательными могут быть лишь НУО порядка, боль-
шего 2 (т.е. в этом случае v0 есть сильно вырожденное ОУ для ППМ).
Чтобы для задачи (42) в случае (44) рассмотреть вопрос о НУО сильно вырожденных ОУ

ППМ, предположим дополнительно, что выполняются следующие условия

Условия (j). Функция g1(t,p0) (соотв. g2(t,p0)) непрерывна по t1 (соотв. по t2) для каждого
p0 ∈ R

m при почти всех t2 (соотв. t1).

Покажем, что при этом условии для задачи (3), эквивалентной задаче (42), выполняются усло-
вия (G), а следовательно, к ней применимы теоремы 10 и 11, дающие в данном случае НУО
порядка 3. Непосредственно по определению матриц Θi находим: Θ0(t, s) ≡ 2−1G′′(x0(1, 1));

Θ1(t, s) ≡ 2−1

⎧
⎪⎨

⎪⎩

1∫

max{t1,s1}

1∫

max{t2,s2}

Ξ00(ξ)dξ + K(s1 − t1)

1∫

max{t2,s2}

Ξ01(s
1, ξ2)dξ2+

+ K(s2 − t2)

1∫

max{t1,s1}

Ξ02(ξ
1, s2)dξ1 + K(t1 − s1)

1∫

max{t2,s2}

Ξ10(t
1, ξ2)dξ2+

+K(t2 − s2)

1∫

max{t1,s1}

Ξ20(ξ
1, t2)dξ1

⎫
⎪⎬

⎪⎭
(t, s ∈ Π),

где K(·)—функция Хевисайда,

Ξij(t) ≡
{
〈ψ(t), g(t,p, u0(t))〉m

}′′
pipj

∣∣∣
p=
{
x0(t),x0

′
t1
(t),x0

′
t2
(t)
}, i, j = 0, 1, 2, t ∈ Π;

Θ2(t, s) ≡
(
Θij

2 (t, s)
)
, 1 � i � m, 1 � j � 3m2(t, s ∈ Π),

где

Θij
2 (t, s) =

{
ψj−(i−1)m(s)K(s1 − t1)K(s2 − t2), если (i− 1)m+ 1 � j � im

0, если j � (i− 1)m или j > im
.

Воспользуемся соображениями п. 3.6. Формулы K[z](t) ≡ g′p(t)A[z](t), S[z](t) ≡ z(t) −K[z](t),
z ∈ Lm

1 , t ∈ Π, задают операторы K, S ∈ L(Lm
1 , L

m
1 ). Левая часть (43) равна S∗[ψ](t) ≡ ψ(t) −

K∗[ψ](t), t ∈ Π, причем оператор K∗ ∈ L(Lm∞, Lm∞) квазинильпотентен. Так как замкнутое в Lm∞,
инвариантное (в силу условия (j)) относительно K∗ подпространство Cm(Π) содержит функцию-
постоянную, стоящую в правой части (43), то и Lm∞-решение ψ уравнения (5) принадлежит Cm(Π).
Из приведенных выше формул следует, что Θ1(t, s) непрерывна на Π× Π, а Θ2(t, s) непрерывна
везде на Π × Π за исключением, может быть, точек границы тела Δ ≡ {{t, s} ∈ Π × Π : s1 �
t1, s2 � t2}, в которых возможен ее конечный скачок. Таким образом, Θ0, Θ1 ∈ Lm×m∞ (Π × Π),
Θ2 ∈ Lm×3m2

∞ (Π×Π).
Вид уравнений (26), (27) позволяет утверждать, что функции η0(t, s) и η1(t, s) непрерывны на

Π×Π, а функция η2(t, s) кусочно непрерывна на Π×Π, причем она может иметь лишь разрывы
типа конечного скачка в точках границы тела Δ, вне которого она равна нулю. Действительно,
уравнение (26) представимо в виде

η(t, s)−A∗[η](t, s) = Θi(t, s), t ∈ Π, s ∈ Π,

где оператор

A∗ ≡ (K ⊗ Im + Im ⊗K −K ⊗K)∗ ∈ L
(
Lm×m
∞ (Π×Π), Lm×m

∞ (Π×Π)
)
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(здесь Ik — тождественный оператор в Lk
1) квазинильпотентен. Замкнутое подпространство

Cm×m(Π × Π) пространства Lm×m∞ (Π × Π) инвариантно относительно A∗ (в силу условия (j))
и содержит функции Θi (i = 0, 1), поэтому Lm×m∞ (Π × Π)-решение уравнения (26) и при i = 0
и при i = 1 принадлежит Cm×m(Π×Π). Уравнение (27) представимо в виде

η(t, s)− B∗[η](t, s) = Θ2(t, s), t ∈ Π, s ∈ Π,

где оператор
B∗ ≡ (K ⊗ I3m2)∗ ∈ L

(
Lm×3m2

∞ (Π×Π), Lm×3m2

∞ (Π×Π)
)

квазинильпотентен. Множество G функций, кусочно непрерывных на Π × Π с единственно воз-
можными разрывами типа конечного скачка в точках границы тела Δ и равных нулю вне этого
тела, замкнуто в Lm×3m2

∞ (Π×Π), инвариантно относительно B∗ (в силу условия (j)) и содержит
функцию Θ2(t, s). Поэтому Lm×3m2

∞ (Π × Π)-решение η2(t, s) уравнения (27) также принадлежит
G. Далее будем считать, что η2— тот представитель соответствующего класса эквивалентности,
для которого

η2(τ, τ) = lim
{t,s}→{τ,τ}, {t,s}∈

◦
Δ

1

4
η2(t, s)

при почти всех τ ∈ Π. Переходя к пределу в уравнении (27), находим, что для почти каждого
τ ∈ Π

ηij2 (τ, τ) =

⎧
⎨

⎩

1

4
ψj−(i−1)m(τ), если (i− 1)m+ 1 � j � im,

0, если j � (i− 1)m или j > im,
1 � i � m, 1 � j � 3m2.

Сказанное означает, что при выполнении условия (j) выполняются и условия (G). При этом
условию G2 удовлетворяет указанный выше представитель класса эквивалентности η2. Таким
образом, при выполнении условия (j), в случае полного вырождения ППМ применима теорема 10,
а в общем случае вырождения ППМ— теорема 11. При этом

E(τ, τ,w,w) =
〈
Δwg(τ),Ψ1(τ) ·Δwg(τ) + Ψ2(τ) ·

{
Δwg0

′
p0
(τ)

}0〉
m
, τ ∈ Π, w ∈ U,

где Ψ1(τ) ≡ η0(τ, τ)+η1(τ, τ), Ψ2(τ)— (m×m2)-матрица, полученная отбрасыванием 2m2 послед-
них столбцов (m×3m2)-матрицы η2(τ, τ), τ ∈ Π; {. . .}0 —m2-столбец, полученный развертывани-
ем (m×m)-матрицы X ≡ {. . .} по правилу X0 = {X11,X21, . . . ,Xmm} («столбец за столбцом»).
В заключение заметим, что изучению ОУ ППМ для терминальной задачи оптимизации си-

стемы Гурса—Дарбу с правой частью уравнения вида (44) посвящено немало работ (см., напри-
мер, [8,10], [11, гл. 1,§ 2], [34, гл. 1, § 5], библиографию в [11,34], обзоры [14,33]). Однако известные
автору данной статьи НУО ОУ для задачи (42), сходные с теоремами 10, 11 и полученные ра-
нее другими авторами, касались случая определенной гладкости правой части уравнения (как
правило, предполагалась непрерывность по совокупности переменных правой части и ее первых
и вторых производных по «фазовым» переменным, см. [8, 10], [11, гл. 1, § 2], [34, гл. 1, § 5],
обзоры [14, 33] и др.). Понятно, что НУО ОУ, полученные при одинаковых условиях разными
методами, использующими один и тот же способ варьирования, эквивалентны и могут отличать-
ся лишь формой записи. Поэтому, если вывод для задачи (42) некоторых НУО ОУ, получаемых
простейшим одноточечным игольчатым варьированием (соотв. общим способом одноточечного
игольчатого варьирования), требует большей предполагаемой нами степени гладкости правой
части, то в случае, когда правая часть обладает этой большей степенью гладкости, НУО ОУ,
полученные для задачи (42) из теоремы 10 (соотв. теоремы 11), могут быть переписаны в форме
указанных НУО ОУ. В этом смысле НУО ОУ теорем 10, 11 применительно к задаче (42) обобща-
ют известные сходные условия, относящиеся к случаю более гладких правых частей уравнений
Гурса—Дарбу.
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