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Аннотация. В статье рассматриваются пространство Лоренца Lp,τ (T
m) 2π-периодических

функций многих переменных и наилучшее приближение «углом» функции тригонометрическими
полиномами, смешанный модуль гладкости функции из этого пространства. Приведены свойства
смешанного модуля гладкости функции и доказаны усиленные варианты прямой и обратной тео-
рем приближения «углом».
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Abstract. In this paper, we consider the Lorentz space Lp,τ (T
m) of 2π-periodic functions of several

variables, the best “angular” approximation of such functions by trigonometric polynomials, and the
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1. Введение. Пусть R
m —m-мерное евклидово пространство точек x = (x1, . . . , xm) с веще-

ственными координатами; T
m = {x ∈ R

m; 0 � xj < 2π; j = 1, . . . ,m}—m-мерный куб и
I
m = [0, 1)m.
Через Lp,τ (T

m) обозначим пространство Лоренца всех вещественнозначных измеримых по Ле-
бегу функций f(x), которые имеют 2π-период по каждой переменной и для которых величина

‖f‖p,τ =

⎧
⎨

⎩

τ

p

1∫

0

(
f∗(t)

)τ
tτ/p−1dt

⎫
⎬

⎭

1/τ

, 1 < p <∞, 1 � τ <∞,

конечна, где f∗(y)—невозрастающая перестановка функции |f(2πx)|, x ∈ I
m (см. [24, гл. 1,

разд. 3, с. 213–216].
В случае τ = p пространство Лоренца Lp,τ (T

m) совпадает с пространством Лебега Lp(T
m) с

нормой ‖f‖p = ‖f‖p,p (см. [15, гл. 1, разд. 1.1, с. 11].
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Через L̊p,τ (T
m) обозначим множество всех функций f ∈ Lp,τ (T

m), удовлетворяющих условию
2π∫

0

f(x)dxj = 0 ∀j = 1, . . . ,m.

Обозначим через Z
m
+ —множество точек с неотрицательными целыми координатами, а через

an(f)—коэффициенты Фурье функции f ∈ L1(T
m) по системе {ei〈n,2πx〉}Zm , где Z

m —множе-
ство точек из R

m с целочисленными координатами. Положим

δs(f, 2πx) =
∑

n∈ρ(s)
an(f)e

i〈n,2πx〉,

где

〈y,x〉 =
m∑

j=1

yjxj, sj = 1, 2, . . . ,

ρ(s) =
{
k = (k1, . . . , km) ∈ Z

m : 2sj−1 � |kj | < 2sj , j = 1, . . . ,m
}
.

Величина

Yl1,...,lm(f)p,τ = inf
Tlj

∥
∥
∥
∥
∥
∥
f −

m∑

j=1

Tlj

∥
∥
∥
∥
∥
∥

∗

p,τ

, lj = 0, 1, 2, . . . ,

называется наилучшим приближением «углом» функции f ∈ Lp,τ (T
m) тригонометрическими

полиномами, где Tlj ∈ Lp,τ (T
m)— тригонометрический полином порядка lj по переменной xj,

j = 1, . . . ,m (в случае τ = p см. [9, 17, 19, 43]).

Определение 1.1. Смешанный модуль гладкости функции порядка k функции f ∈ Lp,τ (T
m)

определяется по формуле (в случае τ = p см. [4, гл. 1, разд. 11] и [43])

ωk(f, t)p,τ = ωk1,...,km(f, t1, . . . , tm)p,τ = sup
|h1|�t1,...,|hm|�tm

∥
∥
∥Δk

h(f)
∥
∥
∥
p,τ
,

где Δk
t f(2πx) = Δkm

tm (. . .Δk1
t1 f(2πx))— смешанная разность порядка k с шагом t = (t1, . . . , tm).

Для функции f ∈ Lp,τ (T) одной переменной т.е. при m = 1, наилучшее приближение триго-
нометрическими полиномами Tn порядка не выше n, обозначается символом En(f)p,τ . В случае
τ = p вместо En(f)p,p будем писать En(f)p. Модуль гладкости порядка k функции f ∈ Lp(T)
обозначается символом ωk(f, δ)p; при k = 1 пишут ω(f, δ)p.

Постановка задачи. В теории приближения функций под прямыми теоремами понимают нера-
венства, в которых наилучшие приближения функций из некоторого пространства сверху оцени-
ваются через ее модули гладкости, а обратными теоремами называются неравенства, в которых
модули гладкости функций сверху оценивается через ее наилучшие приближения.

Первая прямая теорема была доказана Д. Джексоном в [39].

Теорема 1.1 (см. [9]). Для любой функции f ∈ C[0, 2π] выполняется неравенство

En(f)∞ � Cω(f, π/n)∞. (1.1)

Неравенства вида (1.1) принято называть неравенством Джексона. Е. Кваде (см. [44]) распро-
странил неравенство Джексона на пространства Lp(T), 1 � p <∞.

В общем случае прямая теорема известна в следующей формулировке.

Теорема 1.2. Для любой функции f ∈ Lp(T), 1 � p � ∞, k ∈ N выполняется неравенство

En(f)p � Cωk(f, π/n)p. (1.2)

В случае k = 2 теорему 1.2 опубликовал Н. И. Ахиезер (см. [5]). С. Б. Стечкин (см. [25]) доказал
неравенство (1.2) для модудля гладкости произвольного порядка k ∈ N в пространстве непрерыв-
ных функций C(T). Как отмечено в [11], его рассуждения справедливы и для пространств Lp(T),
1 � p <∞.
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Для k = 1 неравенство (1.2) в случае 0 < p < 1, независимо доказали Э. А. Стороженко,
В. Г. Кротов, П. Освальд (см. [27]) и В. И. Иванов (см. [10]). При 0 < p < 1 и k � 2 аналог
неравенства (1.2) доказали Э. А. Стороженко и П. Освальд (см. [28]).

В 1965 г. М. Ф. Тиман (см. [29, 30]) для любой функции f ∈ Lp(T), 1 < p < ∞, γ = max{2, p}
доказал следующий усиленный вариант неравенства (1.2):

1

nk

(
n∑

ν=1

νkγ−1Eγ
ν (f)p

)1/γ

� Cωk(f, π/n)p. (1.3)

Первые результаты в обратных теоремах теории приближения принадлежат С. Н. Бернштейну
и Ш. Валле Пуссену (см. библиографию в [11]).

Первая общая обратная теорема была доказана Р. Салемом (см. [45]) в пространстве непре-
рывных функций. Известна следующая общая обратная теорема к теореме 1.2.

Теорема 1.3. Если f ∈ Lp(T), 1 � p � ∞, k ∈ N, то

ωk(f, π/n)p �
C(k)

nk

n∑

ν=1

νk−1Eν(f)p. (1.4)

Теорему 1.3 в случае k = 1, p = ∞ доказал Р. Салем (см. [45]), а для k ∈ N, p = ∞—С. Б. Стеч-
кин (см. [25]). При 1 < p < ∞ эту теорему доказали А. Ф. Тиман и М. Ф. Тиман (см. [31]). Как
отмечено в [11], теорема 1.3 для всех 1 � p � ∞ доказывается методом С. Б. Стечкина.

Усиленный вариант теоремы 1.3 для p = 2 доказал С. Б. Стечкин (см. [26]), а для всех 1 < p <
∞—М. Ф. Тиман (см. [32]).

Теорема 1.4 (см. [32]). Если f ∈ Lp(T), 1 < p <∞, β = min{2, p}, k ∈ N, то

ωk(f, π/n)p � C(k)

nk

(
n∑

ν=1

νkβ−1Eβ
ν (f)p

)1/β

. (1.5)

Для модулей гладкости положительного порядка функции f ∈ Lp(T), 1 < p <∞, неравенства
(1.2), (1.4), (1.5) доказал Р. Таберски (см. [46, 47]).

Для функций одной переменной прямые и обратные теоремы теории приближения известны
и в перестановочно-инвариантных пространствах (см. [34, 38, 40]), в частности, в пространстве
Лоренца Lp,τ (T) (см. [35, 42]).

Прямые и обратные теоремы между наилучшим приближением «углом» и смешанным мо-
дулем гладкости функции многих переменных f ∈ Lp(T

m), 1 � p � ∞, доказал М. К. Пота-
пов (см. [17–19]); их усиленные варианты доказаны в [43]; двумерный аналог неравенства (1.3)
в пространстве Лебега со смешанной нормой доказан Е. С. Смаиловым, М. Г. Есмаганбетовым и
Б. К. Шаяхметовой (см. [32]).

В [20,21] определен обобщенный модуль гладкости функции f ∈ Lp(T
m), 1 � p � ∞, и доказаны

прямая и обратная теоремы теории приближения «углом» для этого модуля гладкости.
Основная цель статьи — найти соотношения между наилучшим приближением «углом» и сме-

шанным модулем гладкости функции в пространстве f ∈ Lp,τ (T
m), 1 � p, τ <∞.

Статья состоит из введения и трех разделов. В разделе 2 приведены некоторые следствия
известных теорем. В разделе 3 приведены свойства смешанного модуля гладкости функции из
пространства Лоренца. Основные результаты сформулированы и доказаны в разделе 4. Теоре-
мы 4.1 и 4.2 являются усиленными вариантами прямой и обратной теорем теории приближения
«углом» в пространстве Лоренца. В случае τ = p из этих теорем следует [43, теорема 9.1].

Через C(p, q, y, . . . ) обозначим положительные величины, зависящие от указанных в скобках
параметров, вообще говоря, различные в разных формулах. Запись A(y) 	 B(y) означает, что
существуют такие положительные постоянные C1, C2, что C1 · A(y) � B(y) � C2 · A(y). Для
краткости записи, в случае выполнения неравенств B � C1A или B � C2A часто будем писать
B 
 A или B � A соответственно.

2. Вспомогательные утверждения. Напомним определение дробной производной функции
и сформулируем утверждения, которые часто применяются в доказательствах результатов ста-
тьи.
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Для функции f ∈ L̊(Tm) и вектора α = (α1, . . . , αm) с неотрицательными координатами опе-
ратор дробного дифференцирования определяется по формуле (см. [8, гл. 3, раздел 15])

f (α)(x) := f (α1,...,αm)(x) =
∑

n∈Z̊m

m∏

j=1

(inj)
αjan(f)e

i〈n,x〉,

где

Z̊
m =

⎧
⎨

⎩
n ∈ Z

m :

m∏

j=1

nj �= 0

⎫
⎬

⎭
, (inj)

αj = |nj|αjeiπαj/2 signnj , j = 1, . . . ,m.

Для функции f ∈ L̊p(T
m), 1 < p <∞, известно следующее соотношение (см. [8, гл. 3, раздел 15]):

‖f (α)‖p 	

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

⎛

⎝
∑

s∈Zm
+

2〈s,α〉|δs(f)|2
⎞

⎠

1/2
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
p

, (2.1)

которое понимается в том смысле, что из конечности какой-либо части следует конечность другой
его части и выполняются двусторонние неравенства. Используя соотношение (2.1) и интерполя-
ционную теорему в пространстве Лоренца, нетрудно доказать следующее утверждение.

Теорема 2.1. Пусть 1 < p, τ <∞ и f ∈ Lp,τ (T
m). Тогда выполняется соотношение

‖f (α)‖p,τ 	

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

⎛

⎝
∑

s∈Zm
+

2〈s,α〉|δs(f)|2
⎞

⎠

1/2
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
p,τ

.

Теорема 2.2 (см. [2]). Пусть 1 < p, τ < ∞. Тогда для любой функции f ∈ Lp,τ (T
m) выполня-

ется соотношение

‖f‖p,τ 	

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

⎛

⎝
∑

s∈Zm
+

|δs(f)|2
⎞

⎠

1/2
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
p,τ

.

3. Смешанный модуль гладкости функции и его свойства в пространстве Лоренца.
Обозначим через em множество индексов {1, . . . ,m}, через e его произвольное подмножество и
через |e|—количество элементов e.

Если r = (r1, . . . , rm)— элемент m-мерного пространства, имеющий неотрицательные коорди-
наты, то re = (re1, . . . , r

e
m)— вектор с компонентами rej = rj при j ∈ e и rej = 0 при j /∈ e.

Пусть l = (l1, . . . , lm)— элемент m-мерного пространства с целыми положительными коорди-
натами и e ⊂ em —непустое множество. Положим

Gl(e) =
{
k = (k1, . . . , km) ∈ Z

m : |kj | � lj , j ∈ e, |kj | > lj , j /∈ e
}
.

Для заданных чисел bn смешанная разность определяется по формуле

Δbn =
∑

0�ε�1

(−1)
m−

m∑

j=1
εj
bn−1+ε,

где ε = (ε1, . . . , εm), εj = 0 или εj = 1, и n− 1+ ε = (n1 − 1 + ε1, . . . , nm − 1 + εm).
Будем рассматривать следующие частные суммы по различным переменным:

Sl(f, 2πx) = Sl1,...,lm(f, 2πx) =
∑

|k1|�l1

. . .
∑

|km|�lm

ak(f)e
i〈k,2πx〉

—частная сумма по всем переменным;

Sl1,∞(f, 2πx) =
∑

|k1|�l1

+∞∑

k2=−∞
. . .

+∞∑

km=−∞
ak(f)e

i〈k,2πx〉
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—частная сумма по переменной x1 ∈ [0, 1). В более общем случае

Sle,∞(f, 2πx) =
∑

k∈∏j∈e[−lj ,lj ]×Rm−|e|
ak(f)e

i〈k,2πx〉

—частная сумма по переменным xj ∈ [0, 1) при j ∈ e.
Для заданного подмножества e ⊂ em положим

Ul(f, 2πx) =
∑

e⊂em,e 	=∅

∑

k∈Gl(e)

ak(f)e
i〈k,2πx〉.

В частности, для m = 2 имеем (см., например, [43])

Ul1,l2(f, 2πx) = Sl1,∞(f, 2πx) + S∞,l2(f, 2πx)− Sl1,l2(f, 2πx).

Приведем некоторые свойства смешанного модуля гладкости функции. Они доказываются из-
вестными методами (см., например, [15, 17]).

Лемма 3.1. Пусть 1 < p, τ < +∞, αj ∈ N для j = 1, . . . ,m и f, g ∈ Lp,τ (T
m). Справедливы

следующие утверждения:
(1) ωα(f, δ1, . . . , δi−1, 0, . . . , δi+1, . . . , δm)p,τ = ωα(f, 0, . . . , 0)p,τ = 0;
(2) ωα(f + g, δ1, . . . , δm)p,τ � ωα(f, δ1, . . . , δm)p,τ + ωα(g, δ1, . . . , δm)p,τ ;
(3) ωα(f, δ1, . . . , δm)p,τ не убывает по каждой переменной δj � 0, j = 1, . . . ,m;
(4) для чисел λj � 0, j = 1, . . . ,m, справедливо соотношение

ωα(f, λ1δ1, . . . , λmδm)p,τ �
m∏

j=1

λ
αj

j ωα(f, δ1, . . . , δm)p,τ ;

(5) для 0 < tj � δj, j = 1, . . . ,m, справедливо соотношение
m∏

j=1

δ
−αj

j ωα(f, δ1, . . . , δm)p,τ �
m∏

j=1

t
−αj

j ωα(f, t1, . . . , tm)p,τ ;

(6) для тригонометрического полинома

Tn(2πx) =

n1∑

k1=−n1

. . .

nm∑

km=−nm

cke
i〈k,2πx〉, nj ∈ Z+, j = 1, . . . ,m, x ∈ I

m,

и его производной T (α1,...,αm)
n (2πx) справедливо неравенство

ωα(Tn, δ1, . . . , δm)p,τ �
m∏

j=1

δ
αj

j

∥
∥
∥T

(α1,...,αm)
n

∥
∥
∥
p,τ
.

Лемма 3.1 доказывается так же, как [43, теорема 4.1]. В случае τ = p лемма 3.1 ранее доказана
как [43, теорема 5.1].

Лемма 3.2 (неравенство Бернштейна). Пусть 1 < p, τ < +∞, αj ∈ Z+, j = 1, . . . ,m. Тогда
для тригонометрического полинома Tn имеет место неравенство

∥
∥
∥T

(α1,...,αm)
n

∥
∥
∥
p,τ

�
m∏

j=1

(nj + 1)αj‖Tn‖p,τ .

Лемма 3.3. Пусть 1 < p < +∞, 1 < τ < +∞ и f ∈ L̊p,τ (T
m). Тогда

∥
∥
∥f − Ul1,...,lm(f)

∥
∥
∥
p,τ

� Yl1,...,lm(f)p,τ .

Лемма 3.4 (прямая теорема). Если f ∈ L̊p,τ (T
m), 1 < p < +∞, 1 < τ < +∞, то

Yn(f)p,τ � ωk

(

f,
1

n1 + 1
, . . . ,

1

nm + 1

)

p,τ

.
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Лемма 3.5 (oбратная теорема). Если f ∈ L̊p,τ (T
m), 1 < p < +∞, 1 < τ < +∞, αj ∈ N, то

ωα

(

f,
1

n1 + 1
, . . . ,

1

nm + 1

)

p,τ

�
m∏

j=1

n
−αj

j

n1+1∑

ν1=1

. . .

nm+1∑

νm=1

m∏

j=1

ν
αj−1
j Yν(f)p,τ .

В случае τ = p леммы 3.3–3.5 доказаны в [17,43]. Для τ �= p они доказываются аналогично.

Теорема 3.1. Пусть f ∈ L̊p,τ (T
2), 1 < p < +∞, 1 < τ < +∞, αj, nj ∈ N, j = 1, 2. Тогда

ωα

(

f,
π

n1
,
π

n2

)

p,τ

	 n−α1
1 n−α2

2

∥
∥
∥S(α1,α2)

n1,n2
(f)

∥
∥
∥
p,τ

+ n−α1
1

∥
∥
∥S(α1,0)

n1,∞ (f − S∞,n2(f))
∥
∥
∥
p,τ

+

+ n−α2
2

∥
∥
∥S(0,α2)∞,n2

(f − Sn1,∞(f))
∥
∥
∥
p,τ

+
∥
∥
∥f − (Sn1,∞(f) + S∞,n2(f)− Sn1,n2(f))

∥
∥
∥
p,τ
.

Доказательство. По свойству нормы (квазинормы) для любого числа hi и ni ∈ N имеем
∥
∥
∥Δα1

h1
(Δα2

h2
(f))

∥
∥
∥
p,τ

�
∥
∥
∥Δα1

h1
(Δα2

h2
(f − Sn1,∞(f)− S∞,n2(f) + Sn1,n2(f))

∥
∥
∥
p,τ

+

+
∥
∥
∥Δα1

h1
(Δα2

h2
(Sn1,∞(f − S∞,n2(f))))

∥
∥
∥
p,τ

+
∥
∥
∥Δα1

h1
(Δα2

h2
(S∞,n2(f − Sn1,∞(f))))

∥
∥
∥
p,τ

+

+
∥
∥
∥Δ

α1
h1
(Δα2

h2
(Sn1,n2(f))

∥
∥
∥
p,τ

= C
{
I1 + I2 + I3 + I4

}
. (3.1)

Оценим I1. Введем обозначение

ϕ(2πx1, 2πx2) = f(2πx1, 2πx2)− Sn1,∞(f, 2πx1, 2πx2)−
− S∞,n2(f, 2πx1, 2πx2) + Sn1,n2(f, 2πx1, 2πx2).

Тогда по свойству нормы и ее инвариантности относительно сдвига имеем

I1 =
∥
∥
∥Δα1

h1
(Δα2

h2
(ϕ))

∥
∥
∥
p,τ

�

�
α1∑

ν1=0

Cα1
ν1

α2∑

ν2=0

Cα2
ν2

∥
∥
∥ϕ
(
2πx1 + (α1 − ν1)h1, 2πx2 + (α2 − ν2)h2

)∥∥
∥
p,τ

� ‖ϕ‖p,τ . (3.2)

Оценим I2. Введем обозначение

ψ(2πx1, 2πx2) = f(2πx1, 2πx2)− S∞,n2(f, 2πx1, 2πx2).

Тогда по свойству нормы имеем

I2 =
∥
∥
∥Δα1

h1
(Δα2

h2
(Sn1,∞(ψ)

∥
∥
∥
p,τ

�
∥
∥
∥Δα1

h1
Sn1,∞(ψ)

∥
∥
∥
p,τ
. (3.3)

В [43] доказано, что
∥
∥
∥Δα1

h1
Sn1,∞(ψ)

∥
∥
∥
p
� n−α1

1

∥
∥
∥S(α1,0)

n1,∞ (ψ)
∥
∥
∥
p
, 1 < p <∞,

для 0 < h1 < π/n1. По экстраполяционной теореме (см. [37, теорема 2.1], [34]) будем иметь
∥
∥
∥Δα1

h1
Sn1,∞(ψ)

∥
∥
∥
p,τ

� n−α1
1

∥
∥
∥S(α1,0)

n1,∞ (ψ)
∥
∥
∥
p,τ
, 1 < p, τ <∞.

Следовательно, из (3.3) получим

I2 � n−α1
1

∥
∥
∥S(α1,0)

n1,∞ (ψ)
∥
∥
∥
p,τ
, 1 < p, τ <∞, (3.4)

для 0 < h1 < π/n1. Аналогично доказывается, что

I3 � n−α2
2

∥
∥
∥S(0,α2)∞,n2

(f − Sn1,∞(f))
∥
∥
∥
p,τ
, (3.5)

I3 � n−α1
1 n−α2

2

∥
∥
∥S(α1,α2)

n1,n2
(f))

∥
∥
∥
p,τ

(3.6)
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для 0 < h1 < π/n1, 0 < h2 < π/n2, 1 < p, τ < ∞. Теперь из неравенств (3.1), (3.2), (3.4)–(3.6)
получим

ωα

(

f,
π

n1
,
π

n2

)

p,τ

� n−α1
1 n−α2

2

∥
∥
∥S(α1,α2)

n1,n2
(f)

∥
∥
∥
p,τ

+ n−α1
1

∥
∥
∥S(α1,0)

n1,∞ (f − S∞,n2(f))
∥
∥
∥
p,τ

+

+ n−α2
2

∥
∥
∥S(0,α2)∞,n2

(f − Sn1,∞(f))
∥
∥
∥
p,τ

+
∥
∥
∥f − (Sn1,∞(f) + S∞,n2(f)− Sn1,n2(f))

∥
∥
∥
p,τ
.

Докажем противоположное неравенство. В силу ограниченности оператора прямоугольной ча-
стичной суммы ряда Фурье функции f ∈ Lp,τ (T

m), 1 < p, τ <∞, имеем

A1 :=
∥
∥
∥f − (Sn1,∞(f) + S∞,n2(f)− Sn1,n2(f))

∥
∥
∥
p,τ

� Yn1,n2(f)p,τ , 1 < p, τ <∞.

Согласно прямой теореме теории приближения «углом» в пространстве Лоренца (лемма 3.4)
отсюда получим

A1 � ωα

(

f,
π

n1
,
π

n2

)

p,τ

, 1 < p, τ <∞. (3.7)

Введем обозначение
A2 :=

∥
∥
∥S(α1,0)

n1,∞ (f − S∞,n2(f))
∥
∥
∥
p,τ
.

В [43] доказано, что
∥
∥
∥S(α1,0)

n1,∞ (f − S∞,n2(f))
∥
∥
∥
p
� nα1

1 ‖Δα1

π/n1
(f − S∞,n2(f))‖p, 1 < p <∞.

Согласно экстраполяционной теореме (см. [37, теорема 2.1], [34]) будем иметь

A2 � nα1
1

∥
∥
∥Δα1

π/n1
(f − S∞,n2(f))

∥
∥
∥
p,τ
, 1 < p, τ <∞.

Обозначая Δα1

π/n1
(f) = F , отсюда получим

A2 � nα1
1

∥
∥
∥F − S∞,n2(F )

∥
∥
∥
p,τ
, 1 < p, τ <∞.

Так как S0,∞(F ) = S0,n2(F ), то

A2 � nα1
1

∥
∥
∥F − S0,∞(F )− S∞,n2(F ) + S0,n2(F )

∥
∥
∥
p,τ
, 1 < p, τ <∞.

Отсюда согласно прямой теореме теории приближения «углом» в пространстве Лоренца (лем-
ма 3.4) и свойству модуля гладкости получим

A2 � nα1
1 ωα

(

F, π,
π

n2 + 1

)

p,τ

� nα1
1 ωα

(

F, π,
π

n2

)

p,τ

=

= Cnα1
1 sup

|h1|�π,|h2|�π/n2

∥
∥
∥Δα1

h1
(Δα2

h2
F )
∥
∥
∥
p,τ

� nα1
1 sup

|h2|�π/n2

∥
∥
∥Δα2

h2
F
∥
∥
∥
p,τ

=

= Cnα1
1 sup

|h2|�π/n2

∥
∥
∥Δα2

h2
(Δα1

π/n1
f)
∥
∥
∥
p,τ

� nα1
1 ωα

(

f,
π

n1
,
π

n2

)

p,τ

.

Таким образом,

A2 � nα1
1 ωα

(

f,
π

n1
,
π

n2

)

p,τ

, 1 < p, τ <∞. (3.8)

Аналогично можно доказать, что

A3 :=
∥
∥
∥S(0,α2)∞,n2

(f − Sn1,∞(f))
∥
∥
∥
p,τ

� nα2
2 ωα

(

f,
π

n1
,
π

n2

)

p,τ

, 1 < p, τ <∞, (3.9)

A4 :=
∥
∥
∥S(α1,α2)

n1,n2
(f)

∥
∥
∥
p,τ

� nα2
2 ωα

(

f,
π

n1
,
π

n2

)

p,τ

, 1 < p, τ <∞. (3.10)
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Теперь из неравенств (3.7)–(3.10) следует, что
∥
∥
∥f − (Sn1,∞(f) + S∞,n2(f)− Sn1,n2(f))

∥
∥
∥
p,τ

�

� ωα

(

f,
π

n1
,
π

n2

)

p,τ

+ n−α1
1 n−α2

2

∥
∥
∥S(α1,α2)

n1,n2
(f)

∥
∥
∥
p,τ

+

+ n−α1
1

∥
∥
∥S(α1,0)

n1,∞ (f − S∞,n2(f))
∥
∥
∥
p,τ

+ n−α2
2

∥
∥
∥S(0,α2)∞,n2

(f − Sn1,∞(f))
∥
∥
∥
p,τ
. �

В случае τ = p теорема 3.1 доказана в [43, теорема 5.1].

4. Прямые и обратные теоремы приближения в пространстве Лоренца.

Теорема 4.1. Пусть 1 < p < +∞, 1 < τ < ∞, αj ∈ N, j = 1, . . . ,m, σ = max{2, τ}. Если
f ∈ L̊p,τ (T

m), то

m∏

j=1

n
−αj

j

⎛

⎝
n1+1∑

ν1=1

. . .

nm+1∑

νm=1

m∏

j=1

ν
σαj−1
j Y σ

ν (f)p,τ

⎞

⎠

1/σ

� ωα

(

f,
π

n1
, . . . ,

π

nm

)

p,τ

, nj ∈ N. (4.1)

Доказательство. Введем обозначение

In(f) :=
m∏

j=1

n
−αj

j

⎛

⎝
n1+1∑

ν1=1

. . .
nm+1∑

νm=1

m∏

j=1

ν
σαj−1
j Y σ

ν (f)p,τ

⎞

⎠

1/σ

.

Для заданного nj ∈ N выберем такое неотрицательное целое число kj , что 2kj � nj < 2kj+1,
j = 1, . . . ,m. Тогда в силу монотонного убывания {Y σ

ν (f)p,τ} по каждому индексу νj, j = 1, . . . ,m,
нетрудно убедиться, что

Iσn(f) �
m∏

j=1

2−kjαjσ
k1+1∑

μ1=0

. . .

km+1∑

μm=1

m∏

j=1

2μjαjσY σ
[2μ1−1],...,[2μm−1](f)p,τ . (4.2)

Докажем теорему для m = 2. Тогда (4.2) имеет вид

Iσn(f) �
2∏

j=1

2−kjαjσ
k1+1∑

μ1=0

k2+1∑

μ2=1

2∏

j=1

2μjαjσY σ
[2μ1−1],[2μ2−1](f)p,τ . (4.3)

Так как

U[2μ1−1],[2μ2−1](f, 2πx) = S[2μ1−1],∞(f, 2πx) + S∞,[2μ2−1](f, 2πx)− S[2μ1−1],[2μ2−1](f, 2πx)

=
∞∑

n1=[2μ1−1]

∞∑

n2=[2μ2−1]

an(f)e
i〈n,2πx〉,

то согласно определению наилучшего приближения «углом» и теореме 2.1 имеем

Y[2μ1−1],[2μ2−1](f)p,τ �
∥
∥
∥f − U[2μ1−1],[2μ2−1](f)

∥
∥
∥
p,τ

�
∥
∥
∥
∥
∥
∥

( ∞∑

ν1=μ1

∞∑

ν2=μ2

|δν(f)|2
)1/2

∥
∥
∥
∥
∥
∥
p,τ

. (4.4)

Теперь из неравенств (4.3) и (4.4), по свойству нормы и в силу неравенства (a+ b)θ � C(aθ + bθ),
для 0 < θ <∞, a, b � 0 получим
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Iσn(f) �
2∏

j=1

2−kjαjσ
k1+1∑

μ1=0

k2+1∑

μ2=1

2∏

j=1

2μjαjσ

⎛

⎜
⎝

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

⎛

⎝
∞∑

ν1=k1+1

∞∑

ν2=k2+1

|δν(f)|2
⎞

⎠

1/2
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
p,τ

+

+

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

⎛

⎝
k1∑

ν1=μ1

∞∑

ν2=k2+1

|δν(f)|2
⎞

⎠

1/2
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
p,τ

+

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

⎛

⎝
∞∑

ν1=k1+1

k2∑

ν2=μ2

|δν(f)|2
⎞

⎠

1/2
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
p,τ

+

+

∥
∥
∥
∥
∥
∥

(
k1∑

ν1=μ1

k2∑

ν2=μ2

|δν(f)|2
)1/2

∥
∥
∥
∥
∥
∥
p,τ

⎞

⎠

σ

�
2∏

j=1

2−kjαjσ
k1+1∑

μ1=0

k2+1∑

μ2=1

2∏

j=1

2μjαjσ×

×

⎛

⎜
⎝

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

⎛

⎝
∞∑

ν1=k1+1

∞∑

ν2=k2+1

|δν(f)|2
⎞

⎠

1/2
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

σ

p,τ

+

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

⎛

⎝
k1∑

ν1=μ1

∞∑

ν2=k2+1

|δν(f)|2
⎞

⎠

1/2
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

σ

p,τ

+

+

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

⎛

⎝
∞∑

ν1=k1+1

k2∑

ν2=μ2

|δν(f)|2
⎞

⎠

1/2
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

σ

p,τ

+

∥
∥
∥
∥
∥
∥

(
k1∑

ν1=μ1

k2∑

ν2=μ2

|δν(f)|2
)1/2

∥
∥
∥
∥
∥
∥

σ

p,τ

⎞

⎟
⎠ . (4.5)

Так как αj > 0, j = 1, 2, то
kj+1∑

μj=0

2μjαjσ 	 2kjαjσ.

Поэтому из (4.5) получим

Iσn(f) �

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

⎛

⎝
∞∑

ν1=k1+1

∞∑

ν2=k2+1

|δν(f)|2
⎞

⎠

1/2
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

σ

p,τ

+

+ 2−k1α1σ
k1+1∑

μ1=0

2μ1α1σ

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

⎛

⎝
k1∑

ν1=μ1

∞∑

ν2=k2+1

|δν(f)|2
⎞

⎠

1/2
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

σ

p,τ

+

+ 2−k2α2σ
k2+1∑

μ2=0

2μ2α2σ

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

⎛

⎝
∞∑

ν1=k1+1

k2∑

ν2=μ2

|δν(f)|2
⎞

⎠

1/2
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

σ

p,τ

+

+

2∏

j=1

2−kjαjσ
k1+1∑

μ1=0

k2+1∑

μ2=1

2∏

j=1

2μjαjσ

∥
∥
∥
∥
∥
∥

(
k1∑

ν1=μ1

k2∑

ν2=μ2

|δν(f)|2
)1/2

∥
∥
∥
∥
∥
∥

σ

p,τ

=

= C
{
I1(f) + I2(f) + I3(f) + I4(f)

}
. (4.6)

Согласно теореме 2.1 имеем

I1(f) �
∥
∥
∥f − (Sn1,∞(f) + S∞,n2(f)− Sn1,n2(f))

∥
∥
∥
σ

p,τ
. (4.7)

Теперь оценим величину

I2(f) = 2−k1α1σ
k1+1∑

μ1=0

2μ1α1σ

⎧
⎪⎨

⎪⎩

1∫

0

⎛

⎜
⎝

⎡

⎢
⎣

⎛

⎝
k1∑

ν1=μ1

∞∑

ν2=k2+1

|δν(f)|2
⎞

⎠

1/2
⎤

⎥
⎦

∗

(t)

⎞

⎟
⎠

τ

tτ/p−1dt

⎫
⎪⎬

⎪⎭

σ/τ

. (4.8)
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Введем обозначение

ϕμ1(x) = 2μ1α1

⎛

⎝
k1∑

ν1=μ1

∞∑

ν2=k2+1

|δν(f,x)|2
⎞

⎠

1/2

, μ1 = 0, 1, . . . , k1.

Тогда
⎛

⎜
⎝

k1∑

μ1=0

2μ1α1σ

⎛

⎝
k1∑

ν1=μ1

∞∑

ν2=k2+1

|δν(f,x)|2
⎞

⎠

σ/2
⎞

⎟
⎠

1/σ

=

⎛

⎝
k1∑

μ1=0

ϕσ
μ1
(x)

⎞

⎠

1/σ

.

Предположим, что σ = max{2, τ} = τ > p > 1. Тогда пространство Lp,τ (T
m) является τ -вогнутым

(см., например, [16, 36]). Следовательно, по определению τ -вогнутого пространства справедливо
неравенство

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

⎛

⎝
k1∑

μ1=0

ϕσ
μ1
(x)

⎞

⎠

1/σ
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
p,τ



⎛

⎝
k1∑

μ1=0

‖ϕμ1‖τp,τ

⎞

⎠

1/τ

.

В силу обозначения ϕμ1 это означает, что
⎛

⎜
⎝

k1+1∑

μ1=0

2μ1α1σ

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

⎛

⎝
k1∑

ν1=μ1

∞∑

ν2=k2+1

|δν(f)|2
⎞

⎠

1/2
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

σ

p,τ

⎞

⎟
⎠

1/σ

�

�

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

⎛

⎜
⎝

k1∑

μ1=0

2μ1α1σ

⎛

⎝
k1∑

ν1=μ1

∞∑

ν2=k2+1

|δν(f,x)|2
⎞

⎠

σ/2
⎞

⎟
⎠

1/σ
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
p,τ

(4.9)

в случае σ = max{2, τ} = τ > p > 1. Если σ = max{2, τ} = 2, то τ < 2. Тогда согласно неравенству
Йенсена имеем

⎛

⎝
k1∑

μ1=0

‖ϕμ1‖σp,τ

⎞

⎠

1/σ

=

⎛

⎝
k1∑

μ1=0

‖ϕμ1‖2p,τ

⎞

⎠

1/2

�

⎛

⎝
k1∑

μ1=0

‖ϕμ1‖τp,τ

⎞

⎠

1/τ

.

Известно, что если 1 < p < τ , то пространство Lp,τ (T
m) является τ -вогнутым (см. [16]). Поэтому

из предыдущего неравенства следует, что
⎛

⎝
k1∑

μ1=0

‖ϕμ1‖σp,τ

⎞

⎠

1/σ

�
∥
∥
∥
∥
∥
∥

k1∑

μ1=0

ϕμ1

∥
∥
∥
∥
∥
∥
p,τ

(4.10)

в случае σ = max{2, τ} = 2, τ > p > 1, т.е. 1 < p < τ < 2. Так как
μ∑

k=0

2kα1σ � 2μα1σ,

то согласно неравенству Потапова—Йохансона (см. [41, 43]) имеем

k1∑

μ1=0

2μ1α1σ

⎛

⎝
k1∑

ν1=μ1

∞∑

ν2=k2+1

|δν(f, 2πx)|2
⎞

⎠

σ/2

�
k1∑

ν1=0

2ν1α1σ

⎛

⎝
∞∑

ν2=k2+1

|δν(f, 2πx)|2
⎞

⎠

σ/2

(4.11)

почти для всех x ∈ [0, 1)2. Теперь из неравенств (4.9), (4.10), (4.11) и согласно неравенству Йен-
сена получим
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⎛

⎜
⎝

k1∑

μ1=0

2μ1α1σ

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

⎛

⎝
k1∑

ν1=μ1

∞∑

ν2=k2+1

|δν(f)|2
⎞

⎠

1/2
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

σ

p,τ

⎞

⎟
⎠

1/σ

�

�

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

⎛

⎜
⎝

k1∑

ν1=0

2ν1α12

⎛

⎝
∞∑

ν2=k2+1

|δν(f)|2
⎞

⎠

σ/2
⎞

⎟
⎠

1/σ
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
p,τ

�

�

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

⎛

⎝
k1∑

ν1=0

2ν1α1σ
∞∑

ν2=k2+1

|δν(f)|2
⎞

⎠

1/2
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
p,τ

(4.12)

в случаях σ = max{2, τ} = τ > p > 1 или σ = max{2, τ} = 2, 1 < p < τ∞. Теперь из неравенств
(4.8) и (4.12) следует, что

I2(f) � 2k1α1σ

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

⎛

⎝
k1∑

ν1=0

2ν1α12
∞∑

ν2=k2+1

|δν(f)|2
⎞

⎠

1/2
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
p,τ

(4.13)

в случаях σ = max{2, τ} = τ > p > 1 или σ = max{2, τ} = 2, 1 < p < τ <∞.
Пусть σ = max{2, τ} = 2 и 1 < τ < p <∞, т.е. 1 < τ < 2. Согласно обозначению функции ϕμ1 ,

меняя порядок суммирования, нетрудно убедиться, что
⎛

⎝
k1∑

μ1=0

ϕσ
μ1
(x)

⎞

⎠

1/σ

=

⎛

⎝
k1∑

ν1=0

k1∑

μ1=0

2μ1α12
∞∑

ν2=k2+1

|δν(f, 2πx)|2
⎞

⎠

1/2

	

	
⎛

⎝
k1∑

ν1=0

2ν1α12
∞∑

ν2=k2+1

|δν(f, 2πx)|2
⎞

⎠

1/2

(4.14)

почти для всех x ∈ I
2. Следовательно,

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

⎛

⎝
k1∑

μ1=0

ϕσ
μ1

⎞

⎠

1/σ
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
p,τ

	

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

⎛

⎝
k1∑

ν1=0

2ν1α12
∞∑

ν2=k2+1

|δν(f)|2
⎞

⎠

1/2
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
p,τ

.

По теореме 2.2 отсюда получим
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

⎛

⎝
k1∑

μ1=0

ϕσ
μ1

⎞

⎠

1/σ
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
p,τ

	
∥
∥
∥
∥
∥
∥

k1∑

ν1=0

2ν1α1

∞∑

ν2=k2+1

δν(f)

∥
∥
∥
∥
∥
∥
p,τ

(4.15)

в случае σ = max{2, τ} = 2.
Введем обозначение

Bν1,k2(x) = 2ν1α1

∞∑

ν2=k2+1

δν(f, 2πx), ν1 = 0, 1, . . . , k1.

Тогда набор этих функций {Bν1,k2}k1ν1=0, при фиксированном k2, будет ортогональной системой,
т.е. ∫

Im

Bν1,k2(x)Bs1,k2(x)dx = 0
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при ν1 �= s1. Поэтому используя [1, лемма 1.4], как в доказательстве [2, лемма 1.5], можно убе-
диться, что

⎛

⎝
k1∑

μ1=0

‖Bν1,k2‖2p,τ

⎞

⎠

1/2

�
∥
∥
∥
∥
∥
∥

k1∑

μ1=0

Bν1,k2

∥
∥
∥
∥
∥
∥
p,τ

(4.16)

в случае 1 < p � 2, 1 < τ < 2. Согласно обозначению Bν1,k2(x), из неравенств (4.15), (4.16)
получим

⎛

⎝
k1∑

μ1=0

‖Bν1,k2‖2p,τ

⎞

⎠

1/2

�
∥
∥
∥
∥
∥
∥

k1∑

ν1=0

2ν1α1

∞∑

ν2=k2+1

δν(f)

∥
∥
∥
∥
∥
∥
p,τ

	

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

⎛

⎝
k1∑

μ1=0

ϕσ
μ1

⎞

⎠

1/σ
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
p,τ

,

в случае σ = max{2, τ} = 2, 1 < p � 2, 1 < τ < 2. Значит,
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

⎛

⎝
k1∑

ν1=0

2ν1α12
∞∑

ν2=k2+1

|δν(f)|2
⎞

⎠

1/2
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
p,τ

�
∥
∥
∥
∥
∥
∥

k1∑

ν1=0

2ν1α1

∞∑

ν2=k2+1

δν(f)

∥
∥
∥
∥
∥
∥
p,τ

(4.17)

в случае σ = max{2, τ} = 2, 1 < p � 2, 1 < τ < 2.
Таким образом, неравенство (4.12), а значит, и (4.13), верно и в случае 1 < τ < p � 2.
Пусть σ = max{2, τ} = τ , т. е. 2 < τ <∞. Введем обозначение

Vμ1,k2(x) = 2μ1α1

⎛

⎝
k1∑

ν1=μ1

∞∑

ν2=k2+1

|δν(f, 2πx)|2
⎞

⎠

1/2

.

Если 2 < p <∞, 2 < τ <∞, то согласно [1, лемма 1.4] будем иметь
⎛

⎜
⎝

k1∑

μ1=0

2μ1α1τ

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

⎛

⎝
k1∑

ν1=μ1

∞∑

ν2=k2+1

|δν(f)|2
⎞

⎠

1/2
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

τ

p,τ

⎞

⎟
⎠

1/τ

=

⎛

⎝
k1∑

μ1=0

‖Vμ1,k2‖τp,τ

⎞

⎠

1/τ

�

�

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

⎛

⎝
k1∑

μ1=0

|Vμ1,k2 |2
⎞

⎠

1/2
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
p,τ

= C

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

⎛

⎝
k1∑

μ1=0

2μ1α12
k1∑

ν1=μ1

∞∑

ν2=k2+1

|δν(f)|2
⎞

⎠

1/2
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
p,τ

�

�

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

⎛

⎝
k1∑

ν1=0

2ν1α12
∞∑

ν2=k2+1

|δν(f)|2
⎞

⎠

1/2
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
p,τ

�
∥
∥
∥
∥
∥
∥

k1∑

ν1=0

∞∑

ν2=k2+1

2ν1α1δν(f)

∥
∥
∥
∥
∥
∥
p,τ

.

Следовательно, из неравенства (4.8) получим

I2(f) �
∥
∥
∥
∥
∥
∥

k1∑

ν1=0

∞∑

ν2=k2+1

2ν1α1δν(f)

∥
∥
∥
∥
∥
∥
p,τ

(4.18)

в случае σ = max{2, τ} = τ и 2 < p <∞, т.е. неравенство (4.13) верно и в случае 2 < τ < p <∞.
Таким образом, в случае σ = max{2, τ} = τ неравенство (4.13) верно для всех 1 < p <∞.
В силу теорем 2.2 и 2.1 из (4.13) получим

I2(f) � 2−k1α1σ
∥
∥
∥S

(α1,0)

2k1 ,∞(f − S∞,2k2 (f))
∥
∥
∥
σ

p,τ
(4.19)

в случаях σ = max{2, τ} = τ > p > 1 или σ = max{2, τ} = 2, 1 < p < τ < ∞. Аналогично можно
доказать, что

I3(f) � 2−k2α2σ
∥
∥
∥S

(0,α2)

∞,2k2
(f − S2k1 ,∞(f))

∥
∥
∥
σ

p,τ
, (4.20)
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I4(f) � 2−(k1α1+k2α2)σ
∥
∥
∥S

(α1,α2)

2k1 ,2k2
(f)

∥
∥
∥
σ

p,τ
(4.21)

в случаях σ = max{2, τ} = τ > p > 1 или σ = max{2, τ} = 2 и 1 < p < τ < ∞. Поэтому из
неравенств (4.6), (4.7) и (4.19)–(4.21) следует, что

Iσn(f) �
∥
∥
∥f − (Sn1,∞(f) + S∞,n2(f)− Sn1,n2(f))

∥
∥
∥
σ

p,τ
+

+ 2−k1α1σ
∥
∥
∥S

(α1,0)

2k1 ,∞(f − S∞,2k2 (f))
∥
∥
∥
σ

p,τ
+ 2−k2α2σ

∥
∥
∥S

(0,α2)

∞,2k2
(f − S2k1 ,∞(f))

∥
∥
∥
σ

p,τ
+

+ 2−k2α2σ
∥
∥
∥S

(0,α2)

∞,2k2
(f − S2k1 ,∞(f))

∥
∥
∥
σ

p,τ
+ 2−(k1α1+k2α2)σ

∥
∥
∥S

(α1,α2)

2k1 ,2k2
(f)

∥
∥
∥
σ

p,τ
(4.22)

в случаях σ = max{2, τ} = τ > p > 1 или σ = max{2, τ} = 2, 1 < p < τ <∞.
Теперь в силу теоремы 3.1 и свойства модуля гладкости из неравенства (4.22) получим утвер-

ждение теоремы. �

Теорема 4.2. Пусть 1 < p < +∞, 1 < τ < ∞, αj ∈ N, j = 1, . . . ,m, β = min{2, τ}. Если
f ∈ L̊p,τ (T

m), то

ωα

(

f,
π

n1
, . . . ,

π

nm

)

p,τ

�
m∏

j=1

n
−αj

j

⎛

⎝
n1+1∑

ν1=1

. . .

nm+1∑

νm=1

m∏

j=1

ν
βαj−1
j Y β

ν (f)p,τ

⎞

⎠

1/β

, nj ∈ N.

Доказательство. Для nj ∈ N выберем неотрицательное целое число kj , удовлетворяющее усло-
вию 2kj � nj < 2kj+1, j = 1, . . . ,m. Тогда по свойству смешанного модуля гладкости функции
получим

I5(f) := ωα

(

f,
1

n1
,
1

n2

)

p,τ

� ωα

(

f,
1

2k1
,
1

2k2

)

p,τ

.

Далее, по свойствам смешанного модуля гладкости функции отсюда получим

Iτ5 (f) � ωτ
α

(

f − S2k1 ,∞(f)− S∞,2k2 (f) + S2k1 ,2k2 (f),
1

2k1
,
1

2k2

)

p,τ

+

+ ωτ
α

(

S2k1 ,∞(f),
1

2k1
,
1

2k2

)

p,τ

+ ωτ
α

(

S∞,2k2 (f),
1

2k1
,
1

2k2

)

p,τ

+ ωτ
α

(

S2k1 ,2k2 (f),
1

2k1
,
1

2k2

)

p,τ

�

�
∥
∥
∥f − S2k1 ,∞(f)− S∞,2k2 (f) + S2k1 ,2k2 (f)

∥
∥
∥
τ

p,τ
+ ωτ

α

(

S2k1 ,∞(f − S∞,2k2 (f)),
1

2k1
,
1

2k2

)

p,τ

+

+ ωτ
α

(

S∞,2k2 (f − S2k1 ,∞(f)),
1

2k1
,
1

2k2

)

p,τ

+ ωτ
α

(

S2k1 ,2k2 (f),
1

2k1
,
1

2k2

)

p,τ

�

� 2−(k1α1+k2α2)τ
∥
∥
∥S

(α1,α2)

2k1 ,2k2
(f)

∥
∥
∥
τ

p,τ
+ 2−k1α1τ

∥
∥
∥S

(α1,0)

2k1 ,∞(f − S∞,2k2 (f))
∥
∥
∥
τ

p,τ
+

+ 2−k2α2τ
∥
∥
∥S

(0,α2)

∞,2k2
(f − S2k1 ,∞(f))

∥
∥
∥
τ

p,τ
+
∥
∥
∥f − S2k1 ,∞(f)− S∞,2k2 (f) + S2k1 ,2k2 (f)

∥
∥
∥
τ

p,τ
=

= C
{
I6 + I7 + I8 + I9

}
. (4.23)

Согласно теореме 2.1 будем иметь

I6 � 2−(k1α1+k2α2)τ

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

⎛

⎝
k1∑

μ1=0

k2∑

μ2=0

|δ(α1,α2)
μ (f)|2

⎞

⎠

1/2
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

τ

p,τ

�

� 2−(k1α1+k2α2)τ

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

⎛

⎝
k1∑

μ1=0

k2∑

μ2=0

2(μ1α1+μ2α2)2|δμ(f)|2
⎞

⎠

1/2
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

τ

p,τ

. (4.24)
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Пусть β = min{2, τ} = 2 и 2 < p <∞. Тогда согласно [2, лемма 1.2] из (4.24) получим

I6 � 2−(k1α1+k2α2)τ

⎧
⎨

⎩

k1∑

μ1=0

k2∑

μ2=0

2(μ1α1+μ2α2)2‖δμ(f)‖2p,τ

⎫
⎬

⎭

τ/2

�

� 2−(k1α1+k2α2)τ

⎧
⎨

⎩

k1∑

μ1=0

k2∑

μ2=0

2(μ1α1+μ2α2)2Y 2
[2μ1−1],[2μ2−1](f)p,τ

⎫
⎬

⎭

τ/2

. (4.25)

Если β = min{2, τ} = τ и 1 < p <∞, то в силу [2, леммы 1.1, 1.4] из (4.24) получим

I6 � 2−(k1α1+k2α2)τ
k1∑

μ1=0

k2∑

μ2=0

2(μ1α1+μ2α2)τ‖δμ(f)‖τp,τ �

� 2−(k1α1+k2α2)τ
k1∑

μ1=0

k2∑

μ2=0

2(μ1α1+μ2α2)τY τ
[2μ1−1],[2μ2−1](f)p,τ . (4.26)

Таким образом (см. (4.25) и (4.26))

I6 � 2−(k1α1+k2α2)τ

⎛

⎝
k1∑

μ1=0

k2∑

μ2=0

2(μ1α1+μ2α2)βY β
[2μ1−1],[2μ2−1]

(f)p,τ

⎞

⎠

τ/β

(4.27)

в случае β = min{2, τ} = 2 и 2 < p <∞ или β = min{2, τ} = τ и 1 < p <∞.
Оценим I7. По теореме 2.1 будем иметь

I7 � 2−k1α1τ

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

⎛

⎝
k1∑

μ1=0

∞∑

μ2=k2+1

|δ(α1 ,0)
μ (f)|2

⎞

⎠

1/2
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Если β = min{2, τ} = 2 и 2 < p < ∞, то согласно [2, лемма 1.2] (см. также [1]) из (4.28) следует,
что
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Пусть β = min{2, τ} = τ и 1 < p <∞. Тогда согласно [2, леммы 1.1, 1.4] из (4.28) получим
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Аналогично (4.29) и (4.30) можно доказать, что
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в случае β = min{2, τ} = 2 и 2 < p <∞ и
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в случае β = min{2, τ} = τ и 1 < p <∞.
По лемме 3.4 имеем

I9 � Y τ
[2k1 ],[2k2 ](f)p,τ (4.33)

для 1 < p, τ <∞. Теперь из неравенств (4.23), (4.27), (4.29), (4.31), (4.33) следует, что
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в случае β = min{2, τ} = 2 и 2 < p <∞. Если β = min{2, τ} = τ и 1 < p <∞, то
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Нетрудно видеть, что из неравенств (4.34) и (4.35) вытекает утверждение теоремы. �
В случае τ = p теоремы 4.1 и 4.2 доказаны в [43]. Из теорем 4.1 и 4.2 следуют леммы 3.4 и 3.5

соответственно.

Заключение Задачу о точности константы в неравенствах Джексона—Стечкина исследовали
Н. П. Корнейчук [14], В. И. Бердышев [7], Н. И. Черных [33], А. Г. Бабенко [6], В. И. Иванов [13]
(см. также библиографию в [11,12]). О. И. Смирнов доказал теорему Джексона с точной констан-
той для приближения «углом» функций в пространстве Lp(T

m) при 1 � p < 2 (см. [23]).
Основные результаты работы представлены на международной Воронежской весенней мате-

матической школе 3–9 мая 2023 г. (см. [47]).
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