
ИТОГИ НАУКИ И ТЕХНИКИ.
Современная математика и ее приложения.
Тематические обзоры.
Том 229 (2023). С. 47–52
DOI: 10.36535/0233-6723-2023-229-47-52

УДК 517.51

СООТНОШЕНИЯ МЕЖДУ НАИЛУЧШИМИ РАВНОМЕРНЫМИ

ПОЛИНОМИАЛЬНЫМИ ПРИБЛИЖЕНИЯМИ ФУНКЦИЙ

И ИХ ЧЕТНЫМИ И НЕЧЕТНЫМИ ПРОДОЛЖЕНИЯМИ

c© 2023 г. Т. С. МАРДВИЛКО

Аннотация. В работе изучается связь между наилучшими равномерными полиномиальными
приближениями непрерывной на отрезке функции и ее четным и нечетным продолжениями. Рас-
смотрены примеры, демонстрирующие точность полученных результатов. Аналогичные вопросы
обсуждаются также для рациональных приближений.
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Abstract. In this paper, we study the relationships between the best uniform polynomial
approximations of a continuous function on an interval and its even and odd prolongations. We consider
examples that demonstrate the accuracy of the results obtained. Similar issues are also discussed for
rational approximations.
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1. Введение. Основные результаты. Обозначим через C([a, b]) пространство непрерывных
действительных функций на отрезке [a, b] ⊂ R. Для f ∈ C([a, b]) определим стандартную макси-
мумЭ=норму

‖f‖[a,b] = max {|f(x)| : x ∈ [a, b]} .
Через Pn, n ∈ N ∪ {0}, обозначим множество алгебраических полиномов над полем R степени не
выше n. Для f ∈ C([a, b]) введем наилучшее равномерное приближение множеством Pn, т.е.

En (f ; [a, b]) = inf{‖f − p‖[a,b] : p ∈ Pn}.
Для f ∈ C ([0, 1]) через f+ и f− обозначим соответственно четное и нечетное продолжение f на
отрезок [−1, 1]:

f+(x) = f(|x|), f−(x) = f(|x|) signx.
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Ясно, что f+ ∈ C([−1, 1]). При дополнительном условии f(0) = 0 имеем также f− ∈ C([−1, 1]).
Очевидно, что при всех n ∈ N ∪ {0} имеют место неравенства

En

(
f±; [−1, 1]

)
� En(f ; [0, 1]). (1)

Естественно, для f− предполагается, что f(0) = 0. Основным результатом настоящей работы
являются теоремы 1 и 2, в которых получены обращения неравенств (1).

Теорема 1. Пусть f ∈ C ([0, 1]). Тогда для любого n ∈ N имеет место неравенство

En

(
f+; [−1, 1]

)
� 32π

n

⎧
⎨

⎩
E0(f ; [0, 1]) +

∑

1�k�√
n

kEk (f ; [0, 1])

⎫
⎬

⎭
. (2)

Теорема 2. Пусть f ∈ C ([0, 1]), причем f(0) = 0. Тогда для любого n ∈ N имеет место
неравенство

En

(
f−; [−1, 1]

)
� 211π

n2

⎧
⎨

⎩

∑

1�k�√
n

k3Ek (f ; [0, 1])

⎫
⎬

⎭
. (3)

Из теорем 1 и 2 несложно получить соответственно следствия 1 и ??.

Следствие 1. Пусть f ∈ C ([0, 1]), α > 0 и En (f ; [0, 1]) = O (n−α) для n ∈ N. Тогда для
n ∈ N \ {1} имеют место соотношения

(i) En

(
f+; [−1, 1]

)
= O

(
n−α/2

)
при 0 < α < 2;

(ii) En

(
f+; [−1, 1]

)
= O

(
lnn

n

)
при α = 2;

(iii) En

(
f+; [−1, 1]

)
= O

(
1

n

)
при α > 2.

Следствие 2. Пусть f ∈ C ([0, 1]), причем f(0) = 0, α > 0 и En (f ; [0, 1]) = O (n−α) для n ∈ N.
Тогда для n ∈ N \ {1} имеют место соотношения

(i) En

(
f−; [−1, 1]

)
= O

(
n−α/2

)
при 0 < α < 4;

(ii) En

(
f−; [−1, 1]

)
= O

(
lnn

n2

)
при α = 4;

(iii) En

(
f−; [−1, 1]

)
= O

(
n−2

)
при α > 4.

Приведенные ниже примеры 1–3 показывают, что теоремы 1 и 2, а также следствия 1 и ??,
довольно хорошо отвечают на поставленный вопрос об обращении неравенств (1).

Пример 1 (см. [1]). Пусть α > 0 и ϕα(x) = xα/2, 0 � x � 1. Тогда для n ∈ N имеют место
соотношения

(i) En (ϕα; [0, 1]) � n−α при α/2 �∈ N;
(ii) En

(
ϕ+
α ; [−1, 1]

) � n−α/2 при α/4 �∈ N;
(iii) En

(
ϕ−
α ; [−1, 1]

) � n−α/2 при (α+ 2)/4 �∈ N.

Пример 2 (см. [3, с. 424, 474]). Пусть ψ(x) = x lnx при x ∈ (0, 1] и ψ(0) = 0. Тогда для
n ∈ N \ {1} имеют место соотношения

(i) En (ψ; [0, 1]) � 1

n2
;

(ii) En

(
ψ+; [−1, 1]

) � lnn

n
.

Пример 3 (см. [3, с. 425, 474]). Пусть λ(x) = x2 lnx при x ∈ (0, 1] и λ(0) = 0. Тогда для
n ∈ N \ {1} имеют место соотношения

(i) En (λ; [0, 1]) � 1

n4
;

(ii) En

(
λ−; [−1, 1]

) � lnn

n2
.
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2. Доказательство основных результатов. Приведем сведения, необходимые для доказа-
тельства теорем 1 и 2. Обозначим через L∞([a, b]) пространство Лебега существенно ограничен-
ных функций на отрезке [a, b]. Норма функции f ∈ L∞([a, b]) определяется следующим образом:

‖f‖[a,b] = ess sup{|f(x)| : x ∈ [a, b]}.
Очевидно, C([a, b]) является подпространством L∞([a, b]) и для функции f ∈ C([a, b]) ее норма в
L∞([a, b]) совпадает с нормой в C([a, b]).
Обозначим через W s∞([a, b]), s ∈ N, пространство Соболева функций на отрезке [a, b]. Имен-

но, f ∈ W s∞([a, b]), если f непрерывно дифференцируема s − 1 раз на [a, b], f (s−1) абсолютно
непрерывна и f (s) ∈ L∞([a, b]).
Для доказательства теорем 1 и 2 применим теорему типа Джексона в следующей форме.

Теорема 3. Пусть s = 1, 2 и n ∈ N. Если f ∈W s∞ ([−1, 1]), то

En (f ; [−1, 1]) � π

2ns

∥
∥∥f (s)

∥
∥∥
[−1,1]

. (4)

Неравенство (4) следует из [4, теорема 4.2.5] и известных соотношений для констант Фавара [4,
с. 5].
Будем использовать также неравенство Маркова [3, с. 233]. Для p ∈ Pn, n � 1, справедлива

оценка ∥
∥p′
∥
∥
[0,1]

� 2n2 ‖p‖[0,1] . (5)

Доказательство теоремы 1. Так как функция f+ четная, то ее элемент наилучшего приближе-
ния из P1 также является четной функцией и, следовательно, принадлежит P0. Таким образом,

E1

(
f+; [−1, 1]

)
= E0

(
f+; [−1, 1]

)
= E0 (f ; [0, 1]) .

Значит, неравенство (2) для n = 1 выполняется.
Считаем далее n � 2. Через m обозначим наибольшее целое число, удовлетворяющее усло-

вию 2m � n. Для l = 0, 1, . . . ,m через pl обозначим полином степени не выше 2l наилучшего
приближения f , т.е. pl ∈ P2l и для него выполняется неравенство

‖f − pl‖[0,1] = E2l (f ; [0, 1]) =: εl.

Для удобства будем также считать, что p−1— элемент наилучшего приближения из P0 и

ε−1 = E2−1 (f ; [0, 1]) = E0 (f ; [0, 1]) .

Для функции f справедливо равенство

f = p−1 + q0 + q1 + . . .+ qm + rm, (6)

где ql = pl − pl−1 при l = 0, 1, . . . ,m, a rm = f − pm. Следовательно,

f+ = p−1 + q+0 + q+1 + . . .+ q+m + r+m. (7)

Здесь мы учли, что p−1 является константой и, значит, p+−1 = p−1. Заметим, что

‖r+m‖[−1,1] = ‖rm‖[0,1] = εm. (8)

Функции q+0 , q
+
1 , . . . , q

+
m четны и принадлежат пространству W 1∞ ([−1, 1]). Поэтому, применив

неравенство Маркова (5), получим
∥∥
∥
(
q+l
)′∥∥
∥
[−1,1]

=
∥
∥q′l
∥
∥
[0,1]

� 22l+1 ‖ql‖[0,1] = 22l+1 ‖(f − pl−1)− (f − pl)‖[0,1] �

� 22l+1
(
‖f − pl−1‖[0,1] + ‖f − pl‖[0,1]

)
= 22l+1 (εl−1 + εl) � 22l+2εl−1, l = 0, 1, . . . ,m.

Следовательно,
∥
∥∥
(
p−1 + q+0 + q+1 + . . .+ q+m

)′∥∥∥
[−1,1]

� 4

m∑

l=0

22lεl−1 = 16

m−1∑

l=−1

22lεl.



50 Т. С. МАРДВИЛКО

Используя равенства (6), (7), (8), последнее неравенство и неравенство типа Джексона (4), полу-
чим, что при n � 2 справедлива оценка

En

(
f+; [−1, 1]

)
� ‖r+m‖[−1,1] + En

(

p+−1 +

m∑

k=0

q+k ; [−1, 1]

)

� εm +
π

2n

∥
∥∥
∥∥

(

p+−1 +

m∑

k=0

q+k

)′∥∥∥
∥∥
[−1,1]

�

� εm +
8π

n

m−1∑

l=−1

22lεl �
2π

n

(

E0 (f ; [0, 1]) + 4

m∑

l=0

22lE2l (f ; [0, 1])

)

. (9)

Здесь мы учли, что

εm =
22(m+1)

22(m+1)
εm � 4 · 22m

n
εm.

Далее для краткости обозначим Ek = Ek (f ; [0, 1]), k ∈ N ∪ {0}, и учтем, что последовательность
{Ek}∞k=0 неотрицательна и не возрастает. Тогда для l ∈ N получим

22lE2l � 2l+1
(
E2l−1+1 + E2l−1+2 + . . . E2l

)
� 4

2l∑

k=2l−1+1

kEk.

Из (9) и последнего неравенства следует неравенство (2) для n � 2. �
Доказательство теоремы 2. Пусть n, m, pl и εl такие же, как и при доказательстве теоремы 1.
Поскольку f(0) = 0, то |pl(0)| � εl. Положим ul = ul(x) = pl(x)− pl(0). Тогда

εl � ‖f − ul‖[0,1] =
∥
∥f− − u−l

∥
∥
[−1,1]

� 2εl. (10)

Поскольку f− и u0 —нечетные функции, то из (10) получаем E1 (f
−; [−1, 1]) � 2E1 (f ; [0, 1]).

Значит, неравенство (3) заведомо выполняется для n = 1. Поэтому далее считаем n � 2. Имеем

f− − u0 = v−1 + v−2 + . . . + v−m + r−m, (11)

где vl = ul − ul−1 (l = 1, 2, . . . ,m) и rm = f − um. Здесь мы учли, что u−0 (x) = u0(x), x ∈ [−1, 1].
Из (10) получаем

‖r−m‖[−1,1] � 2εm = 2E2m (f ; [0, 1]) , (12)

и для всех l = 1, 2, . . . ,m справедливы оценки

‖vl‖[0,1] =
∥∥
∥ (f − ul−1)− (f − ul)

∥∥
∥
[0,1]

� ‖f − ul−1‖[0,1] + ‖f − ul‖[0,1] � 2εl−1 + 2εl � 4εl−1. (13)

Функции v−1 , v
−
2 , . . . , v

−
m непрерывно дифференцируемы в точке 0, а на отрезках [−1, 0] и [0, 1] яв-

ляются полиномами, следовательно, эти функции принадлежат пространству W 2∞ ([−1, 1]). Два-
жды применив неравенство А. А. Маркова (5), с учетом (13) получим

∥
∥∥
(
v−l
)′′∥∥∥

[−1,1]
=
∥∥(vl)

′′∥∥
[0,1]

� 16 · 24lεl−1, l = 1, 2, . . . ,m. (14)

Из неравенства Джексона (4) для s = 2, равенства (11) и неравенств (12) и (14) получаем

En

(
f−; [−1, 1]

)
�
∥
∥r−m

∥
∥
[−1,1]

+ En

(
m∑

l=2

v−l ; [−1, 1]

)

� 2εm +
π

2n2

∥
∥∥
∥
∥

(
m∑

l=2

v−l

)′′∥∥∥
∥
∥
[−1,1]

�

� 2εm +
π

2n2

m∑

l=2

16 · 24lεl−1 = 2εm +
π

n2
27

m−1∑

l=1

24lεl �
27π

n2

(
m∑

l=1

24lεl

)

. (15)

Здесь учтено, что

εm =
24(m+1)

24(m+1)
εm � 24 · 24m

n2
εm.
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В силу неотрицательности и невозрастания Ek = Ek (f ; [0, 1]), k ∈ N ∪ {0}, для l ∈ N имеем

24lE2l � 23l+1
(
E2l−1+1 +E2l−1+2 + . . .+ E2l

)
� 24

2l∑

k=2l−1+1

k3Ek.

Из (15) и последней оценки следует (3). �

3. Рациональная аппроксимация четного и нечетного продолжения функции. Во-
просы, обсуждаемые в данной статье, естественным образом возникли при изучении вопросов
рациональной аппроксимации четного и нечетного продолжений непрерывных функций.
Обозначим через Rn, n ∈ N ∪ {0} множество алгебраических рациональных функций степени

не выше n с действительными коэффициентами. Для f ∈ C[a, b] будем рассматривать наилучшие
равномерные рациональные приближения

Rn (f ; [a, b]) := inf
{‖f − r‖[a,b] : r ∈ Rn

}
.

Очевидно, что для наилучшего рационального приближения f ∈ C ([0, 1]) и ее четного и нечетного
продолжений на [−1, 1] справедливы неравенства

Rn

(
f±; [−1, 1]

)
� Rn (f ; [0, 1]) , n ∈ N ∪ {0}. (16)

Здесь для f− предполагается, что f(0) = 0. В [2] доказана следующая теорема для наилучших
рациональных приближений четного продолжения непрерывной функции.

Теорема 4. Для любой функции f ∈ C ([0, 1]) и любых n, s ∈ N выполняется неравенство

R2n

(
f+; [−1, 1]

)
� c(s)

ns

[
n∑

k=0

s
√
Rk (f ; [0, 1])

]s
,

где c(s)—некоторая положительная величина, зависящая от s.

Отметим, что в [2] теорема 4 получена не только для отрезка, но и для функций, непрерывных
на расширенной полуоси [0,+∞] и продолженной четным образом на расширенную числовую
прямую.
Рассматривая случай, когда наилучшие рациональные приближения имеют порядок стремле-

ния к нулю не выше степенного, из неравенства (16) и теоремы 4, получаем интересное следствие.

Следствие 3. Пусть f ∈ C ([0, 1]) и α ∈ (0,+∞). Тогда для n ∈ N справедлива эквивалент-
ность

Rn

(
f+; [−1, 1]

)
= O

(
n−α

) ⇐⇒ Rn (f ; [0, 1]) = O
(
n−α

)
.

В качестве примера, демонстрирующего применение теоремы 4, рассмотрим следующие функ-
ции с логарифмическими особенностями:

hνβ(x) =
(
ln(ν)

a

x

)−β
, 0 < x � 1; hνβ(0) = 0.

Здесь ν ∈ N означает порядок итерации логарифма, т.е. ln(1)(·) = ln(·) и ln(ν)(·) = ln(ln(ν−1)(·))
при ν � 2. Число β > 0; a > 1 и достаточно велико, чтобы функция ln(ν) (a/x) была положительна
при x ∈ (0, 1]. Именно, a > 1 при ν = 1, a > e при ν = 2, a > ee при ν = 3 и т. д.
Для наилучших рациональных приближений функций hνβ при указанных значениях ν, β и α

справедливы следующие порядковые оценки:

Rn (h1β ; [0, 1]) � Rn

(
h+1β ; [−1, 1]

)
� 1

n1+β
, n � 1; (17)

Rn (hνβ; [0, 1]) � Rn

(
h+νβ; [−1, 1]

)
� 1

n
(
ln(ν−1) n

)β , ν � 2, n � n(ν). (18)
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Исследованием наилучших рациональных приближений функций hνβ занимались А. А. Гончар,
А. П. Буланов, А. А. Пекарский и др. (см. подробнее [2]). В [2] найдены также точные порядки
наилучших рациональных приближений нечетного продолжения функций hνβ:

Rn

(
h−1β ; [−1, 1]

)
� 1

nβ
, n � 1;

Rn

(
h−νβ ; [−1, 1]

)
� 1
(
ln(ν−1) n

)β при ν � 2, n � n(ν).

Из этих соотношений видно, что обращение неравенства (16) для f− без потери скорости стрем-
ления к нулю последовательности {Rn (f

−; [−1, 1])}∞n=1 по сравнению с {Rn (f ; [0, 1])}∞n=1 невоз-
можно.
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