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О динамическом восстановлении возмущения системы уравнений
с распределенными параметрами

Марина Сергеевна БЛИЗОРУКОВА, Вячеслав Иванович МАКСИМОВ
ФГБУН «Институт математики и механики им. Н.Н. Красовского»

Уральского отделения Российской академии наук
620077, Российская Федерация, г. Екатеринбург, ул. Софьи Ковалевской, 16

Аннотация. Рассматривается задача динамического восстановления возмущений, дей-
ствующих на нелинейную систему, состоящую из двух взаимосвязанных уравнений па-
раболического вида. В предположении, что в дискретные моменты времени измеряется
(с ошибкой) решение системы, указывается алгоритм решения указанной задачи. Алго-
ритм, основанный на идеологии теории управления с обратной связью, является устойчи-
вым к информационным помехам и погрешностям вычислений. Приводится оценка скоро-
сти сходимости алгоритма.

Ключевые слова: система с распределенными параметрами, динамическое восстановле-
ние возмущения
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On dynamic reconstruction of a disturbances in distributed
parameter systems
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N.N. Krasovskii Institute of Mathematics and Mechanics
of the Ural Branch of the Russian Academy of Sciences

16 S. Kovalevskaya St., Yekaterinburg 620077, Russian Federation

Abstract. The problem of dynamic reconstruction of disturbances acting on a nonlinear system
composed of two coupled parabolic-type equations is under consideration. Assuming that a
solution of the system is measured (with errors) at discrete times, an algorithm for solving the
problem is proposed. The algorithm, based on the principles of feedback control theory, is shown
to be robust with respect to informational noises and computational inaccuracies. An estimate
of the convergence rate of the algorithm is provided.
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Введение

Исследуется задача восстановления распределенных входных воздействий (возмуще-
ний) системы уравнений с распределенными параметрами по результатам неточных из-
мерений решения. Предполагается, что на заданном конечном временном интервале рас-
сматривается нелинейная система, состоящая из двух взаимосвязанных уравнений пара-
болического типа. На систему действует неизвестное возмущение. Необходимо построить
алгоритм восстановления этого возмущения. При этом в дискретные (достаточно частые)
моменты времени решение системы измеряется с ошибкой. Точное восстановление соот-
ветствующего возмущения, вообще говоря, невозможно в силу погрешности измерений.
Поэтому мы предполагаем построить некоторую его аппроксимацию. Потребуем, чтобы
аппроксимация была сколь угодно близка к восстанавливаемому входу при условии доста-
точной малости измерительных ошибок и расстояния между моментами измерений реше-
ния. Описанная задача относится к классу обратных задач динамики управляемых систем
и, в более общем контексте, вкладывается в проблематику теории некорректных задач.
Суть развиваемой в данной работе методики состоит в том, что алгоритм восстановления
представляется в виде алгоритма управления некоторой вспомогательной динамической
системой — моделью. Управление в модели адаптируется к результатам текущих наблюде-
ний таким образом, что его реализация во времени «аппроксимирует» неизвестный вход.

1. Постановка задачи

Задана система дифференциальных уравнений

xt(t, η)−D1∆x(t, η) + k1x(t, η)y(t, η) = 0, (t, η) ∈ Q,

yt(t, η)−D2∆y(t, η) + k2x(t, η)y(t, η) = v(t, η) + f(t, η), (t, η) ∈ Q,
(1.1)

с краевыми
∂νx(t, s) = 0, ∂νy(t, s) = 0, (t, s) ∈ Σ,

и начальными
x(0, η) = x0(η), y(0, η) = y0(η), η ∈ Ω,

условиями. Здесь Q = T ×Ω, Σ = T ×∂Ω, Ω — ограниченная область в R2 с достаточно
гладкой границей ∂Ω, T = [0, ϑ], ϑ > 0, v(t, η), (t, η) ∈ Q — возмущающее воздействие,
D1 > 0, D2 > 0, k1 ≥ 0, k2 ≥ 0 — константы, ∂ν — производная по внешней нормали к
границе области Ω.

Функции x(·) и y(·) описывают концентрацию двух субстанций, D1, D2 и k1, k2 — ко-
эффициенты диффузии и реакции. Ниже полагаем, что x0 = x0(η) ∈ H1(Ω), y0 = y0(η) ∈
H1(Ω) — неотрицательные функции, возмущение v(t) при п. в. t ∈ T принадлежит мно-
жеству

P = {v ∈ L2(Ω) : v1(η) ≤ v(η) ≤ v2(η) при п. в. η ∈ Ω},
где v1, v2 ∈ L∞(Ω), v1(η) ≤ v2(η) при п. в. η ∈ Ω. Функцию f(·) ∈ L∞(T ;H), H =

L2(Ω), предполагаем известной, а функции v(·), v1(·), v2(·) неизвестными. Таким образом,
множество ограничений на возмущение предполагается неизвестным. Неизвестны также
постоянные k1 и D1, а также функция x0(·).

Обозначим через H1(Ω) и H2(Ω) пространства Соболева. В дальнейшем нам потре-
буется пространство

W (T ) = {x(·) ∈ L2(T ;H2(Ω)) : xt(·) ∈ L2(T ;H)}
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с нормой

|x|W (T ) =
{ ϑ∫

0

(
|x(t)|2H2(Ω) + |xt(t)|2H

)
dt
}1/2

.

Таким образом, W (T ) означает пространство функций из L2(T ;H2(Ω)), обобщенные про-
изводные которых являются элементами пространства L2(T ;H). Заметим, что простран-
ство W (T ) непрерывно и плотно вложено в пространство C(T ;H1(Ω)) ⊂ C(T ;Lp(Ω)),

1 ≤ p < +∞, непрерывных функций, действующих из T в H1(Ω). Поэтому найдется
константа c∗ > 0 такая, что для всех x(·) ∈ W (T ) верно неравенство

|x(·)|C(T ;H1(Ω)) ≤ c∗|x(·)|W (T ).

Пространство W (T ) также вложено компактно (см. [1, с. 33]) в Lp(Q), 1 ≤ p < +∞.
В дальнейшем предполагаем выполненным

У с л о в и е 1.1. 0 ≤ v1(η) + f(t, η) при п. в. (t, η) ∈ Q.

Подчеркнем, что известна функция f(·) и не известна функция v1(·). Однако полага-
ем, что она такова, что выполнено условие 1.1.

Справедлива (см. [2])

Теорема 1.1. Пусть выполнено условие 1.1. Тогда для любых v(·) ∈ P (·) = {ṽ(·) ∈
L2(T ;H) : ṽ(t) ∈ P при п. в. t ∈ T} существует единственное неотрицательное решение
{x(·), y(·)} ∈ W (T )×W (T ) системы (1.1), удовлетворяющее неравенству

|x(·)|2W (T ) + |y(·)|2W (T ) ≤ c(1 + |x0|2H1(Ω) + |y0|2H1(Ω) + |v(·)|2L2(T ;H) + |f(·)|2L2(T ;H)),

где c > 0 константа, не зависящая от x0, y0, v(·) и f(·).

Всюду ниже используются обозначения: x(·) = x(·;x0, y0, v(·)), y(·) = y(·;x0, y0, v(·)) —
решение системы (1.1), порожденное возмущением v(·), ∇x — градиент функции x ∈
H1(Ω), т. е. ∇x = {∂x/∂η1, ∂x/∂η2}, η = {η1, η2} ∈ Ω, |∇x|2 = ∂2x/∂η2

1 + ∂2x/∂η2
2. Норма

в пространстве H1(Ω) задается следующим образом

|x|H1(Ω) =
(∫

Ω

{
x2(η) + |∇x(η)|2

}
dη
)1/2

.

Рассматриваемая в работе задача состоит в следующем. Имеется система (1.1) с неиз-
вестным возмущением v(·) ⊂ P (·). Это возмущение, а также отвечающее ему решение
{x(·), y(·)} априори не известны. В моменты времени τi ∈ T, τi+1 = τi + δ, i ∈ [0 : m− 1],

τi = 0, τm = ϑ, измеряется (с ошибкой) решение системы (1.1); а именно вычисляются
величины ξhi ∈ L4(Ω) и ψhi ∈ L4(Ω) co свойствами:

|x(τi)− ξhi |H ≤ h, |y(τi)− ψhi |H ≤ h. (1.2)

Здесь h ∈ (0, 1) величина погрешности измерений. Требуется указать алгоритм вычисле-
ния в «реальном времени» возмущения v(·). Такова содержательная постановка.

Таким образом, задача состоит в построении алгоритма приближенного восстановле-
ния неизвестного возмущения v(·) (по результатам неточных измерений решения системы
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(1.1)), который обладал бы свойствами динамичности и устойчивости. Свойство динамич-
ности алгоритма означает, что построенные с его помощью приближения uh(·) текущих
значений возмущения v(·) вырабатываются в реальном времени. Свойство устойчивости
алгоритма означает, что приближение uh(·) сколь угодно точно, если точность измерений
достаточно высока (значение h и расстояние между временами измерения τi решения
достаточно малы).

Задача относится к классу задач динамического обращения систем с возмущением;
искомый алгоритм может быть классифицирован как алгоритм устойчивого динамиче-
ского обращения (динамической регуляризации). Первый из алгоритмов динамического
обращения, основанный на известном в теории гарантированного управления принципе
экстремального сдвига [3], был предложен в работе [4]. Впоследствии данный алгоритм
был развит в ряде работ (см., например, монографии [5, 6], обзорную [7] и журнальные
статьи [8–10], а также последнюю по времени публикации статью [11], в которой рассмат-
ривалась задача (аналогичная обсуждаемой в данной работе) для другой системы пара-
болического типа. В соответствии с описанным в цитированных выше работах методом
задача восстановления неизвестного возмущения заменяется некоторой другой задачей, а
именно, задачей позиционного управления вспомогательной системой (уравнением), назы-
ваемой моделью. При этом задача восстановления сводится к следующим двум задачам:

а) задаче выбора модели, функционирующей «синхронно» с реальной системой (урав-
нением) и

б) задаче выбора закона формирования управления моделью по принципу обратной
связи.

Перейдем к строгой постановке рассматриваемой задачи, воспользовавшись подходом,
развитым в работах, цитированных выше. Пусть фиксировано семейство разбиений отрез-
ка T :

∆h = {τh,i}mh
i=0, τh,0 = 0, τh,mh

= ϑ, δ(h) = τh,i+1 − τh,i < 1.

Обозначим

ξh(t) = ξhi , ψh(t) = ψhi при п. в. t ∈ δi и всех i ∈ [0 : m− 1].

Здесь и всюду ниже m = mh, δ = δ(h), τi = τh,i, δi = [τi, τi+1).

В качестве модели возьмем параболическое уравнение

wht (t, η)−D2∆wh(t, η) + k2ξ
h(t, η)ψh(t, η) = uh(t, η) + f(t, η), (t, η) ∈ Q, (1.3)

с краевым
∂νw

h(t, s) = 0, (t, s) ∈ Σ,

и начальным
wh(0, η) = y0(η), η ∈ Ω,

условиями. Существование и единственность решения wh(·) ∈ W (T ) следует, например,
из [12, теорема 5.5]. Кроме того, из этой же теоремы следует, что при всех t ∈ T имеет
место неравенство

|wh(t)|H +

t∫
0

|wh(s)|2H1(Ω) ds+

t∫
0

|ẇh(s)|2H ds ≤ c(0)
(

1 + |y0|2H1(Ω) +

t∫
0

|uh(s)|2H ds
)
. (1.4)

Роль управления в модели играет функция uh(·).
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Задача восстановления возмущения. Требуется указать такой алгоритм вычисле-
ния управления uh(·) в правой части уравнения (1.3) по принципу обратной связи

uh(t) = uhi (τi, ξ
h
i , ψ

h
i ,Ψ

h
i , ) при п. в. t ∈ δi и всех i ∈ [0 : m− 1], (1.5)

что имеет место сходимость

uh(·)→ v(·) в L2(T ;H) при h→ 0.

Здесь Ψh
i ∈ H — результаты неточных измерений состояний wh(τi) = wh(τi;x0, u

h(·)) :

|Ψh
i − wh(τi)|H ≤ h, i ∈ [1 : m− 1], m = mh, (1.6)

Ψh
0 = y0, wh(·) = wh(·; y0, u

h(·)) — решение уравнения (1.3), порожденное управлением
uh(·), формируемым по принципу обратной связи (1.5).

Прежде чем перейти к описанию алгоритма решения, заметим, что t → ξh(t)ψh(t) ⊂
L2(T ;H). Кроме того, как нетрудно видеть, для решения x(·) = x(·;x0, y0, v(·)), y(·) =

y(·;x0, y0, v(·)) системы (1.1) равномерно по всем h ∈ (0, 1), δ ∈ (0, 1), v(·) ∈ P (·) спра-
ведливо неравенство

ϑ∫
0

∣∣x(t)y(t)− ξh(t)ψh(t)
∣∣2
H
dt ≤ c0(h2 + δ), (1.7)

где постоянная c0 не зависит от h и δ.

2. Алгоритм решения

Возьмем некоторую функцию α = α(h) : (0, 1) → (0, 1) такую, что α(h) → 0 при
h→ 0.

До начала работы алгоритма фиксируем величину погрешности измерения h. Вместе
с ней фиксируются число α = α(h) и разбиение ∆ = ∆h. Работа алгоритма разбивается
на m − 1 (m = mh ) идентичных шагов. При осуществлении i -го шага на промежутке
δi = [τi, τi+1) ( τi = τh,i ) сначала (в момент τi ) находится элемент

uhi = uhi (τi, ψ
h
i ,Ψ

h
i ) = arg min

{
(Ψh

i − ψhi , u) + 1
2
α|u|2H : u ∈ H

}
= α−1(ψhi −Ψh

i ). (2.1)

Здесь и всюду в дальнейшем символ (·, ·) означает скалярное произведение в гильберто-
вом пространстве H. После этого при t ∈ δi на вход уравнения (1.3) подается управление

uh(t) = uhi + uh1
i , (2.2)

где uh1
i = 2(ψhi − Ψh

i ). В результате действия этого управления на отрезке [τi, τi+1] ре-
ализуется wh(t) — решение уравнения (1.3). На (i + 1) -м шаге аналогичные действия
повторяются. Работа алгоритма осуществляется до момента ϑ.

В дальнейшем нам потребуется дискретное неравенство Гронуолла.

Лемма 2.1. Пусть 0 ≤ φj, 0 ≤ fj при j ∈ [0 : m] и fj ≤ fj+1 при j ∈ [0 : m − 1].

Тогда неравенства

φj+1 ≤ c0δ

j∑
i=1

φi + fj, j ∈ [1 : m− 1]
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влекут неравенства
φj+1 ≤ fj exp{c0jδ}, j ∈ [0 : m− 1],

если c0 = const > 0, φ1 ≤ f0.

Теорема 2.1. Пусть управление uh(·) в уравнении (1.3) находится по правилу (2.1),
(2.2). Пусть также δ(h)α−2(h) < 1 при всех h ∈ (0, 1). Тогда верны неравенства

ε(t) ≤ d1(α + h2δ−1), t ∈ T, (2.3)

|ũh(·)|2L2(T ;H) ≤ |v(·)|2L2(T ;H) + d2ρ(h, δ, α). (2.4)

Здесь ũh(t) = uhi при п. в. t ∈ δi, i ∈ [0 : m−1], ρ(h, δ, α) = α+h2(αδ)−1 +δα−2, α = α(h),

δ = δ(h),

ε(t) =
1

2
|µh(t)|2H +D2

t∫
0

∫
Ω

|∇µh(η, τ)|2 dη dτ,

µh(t) = wh(t)−y(t), {x(·), y(·)} и wh(·) — решения системы (1.1) и уравнения (1.3) соот-
ветственно, d1 и d2 положительные постоянные, не зависящие от v(·), uh(·), x(·), y(·)
и wh(·).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства теоремы оценим изменение величины

εh(t) = ε(t) +
1

2
α

t∫
0

{
|ũh(s)|2H − |v(s)|2H

}
ds.

Вычтем второе уравнение системы (1.1) из уравнения (1.3) и умножим полученную
разность скалярно (в H ) на µh(t). В результате получим

µh(0) = 0,

dε(t)

dt
=

1

2

d|µh(t)|2H
dt

+D2

∫
Ω

|∇µh(η, t)|2 dη = Ih1t + Ih2t + Ih3t, (2.5)

где

Ih1t = −k2(ξh(t)ψh(t)− x(t)y(t), µh(t)) = −k2

∫
Ω

(ξh(t, η)ψh(t, η)− x(t, η)y(t, η))µh(t, η) dη,

Ih2t = (ũh(t)− v(t), µh(t)), Ih3t = 2(uh1(t), µh(t)), uh1(t) = uh1
i при п. в. t ∈ δi.

Нетрудно видеть, что справедливо равенство

ε̇h(t) = ε̇(t) +
1

2
α{|ũh(t)|2H − |v(t)|2H} при п. в. t ∈ T. (2.6)

В силу теоремы 2.1, неравенств (1.7) и (1.4) при всех t ∈ T справедлива оценка

Ih1t ≤ k2|ξh(t)ψh(t)− x(t)y(t)|H |µh(t)|H ≤ Φh(t) +
1

2
|µh(t)|2H , (2.7)
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где
Φh(t) =

1

2
k2

2|ξh(t)ψh(t)− x(t)y(t)|2H .

Также несложно заметить, что при п. в. t ∈ δi справедливо неравенство

Ih2t ≤ (ũh(t)− v(t),Ψh
i − ψhi )H + %i(t, h). (2.8)

Здесь

%i(t, h) = (|ũh(t)|H + |v(t)|H)(2h+

t∫
τi

{|ẇh(τ)|H + |ẏ(τ)|H} dτ).

Из (2.5), (2.8) и (2.6) вытекает верное при п. в. t ∈ δi неравенство

ε̇h(t) ≤
(
ũh(t),Ψh

i − ψhi
)
H

+
1

2
α|ũh(t)|2H −

(
v(t),Ψh

i − ψhi
)
H

− 1

2
α|v(t)|2H + %i(t, h) + Ih1t + Ih3t. (2.9)

Заметим, что при почти всех t ∈ δi

Ih3t = 2(ψhi −Ψh
i , µ

h(t)) = 2(ψhi − y(τi), µ
h(t))− 2(Ψh

i − wh(τi), µh(t))− 2(µh(τi), µ
h(t)).

При этом
−2(µh(τi), µ

h(t)) = −2|µh(t)|2H + 2(µh(t)− µh(τi), µh(t)).

Поэтому
|Ih3t| ≤ 4h|µh(t)|H − 2|µh(t)|2H + 2|(µh(t)− µh(τi), µh(t))|.

Далее, имеем

4h|µh(t)|H ≤ 8h2 +
1

2
|µh(t)|2H , 2|(µh(t)− µh(τi), µh(t))|

= 2
∣∣∣( t∫

τi

{ẇh(s)− ẏ(s)} ds, µh(t)
)∣∣∣ ≤ 2δ

t∫
τi

{|ẇh(s)|2H + |ẏ(s)|2H} ds+ |µh(t)|2H .

Таким образом, при почти всех t ∈ δi

|Ih3t| ≤ 2δ

t∫
τi

{
|ẇh(s)|2H + |ẏ(s)|2H

}
ds+ 8h2 − 1

2
|µh(t)|2H . (2.10)

Из (2.7) и (2.10) получим при t ∈ δi

Ih1t + Ih3t ≤ 8h2 + Φh(t) + 2δ

t∫
τi

{|ẇh(s)|2H + |ẏ(s)|2H} ds. (2.11)

В таком случае ввиду (2.1), (2.2), (2.9) при п. в. t ∈ δi имеет место неравенство

ε̇h(t) ≤ ρi(t, h) + Ih1h + Ih3i.
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Значит, в силу (2.11) при п. в. t ∈ δi выполнено

εh(t) ≤ εh(τi) +

t∫
τi

[
{|ũh(τ)|H+ |v(τ)|H}{2h+

t∫
τi

(|ẋh(s)|H+ |ẋ1(s)|H)ds}
]
dτ +

t∫
τi

{Ih1s + Ih3s} ds

≤ εh(τi) + c2h
2 + c3δ

t∫
τi

{|ũh(s)|2H + |v(s)|2H}ds+ c4δ

t∫
τi

{|ẇh(τ)|2H + |ẏ(τ)|2H} dτ +

t∫
τi

Φh(s) ds.

Воспользовавшись теоремой 2.1, равенством εh(0) = 0, а также включением v(·) ∈ L2(T ;H)

и неравенствами (1.7) и (1.4), получим при t ∈ T

εh(t) ≤ c5h
2δ−1 + c6δ

(
1 +

t∫
0

|ũh(s)|2H ds+

t∫
0

|uh1(s)|2H ds
)
. (2.12)

Ввиду (1.2), (1.6), а также способа формирования управлений uhi и uh1
i (см. (2.1)), имеем

|uhi |2H ≤ c7(|µh(τi)|2H + h2)α−2, |uh1
i |2H ≤ 4{2h+ |µh(τi)|H}2. (2.13)

Следовательно, учитывая (2.13) и (2.12), а также (1.7) и неравенства α(h) < 1, δ(h) < 1,

получаем

|µh(τi)|2H ≤ c8h
2δ−1 + c9δ + c10α + c11δ

2α−2

i−1∑
j=0

(h2 + |µh(τj)|2H)

≤ c12(α + δ + h2δ−1 + h2δα−2) + c11δ
2α−2

i−1∑
j=0

|µh(τj)|2H .

В силу леммы 2.1, а также неравенства δ(h)α−2(h) ≤ const при всех h ∈ (0, 1) имеем

|µh(τi)|2H ≤ c13(α + h2δ−1) exp{c11ϑδα
−2} ≤ c14(h2δ−1 + α), i ∈ [0 : m]. (2.14)

Неравенства (2.14) и (2.13) влекут неравенства

δ

t∫
0

|uh1(s)|2Hds ≤ δ2

i∑
j=0

|uh1
i |2H ≤ c15δ max

j∈[0:i]
(h2 + |µh(τj)|2H) ≤ c16δ

2(h2δ−1 + α), (2.15)

δ

t∫
0

|ũh(s)|2H ds ≤ δ2

i∑
j=0

|uhi |2H ≤ c17δα
−2 max

j∈[0:i]
(h2 + |µh(τj)|2H)

≤ c18δα
−2(h2δ−1 + α), t ∈ δi. (2.16)

В таком случае, из (2.15), (2.16) и (2.12) выводим

ε(t) ≤ c19(h2δ−1 + α). (2.17)

Неравенство (2.3) следует из (2.17). В силу (2.12) и (2.16) также верно неравенство

εh(t) ≤ c20h
2δ−1 + c21δα

−2(h2δ−1 + α). (2.18)

Неравенство (2.4) вытекает из (2.18).
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Из доказанной теоремы вытекает основной результат работы — следующая

Теорема 2.2. Пусть α(h) → 0, δ(h) → 0, δ(h)α−2(h) → 0, h2(α(h)δ(h))−1 → 0 при
h→ 0. Тогда имеет место сходимость

ũh(·)→ v(·) в L2(T ;H) при h→ 0.

Доказательство этой теоремы проводится по стандартной схеме (см., например, [6],
доказательство теоремы 1.2.3 или [11], доказательство теоремы 8).

3. Оценка скорости сходимости алгоритма

При некоторых дополнительных условиях можно указать оценку скорости сходимости
алгоритма (см. теорему 3.1 ниже).

В дальнейшем нам потребуется следующая лемма.

Лемма 3.1. [6, с. 29] Пусть V (·) ∈ L∞(T∗;V
∗) и ṽ(·) ∈ W (T∗;V ), T∗ = [a, b],

−∞ < a < b < +∞,

∣∣∣ t∫
a

V (τ) dτ
∣∣∣
V ∗
≤ ε∗, |ṽ(t)|V ≤ K ∀t ∈ T∗.

Тогда для всех t ∈ T∗ справедливо неравенство

∣∣∣ t∫
a

〈V (τ), ṽ(τ)〉V dτ
∣∣∣ ≤ ε∗(K + var(T∗; ṽ(·))).

В этом утверждении V — банахово пространство с нормой |·|V , 〈·, ·〉 — двойственность
между V и V ∗. Символ var(T∗; v(·)) означает вариацию функции v(·) на отрезке T∗, а
символ W (T∗;V ) — множество функций y(·) : T∗ → V ограниченной вариации.

Теорема 3.1. Пусть v(·) ∈ W (T ;H1(Ω)) и пусть выполнены условия теоремы 2.2.

Тогда имеет место следующая оценка скорости сходимости алгоритма:

|v(·)− ũh(·)|2L2(T ;H) ≤ c(0){α1/2(h) + hδ−1/2(h)}+ c(1)ρ(h, δ(h), α(h)),

где c(0), c(1) — некоторые положительные постоянные, не зависящие от h∈(0, 1), δ и α.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Введем линейный непрерывный оператор

A : H1(Ω)→ (H1(Ω))∗, 〈Aw1, w2〉H1 =

∫
Ω

∇w1(η)∇w2(η) dη, w1, w2 ∈ H1(Ω).

Здесь 〈·, ·〉H1 означает двойственность между H1(Ω) и (H1(Ω))∗.

Вычтем второе уравнение системы (1.1) из (1.3) и умножим полученную разность на
φ ∈ H1(Ω). После интегрирования устанавливаем неравенство

∣∣∣〈 t2∫
t1

{ũh(τ)− v(τ)} dτ, ϕ
〉
H1

∣∣∣ ≤ 4∑
j=1

|Jhjt(ϕ)|, (3.1)
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справедливое при всех 0 ≤ t1 < t2 ≤ ϑ. Здесь

Jh1t(ϕ) = 〈µh(t2)− µh(t1), ϕ〉H1 , Jh2t(ϕ) = D2

t2∫
t1

〈Aµh(t), ϕ〉H1 dt,

Jh3t(ϕ) =

t2∫
t1

〈ξh(τ)ψh(τ)− x(τ)y(τ), ϕ〉H1 dτ, Jh4t(ϕ) =

t2∫
t1

〈uh1(t), ϕ〉H1 dτ.

Из (3.1) следует неравенство

∣∣∣ t2∫
t1

{ũh(τ)− v(τ)}dτ
∣∣∣
(H1(Ω))∗

≤ C1{|µh(t2)|(H1(Ω))∗ + |µh(t1)|(H1(Ω))∗

+D2

t2∫
t1

|Aµh(t)|(H1(Ω))∗ dt+

t2∫
t1

|x(t)y(t)− ψh(t)ξh(t)|(H1(Ω))∗ dt. (3.2)

Обозначим
|w|2H1

0 (Ω) =

∫
Ω

|∇w(η)|2 dη, w ∈ H1(Ω).

Заметим, что
| · |2H1(Ω) = | · |2H1

0 (Ω) + | · |2H .

Поэтому, воспользовавшись теоремой 2.2 (см. (2.3)), получаем

t2∫
t1

|Aµh(t)|(H1(Ω))∗ dt ≤ C2

( t2∫
t1

|µh(t)|2H1(Ω) dt
)1/2

≤ C3(α + h2δ−1)1/2. (3.3)

Объединив (1.7) с (3.3), учитывая непрерывность вложения H в (H1(Ω))∗, а также нера-
венство δ(h)α−2(h) ≤ const, получим из (3.2)

∣∣∣ t2∫
t1

{ũh(τ)− v(τ)} dτ
∣∣∣
(H1(Ω))∗

≤ C4(α1/2 + hδ−1/2). (3.4)

Далее, воспользовавшись известным свойством троек Гельфанда, а также неравенства-
ми (2.4), (3.4) и леммой 3.1, устанавливаем неравенство

|ũh(·)− v(·)|2L2(T ;H) ≤ |ũh(·)|2L2(T ;H) − 2

ϑ∫
0

(ũh(s), v(s)) ds+ |v(·)|2L2(T ;H)

≤ 2
∣∣∣ ϑ∫

0

〈ũh(s)− v(s), v(s)〉H1 ds
∣∣∣+ d2ρ(h, α, δ) ≤ C5{α1/2 + hδ−1/2}+ d2ρ(h, α, δ). (3.5)

Утверждение теоремы следует из (3.5).
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Аннотация. В работе рассматривается проблема построения верхней оценки для суммы
максимальных собственных чисел лапласиана графа. Статья посвящена доказательству
гипотезы Брауэра, которая состоит в том, что сумма t -максимальных собственных чисел
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Introduction

Let A be n× n incidence matrix of simple undirected graph G :

ai,j =

{
1, iff (i, j) ∈ G,
0, otherwise.

Define the Laplacian L(G) of G as follows

L(G) = D − A,

where diagonal n× n matrix D has entries

di = |{j : (i, j) ∈ G}|.

We have
∑

i di = 2m, were m is number of edges in G. Considering G as directed graph
with some choice of ordering of vertices in G define m× n matrix B :

bi,j =


1, if j heard vertex in edge i,
−1, if j tail vertex in edge i,
0, otherwise.

Then L(G) = BTB and hence eigenvalues of matrix L(G) are nonnegative:

0 = µn(L(G)) ≤ µn−1(L(G)) ≤ . . . ≤ µ1(L(G)).

Brouwer’s Conjecture 1 (see [1]). For every graph G ⊂
(

[n]
2

)
and integer t ∈ [n − 1], the

following inequality is valid:

St(G) =
t∑
i=1

µi(L(G)) ≤ m+

(
t+ 1

2

)
, t ∈ [n].

In this article we prove the validness of this conjecture under the assumption than it is true
for all n ≤ n0 where n0 ≤ 1024.

For convenience, we denote

∆t(G) = St(G)−m(G)−
(
t+ 1

2

)
.

Whenever ∆t(G) ≤ 0, we say that G satisfy BCt.

It is known to be valid for trees [2], for k = 1, 2, n−1, n, for unicyclic and bicyclic graphs [3],
for regular graphs [4], for n ≤ 10 it was checked by A. Brouwer using a computer. In [5] was
proved that Brouwer’s conjecture holds asymptotically almost surely.

Before the proof of Brouwer‘s conjecture under above assumption (we call it below “Con-
jecture”) we introduce some consequences of its validity.

Define set of conjugate degrees

d∗(G) = {d∗1, . . . , d∗n}, d∗i = |{j : dj ≥ i}|.

We say that the set E of edges is compressed if from e = (i < j) ∈ E it follows that
e = (i1 < j1) ∈ E, were i1 ≤ i, j1 ≤ j. V. Chátal and P. Hammer in [6] introduce the notion
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of threshold graph. It can be defined as a graph isomorphic (up to permutations on vertices
[n] ) to a graph with compressed edge set.

Grone–Merris Conjecture [7], which was proved by Bai [8], we call it GMB, theorem says
that the following upper bound is valid

t∑
i=1

µi(L(G)) ≤
t∑
i=1

d∗i (G). (0.1)

It is known [9] that for threshold graphs there is equality in the last relation.
Say that a graph G on n nodes with m = m(G) edges is spectrally threshold dominated [10]

if for each t ∈ [n] there is a threshold graph Ĝ having the same number of nodes and edges
satisfying

t∑
i=1

µi(L(G)) ≤
t∑
i=1

µi(L(Ĝ)) =
t∑
i=1

d∗i (L(Ĝ)).

In paper [10] Helmberg and Trevisan proved the following

Conjecture 1. Graph G is spectrally threshold dominated iff Conjecture for this graph is valid.

We introduce here their proof via construction of the set of conjugate degrees of optimal
threshold graphs.

We construct for arbitrary n, m = m(G), t threshold graph T that attains Brouwer’s
bound for the sum of eigenvalues. Denote by Tr(n,m) the set of threshold graphs with n

vertices and m edges. To each graph with degree sequence di ≥ di+1 define Ferrers diagram
of n rows, s. t. the i -th row displays di boxes aligned to the left.

Next we demonstrate for arbitrary t ∈ [n] that

min
{
tn,m(G) + t(t+ 1)/2, 2m(G)

}
= max

T∈Tr(n,m)

t∑
i=1

d∗i (T ).

This together with (0.1) deliver the proof of Conjecture 1.
Depending on the relation between t, n and m(G), we consider the following cases:
Case 1: min{tn,m(G) + t(t + 1)/2, 2m(G)} = tn. Consider the threshold graph T con-

structed by filling up the Ferrers diagram below the diagonal in column wise order (on and
above the diagonal in corresponding row wise order). The first t columns below the diagonal
are fully filled because they require tn− t(t+1)/2 ≤ m(G) boxes. Hence T satisfies d∗i (T ) = n

for i ∈ [t] and
∑t

i=1 d
∗
i (T ) = tn. This is the maximum attainable over all threshold graphs on

n nodes.
Case 2. min{tn,m(G) + t(t + 1)/2, 2m(G)} = m(G) + t(t + 1)/2. In this case put h =

bm(G)
t

+ t+1
2
c < n and r = m(G) + t(t+ 1)− th < t. Note that this implies h ≥ t+ 1. Define a

threshold graph T on n nodes with m(T ) = m(G) edges of trace t by the conjugate degrees

d∗i (T ) =

{
h+ 1, i ≤ r,

h, r < i ≤ t,

then
∑t

i=1 λi(T ) =
∑t

i=1 d
∗
i (T ) = m(T ) + t(t + 1)/2. This value cannot be exceeded by any

threshold graph on n nodes with m edges by the GMB theorem, because in the Ferrers diagram
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of the conjugate degrees up to column t all boxes are used on and above the diagonal, while
all possible m boxes are included below the diagonal.

Case 3. min{tn,m(G) + t(t+ 1)/2, 2m(G)} = 2m(G). Put h = max{h ∈ [n] : h(h+ 1) ≤
2m(G)} < t and r = (2m(G) − h(h + 1))/2 < h + 1, then the threshold graph T of trace h

with conjugate degrees

d∗i (T ) =


h+ 2, i ≤ r,

h+ 1, r < i ≤ h,

r, i = h+ 1,

0, h+ 1 < i

satisfies
∑t

i λi(T ) =
∑t

i d
∗
i (T ) = 2m(T ) and this is the maximum attainable over all threshold

graphs T with m(T ) = m(G) edges.
Define Laplacian energy of graph as follows

LE(G) =
n∑
i=1

∣∣∣∣µi(L(G))− 2m(G)

n

∣∣∣∣.
The main result of the paper [10] is the following

Theorem 0.1. For each spectrally threshold dominated graph G there exists a threshold
graph with the same number of nodes and edges whose Laplacian energy is at least as large as
that of G.

1. Preliminary remarks

Here we gather preliminary results that will be useful later.
Let Ḡ =

(
[n]
2

)
−G denote the complement of G. Then, [9]:

µi(L(G)) = n− µn−i(L(Ḡ)), i = 1, . . . , n− 1.

The following duality result will be key in our work. It follows directly from the proof
of [2, Theorem 6], by including ∆ ’s with proper indices in the calculation.

Theorem 1.1 (see [11]). For every graph G,

∆t(G) = ∆n−t−1(Ḡ).

In particular, G satisfies BCt if and only if Ḡ satisfies BCn−t−1.

On the other hand, once G satisfy BCt, the graph obtained by adding an isolated vertex,
G ∪ {v}, trivially satisfy BCt. Then, from Theorem 1.1, we conclude that the graph G′ =

Ḡ
⋃
{v} obtained by adding a dominating vertex v satisfies BCt+1 :

∆t+1(G′) = ∆t+1(Ḡ ∪ {v}) = ∆n−t−1(Ḡ ∪ {v}) = ∆n−t−1(Ḡ) = ∆t(G). (1.1)

Given G ⊂
(

[n]
2

)
, we define the threshold family of G , T (G), as the family of all graphs

obtained from G by adding complete or empty vertices. Note that the family of threshold
graphs defined in the Introduction coincides with T (∅). From Theorem 1.1 and equality (1.1)
we conclude that G satisfy Conjecture iff an element in T (G) does so. From this fact it follows
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Lemma 1.1. Brouwer’s Conjecture is valid for every n and t provided that BCt′ holds
for every graph G with n′ vertices where t′ = n′−1

2
if n′ is odd or t′ equal to either n′−2

2
or

n′

2
if n′ is even.

We call the explicit t′ s in Lemma 1.1 as the middle t ’s. In what follows we will consider
an inductive approach on n to prove that BCt holds for the middle t ’s, whenever it holds for
middle t ’s for graphs with fewer vertices. To this end, we remove one vertex of G and derive
a special basis of Rn where explicit bounds can be inferred. Recall the following formula for
L(G) :

(L(G)v, v) =
1

2

∑
(p,q)∈E

(vp − vq)2.

We have [12, Cor 4.3.18]

St(G) = max
{ t∑

i=1

(L(G)xi, xi)
∣∣∣x1, . . . , xt, (xi, xj) = δij

}
,

= max
{
tr(L(G)V )|V is a t dimensional subspace of Rn

}
=

t∑
i=1

(L(G)zi, zi) (1.2)

for {z1, . . . , zn} an orthonormal set of eigenvectors corresponding to non-increasing eigenvalues
of L(G), and zn = z = (1/

√
n, . . . , 1/

√
n).

From the last equality we conclude that

St(G) =
t∑
i=1

(L(G)xi, xi)

for any orthonormal basis {x1, . . . , xt} of span{z1, . . . , zt}.
We have

St(G) = max
{hj , j∈[t]}∈ort(n,t)

t∑
i=1

(L(G)xi, xi)

≤ max
{hj , j∈[t]}∈ort(n,t)

t∑
i=1

(Dhi, hi) + max
{hj , j∈[t]}∈ort(n,t)

t∑
i=1

(Ahi, hi)

≤
t∑
i=1

di +

√√√√t
n∑
i=1

α2
i ≤

t∑
i=1

di +
√
nm ≤

t∑
i=1

di + n
√
n, (1.3)

where αi, i ∈ [n] are eigenvalues of A and ort(n, t) is the family of sets of t orthonormal
vectors in Rn.

Lemma 1.2. There exists an orthonormal basis {x1, . . . , xt} of span{z1, . . . , zt} and ortho-
normal basis {xt+1, . . . , xn−1} of span{zt+1, . . . , zn−1} for any t ∈ [n − 1] such that xi =

(0, . . . , 0, xi,i, xi,i+1, . . . , xi,n), i ∈ [t], xi = (0, . . . , 0, xi−t,i, xi−t−1,i, . . . , xn,i), i ∈ [t+ 1, n− 1].

We skip the usual proof of this Lemma, it contains the statement that one can choose the
basis of such form in arbitrary subspace of dimension t and n− t− 1.
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From now we fix a basis as in Lemma 1.2 and denote it by {x1, . . . , xt, xt+1, . . . , xn−1}. It
is easy to see that 0 ≤ x1,1, xt+1,1 ≤

√
n−1
n
. This is because

∑n
i=1 x

2
i,j = 1 and xn,j = zj = 1√

n
.

We further assume 0 < x1,1, xt+1,1 <
√

n−1
n
, since the extremal cases are easily dealt with.

The existence of x1 also allows our induction step. Let x1, . . . , xt be as in Lemma 1.2. Given
G ⊂

(
[n]
2

)
, consider the subgraph G−{1} obtained by removing the first vertex of G, together

with its edges.
We have

St(G) =
t∑
i=1

(xi, L(G)xi) =
t∑
i=2

(xi, L(G− {1})xi) +
∑

p;(1,p)∈E

t∑
i=2

x2
i,p + (x1, L(G)x1)

≤ St−1(G− {1}) + ω1 + (x1, L(G)x1),

where

ω1 =
∑

q:(1,q)∈E

t∑
i=2

(xi,1 − xi,q)2 =
∑

q:(1,q)∈E

t∑
i=2

x2
i,q ≤ d1. (1.4)

In particular, if G− {1} satisfies BCt−1, then G satisfies BCt if

ω1 + (x1, L(G)x1) ≤ t+ d1. (1.5)

Equivalently, we can work with the complement graph, Ḡ, and show that BCt̄ holds if Ḡ−{1}
satisfies BCt̄−1 and

ω̄1 + (xt+1, L(Ḡ)xt+1) ≤ t̄+ d̄1. (1.6)

Here we take xt+1 as the only vector with (possibly) non-zero first coordinate, and

t̄ = n− 1− t, d̄1 = n− 1− d1, ω̄1 =
∑

q:(1,q)∈Ē

n−1∑
i=t+2

(xi,1 − xi,q)2 =
∑

q:(1,q)∈Ē

n−1∑
i=t+2

x2
i,q ≤ d̄1. (1.7)

It is easy to see that we can choose arbitrary p ∈ [n] instead of the first coordinate in above
consideration with substitution 1↔ p in the formulas, we use this consideration below several
times.

The key elements in the paper are the following bounds on (L(G)x1, x1)

P r o p o s i t i o n 1.1. Let x1 be as in Lemma 1.2 and x1,1 > 0. Then,

(x1, L(G)x1) ≤


d1 +

√
d1

1−x21,1
x21,1

, x2
1,1 ≥ d1

d1+1
;

nd1
n−1

+

√
d1d̄1
n−1

1− n
n−1

x21,1
x21,1

, x2
1,1 <

d1
d1+1

.

(1.8)

Likewise,

(xt+1, L(Ḡ)xt+1) ≤


d̄1 +

√
d̄1

1−x2t+1,1

x2t+1,1
, x2

t+1,1 ≥ d̄1
d̄1+1

;

nd̄1
n−1

+

√
d̄1

(
1− d̄1

n−1

)
1− n

n−1
x2t+1,1

x2t+1,1
, x2

t+1,1 <
d̄1
d̄1+1

.
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P r o o f. By eventually replacing x1 by −x1, we assume that x1,1 > 0.

We have

(x1, L(G)x1)x1,1 = d1x1,1 −
∑

p:(1,p)∈E

xt,p ≤ d1x1,1 +
∣∣∣ ∑
p:(1,p)∈E

x1,p

∣∣∣
and ∣∣∣ ∑

p:(1,p)∈E

x1,p

∣∣∣ =
∣∣∣ ∑
p:(1,p)∈Ē

x1,p + x1,1

∣∣∣ ≤ x1,1 +
∣∣∣ ∑
p:(1,p)∈Ē

x1,p

∣∣∣.
Using Jensen inequality we obtain:∣∣∣ ∑

p:(1,p)∈E

x1,p

∣∣∣ ≤√d1x,
∣∣∣ ∑
p:(1,p)∈Ē

x1,p

∣∣∣ ≤√d̄1(1− x2
1,1 − x),

where x =
∑

p:(1,p)∈E x
2
1,p.

Therefore,∣∣∣ ∑
p:(1,p)∈E

x1,p

∣∣∣ ≤ max
x∈[0,1−x21,1]

min
{√

d1x, x1,1 +
√
d̄1(1− x2

1,1 − x)
}

=


√
d1(1− x2

1,1), x2
1,1 ≥ d1

d1+1
;

x1,1d1
n−1

+
√

dd̄1
n−1

(
1− n

n−1
x2

1,1

)
, otherwise.

The first bound on x2
1,1 is equivalent to√

d1(1− x2
1,1) ≤ x1,1,

making
√
d1(1− x2

1,1) the solution to the max min problem. Otherwise, since

x 7→
√
d̄1(1− x2

1,1 − x)

is decreasing, the max min is achieved when√
d1x = x1,1 +

√
d̄1(1− x2

1,1 − x).

We manipulate this equation as follows:

(
√
d1x− x1,1)2 = d̄1(1− x2

1,1 − x) ⇔ (n− 1)x− 2
√
d1x1,1

√
x+ x2

t,1 − d̄1(1− x2
1,1) = 0

⇔
√
x =

√
d1x1,1

n− 1
+

√(√d1x1,1

n− 1

)2

−
x2

1,1 − d̄1(1− x2
1,1)

n− 1

=

√
d1x1,1

n− 1
+

√
d1x2

1,1 − (n− 1)x2
1,1 + (n− 1)d̄1(1− x2

1,1)

(n− 1)2

=

√
d1x1,1

n− 1
+

√
d̄1(1− x2

1,1 − 1
n−1

x2
1,1)

n− 1
=

√
d1x1,1

n− 1
+

√
d̄1

n− 1

(
1− n

n− 1
x2

1,1

)
.

The result is concluded by multiplying the last expression by
√
d1.
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Before proceeding, we remark the following inequality that follows from the last proof.

Lemma 1.3. Suppose x2
1,1 <

d1
d1+1

. Then,
∣∣∑

p:(1,p)∈E x1,p

∣∣ ≤√d1d̄1
n−1

.

P r o o f. In the proof of Proposition 1.1, we concluded that∣∣∣ ∑
p:(1,p)∈E

x1,p

∣∣∣ ≤ x1,1d1

n− 1
+

√
dd̄1

n− 1

(
1− n

n− 1
x2

1,1

)
.

Proof follows from the observation that r.h.s. of last inequality is decreasing function of x1,1

and hence achieved its maximum for x1,1 > 0 at x1,1 = 0.

An extra inequalities are also needed.
Recall that x1, xt+1 are the only vectors in {x1, . . . , xn−1} with non-zero first coordinates.

To motivate the next inequality, we also recall that the first vertex is complete if and only if
the vector

z =
(√n− 1

n
,− 1√

n(n− 1)
, . . . ,− 1√

n(n− 1)

)
is in the span of {x1, . . . , xt}.

Next, we measure how much this vector does not belong to this t -subspace.
There exists 0 < λ < 1 and a vector y = (0, y2 . . . , yn),

∑n
p=2 yp = 0,

∑n
p=2 y

2
p = 1 such

that

x1 = z
√
λ+
√

1− λy,
xt+1 = z

√
1− λ−

√
λy.

Further denote:
B =

1

2
(y, L(G)y) =

∑
p<q, (p,q)∈E

(yp − yq)2,

B̄ =
1

2
(y, L(Ḡ)y) =

∑
p<q, (p,q)∈Ē

(yp − yq)2.
(1.9)

Then, using inequalities∣∣∣ ∑
p:(1,p)∈E

yp

∣∣∣ ≤ max
x∈[0,1]

min
{√

d1x,
√
d̄1(1− x)

}
we have

(x1, L(G)x1) = λd1
n

n− 1
+ (1− λ)B − 2

√
λ(1− λ)

n

n− 1

∑
p:(1,p)∈E

yp

≤ λd1
n

n− 1
+ (1− λ)B + 2

√
n

n− 1
λ(1− λ)d1

(
1− d1

n− 1

)
;

(1.10)

(xt+1, L(Ḡ)xt+1) = (1− λ)d̄1
n

n− 1
+ λB̄ − 2

√
λ(1− λ)

n

n− 1

∑
p:(1,p)∈Ē

yp

≤ (1− λ)d̄1
n

n− 1
+ λB̄ + 2

√
n

n− 1
λ(1− λ)d̄1

(
1− d̄1

n− 1

)
.

Optimization over λ deliver the following bounds
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P r o p o s i t i o n 1.2. Let xt be as above. Then,

(x1, L(G)x1) ≤
d1

n
n−1

+B

2
+

1

2

√(
d1

n

n− 1
−B

)2

+ 4
n

n− 1
d1

(
1− d1

n− 1

)
;

(xt+1, L(Ḡ)xt+1) ≤
d̄1

n
n−1

+ B̄

2
+

1

2

√(
d̄1

n

n− 1
− B̄

)2

+ 4
n

n− 1
d̄1

(
1− d̄1

n− 1

)
.

P r o o f. We maximize the expression in (1.10) for 0 < λ < 1. To this aim, we analyze the
derivative of the expression with respect to λ :

d1
n

n− 1
−B +

√
d1d̄1

n− 1

1− 2λ√
λ(1− λ)

. (1.11)

Observe that the derivative goes to +∞ and −∞ as λ goes to 0 and 1, respectively.
Therefore, we conclude that the maximum is in the interior. On the other hand setting

expression (1.11) to zero gives:

λ2 − λ+
1

4 + A2
= 0, A =

(
d1

n
n−1
−B

)
(n− 1)√

d1d̄1n
.

The maximum is achieved at:
λ± =

1

2

(
1± A√

4 + A2

)
.

The proof is concluded by replacing λ by λ± in (1.10), observing that λ± = 1− λ∓.

Using Proposition 1.2 and conditions (1.5), we conclude that if graph G − {1} satisfies
BCt−1 and

d1
n
n−1

+B

2
+

1

2

√(
d1

n

n− 1
−B

)2

+ 4d1

(
1− d1

n− 1

) n

n− 1
+ ω1 ≤ t+ d1, (1.12)

then graph G satisfies BCt. Simular using condition (1.6)

d̄1
n
n−1

+ B̄

2
+

1

2

√(
d̄1

n

n− 1
− B̄

)2

+ 4d̄1

(
1− d̄1

n− 1

) n

n− 1
+ ω̄1 ≤ t̄+ d̄1 (1.13)

we conclude that if graph Ḡ− {1} satisfies BCt̄−1, then graph Ḡ satisfies BCt̄.

2. Proof of Conjecture

We describe the key steps in the proof.
First case. Using (1.8) and assuming condition x2

1,1 ≥ d1
d1+1

or x2
t+1,1 ≥ d̄1

d̄1+1
we make

inductive proof BCt for graph G or Ḡ assuming that BCt−1 for G− {1} is valid.
Second case. We assume that there exists p ∈ [n] s.t. ωp ≤ t(1−δ). Because we can make

permutation p↔ 1 vertices of graph in arbitrary way, w.l.o.g. we set p = 1. Assume also

x2
1,1 ≥

2

nδ2
,

1

5
> δ > 2n−1/3 (2.1)
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and t−B > 2
δ
. At first we use inequality (1.5) which we reduce to (2.1) for one step inductive

proof BCt for graph G under the condition that BCt−1 for graph G − {1} is true. Next we
consider the case B ≥ t− 2

δ
. Then we come to contradiction to the condition (2.1).

Third case. ωq > t(1− δ), q ∈ [n]. Two situations are possible.
When

m(Ḡ) ≥
(
t

2

)
(1 + 3δ),

we prove BCt−1 for graph Ḡ directly by using bound (1.2).
In the case

m(Ḡ) <

(
t

2

)
(1 + 3δ),

we first assume that there exist p ∈ [n] s.t. t(1 + δ) ≥ dp, d̄p ≥ t(1− δ). Next we show that
there exist set R ⊂ [n] s.t. d̄q ≤ 7nδ1/4, q ∈ R,

a = |R| =
[
n(1− 8δ1/4)

(
1−

√
1− 1

2(1− 8δ1/4)2

)]
.

By permutation of vertices of graph w.l.o.g. we can assume that R = [a]. We make a steps of
induction adding step by step [a] vertices to the graph G − [a] and for each step i ∈ [a] we
prove the BCt−i for the graph G− [i] under the assumption that BCt−i−1 is valid for graph
G− [i+ 1], i ∈ [a]. Choice of a in (2.11) allows to prove BCt−a directly by using bound (1.2).

In the last case assumption is dq > t(1 + δ) or d̄q ≤ (1 − δ), q ∈ [n], BCt−1 for Ḡ is
proved directly, using bound (1.2).

Next we use this scheme to demonstrate the proof in details.
We use induction on n to prove BC and assume that BC is true for n ≤ 1024. One can

significantly improve this bound for n by following the proof in this article more carefully.
Let {xi, i ∈ [n− 1]} be the set of eigenvectors of L(G). Considering Grassmannian frame

F with row set {xi, i ∈ [t]} and complement frame F̄ with row set {xi, i ∈ [t+ 1, n− 1]}.
Note, that

x2
1,1 + x2

t+1,1 =
n− 1

n
.

W.l.o.g. we can assume that x1,1 ∈
(

0,
√

(n− 1)/n
)
.

As a first step, we observe that the case x2
1,1 ≥ d1

d1+1
(respectively, x2

t+1,1 ≥ d̄1
d̄1+1

), is easily
discarded.

Lemma 2.1. Suppose that either x2
1,1 ≥ d1

d1+1
or x2

t+1,1 ≥ d̄1
d̄1+1

. Then, BC holds for G.

P r o o f. To prove BC for n and x2
1,1 ≥ d1

d1+1
, assuming that it is true for n − 1, it is

sufficient to prove the inequality

d1 +

√
d1

1− x2
1,1

x2
1,1

+ ω1 ≤ d1 + t

or

ω1 ≤ t−

√
d1

1− x2
1,1

x2
1,1

.
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Last inequality is trivial, since√
d1

1− x2
1,1

x2
1,1

≤

√√√√d1

1− d1
d1+1

d1
d1+1

≤ 1.

The same consideration proves BC when x2
t+1,1 ≥ d̄1

d̄1+1
.

Taking into account conditions 1.5, 1.6 and Proposition 1.1 together we conclude that BCt

holds for G if one of the following inequalities is true:

d1

n− 1
+

√
d1

(
1− d1

n− 1

)1− n
n−1

x2
1,1

x2
1,1

+ ω1 ≤ t; (2.2)

d̄1

n− 1
+

√
d̄1

(
1− d̄1

n− 1

)1− n
n−1

x2
t+1,1

x2
t+1,1

+ ω̄1 ≤ t̄. (2.3)

For the remaining of the paper, we consider t = n
2
when n = 2t and t = n−1

2
when n = 2t+1.

Assume at first that ω1 < t(1− δ).
Then using (2.2) we obtain the inequality

d1

(
1− d1

n− 1

)1− n
n−1

x2
1,1

x2
1,1

≤ (tδ − 1)2

or
x2

1,1 ≥
ss̄(n− 1)

ss̄n+ (tδ − 1)2
, s =

d1

n− 1
, s̄ = 1− s.

The last inequality is satisfied if

x2
1,1 ≥

2

nδ2
,

1

5
> δ > 3n−1/3. (2.4)

It is left to consider the reverse condition:

x2
1,1 <

2

nδ2
.

In this case, we have:

d1 < ω1 +
∑

p:(1,p)∈E

(x1,p − x1,1)2 < d1x
2
1,1 + 2

√
d1x1,1 + 1 + ω1

<
1

δ2
+

2

δ
+ 1 + ω1 <

2

δ2
+ ω1 ≤ t

(
1− δ

4

)
, 3n−1/3 < δ < 10−1. (2.5)

Imposing condition (1.12) and using inequality ω1 ≤ d1, we obtain stronger condition

d1
n
n−1

+B

2
+

1

2

√(
d1

n

n− 1
−B

)2

+ 4d1

(
1− d1

n− 1

) n

n− 1
+ d1 ≤ d1 + t (2.6)

to prove that graph G satisfies BCt if G− {1} satisfies BCt−1.

Hence √(
d1

n

n− 1
−B

)2

+ 4d1

(
1− d1

n− 1

) n

n− 1
≤ 2t− d1

n

n− 1
−B.
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Assume that B ≤ t− 2
δ
, then

4d1

(
1− d1

n− 1

) n

n− 1
≤
(

2t− d1
n

n− 1
−B

)2

−
(
d1

n

n− 1
−B

)2

.

Hence we need to prove inequality

d1

(
1− d1

n− 1

)
n

n− 1
≤
(
t− d1

n

n− 1

)
(t−B).

To satisfy last inequality it is sufficient to impose condition

d1 < t
(

1− δ

4

)
, (2.7)

when δ > 3n−1/3, t−B ≥ 2
δ
.

At last, if B ≥ t− 2
δ
, then B̄ < n− t+ 2

δ
= n

2
+ 2

δ
, d̄1 > n− 1− t

(
1− δ

4

)
≥ n−2

2

(
1 + δ

4

)
.

From other side,

B̄ ≥
∑

q:(1,q)∈Ē

(xt+1,1 − xt+1,p)
2 ≥ d̄1x

2
t+1,1 − 2|xt+1,1|

√
d̄1(1− x2

t+1,1)

>
n− 2

2

(
1 +

δ

4

)(n− 1

n
− 2

nδ2

)
− 2

√( 2

nδ2
+

1

n

)n
2

(
1 +

δ

4

)
≥ n

2
+ n

δ

8
−
(

2 +
δ

4

)(
1 +

1

δ2

)
− 2

δ

(
1 +

δ

8

)
>
n

2
+

2

δ
, where

1

5
> δ > 3n−1/3. (2.8)

This contradiction complete the proof in the case that exists p ∈ [n], s.t. ωp ≤ t(1− δ). Here
in the third inequality we use relation

x2
t+1,1 =

n− 1

n
− x2

1,1

and in the forth inequality in (2.8) we use the inequality

2

√( 2

nδ2
+

1

n

)n
2

(
1 +

δ

4

)
<

2

δ

(
1 +

δ

8

)
.

Next we assume that ωq > t(1− δ), q ∈ [n]. Then dq ≥ ωq > t(1− δ) and d̄q ≤ t(1 + δ),

q ∈ [n]. BCt̄, t̄ = t, t−1 to be true for complement graph Ḡ it is sufficient to impose inequality

n−1∑
q=t+1

(xq, L(Ḡ)xq)) =
n−1∑
q=t+1

µq(L(Ḡ)) ≤
n−1∑
q=t+1

d̄q + n
√
n ≤ t2(1 + δ) + n

√
n ≤ m(Ḡ) +

(
t̄

2

)
.

Here we use bound (1.3).
From the last inequality it follows that BCt̄ is true for Ḡ if the number of edges m(Ḡ)

satisfies the inequality

m(Ḡ) ≥
(
t

2

)
(1 + 3δ).

Assume now that there exists p ∈ [n] s.t. t(1 + δ) > dp, d̄p ≥ t(1− δ).
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Taking into account that ωp > t(1− δ) we have

∑
q:(p,q)∈Ē

t∑
i=1

x2
i,q < t− t(1− δ) = tδ.

Assuming uniform distribution on the set {q : (p, q) ∈ Ē},

E
( t∑
i=1

x2
i,q

)
≤ tδ

d̄p
≤ tδ

t(1− δ)
=

δ

1− δ
.

Using Markov inequality P (X > CE(X)) ≤ 1
C
, C > 0 and choosing C = δ−1/2, we have

P
( t∑
i=1

x2
i,q >

√
δ

1− δ

)
<
√
δ.

Hence
t∑
i=1

x2
i,q <

√
δ

1− δ
,

where q ∈ J for some set J ⊂ {q : (p, q) ∈ Ē}, |J | > (1−
√
δ)(1− δ)t. Note also that ωq ≤ t.

Hence for the arbitrary q ∈ J

dq ≤
∑

r:(r,q)∈E

t∑
i=1

(xi,r − xi,q)2 ≤
∑

r:(r,q)∈E

t∑
i=1

x2
i,q +

∑
r:(r,q)∈E

t∑
i=1

x2
i,r − 2

∑
r:(r,q)∈E

t∑
i=1

xi,qxi,r

≤ t+ dq

√
δ

1− δ
+ 2!

∑
r:(r,q)∈E

√√√√ t∑
i=1

x2
i,q

√√√√ t∑
i=1

x2
i,r ≤ t+ dq

√
δ

1− δ
+ 2dq

√ √
δ

1− δ

or
dq ≤

t

1−
√
δ

1−δ − 2
√ √

δ
1−δ

≤ t(1 + 3δ1/4), q ∈ J, δ > 3n−1/3. (2.9)

Because dp > ωp > t(1− δ) > t(1− 4δ1/4), p ∈ [n], we have inequalities

t(1− 4δ1/4) < dp, d̄q < t(1 + 4δ1/4), ωq > t(1− δ), q ∈ J.

Thus ∑
q∈[n]\J

d̄q ≤ 2m(Ḡ)− (1− 4δ1/4)t2(1− δ)(1−
√
δ)

≤ 2

(
t

2

)
(1 + 3δ)− (1− 4δ1/4)t2(1− δ)(1−

√
δ) < 3n2

√
δ.

W.l.o.g. we can assume |J | = [t(1 − δ)(1 −
√
δ)]. Assuming uniform distribution on the set

[n] \ J, we have

E(d̄q) =

∑
q∈[n]\J d̄q

|[n] \ J |
<

3n2
√
δ

n− t(1− δ)(1−
√
δ)
< 7n

√
δ.
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Using Markov inequality we have

P
(
d̄q ≥ 7nδ1/4

)
< δ1/4.

Thus there exists set I ⊂ [n]\J, |I| > n−t(1−δ1/4)(1−
√
δ)(1−δ) > t(1+δ1/4) s.t. d̄q < 7nδ1/4,

q ∈ I and hence dq ≥ n(1− 7δ1/4), q ∈ I. W.l.o.g. we can assume that I = bt(1 + δ1/4)c and
it is sufficient here to assume that 7δ1/4 ≤ 1/10.

Last inequality and inequality 3n−1/3 < δ, which is imposed in (2.4), (2.5), (2.8), (2.9) leads
to the condition 3n−1/3 < δ < (70)−4. Hence 3n−1/3 < (70)−4. The last inequality to be true
it is sufficient to impose condition n > 1024.

We consider a coordinates R from the set I. W.l.o.g. we can assume that R = [a], where

a =
[
n(1− 8δ1/4)

(
1−

√
1− 1

2(1− 8δ1/4)2

)]
.

Justification of the choice of a we make later. When passing step i ∈ [a − 1] we renumber
vertices of graph G − [i − 1] as follows i → i − 1 skipping first i − 1 positions in graphs
G − [i − 1] and Ḡ − [i − 1]. On this way we redefine t(i) = t − i vectors xt+1, . . . , xn−1 as
follows xt+i = (0, . . . , 0, xt+i,i, . . . , xt+i,n) → x̃t+i = (xt+i,1, . . . , xt+i,n−i+1). Complement set of
orthonormal vectors of length n− i+ 1 we denote x̃1, . . . , x̃t.

© Starting point for the process, described below and implemented “a” times.

Using inequality (2.3) on i -th step and taking into account the inequalities ω̄1 < d̄1 ≤ 7nδ1/4

and t(i) = t− i we obtain the inequality

d̄1

(
1− d̄1

n− i

)1− n−i+1
n−i x̃

2
t+i,1

x̃2
t+i,1

≤
(
t− 1− i− 7nδ1/4

)2

. (2.10)

Because i ≤ a, we relax bound (2.10) to

x̃2
t+i,1 ≥

7nδ1/4(
1
14
n− 7nδ1/4

)2 >
7 · 142δ1/4

n
.

Assume now, that the opposite inequality is valid x̃2
t+i,1 <

7·142δ1/4

n
. Then we repeat considerations

starting from equation (2.6) for d̄1(G− [i])→ d̄1(G− [i−1]) ≤ 7nδ1/4, t→ t− i, B̄(G− [i])→
B̄(G− [i− 1]).

According the induction process, we impose the inequality (1.13)

d̄1
n−i+1
n−i + B̄

2
+

1

2

√(
d̄1
n− i+ 1

n− i
− B̄

)2

+ 4d̄1

(
1− d̄1

n− i

)n− i+ 1

n− i
+ ω̄1 ≤ d̄1 + t− i. (2.11)

Assume that B̄ ≤ t− i−1. Making transformations of the last inequality, and using inequality
ω̄1 ≤ d̄1, we impose stronger inequality

d̄1

(
1− d̄1

n− i

)n− i+ 1

n− i
≤ (t− i− B̄)

(
t− i− d̄1

n− i+ 1

n− i

)
.
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We strength last inequality and obtain the bound

8nδ1/4 ≤ (t− i− B̄)(t− i− 7nδ1/4)

or

B̄ ≤ t− i− 8nδ1/4

t− i− 7nδ1/4
.

Assume now the opposite inequality

B̄ > t− i− 8nδ1/4

t− i− 7nδ1/4

or

B ≤ t+ 1 +
8nδ1/4

t− i− 7nδ1/4
. (2.12)

From other side we have d1 > n(1− 7δ1/4) and x̃2
1,1 >

n−i
n−i+1

− 7·142δ1/4

n
> 1− 2

n
, δ < (70)−4.

At the end we show that inequality (2.12) could not be satisfied, and we come to contradiction:

B ≥
∑

p:(1,p)∈E(G−[i−1])

(x̃1,1 − x̃1,p)
2 > d1x̃

2
1,1 − 2|x̃1,1|

√
d1

> n(1− 7δ1/4)
(

1− 2

n

)
− 2

√
n(1− 7δ1/4)

(
1− 2

n

)
>

3

2
t.

Last inequality contradict to inequality (2.12) for n > 1024.

Next we make above proof procedure (from sign ©) for graph Ḡ − [i − 1] and set of
orthonormal vectors xt+i, . . . , xn−1. Step by step deleting vertex i ∈ I from Ḡ on i -th step and
assuming by induction that BCt−1−i is true for graph Ḡ−[i] and set of vectors xt+i+1, . . . , xn−1

of length n− i = 2t− i and as before proving that BCt−i is true for graph Ḡ− [i− 1] and set
of vectors xt+i, . . . , xn−1.

We make a steps of this induction process and obtain from graph Ḡ− [a] and set of vectors
xt+a+1, . . . , xn−1 of length n− a = 2t− a, graph Ḡ and set of vectors xt+1, . . . , xn−1 of length
n. The complement to graph Ḡ − [a] is graph G − [a] and complement set of orthonormal
vectors x1, . . . , xt of length n− a. The BCt−a−1 is true for Ḡ− [a] iff BCt is true for graph
G− [a].

Remind that we assume that

m(Ḡ) ≤
(
t

2

)
(1 + 3δ)

or (
2t+ 1

2

)
−
(
t

2

)
≥ m(G) ≥ 3

(
t

2

)
(1− δ).

BCt for G− [a] is obviously true if m(Ḡ− [a]) ≤
(
t+1

2

)
. Because

dq > n− 1− d̄q ≥ n− 1− 7nδ1/4 > n(1− 8δ1/4),

we have

m(G− [a]) ≤ m(G)− na(1− 8δ1/4) +

(
a

2

)
≤
(

2t+ 1

2

)
−
(
t

2

)
− na(1− 8δ1/4) +

(
a

2

)
≤
(
t+ 1

2

)
. (2.13)
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The last condition to be true it is sufficient to impose condition

a =
[
n(1− 8δ1/4)

(
1−

√
1− 1

2(1− 8δ1/4)2

)]
. (2.14)

Note that |I| = [t(1 + δ1/4)] > a.

Assume now that dq > t(1 + δ), i ∈ [n]. Then d̄q ≤ t(1− δ). BCt−1 is true if

t−1∑
q=1

µi(L(Ḡ)) ≤
t−1∑
i=1

d̄q +
√

2m(Ḡ)t ≤ t(t− 1)(1− δ) +
√
nm(Ḡ)

≤ t(t− 1)(1− δ) + n
√
n ≤ m(Ḡ) +

n(n− 2)

8
,

which is true when m(Ḡ) >
(
t
2

)
, otherwise BCt−1 is trivially true for graph Ḡ. This completes

the proof.
Note that this version of the article has the following additions compared to the preprint

published at [13]:

1. The formula (2.12) in the preprint was refined for the number a (in this article it became
the formula (2.14));

2. Before the formula (2.14), in the second inequality for (2.13), the refined estimate dq >

t(1− δ) for dq > n(1− 7δ1/4) is used instead of the weaker one which allows us to obtain
a suitable estimate value for the number a;

3. According to the formulas on page 11 of the preprint, the terms 1/n have been removed:
taking its contribution is redundant and does not need to be taken into account;

4. The estimate for d1 before formula (2.5) in the preprint (the inequality (2.7) in this
paper) is corrected to match the estimate after formula (2.4) in the preprint ((2.5) in this
article), so that the subsequent evaluation of B̄ is transparent.
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Abstract. Let K be a number field and OK be its ring of integers. Let
∏

q(K) be the product
of all prime ideals of OK with absolute norm q. The Pólya group of a number field K is the
subgroup of the class group of K generated by the classes of

∏
q(K). K is a Pólya field if and

only if the ideals
∏

q(K) are principal. In this paper, we follow the work that we have done
in [S. EL Madrari, “On the Pólya fields of some real biquadratic fields”, Matematicki Vesnik,
online 05.09.2024] where we studied the Pólya groups and fields in a particulare cases. Here,
we will give the Pólya groups of K = Q(

√
d1,
√
d2) such that d1 = lm1 and d2 = lm2 are

square-free integers with l > 1 and gcd(m1,m2) = 1 and the prime 2 is not totally ramified
in K/Q. And then, we characterize the Pólya fields of the real biquadratic fields K.
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Группы и поля Пойи в некоторых действительных
биквадратичных числовых полях
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Аннотация. Пусть K — числовое поле, а OK — его кольцо целых чисел. Пусть
∏

q(K) —
произведение всех простых идеалов OK с абсолютной нормой q. Группа Пойи числового
поля K — это подгруппа группы классов K, порожденная классами

∏
q(K). K является

полем Пойи тогда и только тогда, когда идеалы
∏

q(K) являются главными. В этой статье
мы следуем нашей работе [S. EL Madrari, “On the Pólya fields of some real biquadratic fields”
Matematicki Vesnik, online 05.09.2024], в которой мы изучали группы и поля Пойи в частных
случаях. Здесь мы дадим группы Пойи K = Q(

√
d1,
√
d2) такие, что d1 = lm1 и d2 = lm2

являются свободными от квадратов целыми числами с l > 1 и НОД(m1,m2) = 1, а
простое число 2 не полностью разветвлено в K/Q. А затем мы охарактеризуем поля
Пойи действительных биквадратичных полей K.

Ключевые слова: поля Пойи, группы Пойи, действительные биквадратичные поля, пер-
вая когомологическая группа единиц, целочисленные многочлены
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Introduction

Let K be a number field and OK be its ring of integers. Let Int(OK) = {R ∈ K[X] |
R(OK) ⊂ OK} be the ring of integer-valued polynomials on OK . According to Pólya in [1], a
basis (gn)n∈N of Int(OK) is said to be a regular basis if the deg (gn) = n for each polynomial
gn. In 1919, G. Pólya was interested whether the OK -module Int(OK) has a regular basis.
Ostrowski [2] showed that the OK -module Int(OK) admits a regular basis if and only if
the ideals

∏
q(K) are principal, where

∏
q(K) is the product of all prime ideals of OK with

absolute norm q. In 1982, Zantema in [3] gave the name of Pólya field to any field K such that
the OK -module Int(OK) has a regular basis. In 1997, Cahen and Chabert in [4] introduced
the notion of Pólya group which is the group generated by the classes of

∏
q(K).

Let K = Q(
√
d1,
√
d2) such that d1 = lm1 and d2 = lm2 are square-free integers with

l > 1 and gcd(m1,m2) = 1. The studies about the Pólya fields in the real biquadratic fields
started in 1982 by Zantema [3]. In 2011, A. Leriche in [5] gave some Pólya fields of K by
using the capitulation. Otheres (see [6], [7], and [8]) determined some particular cases of Pólya
groups and Pólya fields of K.

In this paper, we are going to determine H1(GK , EK) which is the first cohomology group
of units of K = Q(

√
d1,
√
d2) such that d1 = lm1 and d2 = lm2 are square-free integers with

l > 1 and gcd(m1,m2) = 1 and the prime 2 is not totally ramified in K/Q. And then, we
give the Pólya groups of K. Lastly, we give the Pólya fields of the real biquadratic fields K.
This paper continues the study of [9].

1. Notations

In this work, we adopt the following notations:
• l > 1 and m1 > 1 and m2 > 1 are square-free integers.
• d1 = lm1 and d2 = lm2 and d3 = m1m2 are square-free integers.
• K = Q(

√
d1,
√
d2) : a real biquadratic number field.

• OK : the ring of integers of K.
• ki = Q(

√
di) : the quadratic subfields of K for i = 1, 2, 3.

• εi = xi + yi
√
di : the fundamental unit of Q(

√
di), for i = 1, 2, 3.

• N(ηi) = Ni(ηi) = Normki/Q(ηi) where ηi ∈ ki, for i = 1, 2, 3.

• EK : the unit group of K over Q.
• GK : the Galois group of K over Q.
• ep : the ramification index of a prime number p in K/Q.
• dK : the discriminant of K over Q.
• t : the number of the prime divisors of dK .

2. Preliminaries

D e f i n i t i o n 2.1. Let
∏

q(L) be the product of all prime ideals of OL with norm
q ≥ 2. The Pólya group PO(L) of a number field L is the subgroup of the class group of L
generated by the classes of the ideals

∏
q(L).

In the real biquadratic number fields K, the prime 2 is the only prime can be totally
ramified in K/Q. When e2 the ramification index of the prime 2 in K/Q is 4 = [K : Q],

in other words 2 is totally ramified in K/Q so we have (d1, d2) ≡ (2, 3) or (3, 2) (mod 4),
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therefore Nε1 6= Nε2 = Nε3 = 1, Nε2 6= Nε1 = Nε3 = 1, or Nε1 = Nε2 = Nε3 = 1. When
e2 6= 4, i. e., the prime 2 is not totally ramified in K/Q. So, we have either e2 = 1, when
the prime 2 is not ramified in K/Q or e2 = 2, when the prime 2 is ramified in K/Q. Thus,
we have the following possibilities (d1, d2) ≡ (1, 1), (1, 2), (2, 1), (1, 3), (3, 1), (3, 3) (mod 4). Let
kj = Q(

√
dj), j = 1, 2 note that when dj ≡ 1, 2 (mod 4), then Nεj = ±1, for j = 1, 2 and

when there exists a prime number ≡ 3 (mod 4) dividing dj then Nεj = +1, for j = 1, 2.

Let K = Q(
√
d1,
√
d2) such that d1 = lm1 and d2 = lm2 are two square-free integers with

l > 1 and gcd(m1,m2) = 1. Let H1(GK , EK) be the first cohomology group of units of K.
Let εi = xi + yi

√
di be the fundamental unit of Q(

√
di), for i = 1, 2, 3. Recall that ai ∈ Q

such that ai = N(εi + 1) = 2(xi + 1) when Nεi = 1 else ai = 1, for i = 1, 2, 3. Let H be
the subgroup of Q∗/Q∗2 generated by the images of d1, d2, d3, a1, a2 and a3 with d1 = lm1,

d2 = lm2, and d3 = m1m2. [ai] is the class of ai in Q∗/Q∗2, for i = 1, 2, 3 and [di] is the
class of di in Q∗/Q∗2, for i = 1, 2, 3.

Theorem 2.1 (see [10]). H ' H1(GK , EK), except for the next two cases in which H is
canonically isomorphic to a subgroup of index 2 of H1(GK , EK) :

1. the prime 2 is totally ramified in K/Q, and there exists integral zi ∈ ki, i = 1, 2, 3 such
that N1(z1) = N2(z2) = N3(z3) = ±2,

2. all the quadratic subfields ki contain units of norm −1 and EK = Ek1Ek2Ek3 .

R e m a r k 2.1. The theorem above was given by C. Bennett Setzer in [10]. It presents
the first cohomology group of units of the real biquadratic number fields K. For the proof of
the theorem above, the reader refers to see the proof in [10, Theorems 4,5,7]. Note that the
theorem above is mentioned by Zantema in [3, Section 4, p. 14,15], also it is mentioned in [6].

Now we give a well-known proposition in the notion of Pólya group and field (see [5,
Proposition 2.3]).

P r o p o s i t i o n 2.1. The group PO(L) is trivial if and only if one of the following
assertions is satisfied:

1. the field L is a Pólya field,
2. all the ideals

∏
q(L) are principal,

3. the OL -module Int(OL) has a regular basis.

Zantema gave the following proposition which connects the first cohomology group of units
of a number field L with the Pólya group of L in a Galois extension.

P r o p o s i t i o n 2.2 (see [3]). Let L/Q be a Galois extension and dL be its discriminant.
Denote by ep the ramification index of a prime number p in L. Then, the following sequence
is exact

1→ H1(GL, EL)→ ⊕p|dLZ/epZ→ PO(L)→ 1.

In particular, |H1(GL, EL)||PO(L)| =
∏

p|dL ep.

Hence, we get the following result.

Corollary 2.1. L is a Pólya field if and only if |H1(GL, EL)| =
∏
p|dL

ep.
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P r o p o s i t i o n 2.3 (see [11]). Let K = Q(
√
d1,
√
d2). Let εi be the fundamental unit

of Q(
√
di), i = 1, 2, 3. Let EK be the unit group of K over Q. So, we have the following

possibilities for a system of fundamental of units of EK :
1. εi, εj, εk,

2.
√
εi, εj, εk with Nεi = 1,

3.
√
εi,
√
εj, εk such that Nεi = Nεj = 1,

4. √εiεj, εj, εk such that Nεi = Nεj = 1,

5. √εiεj,
√
εk, εj where Nεi = Nεj = Nεk = 1,

6. √εiεj,
√
εjεk,

√
εkεi where Nεi = Nεj = Nεk = 1,

7. √εiεjεk, εj, εk where Nεi = Nεj = Nεk = 1,

8. √εiεjεk, εj, εk with Nεi = Nεj = Nεk = −1, where {εi, εj, εk} = {ε3, ε1, ε2}.

P r o p o s i t i o n 2.4 (see [11]). Let k = Q(
√
d) such that Nε = 1 and let λ denote the

square-free part of the positive integer N(ε + 1). Then λ > 1, λ divides the discriminant of
k, λ 6= d, and

√
λε ∈ k.

3. The Pólya Groups of The Real Biquadratic Fields K = Q(
√
lm1,

√
lm2)

In this section, we are going to determine the Pólya groups of the fields K. Firstly, we need
to give the first cohomology group of units of K.

3.1. The structure of the first cohomology group of units of K = Q(
√
lm1,

√
lm2)

P r o p o s i t i o n 3.1. Let K = Q(
√
d1,
√
d2) such that d1 = lm1 and d2 = lm2 are

square-free integers with l > 1 and gcd(m1,m2) = 1. Let ε1, ε2 and ε3 be the fundamental
unit of Q(

√
d1), Q(

√
d2) and Q(

√
d3) with d3 = m1m2 respectively, and let Nε1 = Nε2 =

Nε3 = 1. Let λ1, λ2 and λ3 be the square-free part of N(ε1 + 1), N(ε2 + 1) and N(ε3 + 1)

respectively. Then, we have the following results:
1.
√
ε1ε2 ∈ K if and only if either [λ1λ2] = [lm1], [lm2] or [m1m2], or λ1 = λ2 = l,

2. √εjε3 ∈ K for j = 1 or 2 if and only if either [λjλ3] = [lm1], [lm2] or [m1m2], or
λj = λ3 = mj,

3.
√
ε1ε2ε3 ∈ K if and only if either [λ1λ2λ3] = [lm1], [lm2] or [m1m2], or [λ1λ2] = [λ3].

P r o o f. Let ki = Q(
√
di) such that Nεi = 1 for i = 1, 2, 3 and let λi be the square-free

part of the positive integer N(εi + 1) for i = 1, 2, 3. Recall that [lm1], [lm2] and [m1m2] is
the class of lm1, lm2 and m1m2 in Q∗/Q∗2 respectively. We start by the first equivalent.

1. ( =⇒ ), we use the contrapositive. We suppose that ([λ1λ2] 6= [lm1], [lm2] and [m1m2]),

and (λ1 6= l or λ2 6= l). We know that
√
λ1ε1 ∈ k1 and

√
λ2ε2 ∈ k2 (see Proposition 2.4),

so
√
λ1λ2ε1ε2 ∈ K and since ([λ1λ2] 6= [lm1], [lm2] and [m1m2]), and (λ1 6= l or λ2 6= l), so√

ε1ε2 /∈ K. Reciprocally, we suppose either [λ1λ2] = [lm1], [lm2] or [m1m2], or λ1 = λ2 = l,

and since we have
√
λ1ε1 ∈ k1 and

√
λ2ε2 ∈ k2. So,

√
λ1ε1
√
λ2ε2 ∈ K and thus we get that√

ε1ε2 ∈ K.
2. As above the first assertion we get the second.
3. Lastely, ( =⇒ ) assuming that [λ1λ2λ3] 6= [lm1], [lm2] and [m1m2], and [λ1λ2] 6=

[λ3]. Since
√
λ1ε1 ∈ k1,

√
λ2ε2 ∈ k2, and

√
λ3ε3 ∈ k3, so

√
λ1ε1λ2ε2λ3ε3 ∈ K. As we have

[λ1λ2λ3] 6= [lm1], [lm2] and [m1m2], and [λ1λ2] 6= [λ3], so
√
ε1ε2ε3 /∈ K. Now we suppose

either [λ1λ2λ3] = [lm1], [lm2] or [m1m2], or [λ1λ2] = [λ3]. As
√
λ1ε1 ∈ k1 and

√
λ2ε2 ∈ k2

and then
√
λ3ε3 ∈ k3, thus we get that

√
ε1ε2ε3 ∈ K.
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E x a m p l e 3.1. In the field K = Q(
√
7 · 5,

√
7 · 11), we have d1 = 7 · 5 = 35, d2 =

7 · 11 = 77 and d3 = 5 · 11 = 55. The fundamental units are ε1 = 6 +
√
35, ε2 =

1
2
(9 +

√
77),

ε3 = 89 + 12
√
55 such that Nε1 = Nε2 = Nε3 = 1. So, a1 = 2(x1 + 1) = 2(6 + 1) = 2 · 7,

a2 = 2(x2+1) = 2(9
2
+1) = 11, a3 = 2(89+1) = 2 ·90 = 22 ·32 ·5. And thus we have λ1 = 2 ·7,

λ2 = 11, and then λ3 = 5. By Proposition 2.4, we get that
√
2 · 7ε1 ∈ k1 = Q(

√
7 · 5),√

11ε2 ∈ k2 = Q(
√
7 · 11) and

√
5ε3 ∈ k3 = Q(

√
5 · 11). So,

√
11ε2
√
5ε3 =

√
11 · 5√ε2ε3 ∈ K,

as we have λ2λ3 = 11 · 5 = d3, then
√
ε2ε3 ∈ K.

R e m a r k 3.1. Let k3 = Q(
√
m1m2) and ε3 be the fundamental unit of k3 with

Nε3 = 1. Let λ3 be the square-free part of the positive integer N(ε3 + 1). Since λ3 > 1,

λ3 divides the discriminant of k3, λ3 6= m1m2, and
√
λ3ε3 ∈ k3 = Q(

√
m1m2), so

√
ε3 /∈ K.

Similarly, we find that
√
ε1 /∈ K and

√
ε2 /∈ K.

Let K = Q(
√
d1,
√
d2). We know that when we have either Nε1 6= Nε2 = Nε3 = 1,

Nε2 6= Nε1 = Nε3 = 1, or Nε1 = Nε2 = Nε3 = 1 so we can have e2 = 4 or e2 6= 4.

In the lemma below, we give H1(GK , EK) the first cohomology group of units of K such
that e2 6= 4, i. e., the prime 2 is not totally ramified in K/Q. We mention here that when
Nε1 = Nε2 = Nε3 = −1, Nε1 = Nε2 = −1 6= Nε3 = 1, Nεi 6= Nεj = Nε3 = −1, with
j 6= i = 1, 2, and Nε1 = Nε2 6= Nε3 = −1, we always have e2 6= 4.

Lemma 3.1. Let K = Q(
√
d1,
√
d2) such that d1 = lm1 and d2 = lm2 are square-free

integers with l > 1 and gcd(m1,m2) = 1. Then
1. H1(GK , EK) ' (Z/2Z)2, when Nε1 = Nε2 = Nε3 = −1 and

√
ε1ε2ε3 ∈ K.

2. H1(GK , EK) ' (Z/2Z)3, when
(a) Nε1 = Nε2 = Nε3 = −1 and

√
ε1ε2ε3 /∈ K,

(b) Nε1 = Nε2 = −1, Nε3 = 1,

(c) Nεj 6= Nεk = Nε3 = −1, for j 6= k ∈ {1, 2},
(d) Nε1 = Nε2 = 1, Nε3 = −1 and

√
ε1ε2 ∈ K, or

(e) Nεk 6= Nεj = Nε3 = 1 and √εjε3 ∈ K, j 6= k ∈ {1, 2} such that e2 6= 4 ,
(f) Nε1 = Nε2 = Nε3 = 1 and

√
ε1ε2 ∈ K and

√
ε1ε3 ∈ K and

√
ε2ε3 ∈ K such that

e2 6= 4.

3. H1(GK , EK) ' (Z/2Z)4, when
(a) Nε1 = Nε2 = 1, Nε3 = −1 and

√
ε1ε2 /∈ K,

(b) Nεk 6= Nεj = Nε3 = 1 and √εjε3 /∈ K, j 6= k ∈ {1, 2} such that e2 6= 4 or
(c) Nε1 = Nε2 = Nε3 = 1 and

√
ε1ε2 ∈ K,

√
ε2ε3 ∈ K,

√
ε1ε3 ∈ K, or

√
ε1ε2ε3 ∈ K

such that e2 6= 4.

4. H1(GK , EK) ' (Z/2Z)5, when Nε1 = Nε2 = Nε3 = 1 and
√
ε1ε2 /∈ K,

√
ε2ε3 /∈ K,√

ε1ε3 /∈ K, and
√
ε1ε2ε3 /∈ K such that e2 6= 4.

P r o o f. Recall that λ1, λ2 and λ3 be the square-free part of N(ε1+1)=a1, N(ε2 + 1)=a2
and N(ε3 + 1) = a3 respectively, such that Nε1 = Nε2 = Nε3 = 1. Let [a1], [a2], and
[a3] be the class of a1, a2 and a3 in Q∗/Q∗2 respectively, so [a1] = [λ1], [a2] = [λ2], and
[a3] = [λ3] where Nε1 = Nε2 = Nε3 = 1. We know that H is the subgroup of Q∗/Q∗2
generated by the images of d1, d2, d3, a1, a2 and a3 with d1 = lm1, d2 = lm2 and d3 = m1m2.

In the following we study in Q∗/Q∗2 whether [lm1], [lm2], [m1m2], [a1], [a2], and [a3] are
linearly independents. Note that [m1m2] belongs to the subgroup generated by [lm1] and
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[lm2] in Q∗/Q∗2, in other words [m1m2] ∈ 〈[lm1], [lm2]〉. We refer the reader to see the proof
of the theorems A,B,C, and D in [6] since in the following we do the same process to give
H1(GK , EK).

When Nε1 = Nε2 = Nε3 = −1, we get that [a1] = [a2] = [a3] = 1. And thus, [lm1]

and [lm2] are linearly independents, i. e., 〈[lm1], [lm2]〉 ' (Z/2Z)2. As the three fundamental
units with negative norm. Then, by Kubota [11], we have either EK = 〈−1, ε1, ε2, ε3〉 or EK =

〈−1, ε1, ε2,
√
ε1ε2ε3〉 is the group of units of K. Thus, we will distinguish the two following

cases.
• When

√
ε1ε2ε3 ∈ K, which means that we have EK = 〈−1, ε1, ε2,

√
ε1ε2ε3〉. So, by

Theorem 2.1, we get that H1(GK , EK) ' H ' (Z/2Z)2.
• Otherwise, i. e.,

√
ε1ε2ε3 /∈ K, then EK = 〈−1, ε1, ε2, ε3〉. On the other hand, we know

that Ek1 = 〈−1, ε1〉, Ek2 = 〈−1, ε2〉 and then Ek3 = 〈−1, ε3〉. Therefore, EK = Ek1Ek2Ek2 .

So, using the Theorem 2.1, we get that H1(GK , EK) ' H × Z/2Z ' (Z/2Z)3.
When Nε1 = Nε2 = −1 and Nε3 = 1, then [a1] = [a2] = 1. Now we have to check whether

[a3] belongs to the group generated by [lm1] and [lm2]. By Proposition 2.4 we have λ3 > 1 and
λ3 6= m1m2 = d3 and then λ3 divides dk3 . Therefore, we get that [a3] = [λ3] /∈ 〈[lm1], [lm2]〉
and thus H1(GK , EK) ' H ' (Z/2Z)3.

Assuming Nεj 6= Nεk = Nε3 = −1 such that j 6= k = 1, 2. Then, [ak] = [a3] = 1. As
above, the second assertion, we get that H1(GK , EK) ' H ' (Z/2Z)3.

When Nε1 = Nε2 = 1 and Nε3 = −1, so [a3] = 1. Thence, we have to verify whether
[lm1], [lm2], [a1], and [a2] are linearly independents or not. As Nε1 = Nε2 = 1. Then, we have
to distinguish the following cases.
• When

√
ε1ε2 ∈ K (note that we have EK = 〈−1,√ε1ε2, ε2, ε3〉 see Proposition 2.3). So,

according to Proposition 3.1, we have either ([a1] = [a2] = [l]) or ([a1a2] = [lm1], [lm2] or
[m1m2]). Note that, we have λj > 1, λj 6= lmj, and λj divides dkj for j = 1, 2. So, we
get both [a1] = [λ1] and [a2] = [λ2] are not in 〈[lm1], [lm2]〉. Thus, we obtain that [aj] ∈
〈[lm1], [lm2], [ak]〉 with j 6= k = 1, 2. Then, by the Theorem 2.1, we get that H1(GK , EK) '
H ' (Z/2Z)3.
• Otherwise, i. e.,

√
ε1ε2 /∈ K (note that here we have EK = 〈−1, ε1, ε2, ε3〉 ), so we

have ([a1] 6= [l] or [a2] 6= [l]) and ([a1a2] 6= [lm1], [lm2] and [m1m2]). Hence, [aj] /∈
〈[lm1], [lm2], [ak]〉 for j 6= k = 1, 2. So, H1(GK , EK) ' H ' (Z/2Z)4.

Let Nεk 6= Nεj = Nε3 = 1, for j 6= k = 1, 2 such that e2 6= 4. Then, [ak] = 1 and thus
we have to see whether [lm1], [lm2], [aj], and [a3] with j = 1, 2 are linearly independents.
As above, the fourth case, we get that H1(GK , EK) ' H ' (Z/2Z)3 when √εjε3 ∈ K with
j = 1, 2. Otherwise, we get that H1(GK , EK) ' H ' (Z/2Z)4.

Suppose Nε1 = Nε2 = Nε3 = 1 such that e2 6= 4. Then, we have to check if [lm1], [lm2], [a1],

[a2] and [a3] are linearly independents. Therefore, we have to distinguish the following cases.
• When

√
ε1ε2 ∈ K. As above, (the fourth case) , we get that [ak] ∈ 〈[lm1], [lm2], [aj]〉

with j 6= k = 1, 2. We know that [a3] = [λ3] /∈ 〈[lm1], [lm2]〉. As we are in the case of√
ε1ε2 ∈ K, (i. e., EK = 〈−1,√ε1ε2, ε2, ε3〉 ) so

√
εjε3 /∈ K with j = 1, 2. Hence, we get that

([aj][a3] = [λj][λ3] 6= [lmj] and [m1m2]), and ([aj] 6= [mj] or [a3] 6= [mj]) for j = 1, 2. As a
result, we have [a3] /∈ 〈[lm1], [lm2], [aj]〉 and thus H1(GK , EK) ' H ' (Z/2Z)4.
• When √εjε3 ∈ K for j ∈ {1, 2}, as above, we get that H1(GK , EK) ' H ' (Z/2Z)4.
• When

√
ε1ε2ε3 ∈ K, (note that we have EK = 〈−1, ε1, ε2,

√
ε1ε2ε3〉 see Proposition

2.3). So, we have either ([a1][a2][a3] = [λ1][λ2][λ3] = [lm1], [lm2] or [m1m2]), or ([a1][a2] =
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[λ1][λ2] = [a3] = [λ3]). We know that, [a1], [a2] [a3] /∈ 〈[lm1], [lm2]〉. Note that
√
ε1ε3 /∈ K and√

ε2ε3 /∈ K (since EK = 〈−1, ε1, ε2,
√
ε1ε2ε3〉 ), so [a3] /∈ 〈[lm1], [lm2], [ak]〉 with k = 1, 2, but

[a3] ∈ 〈[lm1], [lm2], [a1], [a2]〉. So, H1(GK , EK) ' H ' (Z/2Z)4.
• Otherwise, i. e.,

√
ε1ε2ε3 /∈ K,

√
ε1ε2 /∈ K,

√
ε1ε3 /∈ K, and

√
ε2ε3 /∈ K in other words

EK = 〈−1, ε1, ε2, ε3〉. As a result, we get that [lm1], [lm2], [a1], [a2] and [a3] are linearly
independents. So, H1(GK , EK) ' H ' (Z/2Z)5.

When Nε1 = Nε2 = Nε3 = 1 and
√
ε1ε2 ∈ K and

√
ε1ε3 ∈ K and

√
ε2ε3 ∈ K such that

e2 6= 4 (here we have EK = 〈−1,√ε1ε2,
√
ε2ε3,

√
ε1ε3〉 see Proposition 2.3). Now we verify if

[lm1], [lm2], [a1], [a2] and [a3] are linearly independents. We know that when
√
ε1ε2 ∈ K, then

[ak] ∈ 〈[lm1], [lm2], [aj]〉 with j 6= k = 1, 2 and when √εjε3 ∈ K so [a3] ∈ 〈[lm1], [lm2], [aj]〉,
j = 1, 2. Thus, H1(GK , EK) ' H ' (Z/2Z)3.

In the following we give some examples of H1(GK , EK) such that e2 6= 4.

E x a m p l e 3.2. In this example we use the same field K = Q(
√
7 · 5,

√
7 · 11) of

the Example 3.1 (we recall that e2 6= 4 ). Since we have Nε1 = Nε2 = Nε3 = 1, then
H1(GK , EK) ' H ' (Z/2Z)4 or (Z/2Z)5 (see the lemma above). As we have λ1 = 2 · 7,
λ2 = 11, and then λ3 = 5, and

√
ε2ε3 ∈ K (see the Example 3.1), then by the lemma above

we get that H1(GK , EK) ' H ' (Z/2Z)4.

E x a m p l e 3.3. Let K = Q(
√
3 · 5 · 7,

√
3 · 5 · 11), where d1 = 3 · 5 · 7 = 105, d2 =

3 · 5 · 11 = 165, d3 = 7 · 11 = 77. Thus, we have ε1 = 41 + 4
√
105, ε2 = 1

2
(13 +

√
165)

and then ε3 = 1
2
(9 +

√
77) such that Nε1 = Nε2 = Nε3 = 1 and e2 6= 4. Hence, we have

a1 = 2(x1 + 1) = 2(41 + 1) = 22 · 3 · 7, a2 = 2(x2 + 1) = 2(13
2
+ 1) = 3 · 5, a3 = 2(x3 + 1) =

2(9
2
+ 1) = 11. We have λ1 = 3 · 7, λ2 = 3 · 5, and λ3 = 11, thus we get that

√
ε2ε3 ∈ K

(λ2λ3 = 3 · 5 · 11 = d2 ). Then H1(GK , EK) = 〈[3 · 5 · 7], [3 · 5 · 11], [3 · 7], [3 · 5]〉 ' (Z/2Z)4.

3.2. The Pólya groups of the real biquadratic fields K = Q(
√
lm1,

√
lm2)

Theorem 3.1. Let K = Q(
√
d1,
√
d2) such that d1 = lm1 and d2 = lm2 are square-free

integers with l > 1 and gcd(m1,m2) = 1. Let t be the number of the prime divisors of dK .
So,

1. PO(K) ' (Z/2Z)t−2, when Nε1 = Nε2 = Nε3 = −1 and
√
ε1ε2ε3 ∈ K.

2. PO(K) ' (Z/2Z)t−3, when
(a) Nε1 = Nε2 = Nε3 = −1 and

√
ε1ε2ε3 /∈ K,

(b) Nε1 = Nε2 = −1, Nε3 = 1,
(c) Nεj 6= Nεk = Nε3 = −1, for j 6= k ∈ {1, 2},
(d) Nε1 = Nε2 = 1, Nε3 = −1 and

√
ε1ε2 ∈ K, or

(e) Nεk 6= Nεj = Nε3 = 1 and √εjε3 ∈ K, j 6= k ∈ {1, 2} such that e2 6= 4,
(f) Nε1 = Nε2 = Nε3 = 1 and

√
ε1ε2 ∈ K,

√
ε1ε3 ∈ K,

√
ε2ε3 ∈ K such that e2 6= 4.

3. PO(K) ' Et−4, when
(a) Nε1 = Nε2 = 1, Nε3 = −1 and

√
ε1ε2 /∈ K,

(b) Nεk 6= Nεj = Nε3 = 1 and √εjε3 /∈ K, j 6= k ∈ {1, 2} such that e2 6= 4, or
(c) Nε1 = Nε2 = Nε3 = 1 and

√
ε1ε2 ∈ K,

√
ε2ε3 ∈ K,

√
ε1ε3 ∈ K

√
ε1ε2ε3 ∈ K

such that e2 6= 4.

4. PO(K) ' (Z/2Z)t−5, when Nε1 = Nε2 = Nε3 = 1 and
√
ε1ε2 /∈ K,

√
ε2ε3 /∈ K,√

ε1ε3 /∈ K and
√
ε1ε2ε3 /∈ K such that e2 6= 4.
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P r o o f. We have K = Q(
√
d1,
√
d2) such that d1 = lm1 and d2 = lm2 are square-free

integers with l > 1 and gcd(m1,m2) = 1. K is a Galois extension of Q with [K : Q] = 4 and
dK is the discriminant K. We recall that ep is the ramification index of a prime number p in
K/Q and thus e2 = 1 when the prime 2 is not ramified in K/Q and e2 = 2 when the prime 2

is ramified in K/Q. According to Proposition 2.2, we have |H1(GK , EK)||PO(K)| =
∏

p|dK ep.

Thus, |PO(K)| = 2t

|H1(GK ,EK)| , where t is the number of prime numbers dividing dK . Thence,
we have PO(K) ' (Z/2Z)t−s where s is satisfying (Z/2Z)s ' H1(GK , EK). By the Lemma
3.1, we have when Nε1 = Nε2 = Nε3 = −1 and

√
ε1ε2ε3 ∈ K, then H1(GK , EK) ' (Z/2Z)2.

Therefore, we get that PO(K) ' (Z/2Z)t−2.
Similarly, as above, we deduce the other results of the theorem.

4. The Pólya Fields of The Real Biquadratic Fields K = Q(
√
lm1,

√
lm2)

In this section, we aim to determine the Pólya fields of the real biquadratic fields of K =

Q(
√
d1,
√
d2) such that d1 = lm1 and d2 = lm2 are square-free integers with l > 1 and

gcd(m1,m2) = 1. Let p, p1, p2, p3, p4 and then p′ be the prime integers congruent to 1 (mod 4)

and let q, q1, q2, q3, q4 and then q′ be the prime integers congruent to 3 (mod 4).

Since we are going to characterize the Pólya fields of K = Q(
√
d1,
√
d2) such that d1 = lm1

and d2 = lm2. So, we need the discriminant of K over Q which determined in [12] and [13]
by: dK = (lm1m2)

2, when (d1, d2) ≡ (1, 1) (mod 4). And when (di, dj) ≡ (1, 2), (1, 3) or
(3, 3) (mod 4) with i 6= j ∈ {1, 2}, dK = (4lm1m2)

2. In the following theorem we give the
Pólya fields of K in the cases of Nε1 = Nε2 = Nε3 = −1, Nε1 = Nε2 = −1 6= Nε3 = 1, and
Nεi 6= Nεj = Nε3 = −1, with j 6= i = 1, 2. Note that in those cases we have e2 6= 4 and the
primes dividing d1 = lm1 and d2 = lm2 are not congruent to 3 (mod 4). So, in the theorem
below l must be congruent to 1 (mod 4).

Theorem 4.1. Let K = Q(
√
d1,
√
d2) such that d1 = lm1 and d2 = lm2 are square-free

integers with l > 1 and gcd(m1,m2) = 1 and put j 6= k ∈ {1, 2}.
We assume Nε1 = Nε2 = Nε3 = −1. Then, K is a Pólya field if and only if one of the

following assertions is satisfied:
1. di = lp1 and dj = lp2, with l = p,

2. di = lp1 and dj = 2l, with l = p.

Now we assume that Nε1 = Nε2 = −1, Nε3 = 1. So, K is a Pólya field if and only if one
of the following assertions is satisfied:

1. di = lp1 and dj = lp2 where l = p,

2. di = lp1 and dj = 2l where l = p.

We suppose that Nεi 6= Nεj = Nε3 = −1. So, K is a Pólya field if and only if one of the
following assertions is satisfied:

1. di = lp1 and dj = lp2,

2. di = lp1 and dj = 2l,

3. dj = lp1 and di = 2l,

where in the three items above we have l = p.

P r o o f. We know that, K is a Pólya field if and only if Po(K) is trivial. By the Theorem
3.1, we have the following cases.

(i) When Nε1 = Nε2 = Nε3 = −1 and
√
ε1ε2ε3 ∈ K, then PO(K) ' (Z/2Z)t−2 where t

is the number of prime divisors of dK , and thus K is a Pólya field if and only if t = 2. Note
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that this case can not occur because t must be ≥ 3. On the other hand, when
√
ε1ε2ε3 /∈ K,

so PO(K) ' (Z/2Z)t−3. So, K is a Pólya field if and only if t = 3. Hence
• We suppose (di, dj) ≡ (mi,mj) ≡ (1, 1) (mod 4), then by Williams [12] we have dK =

(lm1m2)
2. Thence, K is a Pólya field if and only if di = lp1 and dj = lp2 with l = p ≡ 1

(mod 4).

• Now we suppose (di, dj) ≡ (mi,mj) ≡ (1, 2) (mod 4), then dK = (4lm1m2)
2. So, K is

a Pólya field if and only if di = lp1, dj = 2l with l = p.

(ii) When Nε1 = Nε2 = −1 and Nε3 = 1, then PO(K) ' (Z/2Z)t−3. Thus, K is a Pólya
field if and only if t = 3. When (di, dj) ≡ (mi,mj) ≡ (1, 1) (mod 4), we get the item 1, and
when (di, dj) ≡ (mi,mj) ≡ (1, 2) (mod 4), we have the item 2.

(iii) When Nεi 6= Nεj = Nε3 = −1 with i 6= j ∈ {1, 2}, then PO(K) ' (Z/2Z)t−3.
Hence, K is a Pólya field if and only if t = 3. When (di, dj) ≡ (mi,mj) ≡ (1, 1) (mod 4), we
get the item 1 and when (di, dj) ≡ (mi,mj) ≡ (1, 2) (mod 4), we obtain 2. And then when
(dj, di) ≡ (mj,mi) ≡ (1, 2) (mod 4), we have 3.

In the following theorem, we give the Pólya fields of K in the case of Nε1 = Nε2 6= Nε3 =

−1. We mention here that e2 6= 4.

Theorem 4.2. Let K = Q(
√
d1,
√
d2) such that d1 = lm1 and d2 = lm2 are square-free

integers with l > 1 and gcd(m1,m2) = 1 and put j 6= k ∈ {1, 2}. Let Nε1 = Nε2 6= Nε3 = −1.
We suppose

√
ε1ε2 ∈ K. Then, K is a Pólya field if and only if one of the following

assertions is satisfied:
1. di = lp1, dj = lp2, where l = p,

2. di = lp1, dj = 2l, where l = p.
Otherwise, i. e.,

√
ε1ε2 /∈ K. Then, K is a Pólya field if and only if one of the following

assertions is satisfied:
1. di = lp1p2, dj = lp3, where l = p,

2. di = lp1p2, dj = 2l, where l = p,

3. di = lp1, dj = 2lp2, where l = p,

4. di = lp1, dj = lp2, where l = pp′,

5. di = lp1 dj = 2l where l = pp′.

P r o o f. By the Theorem 3.1, we have the following cases.
(i) When Nε1 = Nε2 6= Nε3 = −1 and

√
ε1ε2 ∈ K, then PO(K) ' (Z/2Z)t−3 where t is

the number of prime divisors of dK . So, K is a Pólya field if and only if we have either the
item 1, or 2.

(ii) When Nε1 = Nε2 6= Nε3 = −1 and
√
ε1ε2 /∈ K. Then, PO(K) ' Et−4. So, K is a

Pólya field if and only if t = 4.

• When (di, dj) ≡ (1, 1) (mod 4). So, K is a Pólya field if and only if di = lp1p2 dj = lp3
such that l = p. When l = pp′, we get the item 4.
• Now when (di, dj) ≡ (1, 2) (mod 4), we get the other items of the theorem.

Let K = Q(
√
d1,
√
d2) , d1 = lm1 and d2 = lm2 such that Nεi 6= Nεj = Nε3 = 1, for

i 6= j ∈ {1, 2}. Note that in this case we can have either e2 = 4 (since we can have (d1, d2) ≡
(2, 3), (3, 2) (mod 4) ) or e2 6= 4 (since we can have (d1, d2) ≡ (1, 1), (1, 2), (2, 1), (1, 3), (3, 1)

(mod 4) ) note that (d1, d2) 6≡ (3, 3) (mod 4) since Nεi 6= Nεj, with i 6= j ∈ {1, 2}. In the
following theorem we give the Pólya fields of K where e2 6= 4. As we have Nεi 6= Nεj= Nε3= 1,

for i 6= j ∈ {1, 2} and l dividing d1 and d2, then the divisors of l are ≡ 1 (mod 4).
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Theorem 4.3. Let K = Q(
√
d1,
√
d2) such that d1 = lm1 and d2 = lm2 are square-free

integers with l > 1 and gcd(m1,m2) = 1. Let Nεi 6= Nεj = Nε3 = 1, for i 6= j ∈ {1, 2} such
that e2 6= 4.

Assuming √εjε3 ∈ K, j = 1, 2. So, K is a Pólya field if and only if one of the following
assertions is satisfied:

1. di = lp1, dj = lp2,

2. di = lp1, dj = 2l,

3. dj = lp1, di = 2l,

where in the three items above we have l = p.

Otherwise. Then, K is a Pólya field if and only if one of the following assertions is satisfied:
1. di = lp1p2 and dj = lp3,

2. di = lp1 and dj = lp2p3 or lq1q2,

3. di = lp1p2 and dj = 2l,

4. di = lp1 and dj = 2lp2 or 2lq,

5. dj = lp1p2 or lq1q2 and di = 2l,

6. dj = lp1 and di = 2lp2,

7. di = lp1 and dj = lq1,

where in the items above we have l = p,

8. di = lp1 and dj = lp2,

9. di = lp1 and dj = 2l,

10. dj = lp1 and di = 2l,

such that l = pp′.

P r o o f. We know that, when Nεi 6= Nεj = Nε3 = 1 such that e2 6= 4, for i 6= j ∈
{1, 2}, then we have (di, dj) ≡ (1, 1), (1, 2), (2, 1), (1, 3) (mod 4). By Theorem 3.1, we have the
following cases.

(i) When Nεi 6= Nεj = Nε3 = 1, and √εjε3 ∈ K such that e2 6= 4 with i 6= j ∈ {1, 2}.
Then, PO(K) ' (Z/2Z)t−3. So, K is a Pólya field if and only if t = 3. Therefore, when
(di, dj) ≡ (1, 1) (mod 4) we get the item 1 and when (di, dj) ≡ (1, 2) (mod 4) we have the
item 2, lastly when (dj, di) ≡ (1, 2) (mod 4) we obtain the item 3.

(ii) When Nεi 6= Nεj = Nε3 = 1 and √εjε3 /∈ K such that e2 6= 4 with i 6= j ∈ {1, 2}.
Then, PO(K) ' (Z/2Z)t−4. Thence, K is a Pólya field if and only if t = 4.

• When (di, dj) ≡ (1, 1) (mod 4), then dK = (lm1m2)
2. When l = p, so K is a Pólya

field if and only if either di= lp1p2, dj= lp3 or the item 2. When l= pp′, we have the item 8.
• We suppose that (di, dj) ≡ (1, 2) (mod 4). If l = p thus K is a Pólya field if and only

if we have either the item 3, or 4. When l = pp′, we get the item 9.
• When (dj, di) ≡ (1, 2) (mod 4). When l = p, we have either the item 5, or 6. And when

l = pp′, we obtain the item 10.
• Lastly, when (di, dj) ≡ (1, 3) (mod 4), we get the item 7.

Consider K = Q(
√
d1,
√
d2), d1 = lm1 and d2 = lm2 such that Nε1 = Nε2 = Nε3 = 1.

Under the condition of the norm, we can have either e2 6= 4 or e2 = 4. In the following
theorem we give the Pólya fields of K where Nε1 = Nε2 = Nε3 = 1 and

√
ε1ε2 ∈ K and√

ε2ε3 ∈ K and
√
ε1ε3 ∈ K (i. e., EK = 〈−1,√ε1ε2,

√
ε2ε3,

√
ε1ε3〉 ) such that e2 6= 4. As we

have Nε1 = Nε2 = Nε3 = 1, so l can be ≡ 1 (mod 4) or ≡ 3 (mod 4).
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Theorem 4.4. Let K = Q(
√
d1,
√
d2) such that d1 = lm1 and d2 = lm2 are square-free

integers with l > 1 and gcd(m1,m2) = 1. Let Nε1 = Nε2 = Nε3 = 1 and
√
ε1ε2 ∈ K and√

ε2ε3 ∈ K and
√
ε1ε3 ∈ K such that e2 6= 4. Then, K is a Pólya field if and only if one of

the following assertions is satisfied:
1. di = lp1, dj = lp2, where l = p,

2. di = lq1, dj = lq2, where l = q,

3. di = lp1, dj = 2l, where l = p,

4. dj = lq1, di = 2l, with l = q.

P r o o f. As we have Nε1 = Nε2 = Nε3 = 1 and
√
ε1ε2 ∈ K and

√
ε2ε3 ∈ K and√

ε1ε3 ∈ K such that e2 6= 4, so by Theorem 3.1 we have PO(K) ' (Z/2Z)t−3. Hence, K is
a Pólya field if and only if t = 3. Therefore, when (di, dj) ≡ (1, 1) (mod 4), we know that
dK = (lm1m2)

2 and thus we get the items 1, 2. And when (di, dj) ≡ (1, 2) (mod 4), we have
dK = (4lm1m2)

2 and thus we get the items 3, 4. When (di, dj) ≡ (1, 3) or (3, 3) (mod 4),

i 6= j = 1, 2 so dK = (4lm1m2)
2 and since t = 3 we find that these cases can not occur.

Let K = Q(
√
d1,
√
d2), d1 = lm1 and d2 = lm2. In the two following theorems, we give

the Pólya fields of K such that Nε1 = Nε2 = Nε3 = 1 and e2 6= 4. We recall that since
Nε1 = Nε2 = Nε3 = 1, so l can be ≡ 1 (mod 4) or ≡ 3 (mod 4).

Theorem 4.5. Let K = Q(
√
d1,
√
d2) such that d1 = lm1 and d2 = lm2 are square-free

integers with l > 1 and gcd(m1,m2) = 1 and put j 6= k ∈ {1, 2}. Let Nε1 = Nε2 = Nε3 = 1

and
√
ε1ε2 ∈ K,

√
ε2ε3 ∈ K,

√
ε1ε3 ∈ K or

√
ε1ε2ε3 ∈ K such that e2 6= 4. Then, K is a

Pólya field if and only if one of the following assertions is satisfied:
1. di = lp1p2 or lq1q2 and dj = lp3,

2. di = lp1p2 or lq1q2 and dj = 2l,

3. di = lp1 and dj = 2lp2 or 2lq,

4. di = lp1 and dj = lq1,

5. di = lq1 and dj = lq2,

where in the items above l = p,

6. di = lp1 and dj = lp2,

7. di = lp1 and dj = 2l,

where l = pp′.

8. di = lq1 and dj = lpq2,

9. di = lq1 and dj = lp1,

10. di = lp1q1 and dj = 2l,

11. di = lq1 and dj = 2lp or 2lq2,

12. di = lp1 and dj = lp2,

such that l = q,

13. di = lp1 and dj = lp2,

14. di = lp1 and dj = 2l,

where l = qq′,

15. di = lq1 and dj = lq2,

16. di = lq1 and dj = 2l,

where l = pq.
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P r o o f. According to the Theorem 3.1, we have when Nε1 = Nε2 = Nε3 = 1 and
√
ε1ε2 ∈

K,
√
ε2ε3 ∈ K,

√
ε1ε3 ∈ K or

√
ε1ε2ε3 ∈ K such that e2 6= 4. Then, PO(K) ' (Z/2Z)t−4.

Hence, K is a Pólya field if and only if t = 4.

We suppose that (di, dj) ≡ (mi,mj) ≡ (1, 1) (mod 4), then we have dK = (lm1m2)
2. When

l = p, then K is a Pólya field if and only if either di = lp1p2 or lq1q2 and dj = lp3. When
l = pp′, then di = lp1, dj = lp2. If l = qq′, so di = lp1, dj = lp2.

When (di, dj) ≡ (1, 1) (mod 4), (mi,mj) ≡ (3, 3) (mod 4). So, we get that di = lq1,

dj = lpq2 such that l = q. When l = pq, so we have di = lq1, dj = lq2.

Assuming (di, dj) ≡ (1, 2) (mod 4), then dK = (4lm1m2)
2.

• When l = p and mj = 2, then di = lp1p2 or lq1q2, dj = 2l. Now for mj = 2p2, 2q2 so
di = lp1, dj = 2lp2, 2lq.

• We assume l = pp′, so di = lp1, dj = 2l. When l = qq′, we get di = lp1, dj = 2l. And
when l = pq, we obtain di = lq1, dj = 2l.

• When l = q and mj = 2, then di = lp1q1, dj = 2l. For mj = 2p, 2q2, so di = lq1,

dj = 2lp, 2lq2.

We suppose that (di, dj) ≡ (1, 3) (mod 4), then dK = (4lm1m2)
2. For l = p, then di =

lp1 dj = lq1. When l = q, so di = lq1 dj = lp1.

When (di, dj) ≡ (3, 3) (mod 4), i 6= j ∈ {1, 2} then dK = (4lm1m2)
2. When l = p, thus

di = lq1 dj = lq2. If l = q, so di = lp1, dj = lp2. As we have e2 6= 4, then (di, dj) not
congruent to (2, 3) (mod 4) for i 6= j = 1, 2.

E x a m p l e 4.1. Let K = Q(
√
7 · 5,

√
7 · 11). We have Nε1 = Nε2 = Nε3 = 1, and√

ε2ε3 ∈ K and e2 6= 4 (se Example 3.1). We have l = 7 ≡ 3 (mod 4) and 5 ≡ 1 (mod 4)

and 11 ≡ 3 (mod 4). So by the item 9 of the theorem above, we get that K is a Pólya field.

Theorem 4.6. Let K = Q(
√
d1,
√
d2) such that d1 = lm1 and d2 = lm2 are square-free

integers with l > 1 and gcd(m1,m2) = 1 and put j 6= k ∈ {1, 2}. Assuming Nε1 = Nε2 =

Nε3 = 1 and
√
ε1ε2 /∈ K,

√
ε2ε3 /∈ K,

√
ε1ε3 /∈ K and

√
ε1ε2ε3 /∈ K such that e2 6= 4. Then,

K is a Pólya field if and only if one of the following assertions is satisfied:
1. di = lp1p2 or lq1q2 and dj = lp3p4,

2. di = lp1p2 or lq1q2 and dj = lq3q4,

3. di = lp1p2p3 or lq1q2p1 and dj = lp′1,

4. di = lp1p2p3 or lq1q2p1 and dj = 2l,

5. di = lp1p3 or lq1q3 and dj = 2lp2,

6. di = lp1p3 or lq1q3 and dj = 2lq2,

7. di = lp3 and dj = 2lp1p2, 2lp1q1, 2lq1q2,

8. di = lp1q1 and dj = lq2,

9. di = lq1q2 and dj = lq3,

10. di = lp1p2 and dj = lq1,

11. di = lp1 and dj = lp2q1,

where in the items above we have l = p,

12. di = lp1q1 and dj = lp2q2,

13. di = lq1 and dj = lp1p2q2, lq2q3q4,

14. di = lp1p2 and dj = lp3,

15. di = lq1q2 and dj = lp1,

16. di = lq1p1 and dj = lp2,
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17. di = lq1 and dj = lp1p2, lq1q2,

18. di = lp1p2q1, lq1q2q3 and dj = 2l,

19. di = lp1q1 and dj = 2lp2, 2lq2,

20. di = lq1 and dj = 2lp1p2, 2lp1q2, 2lq2q3,

where l = q,

21. di = lq1 and dj = lq2,

22. di = lp1 and dj = lq1,

23. di = lp1 and dj = lp2p3, lq1q2,

24. di = lp1 and dj = 2lp2, 2lq1,

25. di = lp1p2, lq1q2 and dj = 2l,

where l = pp′,

26. di = lp1 and dj = lp2p3, lq1q2,

27. di = lp1 and dj = 2lp2, 2lq1,

28. di = lp1p2, lq1q2 and dj = 2l,

29. di = lq1 and dj = lq2,

30. di = lp1 and dj = lq1,

where l = qq′,

31. di = lp1q1 and dj = lq2,

32. di = lp1 and dj = lp2,

33. di = lq1 and dj = lp1,

34. di = lp1q1 and dj = 2l,

35. di = lq1 and dj = 2lq2, 2lp1,

such that l = pq,

36. di = lp1 and dj = lp2,

37. di = lp1 and dj = 2l,

such that l = pp′p′1,

38. di = lp1 and dj = lp2,

39. di = lp1 and dj = 2l,

where l = qq′p,

40. di = lq1 and dj = lq2,

41. di = lq1 and dj = 2l,

where l = pp′q or qq′q′1.

P r o o f. According to the Theorem 3.1, we have PO(K) ' (Z/2Z)t−5. Thence, K is a
Pólya field if and only if t = 5.

We suppose (di, dj) ≡ (mi,mj) ≡ (1, 1) (mod 4).

• When l = p. Hence, we have either di = lp1p2, lq1q2, dj = lp3p4 or di = lp1p2, lq1q2,

dj = lq3q4 or di = lp1p2p3, lq1q2p1, dj = lp′1.

• If l = pp′, then di = lp1, dj = lp2p3, lq1q2.

• When l = qq′, so di = lp1, dj = lp2p3, lq1q2.

• If l = pp′p′1, therefore di = lp1, dj = lp2.

• Now for l = qq′p, thus di = lp1, dj = lp2.

When (di, dj) ≡ (1, 1) (mod 4), (mi,mj) ≡ (3, 3) (mod 4).
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• When l = q, so we get either di = lp1q1, dj = lp2q2 or di = lq1, dj = lp1p2q2, lq2q3q4.

If l = pq, then we have di = lp1q1, dj = lq2. If l = pp′q or qq′q′1, we get that di = lq1,

dj = lq2.

Assuming (di, dj) ≡ (1, 2) (mod 4), then dK = (4lm1m2)
2.

• When l = p and mj = 2. So, K is a Pólya field if and only if di = lp1p2p3, lq1q2p1,

dj = 2l. For mj = 2p2, 2q2 we get either di = lp1p3, lq1q3, dj = 2lp2 or di = lp1p3, lq1q3,

dj = 2lq2. For mj = 2p1p2, 2p1q1, 2q1q2, we obtain di = lp3, dj = 2lp1p2, 2lp1q1, 2lq1q2.

• We assume l = pp′, then we get that either di = lp1, dj = 2lp2, 2lq1 or di = lp1p2, lq1q2,

dj = 2l.

• When l = qq′, then we get either di = lp1, dj = 2lp2, 2lq1 or di = lp1p2, lq1q2, dj = 2l.

• If l = pp′p′1, then di = lp1, dj = 2l.

• When l = qq′p, thence, di = lp1, dj = 2l.

When l = q and mj = 2, so di = lp1p2q1, lq1q2q3, dj = 2l. For mj = 2p2, 2q2, we
get that di = lp1q1 and dj = 2lp2, 2lq2. For mj = 2p1p2, 2p1q1, 2q1q2 so di = lq1 and
dj = 2lp1p2, 2lp1q2, 2lq2q3.

• We assume l = pq, then we get that either di = lp1q1, dj = 2l or di = lq1, dj =

2lq2, 2lp1.

• When l = qpp′ or qq′q′1, so di = lq1, dj = 2l.

We suppose that (di, dj) ≡ (3, 3) (mod 4), then dK = (4lm1m2)
2.

• When l = p, thence di = lp1q1, dj = lq2. When l = pp′, we get di = lq1, dj = lq2.

• For l = q, so di = lp1p2, dj = lp3 or di = lq1q2, dj = lp1. If l = qq′, then we get
di = lq1, dj = lq2.

• When l = pq, we get that di = lp1, dj = lp2.

We assume that (di, dj) ≡ (1, 3) (mod 4). So, dK = (4lm1m2)
2.

• We put l = p, thus we have either di = lq1q2, dj = lq3 or di = lp1p2, dj = lq1 or
di = lp1, dj = lp2q1. When l = pp′, we get di = lp1, dj = lq1.

• We let l = q, so di = lq1p1, dj = lp2 or di = lq1, dj = lp1p2, lq1q2. If l = qq′, then we
get di = lp1, dj = lq1.

• When l = pq, then di = lq1, dj = lp1.
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Theory, 229 (2021), 386–398.
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Аннотация. В статье вычислена структура ядра и коядра задачи Шварца для J -анали-
тических функций, заданных в эллипсе D с границей Γ. Задача Шварца состоит в на-
хождении J -аналитической в эллипсе D функции по известному значению ее реальной
части на Γ. В параграфах 1 и 2 приведена постановка задачи, а также изучено ее ре-
шение для специальной правой части. В параграфе 3 изложены необходимые сведения из
одной работы А.П. Солдатова. В параграфе 4 построено решение союзной задачи Шварца
для специальной правой части. На основании этих результатов в параграфе 5 вычисле-
ны ядро и коядро задачи Шварца. Схема их вычисления кратко описана в начале пятого
параграфа. Затем в теоремах 5.1–5.6 данная схема реализована. При этом использованы
введенные автором понятия теоретической и алгоритмической разрешимости специаль-
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Введение

Исследование краевых задач для различных классов аналитических функций имеет
давнюю историю [1, 2] и в последние годы развивалось в нескольких направлениях как
теоретического характера [3, 4], так и с точки зрения их приложений к задачам общей
теории краевых задач для (псевдо)дифференциальных уравнений [5,6].

Задача Римана–Гильберта [1, с. 264], [2, с. 140] о нахождении аналитической в области
D функции по заданному на границе Γ этой области значению ее вещественной части
относится к основным краевым задачам. Одним из возможных ее обобщений является
задача Шварца для аналитических по Дуглису функций, специальный случай которой
рассматривается в настоящей работе.

1. Основные понятия

О п р е д е л е н и е 1.1 (см. [3]). Пусть матрица J ∈ C`×` не имеет вещественных
собственных чисел. Аналитической по Дуглису (Avron Douglis), или J -аналитической с
матрицей J называется комплексная ` -вектор-функция φ = φ(z) ∈ C1(D), удовлетворя-
ющая в области D ⊂ R2 уравнению

∂φ

∂y
− J · ∂φ

∂x
= 0, z = (x, y) ∈ D. (1.1)

Как нетрудно видеть, равенство (1.1) есть комплексная однородная система дифферен-
циальных уравнений в частных производных первого порядка. В [3] показано, что система
(1.1) является эллиптической. Очевидным примером функции, J -аналитической с данной
матрицей J, будет следующий вектор-полином степени n :

φn(z) = (x+Jy)ncn+(x+Jy)n−1cn−1 + . . .+(x+Jy)c1 +c0, ck ∈ C`, k = n, . . . , 1, 0. (1.2)

Рассмотрим для системы (1.1) следующую граничную задачу Шварца [4,7, 8].
Пусть конечная область D ⊂ R2 ограничена гладким контуром Γ. Требуется найти J -

аналитическую с матрицей J в области D функцию φ(z) ∈ C(D), для которой выполнено
краевое условие

Reφ(z)
∣∣
Γ

= ψ(ω), ω ∈ Γ, (1.3)

где граничная ` -вектор-функция ψ(ω) =
(
ψ1(ω), . . . , ψ`(ω)

)
∈ C(Γ) задана.

О п р е д е л е н и е 1.2 (см. [4]). Задачу Шварца (1.3) будем называть задачей S.

Если ψ(ω) ≡ 0, то будем говорить об однородной задаче Шварца:

Reφ(z)
∣∣
Γ

= 0. (1.4)

Очевидными решениями задачи (1.4) служат постоянные функции φ(z) ≡ iα, α ∈ R`,

которые назовем тривиальными решениями.

О п р е д е л е н и е 1.3. Ядром KerS задачи Шварца S называется линейное про-
странство решений однородной задачи (1.4).

Но существуют так же и непостоянные решения однородной задачи (1.4). Приведем
один пример такого решения, построенный автором.
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П р и м е р 1.1. Пусть

J =

(
7i 1

16 −i

)
, φ2(z) =

(
(x2 + 9y2) i

7x2 + 9y2 − 1 + 18xyi

)
. (1.5)

Матрица J в (1.5) имеет кратное собственное число λ = 3i. Вектор-полином второй
степени φ2(z) есть функция, J -аналитическая с данной матрицей J — согласно (1.1).
При этом Reφ2(z)

∣∣
Γ

= 0 на эллипсе Γ : 7x2 + 9y2 = 1.

2. Задача Шварца в специальном виде

О п р е д е л е н и е 2.1. Будем называть эллипсом как кривую Γ на плоскости, так
и область D, ограниченную Γ, — в зависимости от контекста.

Задачу (1.3) будем изучать в эллипсе Γ = ∂D с центром в начале координат. Он опре-
деляется тремя параметрами r1 > 0, r2 > 0, α ∈ [0, 2π) и может быть задан следующей
параметризацией:

x(t) = r1 cosα · cos t− r2 sinα · sin t =

=
(r1 cosα + ir2 sinα)

2
eit +

(r1 cosα− ir2 sinα)

2
e−it,

y(t) = r1 sinα · cos t+ r2 cosα · sin t =

=
(r1 sinα− ir2 cosα)

2
eit +

(r1 sinα + ir2 cosα)

2
e−it, t ∈ [−π, π).

(2.1)

В (2.1) использована формула Эйлера eit = cos t+ i sin t.

О п р е д е л е н и е 2.2. Всюду ниже через φn = φn(z) будем обозначать J -аналити-
ческий ` -вектор-полином степени n. Также с учетом (2.1) обозначим ω(t) =

(
x(t), y(t)

)
.

Рассмотрим задачу Шварца (1.3) в следующем специальном виде:

Reφn(z)
∣∣
Γ

=
n∑
k=1

ψk
(
ω(t)

)
=

n∑
k=1

ψk(t) = ψ(t), (2.2)

ψk(t) = ψ
(
ω(t)

)
=
(
dk1 cos kt+ d′k1 sin kt, . . . , dk` cos kt+ d′k` sin kt

)T
, (2.3)

где dkl, d
′
kl ∈ R. Решение задачи (2.2) будем искать в виде вектор-полинома (1.2), исходя

из следующего соотношения:

Reφn(z)
∣∣
Γ

= Re
[
(x+ Jy)ncn + . . .+ (x+ Jy)c1 + c0

∣∣
x=x(t), y=y(t)

]
=

n∑
k=1

ψk(t). (2.4)

Функции x = x(t), y = y(t) в (2.4) есть функции переменных eit, e−it в (2.1).
В равенстве (2.4) неизвестными являются комплексные вектор-константы ck ∈ C`,

k = n, . . . , 1, 0. Для их определения с учетом (2.3) имеем следующие вещественные алгеб-
раические 2`× 2` -системы:

Q̂nĉn = αn, Q̂n−1ĉn−1 = αn−1, . . . , Q̂1ĉ1 = α1, Re[c0 + c∗] = 0, c0, c
∗ ∈ C`,

αk = (dk1, d
′
k1, . . . , dk`, d

′
k`) ∈ R2`, k = n, n− 1, . . . 1.

(2.5)

В (2.5) через Q̂k обозначены вещественные 2` × 2` -матрицы, k = n, n − 1, . . . 1. Кроме
того, ĉk = (Re ck, Im ck)

T ∈ R2`, αk ∈ R2`. При этом правая часть αk каждой последующей
системы в (2.5) зависит от решений предыдущих систем.
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З а м е ч а н и е 2.1. Матрицы Q̂k в (2.5) зависят от коэффициентов матрицы J,

а также от параметров α, r1, r2 эллипса Γ. Для диагонализируемых матриц J соответ-
ствующие им матрицы Q̂k выписаны в явном виде в [7]. Однако в общем случае структура
матриц Q̂k очень сложна и не будет использована.

Таким образом, с учетом равносильности задач (2.4) и (2.2) и с учетом свойств решений
систем алгебраических уравнений справедливы следующие два утверждения.

Теорема 2.1. Пусть в (2.5) det Q̂k 6= 0, k = n, n− 1, . . . 1. Тогда задача (2.2) имеет
решение в виде вектор-полинома φn(z) (1.2) для любой правой части ψ(t).

Теорема 2.2. Пусть в (2.5) det Q̂m = 0, но при этом det Q̂k 6= 0, k < m. Тогда од-
нородная задача (2.2) Reφm(z)

∣∣
Γ

= 0 имеет 2`− rang Q̂m линейно независимых решений
в виде вектор-полиномов φm(z) (1.2) степени m.

З а м е ч а н и е 2.2. Тот случай, когда все определители det Q̂k в (2.5) отличны от
нуля, не требует дополнительного изучения. Однако если det Q̂m = 0 при некотором
m < n, то совместность всех систем в (2.5) неочевидна. Именно такие нетривиальные
ситуации рассмотрены в параграфе 5 при вычислении ядра задачи Шварца.

3. Некоторые сведения из работы [4]

В данном параграфе приведены выдержки из статьи А.П. Солдатова [4], необходимые
для дальнейших построений.

Пусть параметризация ω = ω(t) эллипса Γ = ∂D такова, что область D остается
слева при t ∈ [−π, π). Заметим, что параметризация (2.1) обладает этим свойством. Такой
эллипс Γ назовем положительно ориентированным и обозначим Γ+. Пусть

e(ω) = e1(ω) + ie2(ω), ω ∈ Γ (3.1)

— единичный касательный вектор к эллипсу Γ в точке ω, направленный согласно данной
ориентации. В (3.1) через e1(ω), e2(ω) обозначены вещественные скалярные функции.

Пусть E — единичная `× ` -матрица, JT — транспонированная матрица J. В той же
области D вместе с J -аналитическими функциями (1.1) рассмотрим JT -аналитические
` -вектор-функции φ̃ = φ̃(z), удовлетворяющие уравнению

∂φ̃

∂y
− JT · ∂φ̃

∂x
= 0, z = (x, y) ∈ D. (3.2)

С помощью скалярной функции (3.1) образуем `× ` -матрицу-функцию

eJT(ω) = e1(ω) · E + e2(ω) · JT, ω ∈ Γ, (3.3)

которая зависит от параметра ω.

С задачей S свяжем союзную задачу S̃. Она состоит в нахождении такой JT -анали-
тической функции φ̃(z) ∈ Hσ(D) (3.2), для которой выполнено граничное условие

Re eJTφ̃(ω)
∣∣
Γ

= ψ(ω), ψ(ω) ∈ Hσ(Γ). (3.4)

Соответственно, при ψ(ω) ≡ 0 будем говорить об однородной союзной задаче S̃ :

Re eJTφ̃(ω)
∣∣
Γ

= 0. (3.5)
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О п р е д е л е н и е 3.1. Коядром Ker S̃ задачи Шварца S (или ядром задачи S̃ )
называется линейное пространство решений однородной союзной задачи S̃ (3.5).

Для непрерывных ` -вектор-функций f(ω) = (f1, . . . , f`), g(ω) = (g1, . . . , g`), заданных
на контуре Γ, определим билинейную форму 〈f, g〉 по правилу

〈f, g〉 =

∮
Γ+

f(ω) · g(ω) · |dω| =
∮

Γ+

(f1 · g1 + . . .+ f` · g`) · |dω|, (3.6)

где |dω| означает элемент длины дуги кривой Γ. С учетом обозначений (3.6) справедлива
следующая теорема.

Теорема 3.1 (см. [4]). Пусть все собственные числа матрицы J лежат в верхней
полуплоскости. Пусть Γ = ∂D — эллипс. Справедливы следующие утверждения.

1) Задачи S, S̃ фредгольмово разрешимы в классах функций φ(z) ∈ Hσ(D) (т. е. ядро
и коядро конечномерны).

2) Неоднородная задача S (1.3) для данной функции ψ(ω) ∈ Hσ(Γ) разрешима в
классах Гёльдера φ(z) ∈ Hσ(D) тогда и только тогда, когда выполнены условия ортого-
нальности 〈

ψ(ω), Im eJTφ̃(ω)
〉

= 0, ω ∈ Γ,

где φ̃(z) — произвольное решение однородной союзной задачи S̃ (3.5).
3) Утверждение пункта 2) справедливо и для союзной задачи S̃. Более точно, неод-

нородная союзная задача S̃ (3.4) для данной функции ψ(ω) ∈ Hσ(Γ) разрешима в классах
Гёльдера φ̃(z) ∈ Hσ(D) тогда и только тогда, когда выполнены условия ортогонально-
сти 〈

ψ(ω), Imφ(ω)
〉

= 0, ω ∈ Γ, (3.7)

где φ(z) — произвольное решение однородной задачи S (1.4).
4) Индекс IndS задачи Шварца S равен IndS = dim KerS − dim Ker S̃ = `.

4. Союзная задача Шварца в специальном виде

Выпишем с учетом (2.1), (3.1) и (3.3) следующие функции:

eJT(t) = eJT(ω(t)) = e1(t) · E + e2(t) · JT =
1

p(t)

[
dx(t)

dt
· E +

dy(t)

dt
· JT

]
,

p(t) =

√(
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2

=
√
r2

1 sin2 t+ r2
2 cos2 t 6= 0, |dω| = |dω(t)| = p(t)dt.

(4.1)

Функцию p(t) в (4.1) будем называть весом (или весовой функцией). Определим с уче-
том обозначений (4.1) следующую матрицу-функцию, которая более удобна для изучения:

e∗JT(t) = p(t) · eJT(t) =
dx(t)

dt
· E +

dy(t)

dt
· JT. (4.2)

З а м е ч а н и е 4.1. Несложно показать, что det e∗JT(t) 6= 0 при всех t ∈ [−π, π).

О п р е д е л е н и е 4.1. Обозначим через φ̃n(z) JT -аналитический ` -вектор-поли-
ном степени n. Обозначим также φ̃0 ≡ c, c ∈ C`.
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Определим специальную союзную задачу Шварца S̃∗. Именно, в отличие от задачи S̃

(3.4), вместо матрицы-функции eJT(t) (4.1) возьмем матрицу-функцию e∗JT(t) (4.2):

Re e∗JTφ̃n−1(z)
∣∣
Γ

=
n∑
k=1

ψk
(
ω(t)

)
=

n∑
k=1

ψk(t) = ψ(t),

ψk(t) =
(
dk1 cos kt+ d′k1 sin kt, . . . , dk` cos kt+ d′k` sin kt

)T
,

(4.3)

где dkl, d
′
kl ∈ R. Задачу (4.3) будем решать аналогично задаче (2.2). Именно, ` -вектор-

полином φ̃n−1(z) степени (n− 1)

φ̃n−1(z) =
(
x+ JTy

)n−1
cn−1 + . . .+

(
x+ JTy

)
c1 + c0, ck ∈ C`, k = n− 1, . . . , 0, (4.4)

будет согласно (3.2) JT -аналитической функцией. Решение задачи (4.3) ищем в виде
вектор-полинома (4.4), исходя из равенства

Re e∗JTφ̃n−1(z)
∣∣
Γ

= Re e∗JT

[(
x+ JTy

)n−1
cn−1 + . . .+

(
x+ JTy

)
c1 + c0

∣∣
x=x(t), y=y(t)

]
=

n∑
k=1

ψk(t). (4.5)

В (4.5) через x = x(t), y = y(t) обозначены функции переменных eit, e−it из (2.1).
Для определения неизвестных вектор-переменных ck ∈ C` в (4.5) имеем с учетом (4.3)

следующие вещественные алгебраические 2`× 2` -системы:

Q̃nĉn−1 = αn, Q̃n−1ĉn−2 = αn−1, . . . , Q̃1ĉ0 = α1,

αk = (dk1, d
′
k1, . . . , dk`, d

′
k`) ∈ R2`, k = n, n− 1, . . . , 1.

(4.6)

В (4.6) через Q̃k обозначены вещественные 2` × 2` -матрицы, k = n, n − 1, . . . 1. Как и
выше, здесь ĉk = (Re ck, Im ck)

T ∈ R2`, αk ∈ R2`. При этом правая часть αk каждой
последующей системы в (4.6) зависит от решений предыдущих систем. В итоге схема
аналогична схеме параграфа 2. Но есть два отличия от задачи (2.4).

Во-первых, индексы у матрицы Q̃k, вектора αk и вектора ĉk−1 разные. Это связано
с тем, матрица Q̃k и вектор αk соответствуют коэффициентам перед cos kt, sin kt при
составлении систем (4.6). При этом индекс вектор-коэффициента ĉk−1 соответствует (4.4).

Второе отличие от задачи (2.4) состоит в проблеме завершения алгоритма. Действи-
тельно, найдем переменную ĉn−1 из первого равенства в (4.6). После этого предста́вим
ĉn−1 ∈ R2` в виде cn−1 ∈ C`, и подставим cn−1 в (4.5). Тогда получим задачу (4.5) с
правой частью ψn−1(t) + . . . , откуда находим переменную cn−2 ∈ C`. Продолжая этот
процесс, находим все переменные ck в (4.5). Но в процессе такого решения в левой ча-
сти (4.5) может возникать «лишняя» константа c∗ ∈ C`, которую нельзя приравнять к
какой-либо переменной ck. При решении систем (2.5) такой проблемы не возникает.

Таким образом, для сходимости алгоритма нужно показать, что Re c∗ = α′ = 0. «От
противного»: пусть α′ 6= 0 и пусть все алгебраические системы в (4.6) совместны. Тогда
согласно описанному выше алгоритму и (4.5) разрешима задача

Re e∗JTφ̃n−1(z)
∣∣
Γ

=
n∑
k=1

ψk(t) + α′ = ψ(t) + α′, α′ ∈ R`. (4.7)
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Деля обе части (4.7) на вещественную функцию p(t) 6= 0, получаем с учетом (4.2)
разрешимость задачи

Re eJTφ̃n−1(z)
∣∣
Γ

=
ψ(t) + α′

p(t)
, α′ ∈ R`. (4.8)

Пусть φ(ω) = iα′′, α′′ ∈ R` — тривиальное решение однородной задачи Шварца (1.4),
причем скалярное произведение (α′, α′′) 6= 0. Тогда в силу (3.7), (3.6) и (4.1) имеем:〈ψ(t) + α′

p(t)
, Im iα′′

〉
=

∫ π

−π

1

p(t)

(
ψ(t) + α′

)
· α′′ · p(t)dt =

∫ π

−π
α′ · α′′dt = 2π(α′, α′′) 6= 0. (4.9)

Но равенство (4.9) в силу пункта 3) теоремы 3.1 противоречит разрешимости задачи
(4.8). Полученное противоречие означает, что вектор-константа α′ = Re c∗ = 0. Таким
образом, описанный выше алгоритм решения задачи (4.5) реализуем.

В силу эквивалентности задач (4.5) и (4.3) справедлива

Теорема 4.1. Пусть в (4.6) det Q̃k 6= 0, k = n − 1, . . . , 1. Тогда задача (4.3) имеет
решение в виде вектор-полинома φ̃n−1(z) (4.4) для любой правой части ψ(t).

О п р е д е л е н и е 4.2. Ядром Ker S̃∗ задачи S̃∗ назовем линейное пространство
решений однородной специальной союзной задачи S̃∗ (4.3).

Лемма 4.1. Справедливо тождество

Ker S̃ ≡ Ker S̃∗. (4.10)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть φ̃(z) есть решение однородной союзной задачи S̃,

т. е. Re eJTφ̃(z)
∣∣
Γ

= 0. Функция p = p(t) 6= 0 в (4.1) — вещественная. Поэтому в силу (4.2)
имеем:

Re e∗JTφ̃(z)
∣∣
Γ

= Re
(1

p
eJT

)
φ̃(z)

∣∣
Γ

=
1

p
·
(

Re eJTφ̃(z)
)∣∣

Γ
= 0.

Следовательно, та же самая функция φ̃(z) есть решение однородной специальной со-
юзной задачи S̃∗. В обратную сторону доказательство аналогичное.

Таким образом, с учетом (4.10) и свойств решений алгебраических систем справедлива

Теорема 4.2. Пусть в (4.6) det Q̃m = 0, но при этом det Q̃k 6= 0, k < m. Тогда
однородные союзные задачи S̃∗ (4.3) и S̃ (3.5) имеют 2`−rang Q̃m линейно независимых
решений в виде вектор-полиномов φ̃m−1(z) (4.4) степени (m− 1).

5. Вычисление ядра задачи Шварца в эллипсе

Всюду в этом параграфе имеем в виду лемму 4.1 и формулу (4.10), т. е. отождествляем
однородные задачи S̃ и S̃∗. Параграф построен по приведенной ниже схеме:

теоремы 2.1, 2.2, 4.1, 4.2, 3.1
(1)

=⇒ леммы 5.1, 5.2
(2)

=⇒ теорема 5.1︸ ︷︷ ︸
база индукции

;

индукционное предположение (5.7), теорема 3.1 =⇒ теоремы 5.2, 5.3;

индукционное предположение (5.7), теоремы 5.2, 5.3
(3)

=⇒ теорема 5.4 (инд. переход);
утверждение (5.7), теоремы 3.1, 5.2, 5.3 =⇒ теорема 5.5;

утверждение (5.7), теоремы 5.5, 4.2, лемма 5.1 =⇒ теорема 5.6.



152 В. Г. Николаев

Заметим, что в импликации (3) теоремы 5.2, 5.3 играют ту же роль, что и теоремы 2.1,
2.2, 4.1, 4.2 в импликациях (1) и (2).

Пусть f(t) = (f1, . . . , f`), g(t) = (g1, . . . , g`) — непрерывные вещественные ` -вектор-
функции, t ∈ [−π, π). Определим их скалярное произведение (f, g) по правилу

(f, g) =

∫ π

−π
(f1g1 + . . .+ f`g`)dt. (5.1)

Также приведем определения, необходимые для дальнейших построений. Пусть p =

p(t) — весовая функция (4.1).

О п р е д е л е н и е 5.1. Пусть вектор-полином φ̃n−1(z) ∈ Ker S̃. С учетом (3.6), (4.1),
(4.2) и (5.1) обозначим ψn 0 φ̃n−1 (т. е. ψn «неортогонален» φ̃n−1 ), если билинейная
форма

〈ψn, Im eJTφ̃n−1〉 =
(
ψn, Im e∗JTφ̃n−1

)
6= 0. (5.2)

О п р е д е л е н и е 5.2. Пусть вектор-полином φn(z) ∈ KerS. Обозначим ψn 0 φn,

если билинейная форма 〈ψn
p
, Imφn

〉
=
(
ψn, Imφn) 6= 0. (5.3)

Для дальнейших построений приведем еще два определения.

О п р е д е л е н и е 5.3. Задачу Шварца S (2.2) или S̃∗ (4.3) назовем разрешимой
алгоритмически, если ее решение можно построить по алгоритму, описанному в парагра-
фах 2 или 4 соответственно.

О п р е д е л е н и е 5.4. Задачу Шварца S (2.2) или S̃ (3.4) назовем разрешимой
теоретически, если правая часть ψ(ω(t)) удовлетворяет условиям теоремы 3.1.

На формальном различии между теоретической и алгоритмической разрешимостью и
основано приведенное ниже вычисление ядра задачи Шварца. Справедлива

Лемма 5.1. Следующие два условия равносильны:

1) det Q̂n1 = 0, det Q̂k 6= 0, k < n1; 2) det Q̃n1 = 0, det Q̃k 6= 0, k < n1. (5.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. «От противного»: пусть выполнено 1), и пусть det Q̃m = 0,

m < n1. При этом m — минимальное такое число. Тогда в силу теоремы 4.2 существует
полином φ̃m−1(z) ∈ Ker S̃. Так как det e∗JT(t) 6= 0, то Im e∗JTφ̃m−1(z)

∣∣
Γ

= ψm + . . . . Тогда
для некоторой функции ψ′m имеем: (ψ′m, ψm) 6= 0. т. е. с учетом (5.2) ψ′m 0 φ̃m−1. Поэтому
в силу пункта 2) теоремы 3.1 и формулы (5.2) задача Reφm(z)

∣∣
Γ

= ψ′m неразрешима
теоретически. Но в силу условия 1), (5.4) и теоремы 2.1 она разрешима алгоритмически.
Противоречие означает, что det Q̃k 6= 0, k < n1.

Допустим теперь, что при выполнении 1), (5.4) имеем det Q̃k 6= 0, k ≤ n1. Тогда со-
гласно теореме 4.1 задача Re e∗JTφ̃n1−1(z)

∣∣
Γ

= ψ′n1
разрешима (алгоритмически) для любой

функции ψ′n1
(t). т. е. с учетом (4.2) тот же самый вектор-полином φ̃n1−1(z) есть решение

задачи
Re eJTφ̃n1−1(z)

∣∣
Γ

= ψ′n1
/p(t).
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Но в силу теоремы 2.2 и 1), (5.4) существует полином φn1(z) ∈ KerS. Следовательно,

Imφn1(z)
∣∣
Γ

= ψn1 + . . . .

Тогда для некоторой функции ψ′n1
имеем: (ψ′n1

, Imφn1) = (ψ′n1
, ψn1) 6= 0, откуда с учетом

(5.3) ψ′n1
0 φn1 , т. е. указанная выше задача для функции ψ′n1

/p согласно пункту 3) теоре-
мы 3.1 неразрешима (теоретически). Полученное противоречие означает, что det Q̃n1 = 0.

Аналогичным образом может быть доказана импликация 2) =⇒ 1).

Лемма 5.2. Пусть выполнены условия (5.4). Тогда rang Q̂n1 = rang Q̃n1 .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим r1 = rang Q̂n1 , r′1 = rang Q̃n1 . Ядро задачи S̃

согласно теореме 4.2 содержит по крайней мере 2` − r′1 линейно независимых вектор-
полиномов φ̃n1−1(z). Это означает, что задача S вида Reφ(z)

∣∣
Γ

= ψn1 разрешима не
более чем для r′1 линейно независимых функций ψn1(t). Иначе получаем противоречие
пункту 2) теоремы 3.1. Отсюда следует, что r1 = rang Q̂n1 ≤ r′1. Аналогично с учетом
теоремы 2.2 пункта 3) теоремы 3.1 доказывается, что r′1 ≤ r1. Таким образом, r1 = r′1,

что и требовалось доказать.

Из лемм 5.1 и 5.2 вытекает

Теорема 5.1. Пусть выполнено условие 1) в (5.4). Обозначим r1 = rang Q̂1. Тогда

1) φ(1)
n1
, . . . , φ(2`−r1)

n1
∈ KerS; 2) φ̃

(1)
n1−1, . . . , φ̃

(2`−r1)
n1−1 ∈ Ker S̃, (5.5)

причем все вектор-полиномы ядра и коядра в (5.5) линейно независимы.
3) Кроме того, пусть разрешима алгебраическая система Q̂n1 ĉn1 = αn1 в (2.5). Тогда

разрешима и неоднородная задача Reφn1(z)
∣∣
Γ

= ψn1(t).

4) Соответственно, пусть разрешима алгебраическая система Q̃n1 ĉn1−1 = αn1 в
(4.6). Тогда разрешима и неоднородная задача Re e∗JTφn1−1(z)

∣∣
Γ

= ψn1(t).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Условие 1), (5.5) — это теорема 2.2. Условие 2), (5.5) следует
из лемм 5.1, 5.2 и теоремы 4.2. Утверждения 3) и 4) вытекают из алгоритмов решения
таких задач, описанных в параграфах 2 и 4.

Далее леммы 5.1, 5.2 и теорему 5.1 будем рассматривать как базу индукции. Пусть
выполнены следующие условия:

det Q̂k = 0, k ∈ {n1, . . . , np}; det Q̂k 6= 0, k /∈ {n1, . . . , np}, k < np. (5.6)

Обозначим rl = rang Q̂nl
, l = 1, . . . , p. Пусть доказано, что:

det Q̃k = 0, k ∈ {n1, . . . , np}; det Q̃k 6= 0, k /∈ {n1, . . . , np}, k < np;

rang Q̂k = rang Q̃k, k ∈ {n1, . . . , np},

φ
(1)
n1 , . . . , φ

(2`−r1)
n1 , . . . , φ

(1)
np , . . . , φ

(2`−rp)
np ∈ KerS;

φ̃
(1)
n1−1, . . . , φ̃

(2`−r1)
n1−1 , . . . , φ̃

(1)
np−1, . . . , φ̃

(2`−rp)
np−1 ∈ Ker S̃.

(5.7)

При этом в (5.7) вектор-полиномы ядра и коядра линейно независимы.
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Пусть число m > np таково, что det Q̂k 6= 0 при np < k < m. При этом может быть
как det Q̂m 6= 0, так и det Q̂m = 0. Также возможна ситуация det Q̂np+1 = 0, в этом
случае положим m = np + 1. Рассмотрим следующий упрощенный вариант задачи (2.3):

Reφm(z)
∣∣
Γ

= ψm(t) =
(
dm1 cosmt+ d′m1 sinmt, . . . , dm` cosmt+ d′m` sinmt

)T
, m > np. (5.8)

О п р е д е л е н и е 5.5. Обозначим через Bm 2` -мерное линейное вещественное про-
странство функций ψm(t) (5.8) (или, что то же, пространство коэффициентов

αm = (dm1, d
′
m1, . . . , dm`, d

′
m`) ∈ R2`

этих функций), таких, что алгебраическая система Q̂mĉm = αm в (2.5) разрешима. Ана-
логично определим пространство B̃m как пространство функций ψm(t) (или, что то же,
пространство их коэффициентов αm ), для которых разрешима система Q̃mĉm−1 = αm в
(4.6). Таким образом, будем писать ψm, αm ∈ Bm, либо ψm, αm ∈ B̃m.

Теорема 5.2. Пусть при выполнении (5.6) и (5.7) совместна алгебраическая система
Q̂mĉm = αm в (2.5). Пусть доказано, что 1) задача (5.8) разрешима (алгоритмически)

при m ≤ np, если ψm ∈ Bm. Тогда разрешима (алгоритмически) и задача (5.8) при
m > np, в том числе однородная (т. е. при ψm = 0 ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Условия (5.7) и пункт 1) настоящей теоремы будем рассмат-
ривать как индукционное предположение. При этом базой индукции для (5.7) служат лем-
мы 5.1, 5.2 и теорема 5.1. В них доказано (5.7) для k ∈ {n1}. Базой индукции для пункта
1) настоящей теоремы служат пункт 3) теоремы 5.1 и теорема 2.1.

Далее «от противного»: пусть задача (5.8) неразрешима алгоритмически. Согласно
схеме параграфа 2 и (2.5) это означает, что несовместна некоторая система Q̂l1 ĉl1 = αl1 ,

где l1 ≤ np, det Q̂l1 = 0. В этом случае по определению αl1 , ψl1 /∈ Bl1 . Рассмотрим задачу

Reφm(z)
∣∣
Γ

= ψm + ψ′l1 , ψ′l1 , α
′
l1
/∈ Bl1 , ψl1 + ψ′l1 ∈ Bl1 , αl1 + α′l1 ∈ Bl1 . (5.9)

Этой задаче в процессе последовательного решения систем (5.2) будет соответствовать
алгебраическая система Q̂l1 ĉl1 = αl1 + α′l1 , которая будет разрешима при соответствую-
щем подборе функции ψ′l1 /∈ Bl1 . Но при дальнейшем решении задачи (5.9) может возник-
нуть аналогичная ситуация, когда будет неразрешима система Q̂l2 ĉl2 = αl2 , где l2 < l1,

det Q̂l2 = 0. В этом случае αl2 , ψl2 /∈ Bl2 . Тогда рассмотрим задачу

Reφm(z)
∣∣
Γ

= ψm + ψ′l1 + ψ′l2 , ψ
′
l1
/∈ Bl1 , ψ

′
l2
/∈ Bl2 , ψl1 + ψ′l1 ∈ Bl1 , ψl2 + ψ′l2 ∈ Bl2 . (5.10)

Задаче (5.10) в процессе решения систем (5.2) соответствует алгебраическая система
Q̂l2 ĉl2 = αl2 +α′l2 , которая будет разрешима при соответствующем подборе функции ψ′l2 /∈
Bl2 . Продолжая этот процесс дальше, получим следующую задачу:

Reφm(z)
∣∣
Γ

= ψm + ψ′l1 + ψ′l2 + . . .+ ψ′ls = ψ′, (5.11)

ls < ls−1 < . . . < l2 < l1; ψ′lk /∈ Blk , k = 1, . . . , s. (5.12)

Число ls ≥ n1 в (5.12) — минимальное такое, что система Q̂ls ĉls = αls , det Q̂ls = 0

неразрешима (т. е. αs /∈ Bls ). Тогда задача (5.11) будет по построению разрешима алго-
ритмически.
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Далее используем индукционное предположение (5.7). Так как det e∗JT(t) 6= 0, то с уче-
том (5.7) и обозначений (5.8) имеем:

Im e∗JTφ̃
(1)
ls−1(z)

∣∣
Γ

= ψ
(1)
ls

+ . . . , . . . , Im e∗JTφ̃
(2`−rs)
ls−1 (z)

∣∣
Γ

= ψ
(2`−rs)
ls

+ . . . , (5.13)

где все функции ψ
(k)
ls

= ψ
(k)
ls

(t) в (5.13) линейно независимы. При этом с учетом пункта
1) настоящей теоремы (индукционное предположение) задача Шварца Reφls(z)

∣∣
Γ

= ψls
разрешима не менее чем для rs = rang Q̂ns линейно независимых функций ψls ∈ Bls . Для
каждой из них согласно пункту 2) теоремы 3.1 и (5.13) должно выполняться следующее
равенство:

〈ψls , Im eJTφ̃
(k)
ls−1〉 =

(
ψls , Im e∗JTφ̃

(k)
ls−1

)
=
(
ψls , ψ

(k)
ls

)
= 0, φ̃

(k)
ls−1 ∈ Ker S̃.

т. е. функции ψls ∈ Bls и функции ψ
(k)
ls

в (5.13) образуют два ортогональных подпро-
странства в R2`, сумма размерностей которых равна 2`.

Отсюда следует, что если ψ′ls /∈ Bls , то скалярное произведение (ψ′ls , ψ
(k)
ls

) 6= 0 для
некоторой функции ψ

(k)
ls

из (5.13). Поэтому с учетом (5.11) и минимальности числа ls

для элемента коядра φ̃
(k)
ls−1 ∈ Ker S̃ справедливо соотношение

〈ψ′, Im eJTφ̃
(k)
ls−1〉 =

(
ψ′, Im e∗JTφ̃

(k)
ls−1

)
=
(
ψm + . . .+ ψ′ls , ψ

(k)
ls

+ . . .
)

= (ψ′ls , ψ
(k)
ls

) 6= 0.

Следовательно, задача (5.11) согласно пункту 2) теоремы 3.1 неразрешима теоретически.
Итак, пусть задача (5.8) неразрешима алгоритмически. Тогда по ней можно построить

задачу (5.11), которая будет разрешима алгоритмически, но неразрешима теоретически.
Полученное противоречие означает алгоритмическую разрешимость задачи (5.8).

Далее приведем аналог теоремы 5.2 «в обратную сторону», — для коядра.

Теорема 5.3. Пусть при выполнении (5.6) и (5.7) совместна алгебраическая система
Q̃mĉm−1 = αm в (4.6). Пусть доказано, что задача

Re e∗JTφ̃m−1(z)
∣∣
Γ

= ψm(t) (5.14)

разрешима (алгоритмически) при m ≤ np, если ψm ∈ B̃m. Тогда разрешима (алгорит-
мически) и задача (5.14) при m > np, в том числе однородная (т. е. при ψm = 0 ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Здесь в точности повторяется схема доказательства теоре-
мы 5.2. Приводить эту схему еще раз не имеет смысла. При этом используется определение
5.5. Также используются определения 5.3 и 5.4 алгоритмической и теоретической разре-
шимости задач S, S̃∗ и S̃.

З а м е ч а н и е 5.1. В теоремах 5.2 и 5.3 доказан не индукционный переход при базе
индукции (5.7), а некоторые утверждения. Индукционный переход доказан ниже.

Из теорем 5.2, 5.3 и 3.1 вытекает

Теорема 5.4 (индукционный переход). Пусть выполнены соотношения (5.6) и (5.7),
а также пусть

np+1 > np, det Q̂np+1 = 0, det Q̂k 6= 0, np < k < np+1. (5.15)
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Обозначим rp+1 = rang Q̂np+1 . Тогда справедливы следующие соотношения:

1) det Q̃np+1 = 0; det Q̃k 6= 0, np < k < np+1; 2) rang Q̂np+1 = rang Q̃np+1 ;

3) φ
(1)
np+1 , . . . , φ

(2`−rp+1)
np+1 ∈ KerS; 4) φ̃

(1)
np+1−1, . . . , φ̃

(2`−rp+1)
np+1−1 ∈ Ker S̃,

(5.16)

причем все вектор-полиномы ядра и коядра в (5.16) линейно независимы.
5) Кроме того, пусть разрешима алгебраическая система Q̂np+1 ĉnp+1 = αnp+1 в (2.5).

Тогда разрешима (алгоритмически) и неоднородная задача Reφnp+1(z)
∣∣
Γ

= ψnp+1(t).

6) Соответственно, пусть разрешима алгебраическая система Q̃np+1 ĉnp+1−1 = αnp+1

в (4.6). Тогда разрешима (алгоритмически) и неоднородная задача Re e∗JTφnp+1−1(z)
∣∣
Γ

=

ψnp+1(t).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем пункт 1) «от противного»: пусть det Q̃m = 0, где
np < m < np+1. При этом m — минимальное такое число. Тогда в силу теоремы 5.3 суще-
ствует полином φ̃m−1(z) ∈ Ker S̃. Так как det e∗JT(t) 6= 0, то Im e∗JTφ̃m−1(z)

∣∣
Γ

= ψm + . . . .

Поэтому для некоторой функции ψ′m имеем: (ψ′m, ψm) 6= 0. т. е. с учетом (5.2) ψ′m 0 φ̃m−1.

Поэтому в силу пункта 2) теоремы 3.1 задача Reφm(z)
∣∣
Γ

= ψ′m неразрешима теоретически.
Но в силу (5.15) и теоремы 5.2 она разрешима алгоритмически. Противоречие означает,
что det Q̃k 6= 0, np < k < np+1.

Пусть теперь det Q̃k 6= 0, np < k ≤ np+1. Согласно теореме 5.3 задача

Re e∗JTφ̃np+1−1(z)
∣∣
Γ

= ψ′np+1
(t)

разрешима (алгоритмически) для любой функции ψ′np+1
(t). С учетом (4.2) тот же самый

вектор-полином φ̃np+1−1(z) есть решение задачи

Re eJTφ̃np+1−1(z)
∣∣
Γ

=
ψ′np+1

(t)

p(t)
.

Но в силу теоремы 5.2 и условия (5.15) существует полином φnp+1(z) ∈ KerS. Следо-
вательно,

Imφnp+1(z)
∣∣
Γ

= ψnp+1(t) + . . . .

Тогда для некоторой функции ψ′np+1
имеем: (ψ′np+1

, Imφnp+1) = (ψ′np+1
, ψnp+1) 6= 0, от-

куда с учетом (5.3) ψ′np+1
0 φnp+1 , т. е. указанная выше задача для функции ψ′np+1

/p

согласно пункту 3) теоремы 3.1 неразрешима (теоретически). Противоречие означает, что
det Q̃np+1 = 0.

Таким образом, схема доказательства пункта 1) с точностью до обозначений совпадает
с доказательством импликации 1) =⇒ 2) в лемме 5.1. С той разницей, что роль теорем 2.1,
2.2 здесь играет теорема 5.2, а вместо теоремы 4.1, 4.2 используется теорема 5.3. Доказа-
тельства остальных утверждений настоящей теоремы проводится аналогичным образом,
по схеме леммы 5.2 и теоремы 5.1.

З а м е ч а н и е 5.2. В результате доказательства теоремы 5.4 предположение (5.7)
стало утверждением (5.7).

Приведем две заключительные теоремы о структуре ядра и коядра.
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Теорема 5.5. Пусть все собственные числа матрицы J лежат в верхней полуплос-
кости. Тогда ядро и коядро задачи Шварца в эллипсе в классах функций φ(z) ∈ Hσ(D)

состоят только из вектор-полиномов.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из теорем 5.2, 5.3 и 3.1 следует, что существует только ко-
нечный набор чисел {n1, . . . , np} такой, что

det Q̂k = 0, k ∈ {n1, . . . , np}; det Q̂k 6= 0, k /∈ {n1, . . . , np}. (5.17)

Действительно, в противном случае ядро (или коядро) задачи Шварца были бы бесконеч-
номерными, что противоречит пункту 1) теоремы 3.1.

Допустим, что для некоторой функции φ(z) ∈ KerS имеем: Imφ(z)
∣∣
Γ

= ψm(t) + . . . ,

где m /∈ {n1, . . . , np}. Пусть (ψ′m, ψm) 6= 0. Тогда согласно пункту 3) теоремы 3.1 и (5.3)
союзная задача

Re eJTφ̃m−1(z)
∣∣
Γ

=
ψ′m(t)

p(t)
(5.18)

неразрешима (теоретически). Но поскольку m /∈ {n1, . . . , np}, то в силу (5.17), (5.7) и
замечания 5.2 det Q̃m 6= 0. Поэтому алгебраическая система Q̃mĉm−1 = αm разрешима
для любой правой части. Тогда согласно теореме 5.3 алгоритмически разрешима и задача
(5.14) для любой граничной функции ψ′m(t). Деля обе части (5.14) на p(t) 6= 0, получа-
ем разрешимость задачи (5.18). Полученное противоречие означает, что разложение в ряд
Фурье на Γ любого нетривиального элемента ядра задачиШварца может содержать толь-
ко функции ψk(t), где k ∈ {n1, . . . , np}. Проводя аналогичные рассуждения для коядра,
получаем то же самое утверждение и для любой функции φ(z) ∈ Ker S̃.

Таким образом, с учетом (5.17) для любого элемента ядра и коядра справедливо раз-
ложение

φ(z)
∣∣
Γ

=
∑

k∈{n1,...,np}

ψk(t), φ(z) ∈ KerS, φ(z) ∈ Ker S̃. (5.19)

Из (5.19) вытекает в частности, что ядро и коядро задачи Шварца в эллипсе в классах
функций φ(z) ∈ Hσ(D) состоят только из вектор-полиномов.

Таким образом, в условиях теоремы 5.5 справедливы формулы (5.17) и (5.19).

Теорема 5.6. Пусть все собственные числа матрицы J лежат в верхней полуплос-
кости и пусть выполнены условия (5.17). Обозначим rl = rang Q̂nl

. Тогда базисы ядра
и коядра задачи Шварца в эллипсе в классах функций φ(z) ∈ Hσ(D) имеют следующий
вид:

KerS =
{
iα, φ

(1)
n1 , . . . , φ

(2`−r1)
n1 , . . . , φ

(1)
np , . . . , φ

(2`−rp)
np

}
, α ∈ R`;

Ker S̃ =
{
φ̃

(1)
n1−1, . . . , φ̃

(2`−r1)
n1−1 , . . . , φ̃

(1)
np−1, . . . , φ̃

(2`−rp)
np−1

}
.

(5.20)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу замечания 5.2 вектор-полиномы вида (5.20) входят
в ядро и в коядро. При этом, согласно теореме 5.5 KerS, Ker S̃ состоят только из вектор-
полиномов. Кроме того, в ядро входят вектор-константы φ = iα, α ∈ R`.

Согласно [3] любой J -аналитический вектор-полином φnl
(z) представи́м в виде (1.2).

Поэтому, если φnl
(z) ∈ KerS, то он является решением однородной задачи (2.4). Отсюда

следует, что φnl
(z) может иметь только степень nl ∈ {n1, . . . , np}. Соответственно, с

учетом (5.17), (4.4) и (4.5) вектор-полиномы коядра могут иметь только степени nl ∈
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{n1 − 1, . . . , np − 1}. Вектор-полиномы в (5.20) определены неоднозначно. Покажем для
ядра, что это действительно его базис.

Обозначим для функций из (5.20): φ(k)
nl (z)

∣∣
Γ

= ψ
(k)
nl (t), k = 1, . . . , 2` − rl, где rl =

rang Q̂nl
. Тогда с учетом алгоритма решения однородной задачи (2.4) при n = nl имеем:

φnl
(z)
∣∣
Γ

= ψnl
(t) = α1ψ

(1)
nl

(t) + . . .+ α2`−rlψ
(2`−rl)
nl

(t), αk ∈ R. (5.21)

Из (5.21) следует, что вектор-полином

φml
(z) = φnl

(z)−
[
α1φ

(1)
nl

(z) + . . .+ α2`−rlφ
(2`−rl)
nl

(z)
]
, ml < nl (5.22)

принадлежит KerS и имеет степень ml < nl. Действительно, в его разложении на Γ не
будет функций вида ψ

(k)
nl (t). Таким образом, из (5.22) имеем:

φnl
(z) =

[
α1φ

(1)
nl

(z) + . . .+ α2`−rlφ
(2`−rl)
nl

(z)
]

+ φml
(z), ml < nl. (5.23)

Далее применим ту же схему рассуждений для вектор-полинома φml
(z) в (5.23). По-

вторяя это процесс необходимое количество раз, получим разложение φnl
(z) по базису

(5.20), причем с вещественными коэффициентами. Аналогичная схема применяется для
вектор-полиномов коядра.

Рассмотрим отдельно тот случай, когда det Q̂1 = 0, т. е. n1 = 1. Согласно лемме 5.1
имеем det Q̃1 = 0. Тогда в коядро входят вектор-константы φn1−1 = φ0 = c, c ∈ C`.

Размерность подпространства F1 = {φ(1)
1 , . . . , φ

(2`−r1)
1 } ∈ KerS равна 2` − r1. Несложно

показать, что размерности F1 над полями R и C совпадают, поскольку элементы F1 —
вектор-полиномы (первой степени).

При этом подпространство F̃0 = {c1, . . . , c2`−r1} ∈ Ker S̃, ck ∈ C` состоит из ком-
плексных вектор-констант, линейно независимых над полем R. Поскольку F̃0 ∈ Ker S̃,

то размерность F̃0 вычисляется над полем R. Эта размерность согласно теореме 4.2 и
леммам 5.1, 5.2 так же равна 2` − r1 (но над полем C она другая). Случай n1 = 1 уже́
включен в формулы (5.20). Из (5.20) вытекают следующие равенства:

dim KerS = (2p+ 1)`−
p∑

k=1

rang Q̂nk
, dim Ker S̃ = 2p`−

p∑
k=1

rang Q̂nk
. (5.24)

В свою очередь, из (5.24) следует равенство IndS = dim KerS−dim Ker S̃ = dimR` = `,

которое согласуется с пунктом 4) теоремы 3.1.

В заключение вернемся к примеру 1.1. В работе [8] были изучены матрицы J ∈ C2×2 с
кратным собственным числом λ, где Imλ > 0. Показано, что нетривиальное ядро задачи
Шварца в эллипсе может содержать только один вектор-полином. Но при этом не было
доказано, что в ядро могут входить только вектор-полиномы. Теперь же на основании
теоремы 5.5 можно утверждать, что для функций, аналитических по Дуглису с матри-
цей J (1.5), квадратичный вектор-полином φ2(z) (1.5) есть единственный нетривиальный
элемент ядра задачи Шварца в эллипсе Γ : 7x2 + 9y2 = 1.
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Introduction

In the early 1980s, the development of JB∗ -triple theory was initiated by Kaup, establishing
a framework that parallels the functional-analytic aspects of operator algebra theory [1, 2].
These triples, distinguished by the holomorphic properties of their unit balls, constitute a
broad class of Banach spaces based on ternary algebraic structures, encompassing C∗ -algebras,
Hilbert spaces, and spaces of rectangular matrices. The axiomatic approach developed by
Alfsen and Schultz suggests the existence of unordered analogs of JB∗ -triples [3]. A significant
advancement in this direction was the introduction of facially symmetric spaces by Friedman
and Russo in [4, 5], motivated by the geometric characterization of predual spaces of Banach
spaces admitting an algebraic structure. Many of the properties required for such characteri-
zations arise naturally in state spaces of physical systems, making these spaces a compelling
geometric model for quantum mechanics.

In [6], it was established that the predual space of a complex von Neumann algebra, as
well as that of a general JB∗ -triple, forms a neutral strongly facially symmetric space. Further
developments in [7] demonstrated that the predual of the real part of a von Neumann algebra
is a strongly facially symmetric space if and only if the algebra is the direct sum of an Abelian
algebra and a type I2 algebra. A similar result was obtained for JBW -algebras in [8], where
it was shown that the predual space of a JBW -algebra is a strongly facially symmetric space
if and only if the algebra is the direct sum of an Abelian algebra and an algebra of type I2 .

Subsequent studies provided further geometric characterizations: in [9], a characterization
of complex Hilbert spaces and spin factors was given, while in [10], a description of atomic
facially symmetric spaces was presented, establishing that a neutral strongly facially symmetric
space is isometrically isomorphic to the predual of one of the Cartan factors of types 1-6.
Neal and Russo [11] identified geometric conditions under which a facially symmetric space is
isometric to the predual of a complex JBW ∗ -triple. A complete description of strongly facially
symmetric spaces that are isometrically isomorphic to the predual of an atomic commutative von
Neumann algebra was obtained in [12]. In [13], a classification of finite dimensional real neutral
strongly facially symmetric spaces with property (JP) (joint Peirce decomposition property)
was proposed. It was shown that every real neutral strongly facially symmetric space with a
unitary tripotent is isometrically isomorphic to L1(Ω,Σ, µ) , where (Ω,Σ, µ) is a measure space
satisfying the direct sum property.

It is worth noting that the study of the relationship between M-orthogonality and orthogo-
nality in strongly facially symmetric spaces within their dual space was presented in [14],
where a geometric characterization of geometric tripotents in reflexive complex strongly facially
symmetric spaces was provided. In the present work, we establish necessary and sufficient
conditions under which an element of the dual space of a strongly facially symmetric space is
geometric tripotent.

1. Preliminaries

We present necessary information from the theory of facially symmetric spaces, [4, 5]. Let
Z be a real or complex normed space, and let Z∗ denote its dual space. We say that elements
f, g ∈ Z are orthogonal and write f � g if ‖f + g‖ = ‖f − g‖ = ‖f‖ + ‖g‖. We say subsets
S, T ⊂ Z are orthogonal and write S � T, if f � g for all (f, g) ∈ S × T. For a subset S of
Z, we put S� = {f ∈ Z : ∀g ∈ S f � g}; the set S� is called the orthogonal complement of
S. Recall that a face F of a convex set K is a non-empty convex subset of K such that if
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g, h ∈ K satisfy λg + (1− λ)h ∈ F for some λ ∈ (0, 1), then g, h ∈ F.
A norm exposed face of the unit ball Z1 = {f ∈ Z : ‖f‖ ≤ 1} of Z is a non-empty set

(necessarily 6= Z1 ) of the form Fu = {f ∈ Z1 : u(f) = 1}, where u ∈ Z∗ with ‖u‖ = 1. While
every norm exposed face is a face, the converse does not hold in general.

E x a m p l e 1.1. Let the set Z1 be the unit ball of the space Z = R2 with respect to
some norm. A point f on this ball is a face, but not a norm exposed face, since there is no
hyperplane H such that H ∩ Z1 = {f} (see Fig. 1).

Fig. 1

An element u ∈ Z∗ is called a projective unit if ‖u‖ = 1 and u(g) = 0 for all g ∈ F �u .

D e f i n i t i o n 1.1. A norm exposed face Fu in Z1 is called a symmetric face if there
exists a linear isometry Su from Z to Z such that S2

u = I whose fixed point set coincides
with the topological direct sum of the closure spFu of the linear hull of the face Fu and its
orthogonal complement F �u , i. e., with spFu ⊕ F �u .

D e f i n i t i o n 1.2. A space Z is said weakly facially symmetric (WFS) if each norm
exposed face in Z1 is symmetric.

For each symmetric face Fu, contractive projections (i. e., linear operator P : Z → Z such
that P 2 = P and ‖P‖ ≤ 1 ) Pk(u), k = 0, 1, 2 on Z are defined as follows (see [5]). First,
P1(u) = (I − Su)/2 is the projection on the eigenspace corresponding to the eigenvalue −1

of the symmetry Su. Next, P2(u) and P0(u) are defined as projections of Z onto spFu and
F �u , respectively; i. e., P2(u) +P0(u) = (I+Su)/2. The projections Pk(u) are called geometric
Peirce projections.

E x a m p l e 1.2. Let A be a C∗ -algebra. If v is a partial isometry from A then
the elements l = vv∗ and r = v∗v are projections. For each partial isometry v, we define
projections E(v), F (v) and G(v) on the Banach space A. We put

E(v)x = lxr, F (v)x = (1− l)x(1− r), G(v)x = lx(1− r) + (1− l)xr.

We call E(v), F (v) and G(v) the Peirce projections corresponding to v.

Let v is a partial isometry from a von Neumann algebra A and A∗ is a predual space of
A . Then the operator

Sv = E(v)−G(v) + F (v)

defined in terms of the Peirce projections is a linear isometry from A∗ onto A∗ such that
S2
v = I and the set of fixed points coincides with E(v)A∗ ⊕ F (v)A∗ (see [6, Lemma 2.8]).

Hence, A∗ is a weakly facially symmetric space (see [6]).
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D e f i n i t i o n 1.3. A WFS-space Z is said to be strongly facially symmetric (SFS) if
for each norm exposed face Fu of Z1 and each y ∈ Z∗ satisfying the conditions ‖y‖ = 1 and
Fu ⊂ Fy, we have S∗uy = y, where Su is the symmetry corresponding to Fu.

A projective unit u ∈ Z∗ is called geometric tripotent if Fu is a symmetric face and
S∗uu = u for the symmetry Su corresponding to Fu. It should be noted that some properties
of geometric tripotents were established in [15]. By GT and SF we denote the sets of all
geometric tripotents and symmetric faces, respectively; the correspondence GT 3 u 7→ Fu ∈ SF
is one-to-one [5, Proposition 1.6].

Geometric tripotents u and v are said to be orthogonal if u ∈ P0(v)∗Z∗ (which implies
v ∈ P0(u)∗Z∗ ) or, equivalently, u± v ∈ GT (see [4, Lemma 2.5]). More generally, elements x
and y of Z∗ are said to be orthogonal, denoted x� y , if one of them belongs to P2(u)∗Z∗ and
the other belongs to P0(u)∗Z∗ for some geometric tripotent u. The orthogonal complement
X� of a X ⊂ Z∗ is defined as X� = {y ∈ Z∗ : ∀x ∈ X x � y}. For a singleton set {x} we
write x� instead of {x}�.

We present examples of SFS-spaces.

E x a m p l e 1.3. Endowing Rn with the norm ‖x‖ = |x1| + . . . + |xn| , where x =

(x1, . . . , xn) ∈ Rn , we obtain a strongly facially symmetric space (see [13]).

E x a m p l e 1.4. Every Hilbert space H is a SFS-space (see [13]). Each element u ∈ H
with ‖u‖ = 1 is a geometric tripotent and Fu = u. Moreover, the symmetry Su corresponding
to a face Fu is defined as follows:

Su(λu+ x) = λu− x, λu+ x ∈ spu⊕ u⊥ = H,

where u⊥ is the orthocomplement of u in the Hilbert space H.

E x a m p l e 1.5. The predual space of a von Neumann algebra A is a strongly facially
symmetric space. Notice that there exists a bijective correspondence between the set of geometric
tripotents and the set of nonzero partial isometries, (see [6, Theorem 2.11]). If v is a geometric
tripotent then the geometric Peirce projections corresponding to v are defined in terms of the
Peirce projections corresponding to v, i. e., we have

P2(v) = E(v), P1(v) = G(u), P0(v) = F (v).

E x a m p l e 1.6. The predual space of a JB*-triple U is a strongly facially symmetric
space in which the set of geometric tripotents coincides with the set of tripotents (see [6,
Theorem 3.1]).

2. Main results

Let Z be a real or complex normed space and x ∈ Z∗, ‖x‖ = 1. For x consider sets D1(x)

and D2(x) defined as

D1(x) = {y ∈ Z∗ : ∃α > 0 ‖x+ αy‖ = ‖x− αy‖ = 1},

D2(x) =
{
y ∈ Z∗ : ∀β ∈ C ‖x+ βy‖ = max{1, ‖βy‖}

}
.
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Theorem 2.1. Let Z be a real or complex strongly facially symmetric space and x ∈ Z∗
norm-one element. Then x is a geometric tripotent if and only if Fx 6= ∅ and D1(x) = D2(x).

P r o o f. Necessity. Let x ∈ Z∗ be a geometric tripotent. Then we have already noted that
Fx 6= ∅. Let us assume that y ∈ D2(x) , y 6= 0, and put α = ‖y‖−1. Then it follows from the
definition of the set D2(x) that

‖x+ αy‖ = ‖x− αy‖ = 1.

This shows that D2(x) ⊂ D1(x).

Let now y ∈ D1(x). Then for every g ∈ Fx we have

|1± αy(g)| = |(x± αy)(g)| ≤ ‖x± αy‖ = 1.

But this inequality is true only when y(g) = 0. Therefore, Fx ⊂ Fx+αy. Then, by [4, Lemma 2.8],
we get

x+ αy = x+ P0(x)∗(x+ αy) = x+ αP0(x)∗y,

i. e., y = P0(x)∗y. So, x♦y. Then it follows from [4, Lemma 2.8(i)] that

‖x+ βy‖ = max{‖x‖, ‖βy‖} = max{1, ‖βy‖},

for every β ∈ C. Therefore, D1(x) ⊂ D2(x). Thus, if x is a geometric tripotent, then
D1(x) = D2(x).

Sufficiency. Suppose that Fx 6= ∅ and D1(x) = D2(x) , but x is not a geometric tripotent.
Since Z is a strongly facially symmetric space, Fx is a symmetric face. Consequently, by
[5, Proposition 1.6] there u is a geometric tripotent such that Fu = Fx. Therefore, by
[4, Lemma 2.8] we have x = u+ P0(u)∗x.

Set y =
(
‖P2(u)∗x‖ − 1

) P2(u)∗x

‖P2(u)∗x‖
. Then by [4, Lemma 2.1(i)] it follows that

‖x+ y‖ =

∥∥∥∥u+
(
2‖P0(u)∗x‖ − 1

) P0(u)∗x

‖P0(u)∗x‖

∥∥∥∥ = max
{
‖u‖, |2‖P0(u)∗x‖ − 1|

}
= 1,

‖x− y‖ =

∥∥∥∥u+
P0(u)∗x

‖P0(u)∗x‖

∥∥∥∥ = max
{
‖u‖, 1

}
= 1.

So, y ∈ D1(x).

On the other hand, again according to [4, Lemma 2.1(i)], the following equalities hold for
every β ∈ C

a = ‖x+ βy‖ =

∥∥∥∥u+
(
‖P0(u)∗x‖+ β‖P0(u)∗x‖ − β

) P0(u)∗x

‖P0(u)∗x‖

∥∥∥∥
= max

{
‖u‖,

∣∣‖P0(u)∗x‖ − β‖P0(u)∗x‖ − β
∣∣},

b = max
{
‖u‖, ‖βy‖

}
= max

{
‖u‖,

∥∥∥∥‖P0(u)∗x‖β − β)
P0(u)∗x

‖P0(u)∗x‖

∥∥∥∥}
= max

{
‖u‖,

∣∣‖P0(u)∗x‖β − β
∣∣}.

Since ‖P0(u)∗x‖ > 0, then a 6= b. From here

‖x+ βy‖ 6= max{1, ‖βy‖}.

This contradicts the assumption that D1(x) = D2(x) , hence x must be a geometric tripotent.
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Corollary 2.1. Let Z be a reflexive SFS-space, and let x be a norm-one element of Z∗.
Then x is a geometric tripotent if and only if D1(x) = D2(x).

The following corollary follows directly from the proof of necessity in Theorem 2.1.

Corollary 2.2. Let Z be a SFS-space and u ∈ GT . Then P0(u)∗Z∗ = D1(u).

Corollary 2.3. Elements u, v ∈ GT are orthogonal if and only if ‖u± v‖ = 1.

The geometric tripotent u is called maximal if P0(u) = 0.

Corollary 2.4. Let Z be a strongly facially symmetric space and x ∈ Z∗, ‖x‖ = 1,

Fx 6= ∅. Then the following statements are equivalent:
1) x is a maximal geometric tripotent,
2) x is an extreme point in Z∗1 ,

3) D1(x) = {0}.

Two elements x and y of Z∗ are said to be M-orthogonal (see [16]) and denoted as x�y
if ‖x± y‖ = max{‖x‖, ‖y‖}.

The M-orthogonal complement (M-complement) H� of a subset H of Z∗ is defined as
H� = {y ∈ Z∗ : ∀x ∈ H x�y}. For a singleton set {x} we write x� instead of {x}�.

For each element x ∈ Z∗ with unit norm, the tangent disc Sx is defined as

Sx =
{
y ∈ Z∗ : ∀α ∈ C |α| ≤ 1⇒ ‖x+ αy‖ = 1

}
.

Theorem 2.2. Let Z is a complex strongly facially symmetric space and x ∈ Z∗, ‖x‖ = 1,

Fx 6= ∅. Then the following conditions are equivalent:
1) x ∈ GT ,
2) x� ∩ Z∗1 = x� ∩ Z∗1 ,
3) x� ∩ Z∗1 = ix� ∩ Z∗1 ,
4) Sx = x� ∩ Z∗1 .

P r o o f. The implication 1) ⇒ 2) follows from [14, Lemma 3].
1) ⇒ 3). Suppose x ∈ GT and y ∈ x�∩Z∗1 . Then, from [16, Lemma 2.2(i)], it follows that

x� ∩ Z∗1 = {y ∈ Z∗ : ∀t ∈ [−1; 1] ‖x+ ty‖ = 1} ⊂ D1(x).

Therefore, from Theorem 2.1, we have y ∈ D2(x). Specifically,

‖iu± y‖ = ‖u∓ iy‖ = max{‖u‖, ‖iy‖} = max{‖iu‖, ‖y‖}.

Thus, y ∈ ix� ∩ Z∗1 , i. e., x� ∩ Z∗1 ⊂ ix� ∩ Z∗1 . The reverse implication follows from similar
reasoning. Hence, x� ∩ Z∗1 = ix� ∩ Z∗1 .

1) ⇒ 4). Assume x ∈ GT and y ∈ x� ∩ Z∗1 . From Corollary 2.2, y ∈ D1(x), and from
Theorem 2.1, y ∈ D2(x). Therefore, for all α ∈ C, |α| ≤ 1, we have

‖x+ αy‖ = max{‖x‖, ‖αy‖} = 1,

i. e., y ∈ Sx.
Let x ∈ GT and y ∈ Sx. Then y ∈ D1(x), and from Corollary 2.2, y ∈ P0(x)∗Z∗, i. e.,

y ∈ x� ∩ Z∗1 . Thus, Sx = x� ∩ Z∗1 .
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To prove the reverse implications, assume x is not a geometric tripotent, leading to a
contradiction with the problem’s conditions in each case. Since Z is strongly facially symmetric,
Fx is a symmetric face. Therefore, by [5, Proposition 1.6], there exists a geometric tripotent u
such that Fu = Fx. From [4, Lemma 2.8], we have x = u+ P0(u)∗x.

3) ⇒ 1). Suppose x� ∩ Z∗1 = ix� ∩ Z∗1 and

y = i
√

1− ‖P0(u)∗x‖2 P0(u)∗x

‖P0(u)∗x‖
.

Since ‖P0(u)∗x‖ ≤ 1, ‖y‖ ≤ 1. According to [4, Lemma 2.1(i)],

‖x± y‖ =

∥∥∥∥u+
(
‖P0(u)∗x‖ ± i

√
1− ‖P0(u)∗x‖2

) P0(u)∗x

‖P0(u)∗x‖

∥∥∥∥
= max

{
‖u‖,

∣∣∣‖P0(u)∗x‖ ± i
√

1− ‖P0(u)∗x‖2
∣∣∣} = 1.

Thus,
max{‖x‖, ‖y‖} = max

{
1,
√

1− ‖P0(u)∗x‖2
}

= 1 = ‖x± y‖.

This means x and y are M-orthogonal. On the other hand, by [4, Lemma 2.1(i)],

max{‖x‖, ‖iy‖} = max{‖x‖, ‖y‖} = max
{

1,
√

1− ‖P0(u)∗x‖2
}

= 1,

‖x− iy‖ =
∥∥∥u+

(
‖P0(u)∗x‖+

√
1− ‖P0(u)∗x‖2

)∥∥∥
= max

{
1, ‖P0(u)∗x‖+

√
1− ‖P0(u)∗x‖2

}
> 1.

Thus, x and iy are not M-orthogonal, and y is not in ix�.

2) ⇒ 1). Assume x� ∩ Z∗1 = x� ∩ Z∗1 and y = (1− ‖P0(u)∗x‖) P0(u)∗x

‖P0(u)∗x‖
. Then ‖y‖ =

1− ‖P0(u)∗x‖ < 1 . From [4, Lemma 2.1(i)],

‖x− y‖ =

∥∥∥∥u+ (2‖P0(u)∗x‖ − 1)
P0(u)∗x

‖P0(u)∗x‖

∥∥∥∥ = max {‖u‖, |2‖P0(u)∗x‖ − 1|} = 1,

‖x+ y‖ =

∥∥∥∥u+
P0(u)∗x

‖P0(u)∗x‖

∥∥∥∥ = max{‖u‖, 1} = 1.

Thus,
max{‖x‖, ‖y‖} = max{1, 1− ‖P0(u)∗x‖} = 1 = ‖x± y‖.

This shows x and y are M-orthogonal, i. e., y ∈ x� ∩ Z∗1 . Assume x � y. Then x � αy for
every α ∈ C. By [4, Lemma 2.1(i)],

‖x+ αy‖ = max{1, ‖αy‖}. (2.1)

On the other hand, from [4, Lemma 2.1(i)], for every α ∈ C, we have

‖x+ αy‖ =

∥∥∥∥u+
(
‖P0(u)∗x‖+ α− α‖P0(u)∗x‖

) P0(u)∗x

‖P0(u)∗x‖

∥∥∥∥
= max{1, |‖P0(u)∗x‖+ α− α‖P0(u)∗x‖|},
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max{‖x‖, ‖αy‖} = max

{
1, ‖(α− α‖P0(u)∗x‖) P0(u)∗x

‖P0(u)∗x‖

}
= max{1, |α− α‖P0(u)∗x‖|}.

Hence, ‖x+ αy‖ 6= max{1, ‖αy‖}, contradicting equality (2.1). Therefore, y is not in x�.

4) ⇒ 1). Suppose Sx = x�∩Z∗1 and y = (1−‖P0(u)∗x‖) P0(u)∗x

‖P0(u)∗x‖
. By [4, Lemma 2.1(i)],

for each α ∈ C, |α| ≤ 1,

‖x+ αy‖ =

∥∥∥∥u+
(
‖P0(u)∗x‖+ α− α‖P0(u)∗x‖

) P0(u)∗x

‖P0(u)∗x‖

∥∥∥∥
= max{1, |‖P0(u)∗x‖+ α− α‖P0(u)∗x‖|} = 1.

Thus, y ∈ Sx. However, y is not in x� as in case 2) ⇒ 1).
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Аннотация. Для неавтономных дифференциальных включений рассматриваются вопро-
сы притяжения и асимптотического поведения решений. Основой исследований служит
развитие метода предельных дифференциальных уравнений в сочетании с прямым мето-
дом Ляпунова с несколькими функциями Ляпунова. Это дает возможность более точно
проводить локализацию и определять структуру ω -предельных множеств решений. Ос-
новными проблемами исследований являются отсутствие свойств типа инвариантности ω -
предельных множеств неавтономных систем и построение предельных дифференциальных
соотношений. Они решаются с использованием предельных дифференциальных включе-
ний, построенных с использованием сдвигов (трансляций) исходных дифференциальных
включений. Результаты имеют форму обобщений принципа инвариантности Ла-Салля и
дают предварительную информацию о предельном поведении решений. Набор дополни-
тельных функций Ляпунова позволяет уточнять это поведение и выделять те точки из мно-
жества нулей производной основной функции Ляпунова, которые заведомо ω -предельным
множествам не принадлежат. Результаты иллюстрируются на примере линейного осцил-
лятора с сухим трением.
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Введение

Исследования асимптотической устойчивости систем дифференциальных уравнений в
рамках прямого метода функций Ляпунова со знакопостоянными производными восходят
к известным теоремам Барбашина–Красовского [1] для автономных систем

ẋ = f(x), (0.1)

где функция f : Ω→ Rn определена на некоторой области Ω ⊂ Rn. При этом требовался
анализ множества E = {x : V̇ (x) = 0} нулей производной функции Ляпунова V (x) на
наличие в нем целых траекторий уравнения (0.1). Впоследствии выводы, которые выте-
кают лишь из знакопостоянства производной функции Ляпунова, были аккумулированы
в теореме Ла-Салля [2], известной в настоящее время, как принцип инвариантности.

Эти исследования в том или ином виде распространены и на другие классы автономных
систем, в частности — на автономные дифференциальные включения.

При рассмотрении неавтономных дифференциальных уравнений

ẋ = f(t, x) (0.2)

на этом пути возникает ряд трудностей, связанных с описанием множества нулей знакопо-
стоянной производной функции Ляпунова и с отсутствием свойств типа инвариантности
у ω -предельных множеств решений неавтономных систем.

Попытки распространить принцип инвариантности на системы (0.2) привели к рас-
смотрению сдвигов (трансляций) f τ (t, x) = f(t+ τ, x) функции f(t, x). При условии, что
существуют в том или ином смысле пределы f ′(t, x) последовательностей вида f(t+tk, x),

tk → +∞, аналоги принципа инвариантности исходной системы (0.2) были получены в
терминах предельных уравнений

ẋ = f ′(t, x). (0.3)

Такой подход в настоящее время известен как метод предельных уравнений, начало ко-
торому положили работы Дж. Селла [3,4] и З. Артштейна [5] по топологической динамике
неавтономных дифференциальных уравнений.

При рассмотрении неавтономных дифференциальных включений

ẋ(t) ∈ F (t, x) (0.4)

или неавтономных дифференциальных уравнений с разрывной правой частью, представ-
ленных в форме дифференциальных включений, возникают еще проблемы, связанные
с построением предельных дифференциальных соотношений на основе последовательно-
стей сдвигов многозначных отображений, так как нет подходящих теорем математиче-
ского (в том числе многозначного) анализа о сходимости возникающих функциональных
последовательностей. Впервые эти проблемы были рассмотрены в [6] и для разрывных
систем — в [7,8].

В настоящее время принцип инвариантности и его обобщения являются эффектив-
ными методами исследования асимптотической динамики различных систем. При этом
для локализации ω -предельных множеств во множестве нулей производной функции Ля-
пунова могут использоваться различные средства, в том числе наборы вспомогательных
функций Ляпунова Vi(t, x).
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Идея использования в теории устойчивости нескольких функций Ляпунова является
весьма содержательной и рассматривалась в работах многих авторов. Теорема об асимп-
тотической устойчивости нулевого решения неавтономной системы дифференциальных
уравнений с использованием двух функций Ляпунова впервые дана В.М. Матросовым [9].

Целью данной статьи является использование метода предельных дифференциальных
включений и обобщений принципа инвариантности с набором вспомогательных функций
Ляпунова для изучения асимптотических свойств решений неавтономных дифференци-
альных включений.

1. Предварительные сведения

Пусть Rn — n -мерное пространство с нормой ‖ · ‖. Для любого непустого множества
A и точки a из пространства Rn через d(a,A) = infb∈A ‖b− a‖ обозначается расстояние
от точки a до множества A, Aε = {x : d(x,A) < ε} — ε -окрестность множества A (где
ε > 0 ). Через A обозначим замыкание множества A, символом coA обозначим выпуклую
оболочку множества A и convRn — совокупность всех непустых выпуклых компактных
подмножеств из Rn.

Для любых непустых ограниченных подмножеств A и B из пространства Rn обо-
значается ρ(B,A) = supb∈B d(b, A). Очевидно, что значение ρ(B,A) не изменится, если
множество B или A заменить на его замыкание, а неравенство ρ(B,A) < ε равносильно
вложению B ⊂ Aε. Через dist (A,B) = max {ρ(B,A), ρ(A,B)} в пространстве convRn

обозначается метрика Хаусдорфа.

О п р е д е л е н и е 1.1. Пусть X — метрическое пространство с метрикой %(·, ·).
Отображение G : X → convRn называется полунепрерывным сверху в точке x0, если
для любого ε > 0 существует δ = δ(ε, x0) > 0 такое, что для всех x, удовлетворяющих
неравенству %(x, x0) < δ, выполняется G(x) ⊂ Gε(x0).

Здесь и далее для многозначных отображений используем символ Gε(x) для обозна-
чения ε -окрестности (G(x))ε множества G(x) в каждой точке x.

Полунепрерывность сверху означает, что lim
x→x0

ρ(G(x), G(x0)) = 0 и для ограниченного
многозначного отображения необходимым и достаточным условием полунепрерывности
сверху является замкнутость графика (см. [10, с. 35–40]).

Будем рассматривать дифференциальное включение (0.4) с многозначным отображе-
нием F : R1 × Rn → convRn, для которого с помощью многозначного оператора сдвига
F (t+ τ, x) вводится два типа многозначных отображений:

F ′(t, x) =
⋂
n≥1

co
⋃
k≥n

F (t+ tk, x), F ∗(t, x) =
⋂
b≥0

co
⋃
τ>b

F (t+ τ, x). (1.1)

Они называются предельным относительно последовательности {tk} и, соответственно,
предельным. Оказывается, что отображение F ∗(t, x) не зависит от переменной t, поэтому
можно полагать, например, что F ∗(x) = F ∗(0, x) при всех x ∈ Rn. Соответствующие этим
предельным отображениям дифференциальные включения

ẋ ∈ F ′(t, x) (1.2)

и
ẋ ∈ F ∗(x) (1.3)
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будем называть предельными дифференциальными включениями.
Как обычно, точка z ∈ Rn называется ω -предельной для решения x(t), если существу-

ет последовательность tk → +∞, такая, что x(tk) → z. Множество всех ω -предельных
точек называется ω -предельным множеством решения x(t) и обозначается Λ+(x).

Следующие свойства ω -предельных множеств (см., например, [11, с. 98]) справедливы
для любой непрерывной кривой L (φ(t), t0 ≤ t < +∞ ) в Rn.

1. Множество Λ+(L) замкнуто и

Λ+(L) =
⋂
τ ′≥0

( ⋃
t≥τ ′

(z(t)
)
.

2. Множество Λ+(L) пусто тогда и только тогда, когда ‖φ(t)‖ → +∞ при t→ +∞.
3. Множество Λ+(L) ограничено тогда и только тогда, когда кривая Λ+(L) ограниче-

на.
4. Если кривая L ограничена, то множество Λ+(L) непусто, компактно, связно и

d(φ(t),Λ+(L))→ 0 при t→ +∞.
5. Если φ(t) является решением дифференциального включения

ẋ ∈ F (x) (1.4)

c полунепрерывной сверху, выпуклозначной и ограниченной многозначной функцией F (x),

то через каждую точку z ∈ Λ+(x) проходит целая траектория решения включения (1.4)
(свойство инвариантности для автономных систем).

О п р е д е л е н и е 1.2. Будем говорить, что множество D ⊂ Rn полуинвариантно
(квазиинвариантно), если для любой точки y ∈ D существует решение y(t) включения
(1.3) (включения (1.2) с некоторым отображением F ′(t, x) в правой части), такое, что
y(0) = y и y(t) ∈ D для всех t ≥ 0.

Заметим, что свойство квазиинвариантности влечет свойство полуинвариантности для
любого множества D, в том числе — для множества Λ+(x).

Сформулируем общие условия, при которых будет изучаться дифференциальное вклю-
чение (0.4).

A1. Для каждых (t, x) множество F (t, x) непусто, выпукло и компактно.
A2. Многозначное отображение (t, x)→ F (t, x) полунепрерывно сверху.
А3. Для любого компактного множества K ⊂ Rn многозначное отображение F (t, x)

ограничено на множестве R1 × K, т. е. существует константа M, такая, что для
любых (t, x) ∈ R1 ×K и v ∈ F (t, x) выполняется неравенство ‖v‖ ≤M.

При выполнении условий А1–А3 для любых начальных условий (t0, x0) существует
локальное решение задачи Коши включения (0.4), которое может быть продолжено на
правый максимальный промежуток существования [t0, ω), и любое ограниченное, непро-
должимое вправо решение определено на промежутке [t0,+∞).

Сформулируем дополнительное условие, при котором будут изучаться предельные
дифференциальные включения (1.2) и (1.3).

A4. Для любых x и ε > 0 существуют числа δ > 0 и γ, такие, что

F (t, x′) ⊂ F ε(t, x)
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для всех t > γ и ‖x′ − x‖ < δ .
Отметим, что условие А4 означает lim

t→+∞, x′→x
ρ(F (t, x′), F (t, x)) = 0. Оно выполняется,

если отображение F (t, x) полунепрерывно сверху в каждой точке x равномерно относи-
тельно t.

Пусть x(t) — решение включения (0.4). Если при некоторых условиях предел y(t)

последовательности функций yk(t) = x(t + tk) является решением дифференциального
включения (1.2) или (1.3), то это позволяет устанавливать для ω -предельных множеств
исходного включения (0.4) свойства типа инвариантности, которое лежит в основе до-
казательства аналогов принципа инвариантности для неавтономных дифференциальных
включений.

Справедлива следующая

Теорема 1.1 (см. [7]). Пусть для многозначного отображения F выполняются усло-
вия A1–A4. Тогда:

1. Для предельных многозначных отображений F ∗ и F ′, определенных равенствами
(1.1), выполняются условия А1–А3.

2. Дифференциальное включение (0.4) и предельные дифференциальные включения (1.2),
(1.3) для любых начальных данных (t0, x0) имеют решения, и любое их ограниченное
непродолжимое вправо решение определено на правом максимальном промежутке суще-
ствования [t0,+∞).

3. Любое решение включения (1.2) является одновременно решением включения (1.3).
4. Если x(t) — ограниченное решение включения (0.4) и yk(t) = x(t + tk), то для

любой последовательности tk → +∞ и для любого числа T > 0 из последовательности
функций yk(t) можно выделить равномерно сходящуюся на отрезке I = [0, T ] подпосле-
довательность.

5. Предел y(t) любой равномерно сходящейся на отрезке I последовательности функ-
ций yk(t) является решением включения (1.2) с предельным относительно последова-
тельности {tk} многозначным отображением F ′(t, x) в правой части, и выполняется
начальное условие y(0) = lim

k→+∞
x(tk).

6. Для любого ограниченного решения x(t) включения (0.4) множество Λ+(x) непу-
сто, компактно, квазиинвариантно и d(x(t),Λ+(x))→ 0 при t→ +∞.

Для применения теоремы 1.1 важным является вопрос о построении и о свойствах
предельных многозначных отображений F ′ и F ∗. Для этого может быть полезным сле-
дующее

Утверждение 1.1 (см. [7]). Пусть x фиксировано и многозначное отображение t 7→
F (t, x) с выпуклыми компактными значениями ограничено. Обозначим H(t) = F (t, x),

H∗ = F ∗(x) и для последовательности точек tn → +∞ обозначим H ′(t) = F ′(t, x).

Тогда справедливы следующие утверждения.
1. Множества H∗ и H ′(t) — непустые, выпуклые, компактные и справедливы равен-

ства
lim
t→+∞

dist(co
⋃
s≥t

H(s), H∗) = 0, lim
n→+∞

dist(co
⋃
k≥n

H(t+ tk)), H
′(t)) = 0.

2. Если lim
t→+∞

dist(H(t), P )) = 0, то H ′(t) = H∗ = P для любого отображения H ′(t)

и для любого t.
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3. Если lim
tn→+∞

dist(H(t+ tn), P (t)) = 0, то H ′(t) = P (t) для любого t.

4. Если отображение H(t) однозначно, то отображение H ′(t) в общем случае мно-
гозначно. При этом множество H∗ одноточечно (соответственно, множество H ′(t)

одноточечно) тогда и только тогда, когда существует предел lim
t→+∞

H(t) = H∗ (соот-

ветственно, тогда и только тогда, когда существует предел lim
tn→+∞

H(t+ tn) = H ′(t) ).

5. Если отображение H(t) однозначно и непрерывно, то H∗ = [a, b], где a и b —
нижний и, соответственно, верхний пределы функции H(t) при t→ +∞.

6. Множество H∗ представляет собой выпуклую замкнутую оболочку всех предель-
ных значений функций h(t) ∈ H(t) при условии, что t→ +∞.

7. При любом фиксированном t множество H ′(t) представляет собой выпуклую за-
мкнутую оболочку всех предельных точек последовательностей векторов zn ∈ H(t+ tn),

где {tn} — последовательность, которая определяет отображение H ′(t).

Пусть V : R1 × Rn → R1 — непрерывно дифференцируемая функция. Обозначим

V̇ +(t, x) = sup
y∈F (t,x)

(〈∇xV, y〉+ Vt), V̇ −(t, x) = inf
y∈F (t,x)

(〈∇xV, y〉+ Vt),

где ∇xV — градиент функции V по переменной x, Vt — частная производная по t, а
〈·, ·〉 — знак скалярного произведения.

Утверждение 1.2. Пусть x(t) — решение включения (0.4), определенное на некото-
ром промежутке [t0, t1). Тогда справедливы неравенства

V̇ −(t, x(t)) ≤ D∗v(t) ≤ D∗v(t) ≤ V̇ +(t, x(t))

для всех t ∈ [t0, t1), где D∗v(t) и D∗v(t) — правое нижнее и, соответственно, правое
верхнее производные числа Дини функции v(t) = V (t, x(t)).

Утверждение 1.2 представляет собой переформулировку теоремы 3 для функционально-
дифференциальных включений из [8] применительно к дифференциальному включению
(0.4).

Через w : R1 × Rn → R+ будем обозначать измеримую по t, непрерывную по x и
ограниченную на каждом множестве R1 ×K неотрицательную функцию, где множество
K ⊂ Rn компактно. Всюду в дальнейшем будем предполагать, что для любого x спра-
ведливо равенство

lim
t→+∞, x′→x

|w(t, x′)− w(t, x)| = 0,

которое означает, что для функции w выполняется условие А4.
Сформулируем две теоремы, которые являются аналогами принципа инвариантности

для неавтономных дифференциальных включений и будут использоваться в дальнейшем.

Теорема 1.2 (см. [6]). Пусть для дифференциального включения выполняются усло-
вия A1–A4 и существует непрерывно дифференцируемая функция V (t, x), ограниченная
снизу на каждом множестве вида R1 × K, где K ⊂ Rn — компактное множество,
такая, что выполняется условие

V̇ +(t, x) ≤ −w(t, x).



ПРЕДЕЛЬНОЕ ПОВЕДЕНИЕ РЕШЕНИЙ 177

Тогда для любого ограниченного решения x(t) включения (0.4) множество Λ+(x) при-
надлежит наибольшему квазиинвариантному подмножеству множества

Ew = {x ∈ Rn : α(x) = 0}, (1.5)

где α(x) — нижний предел функции t→ w(t, x) при t→ +∞.

Отметим, что для каждого фиксированного x значение функции α(x) реализуется
на некоторой последовательности w(tk, x) при tk → +∞. Поэтому формуле (1.5) можно
придать вид

Ew = {x ∈ Rn : ∃tk → +∞, lim
k→+∞

w(tk, x) = 0}.

Теорема 1.3 (см. [7]). Пусть функция V (t, x) не зависит от переменной t и явля-
ется непрерывно дифференцируемой. Введем обозначения:

V̇ ∗(x) = sup
u∈F ∗(x)

〈∇V, u〉, V̇ ′(t, x) = sup
u∈F ′(t,x)

〈∇V, u〉

и через α(x) обозначим нижний предел при фиксированном x функции −V̇ ′(t, x) при
t→ +∞.

Тогда для любого ограниченного решения включения (0.4) с ω -предельным множе-
ством Λ+(x) справедливы следующие утверждения.

1. Для любой точки y ∈ Λ+(x) существуют предельное относительно некоторой
последовательности {tk} отображение F ′(t, x) и решение y(t) включения (1.2) с на-
чальным условием y(0) = y, такие, что выполняется равенство

V̇ ′(t, y(t)) = 0

для п. в. t ≥ 0.

2. Множество Λ+(x) принадлежит наибольшему полуинвариантному подмноже-
ству множества E = {x ∈ Rn : V̇ ∗(x) = 0}.

2. Теоремы о притяжении

Пусть Vj(x) — непрерывно дифференцируемые функции, j ∈ {1, . . . ,m}. Введем обо-
значения:

V̇ ′+j (t, x) = sup
u∈F ′(t,x)

〈∇V, u〉, V̇ ∗+j (x) = sup
u∈F ∗(x)

〈∇V, u〉

и
V̇ ′−j (t, x) = inf

u∈F ′(t,x)
〈∇V, u〉, V̇ ∗−j (x) = inf

u∈F ∗(x)
〈∇V, u〉.

Теорема 2.1. Пусть выполняются все условия теоремы 1.2, M ⊂ Ew — замкнутое
множество, и существуют непрерывно дифференцируемые функции Vi(x), i = 1, . . . ,m,

такие, что для любого x ∈ Ew\M найдется индекс j ∈ {1, . . . ,m} такой, что

Vj(x) = 0, (2.1)

и для любого предельного отображения F ′(t, x) выполняется одно из условий:

V̇ ′+j (0, x) < 0, V̇ ′−j (0, x) > 0 (2.2)
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для всех ∈ Ew\M.

Тогда для любого ограниченного решения x(t) включения (0.4) выполняется

Λ+(x) ⊂M. (2.3)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что утверждение теоремы неверно и суще-
ствует точка y0 ∈ Λ+(x)\M. В соответствии с теоремой 1.2 множество Λ+(x) квази-
инвариантно. Тогда существует решение y1(t) включения (1.2) c начальным условием
y1(0) = y0, удовлетворяющее соотношению y1(t) ∈ Λ+(x) для всех t ≥ 0. Поскольку мно-
жество M замкнуто, то y1(t) 6∈M для всех t ∈ [0, h0) для некоторого достаточно малого
h0 > 0, а в соответствии с теоремой 1.2 выполняется y1 ∈ Ew для всех t ≥ 0. Тогда в
соответствии с неравенствами (2.2) и утверждением 1.2, примененным к включению (1.2),
найдутся функция Vj1 и достаточно малое число 0 < h1 < h0 такие, что

Vj1(y
1(0)) = 0, Vj1(y

1(h1)) 6= 0, y1(h1) ∈ Λ+(x)\M.

Аналогично вышесказанному, существуют решение y2(t) включения (1.2) c начальным
условием y2(0) = y1(h1), удовлетворяющее соотношению y2(t) ∈ Λ+(x) для всех t ≥ 0,

число h2 > 0 и функция Vj2 , j1 6= j2, такие, что

Vj2(y
2(h1)) = 0, Vj2(y

2(h2)) 6= 0, y2(h2) ∈ Λ+(x)\M.

Так как Vj1(y
1(h1)) 6= 0, то число h2 можно взять настолько малым, что Vj1(y

2(h2)) 6= 0.

Продолжая этот процесс, получим точку hm такую, что y(tm)) ∈ Ew\M и Vj(y(hm) 6= 0

для всех j = 1, . . . ,m. Последнее противоречит условию (2.1) и теорема доказана.

Теорема 2.2. Пусть выполняются все условия теоремы 1.2, M ⊂ Ew — замкнутое
множество и существуют непрерывно дифференцируемые функции Vi(x), i = 1, . . . ,m,

такие, что для любого x ∈ E∗\M выполняется (2.1) и одно из условий:

V̇ ∗+j (0, x) < 0, V̇ ∗−j (0, x) > 0. (2.4)

Тогда для любого ограниченного решения x(t) включения (0.4) выполняется (2.3).

Доказательство повторяет доказательство теоремы 2.1 с заменой производных V̇ ′+(t, x)

= V̇ ′−(t, x) на V̇ ∗+(x) и V̇ ∗−(x), соответственно, и использовании неравенств (2.4).

Следствие 2.1. В рамках предположений теоремы 2.1 или теоремы 2.2 для любого
ограниченного решения дифференциального включения (0.4) выполняется d(x(t),M)→M.

Отметим, что в теоремах 2.1 и 2.2 множество Λ+(x) можно заменить на любое квази-
инвариантное или полуинвариантное множество D ⊂ Ew.

П р и м е р 2.1. Уравнение движения линейного осциллятора (материальной точки
единичной массы) с сухим трением под действием упругой силы F (x) = −kx ( k > 0 ) на
горизонтальной прямой Ox имеет вид.

ẍ = −kx− f(t)P sgn ẋ. (2.5)

Здесь P = mg — вес тела, F T (t, ẋ) = −f(t)P sgn ẋ — сила сухого трения Кулона при
условии ẋ 6= 0, f(t) ≥ 0 — коэффициент трения, sgn ẋ — функция знака скорости v = ẋ.
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Задача состоит в наиболее полном описании множества точек, к которому стремятся
решения уравнения (2.5) при t→ +∞.

Простейшее выпуклое доопределение силы трения в точке ẋ = 0 правой части урав-
нения (2.5) по Филиппову приводит к дифференциальному включению

ẍ ∈ −kx+ F fr(t, ẋ), (2.6)

где F fr(t, ẋ) = −f(t)P sgn ẋ при условии ẋ 6= 0 и F fr(t, 0) = [−f(t)P, f(t)P ].

Функция f(t) предполагается непрерывной и ограниченной на всей числовой прямой
с условием

lim
ξ→+∞, t→+0

(f(t+ ξ)− f(ξ)) = 0, (2.7)

которое обеспечивает выполнение для дифференциального включения (2.6) условия А4.
Неравенство (2.7) выполняется, если, например, функция f(t) равномерно непрерывна.

Обозначим
lim
t→+∞

inf
s∈(t,+∞)

f(s) = a, lim
t→+∞

sup
s∈(t,+∞)

f(s) = b. (2.8)

Для произвольной последовательности tk → +∞ через f ′(t) обозначим предельное
(вообще говоря, многозначное) отображение для функции f(t), порожденное последова-
тельностью точек tk. Согласно утверждению 1.1 множество f ′(t) в каждой точке t ≥ 0

представляет собой выпуклую замкнутую оболочку всех предельных точек последователь-
ности значений f(t+ tk). Тогда значением отображения f ′(t) в каждой точке t является
некоторый отрезок f ′(t) = [m′(t),M ′(t)], и выполняется a ≤ m′(t) ≤ M ′(t) ≤ b. Обозна-
чим f ∗ = [a, b]. Тогда предельными дифференциальными включениями для (2.6) будут

mẍ ∈ −kx+ F ′(t, ẋ), mẍ ∈ −kx+ F ∗(ẋ), (2.9)

где

F ′(t, ẋ) =


[−M ′(t)P,−m′(t)P ], если ẋ > 0,

[−M ′(t)P,M ′(t)P ], если ẋ = 0,

[m′(t)P,M ′(t)P ], если ẋ < 0,

F ∗(ẋ) =


[−bP, aP ], если ẋ > 0,

[−bP, bP ], если ẋ = 0,

[aP, bP ], если ẋ < 0.

Функцию Ляпунова возьмем в виде

V (x, ẋ) =
1

2
(ẋ2 + kx2).

Тогда V̇ +(t, x, ẋ) = −f(t)P |ẋ| ≤ 0 и, полагая w(t, x, ẋ) = f(t)P |ẋ|, из первого равенства
(2.8) получаем

lim
t→+∞

inf
s∈(t,+∞)

w(s, x, ẋ) = aP |ẋ|.

Сделаем некоторые выводы.
1. Так как функция V (x, ẋ) является ограниченной снизу и бесконечно большой при

‖(x, ẋ)‖ → +∞, то все решения уравнения (2.5) ограничены. Поэтому в соответствии с
теоремой 2.1 ω -предельное множество Λ+(x, ẋ) любого решения (x(t), ẋ(t)) включения
(2.6) принадлежит наибольшему квазиинвариантному подмножеству множества Ew.

2. Если a > 0, то Λ+(x, ẋ) ⊂ {(x, ẋ) : ẋ = 0}.
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3. Для любого решения (x(t), ẋ(t) включения (2.6) функция t 7→ V (x(t), ẋ(t)) является
невозрастающей и поэтому имеет предел limt→+∞ V (x(t), ẋ(t)) = c ≥ 0. Следовательно,
Λ+(x, ẋ) принадлежит линии уровня функции Ляпунова V (x, ẋ) и является параболой
при ẋ = 0. Поэтому Λ+(x, ẋ) содержит не более двух точек, которые определяются из
уравнения kx2 = c и являются положениями равновесия предельных дифференциальных
включений (2.9). Таким образом, множество Λ+(x, ẋ) состоит из точек (x, ẋ), для которых
|x| ≤M ′(t) ≤ b для всех t ≤ 0 и ẋ = 0.

4. В силу связности множества Λ+(x, ẋ) оно всегда состоит лишь из одной точки (x0, 0)

или (−x0, 0). Очевидно, это может быть точка (0, 0).

5. Существует последовательность tinfk → +∞, такая, что f(tinfk ) → a. При этом для
любого t ≥ 0 выполняется (x(t + tk), ẋ(t + tk)) → (x0, 0) для любой последовательности
такой, что tk → +∞ и в том числе — для последовательности {tinfk }. Поэтому выполнено
a = m′(0) = M ′(0).

Рассмотрим вспомогательную функцию Ляпунова V1(x, ẋ) = ẋ и множество M =

{(x, ẋ) : |x| ≤ aP/k, ẋ = 0}. Тогда V1(x, 0) = 0 и для первого включения из (2.9) выполня-
ется V̇ ′+1 (x, 0) = −kx+ aP для любого x. Следовательно, если окажется, что |x| > aP/k,

то выполняется одно из неравенств: V̇ ′+1 (x, 0) < 0 или V̇ ′−1 (x), 0) > 0, и тогда в силу
теоремы 2.1 выполняется Λ+(x, ẋ) ⊂M.

Проведенный анализ показывает, что при условии a > 0 любое решение (x(t), ẋ(t))

уравнения (2.5) стремится к точке (x0, 0) такой, что |x0| ≤ aP/k, где a — нижний предел
функции f(t) при t→ +∞.

В ситуации, когда b = a > 0, предельные дифференциальные включения (2.9) совпа-
дают, и любое решение уравнения (2.5) стремится к точке (x, 0), которая удовлетворяет
условию |x| ≤ fP/k и является положением равновесия автономного уравнения

ẍ = −kx− fsgn ẋ. (2.10)

Множество всех таких точек (неизолированных положений равновесия уравнения (2.10)
линейного осциллятора c постоянным коэффициентом трения f = a = b ) называется
«зоной застоя».

Если же b = 0, то зона застоя отсутствует, и любое решение уравнения (2.5) стре-
мится к какой-либо замкнутой траектории периодического решения уравнения ẍ = −kx
линейного математического маятника.

3. Заключение

Теоремы 2.1 и 2.2 не позволяют в полной мере решать задачу притяжения для вклю-
чения (0.4), так как множество M заранее неизвестно и может формироваться, по сути,
лишь в ходе анализа множеств Ew и V ∗. Набор вспомогательных функций Vj не одно-
значен, и чем он будет богаче, тем точнее определяется притягивающее множество M.

Отметим также, что в теоремах 2.1 и 2.2 требуется ограниченность решений дифферен-
циального включения (0.4).

Теория ограниченности решений систем дифференциальных уравнений на основе ме-
тода функций Ляпунова развита в работе Т. Иосидзавы [12].

Различные типы ограниченности решений и их сравнительный анализ имеется в [2].
В [9] к теории ограниченности решений применяются методы вектор-функций Ляпунова.
Здесь мы сформулируем лишь одно простое заключение: если для любого числа A > 0
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существует число B > 0 такое, что |V (t, x)| > A для всех t > B, ‖x‖ > B, то любое
решение включения (0.4) ограничено.

Вопрос о справедливости теорем 2.1 и 2.2 остается открытым для неограниченных
решений. В этой ситуации может оказаться полезной теория ограниченности решений по
Пуассону, развитая в [13].

Сделаем несколько замечаний о механических системах с кулоновым трением.
Вопросы притяжения для механических систем в форме уравнений Лагранжа вто-

рого рода с использованием набора вспомогательных функций Ляпунова в автономном
случае рассмотрены в [14]. Здесь наибольший интерес представляет вопрос притяжения
для множества положений равновесия. Если к качестве основной функции Ляпунова рас-
сматривать полную энергию системы, то исследования сведутся к анализу множества ну-
лей производной этой функции. В статье [15] это множество удалось описать достаточно
конструктивно. Вопрос о том, стремится ли ограниченное решение исходной системы к
какому-либо конкретному положению равновесия, остается открытым и требует допол-
нительного исследования. Для этого могут использоваться какие-либо предположения и
любые подходящие для этой цели средства и факты, свойства ω -предельных множеств,
структура исходных и предельных дифференциальных включений. В общем виде такие
исследования не всегда возможны и вряд ли целесообразны. В данной статье это проде-
лано в примере.

Наконец отметим, что если F (t, x) = f(t, x) — однозначное отображение, то отобра-
жения F ′(t, x) и F ∗(t, x) в общем случае многозначны. Но при этом, если последова-
тельность f tk(t, x) сходится поточечно, то ее предельное отображение f ′(t, x) из правой
части уравнения (0.3) совпадает с F ′(t, x), а множество F ∗(x) для каждой точки x по
сути является ω -предельным множеством для отображения t→ F (t, x). Таким образом,
предлагаемый подход может быть использован в равной степени для дифференциальных
уравнений (0.2).
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1. Introduction

Abdelaziz [1] obtained a criterion for commutativity of the semigroups in terms of the
generators and their domains. His criterion used to demonstrate the converse of a theorem of
Hille and Phillips related to n -parameter semigroups of continuous linear operators on a Banach
space. Recently, Al-Sharif and Khalil [2] gave a new definition of the infinitesimal generator
for two parameter semigroups that gave the results in Trotter [3] and Abdelaziz [1] as special
cases.

Semigroups of continuous linear operators in locally convex spaces were studied by several
authors [4–7]. As an application of C0 -semigroups of continuous linear operators on sequentially
complete locally convex Hausdorff spaces is the abstract Cauchy problem for differential equa-
tions on a sequentially complete locally convex Hausdorff space X given by

du(t)

dt
= Au(t), t ∈ R+,

u(0) = x,

where A : D(A) ⊂ X → X is a densely defined closed linear operator on a sequentially
complete locally convex Hausdorff space X and x ∈ X.

Throughout this paper, X is a sequentially complete locally convex Hausdorff space over
the field of complex numbers C under the family of seminorms ΓX and L(X) denotes the
collection of continuous linear operators on X.

2. Preliminaries

In this section, we recall some preliminaries.

D e f i n i t i o n 2.1. [8, p. 116] Let X be a vector space over K(= R or C). A function
p : X → R+ is called seminorm if

(i) For any x ∈ X and for all λ ∈ K, p(λx) = |λ|p(x),

(ii) For all x, y ∈ X, p(x+ y) ≤ p(x) + p(y).

D e f i n i t i o n 2.2. [8, Definition 4.1.2] Let K = R or K = C. Let E be a subset of a
vector space X over K. Then
(i) E is said to be balanced if λx ∈ E for all x ∈ E and for any λ ∈ K such that |λ| ≤ 1,

(ii) E is said to be absorbent or absorbing if for all x ∈ X, there is a positive number r

such that λx ∈ E for all |λ| ≤ r.

D e f i n i t i o n 2.3. [8, (a) of p. 6] A topological vector space X is said to be Hausdorff if
for any two distinct points x, y ∈ X, there exist a neighbourhood U of x and a neighbourhood
V of y such that U ∩ V = ∅.

D e f i n i t i o n 2.4. [9, Definition 2] A complex linear topological vector space X is
called a locally convex space, if any if its open sets contains a convex, balanced and absorbing
open set.

Theorem 2.1. [8, (a) of Theorem 5.5.1] A locally convex space X is Hausdorff if and only
if for all non-zero x ∈ X, there is a continuous seminorm p on X such that p(x) 6= 0.
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D e f i n i t i o n 2.5. [10, p. 294] Let X be a sequentially complete locally convex space.
A one-parameter family (J(t))t∈R+ of continuous linear operators on X is an exponentially
equicontinuous C0 -semigroup if

(i) J(0) = I,

(ii) For any t, s ∈ R+, J(t+ s) = J(t)J(s),

(iii) lim
h→0+

J(h)x = x for any x ∈ X,

(iv) There exists a real number ω > 0 such that {e−ωtJ(t); t ∈ R+} is equicontinuous.

The linear operator A defined by

D(A) =
{
x ∈ X : lim

t→0+

J(t)x− x
t

exists
}

and
Ax = lim

t→0+

J(t)x− x
t

for any x ∈ D(A),

is called the infinitesimal generator of the semigroup (J(t))t∈R+ .

Theorem 2.2. [11, Theorem 1] Let A be a closed linear densely defined operator on a
sequentially complete locally convex Hausdorff space X. Then in order that A be the infinit-
esimal generator of an equicontinuous C0 -semigroup (J(s))s∈R+ it is necessary and sufficient
that the family

{λnR(λ,A)n; λ > 0, n ∈ N} (2.1)

is equicontinuous where R(λ,A) = (λI − A)−1.

Theorem 2.3. [11, Theorem 2] Let A be a closed linear densely defined operator on
a sequentially complete locally convex Hausdorff space X. Then in order that A be the in-
finitesimal generator of a continuous semigroup (J(s))s∈R+ with {e−ωsJ(s); s ∈ R+} is
equicontinuous for some ω > 0 it is necessary and sufficient that the family

{(λ− ω)nR(λ,A)n; λ > ω, n ∈ N} (2.2)

is equicontinuous where R(λ,A) = (λI − A)−1.

We continue with the following definitions.

D e f i n i t i o n 2.6. [12, Definition 2.8] Let X be a locally convex space. A two-
parameter family (J(s, t))(s,t)∈R+×R+ of continuous linear operators on X is said to be a
two-parameter semigroup if

(i) J(0, 0) = I,

(ii) For every t1, t2, s1 and s2 ∈ R+, J(s1 + s2, t1 + t2) = J(s1, t1)J(s2, t2).

D e f i n i t i o n 2.7. [12, Definition 2.9] Let X be a sequentially complete locally convex
space. A two-parameter semigroup (J(s, t))(s,t)∈R+×R+ on X is a two-parameter strongly
continuous semigroup or a two parameter C0 -semigroup if lim

(s,t)→(0+,0+)
J(s, t)x = x for all

x ∈ X.
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D e f i n i t i o n 2.8. [12, Definition 2.10] Let X be a sequentially complete locally convex
Hausdorff space. A two-parameter C0 -semigroup (J(s, t))(s,t)∈R+×R+ on X is equicontinuous
if for any continuous seminorm p on X, there exists a continuous seminorm q on X such
that for all x ∈ X and for each (s, t) ∈ R2

+, p(J(s, t)x) ≤ q(x).

D e f i n i t i o n 2.9. [12, Definition 2.11] Let X be a sequentially complete locally con-
vex Hausdorff space. A two-parameter C0 -semigroup (J(s, t))(s,t)∈R+×R+ on X is exponentially
equicontinuous if there exist ω1, ω2 > 0 such that {e−ω1s−ω2tJ(s, t); s, t ∈ R+} is equicontinuous.

3. Main results

In this section, we start with the following remark.

R e m a r k 3.1. Let X be a sequentially complete locally convex Hausdorff space. Let
(J(s, t))(s,t)∈R+×R+ be a two parameter exponentially equicontinuous C0 -semigroup on X.

Then for all x ∈ X, the map (s, t) 7→ J(s, t)x is continuous on R+ × R+ into X. Let
A1 and A2 be two linear operators defined by

D(A1) = {x ∈ X : lim
h→0+

J(h, 0)x− x
h

exists in X},

D(A2) = {x ∈ X : lim
h→0+

J(0, h)x− x
h

exists in X},

and
A1x = lim

h→0+

J(h, 0)x− x
h

=
∂J(s, t)

∂s

∣∣∣
(s,t)=(0,0)

, for each x ∈ D(A1),

A2x = lim
h→0+

J(0, h)x− x
h

=
∂J(s, t)

∂t

∣∣∣
(s,t)=(0,0)

, for each x ∈ D(A2).

It is easy to see that A1 and A2 are the infinitesimal generators of the one parameter
semigroups (J(s, 0))s∈R+ and (J(0, t))t∈R+ respectively.

Theorem 3.1. Let (J(t))t∈R+ be an exponentially equicontinuous C0 -semigroup on X,

where X is a sequentially complete locally convex Hausdorff space. Then for all x ∈ X and
for each t ∈ R+,

lim
h→0+

1

h

∫ t+h

t

J(u)xdu = J(t)x.

P r o o f. Let x ∈ X, t ∈ R+ and ε > 0. From (J(u))u∈R+ is an exponentially equiconti-
nuous C0 -semigroup on X, then for all ε > 0, there exists δ > 0 such that for each u ∈ (0, δ),

we have
p(J(u)x− x) < ε for all x ∈ X and for each p ∈ ΓX .

Hence for all h ∈ (0, δ), x ∈ X and for any p ∈ ΓX ,

p
(1

h

∫ h

0

J(u)xdu− x
)

= p
(1

h

∫ h

0

[J(u)x− x]du
)
≤ 1

h

∫ h

0

p
(
J(u)x− x

)
du <

1

h

∫ h

0

εdu = ε.

Thus

lim
h→0+

1

h

∫ h

0

J(u)xdu = x.
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Since (J(u))u∈R+ is continuous on X, we have

lim
h→0+

1

h

∫ t+h

t

J(u)xdu = J(t)
(

lim
h→0+

1

h

∫ h

0

J(u)xdu
)

= J(t)x,

for all t ∈ R+ and for each x ∈ X.

We extend the Corollary 2.5 of [13] in a sequentially complete locally convex Hausdorff space
as follows.

Corollary 3.1. Let X be a sequentially complete locally convex Hausdorff space, and let
(J(t))t∈R+ be an exponentially equicontinuous C0 -semigroup of continuous linear operators on
X with infinitesimal generator A. Then A is a closed operator with dense domain in X.

We extend the Theorem 2.6 of [13] in a sequentially complete locally convex Hausdorff space
as follows.

Theorem 3.2. Let (J(t))t∈R+ and (S(t))t∈R+ be two exponentially equicontinuous C0 -
semigroups of continuous linear operators on X, where X is a sequentially complete locally
convex Hausdorff space. Suppose that both has the same generator A. Then J(t) = S(t) for
any t ∈ R+.

We define the infinitesimal generator of a two parameter semigroup in a locally convex space
as follows.

D e f i n i t i o n 3.1. Let X be a locally convex space. Let (J(s, t))(s,t)∈R+×R+ be a
two-parameter semigroup on X. The infinitesimal generator of the two parameter semigroup
(J(s, t))s,t∈R+ is the derivative of J at (0, 0).

From the definition of the infinitesimal generator, we have.

Theorem 3.3. Let X be a sequentially complete locally convex Hausdorff space. If
(J(s, t))(s,t)∈R+×R+ is a two parameter exponentially equicontinuous C0 -semigroup on X. Then
the infinitesimal generator of the two parameter exponentially equicontinuous C0 -semigroup
(J(s, t))(s,t)∈R+×R+ is the linear transformation L : R+×R+ → L(D(A1)∩D(A2), X) defined

by for all x ∈ D(A1)∩D(A2) and (a, b) ∈ R+×R+, L(a, b)x = (A1, A2)

(
a

b

)
x = aA1x+bA2x.

Furthermore if x ∈ D(A1) ∩ D(A2), we have for all (a, b) ∈ R+ × R+, DJ(s, t)

(
a

b

)
x =

(A1, A2)

(
a

b

)
J(s, t)x, where A1 and A2 are the infinitesimal generators of the one parameter

exponentially equicontinuous C0 -semigroups (J(s, 0))s∈R+ and (J(0, t))t∈R+ on X respectively.

P r o o f. Let x ∈ D(A1) ∩ D(A2) and (s, t) ∈ R+ × R+. Then DJ(s, t)|(s ,t)=(0,0) the
derivate of (J(s, t))(s,t)∈R+×R+ at (0, 0) as a function of two variables exists if there exists
a linear transformation L from R+ × R+ into L(D(A1) ∩ D(A2), X) such that J(s, t) =

L(s, t) +R(s, t) where

lim
(s,t)→(0+,0+)

p(R(s, t)x)

‖(s, t)‖
= 0 for all p ∈ ΓX .
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Let A1, A2 be infinitesimal generators of the one parameter semigroups (J(s, 0))s∈R+ and
(J(0, t))t∈R+ respectively. Since (J(s, 0))s∈R+ and (J(0, t))t∈R+ are exponentially equicontinuous
C0 -semigroups on X, then for any continuous seminorm p on X, there exist a continuous
seminorm q on X and ω1, ω2 > 0 such that for all x ∈ X and for each (s, t) ∈ R2

+,

p(J(s, 0)x) ≤ eω1sq(x) and p(J(0, t)x) ≤ eω2tq(x). (3.1)

Setting J = J(s, t) − J(0, 0) − (A1, A2)

(
s

t

)
. Then for any continuous seminorm p on X,

there exists a continuous seminorm q on X such that

p(Jx)= p(J(s, t)x− x− sA1x− tA2x)

= p(J(s, 0)J(0, t)x− J(s, 0)x− tA2x+ J(s, 0)x− x− sA1x)

= p

(
tJ(s, 0)

(J(0, t)x− x
t

− A2x
)

+ t
(
J(s, 0)A2x− A2x

)
+ s
(J(s, 0)x− x

s
− A1x

))
≤
{
|t|eω1sq

(J(0, t)x− x
t

− A2x
)

+ |t|p
(
J(s, 0)A2x− A2x

)
; |s|p

(J(s, 0)x− x
s

− A1x
)}

by (3.1). Divide both sides by ‖(s, t)‖ =
√
s2 + t2, it follows that

lim
(s,t)→(0+,0+)

p(Jx)

‖(s, t)‖
= 0 for all p ∈ ΓX .

Hence DJ(s, t)|(s,t)=(0,0) = (A1, A2) as a linear transformation on R+×R+ is the derivative of
the two parameter semigroup (J(s, t))(s,t)∈R+×R+ . Thus the linear transformation L = (A1, A2)

is the infinitesimal generator of the two parameter semigroup (J(s, t))(s,t)∈R+×R+ . Let u =(
a

b

)
∈ R+ × R+ and x ∈ D(A1) ∩D(A2). Then it is easy to see that

DJ(s, t)

(
a

b

)
x =

(
∂J(s, t)

∂s
,
∂J(s, t)

∂t

)(
a

b

)
x =

(
a
∂J(s, t)

∂s
+ b

∂J(s, t)

∂t

)
x

=

(
a
(∂J(s, 0)

∂s

)
J(0, t) + b

(∂J(0, t)

∂t

)
J(s, 0)

)
x.

By Remark 3.1, we get

DJ(s, t)

(
a

b

)
x =

(
aA1J(s, 0)J(0, t) + bA2J(0, t)J(s, 0)

)
x

=(aA1J(s, t) + bA2J(s, t))x = (A1, A2)

(
a

b

)
J(s, t)x.

D e f i n i t i o n 3.2. Let (J(s, t))(s,t)∈R+×R+ be a two parameter semigroup of continuous
linear operators on a sequentially complete locally convex Hausdorff space X. For u = (a, b) ∈
R2

+, the directional derivative DuJ of J(s, t) at (0, 0) in the direction of u = (a, b) is defined
as

Domain(DuJ) = {x ∈ X : lim
h→0+

J(ah, bh)x− x
h

exists in X} (3.2)
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and for all x ∈ Domain(DuJ),

DuJx = lim
h→0+

J(ah, bh)x− x
h

.

P r o p o s i t i o n 3.1. Let (J(s, t))(s,t)∈R+×R+ be a two parameter exponentially equicon-
tinuous C0 -semigroup of continuous linear operators on a sequentially complete locally convex
Hausdorff space X. Then for u = (a, b) ∈ R2

+, DuJ = aA1 + bA2 is the infinitesimal generator
of the one parameter product semigroup J(at, 0)J(0, bt), where A1, A2 are the infinitesimal
generators of the one parameter exponentially equicontinuous C0 -semigroups (J(s, 0))s∈R+ and
(J(0, t))t∈R+ respectively.

P r o o f. Let (a, b) ∈ R2
+ and x ∈ Domain(DuJ), we get

DuJx = lim
h→0+

J(ah, bh)x− x
h

= lim
h→0+

J(ah, 0)J(0, bh)x− x
h

= lim
h→0+

J(ah, 0)J(0, bh)x− J(ah, 0)x+ J(ah, 0)x− x
h

= lim
h→0+

(
bJ(ah, 0)

J(0, bh)x− x
bh

+ a
(J(ah, 0)x− x

ah

))
= aA1x+ bA2x.

Theorem 3.4. Let X be a sequentially complete locally convex Hausdorff space, and let
(J(s, t))(s,t)∈R+×R+ be a two parameter exponentially equicontinuous C0 -semigroup of continuous
linear operators on X with infinitesimal generator (A1, A2). Then the followings hold:

(i) DJ(s, t)

(
a

b

)
x = (A1, A2)

(
a

b

)
J(s, t)x for all (a, b) ∈ R2

+ and all x ∈ D
(

(A1, A2)

(
a

b

))
,

where A1, A2 are the infinitesimal generators of the one parameter exponentially equicon-
tinuous C0 -semigroups (J(s, 0))s∈R+ and (J(0, t))t∈R+ respectively.

(ii) For any x ∈ X and for each (s, t) ∈ R2
+, we have

lim
(h,k)→(0+,0+)

1

hk

∫ t+h

t

∫ s+k

s

J(u, v)xdudv = J(s, t)x.

(iii) For each x ∈ X and for all t, s ∈ R+, we have∫ t

0

∫ s

0

J(u, v)xdudv ∈ D
(

(A1, A2)

(
a

b

))
.

P r o o f. (i) Let (a, b) ∈ R2
+ and (s, t) ∈ R2

+. Since (J(s, t))(s,t)∈R+×R+ is a function of
two variables, we have

DJ(s, t)

(
a

b

)
x =

(∂J(s, t)

∂s
,
∂J(s, t)

∂t

)(a
b

)
x =

(
a
∂J(s, t)

∂s
+ b

∂J(s, t)

∂t

)
x

=
(
a
(∂J(s, 0)

∂s

)
J(0, t) + b

(∂J(0, t)

∂t

)
J(s, 0)

)
x.
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By Remark 3.1, we get

DJ(s, t)

(
a

b

)
x =

(
aA1J(s, 0)J(0, t) + bA2J(0, t)J(s, 0)

)
x

= (aA1J(s, t) + bA2J(s, t))x = (A1, A2)

(
a

b

)
J(s, t)x.

(ii) Set for all x ∈ X and for each (s, t) ∈ R2
+,

J1(s, t)x = lim
(h,k)→(0+,0+)

1

hk

∫ t+h

t

∫ s+k

s

J(u, v)xdudv.

Utilizing Theorem 3.1, we have for each (s, t) ∈ R2
+ and for all x ∈ X,

J1(s, t)x = lim
(h,k)→(0+,0+)

1

hk

∫ t+h

t

∫ s+k

s

J(0, v)J(u, 0)xdudv

= lim
(h,k)→(0+,0+)

1

h

∫ t+h

t

J(0, v)
1

k

∫ s+k

s

J(u, 0)xdudv

= lim
h→0+

1

h

∫ t+h

t

J(0, v) lim
k→0+

1

k

∫ s+k

s

J(u, 0)xdudv

= lim
h→0+

1

h

∫ t+h

t

J(0, v)J(s, 0)xdv = J(0, t)J(s, 0)x = J(s, t)x.

(iii) Let x ∈ X and (a, b), (s, t) ∈ R2
+. Put J2(s, t)x = (aA1 + bA2)

∫ t
0

∫ s
0
J(u, v)xdudv.

Hence

J2(s, t)x = (aA1 + bA2)

∫ t

0

∫ s

0

J(u, v)xdudv

= (aA1 + bA2)

∫ t

0

J(u, 0)
(∫ s

0

J(0, v)xdv
)
du

= aA1

∫ t

0

J(u, 0)
(∫ s

0

J(0, v)xdv
)
du+ bA2

∫ t

0

J(u, 0)
(∫ s

0

J(0, v)xdv
)
du

= a

∫ s

0

J(0, v)
(
J(t, 0)x− x

)
dv + b

∫ t

0

J(u, 0)
(
J(0, s)x− x

)
du.

Then ∫ t

0

∫ s

0

J(u, v)xdudv ∈ D
(

(A1, A2)

(
a

b

))
for all (a, b), (s, t) ∈ R+ × R+ and for any x ∈ X.

Theorem 3.5. Let X be a sequentially complete locally convex Hausdorff space, and let
(J(s, t))(s,t)∈R+×R+ be a two parameter exponentially equicontinuous C0 -semigroup of continuous

linear operators on X with infinitesimal generator (A1, A2). Then (A1, A2)

(
a

b

)
is a closed

operator with dense domain in X for any (a, b) ∈ R+ × R+.
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P r o o f. Since (J(s, t))(s,t)∈R+×R+ is an exponentially equicontinuous C0 -semigroup on
X, then (J(s, 0))s∈R+ and (J(0, t))t∈R+ are one parameter C0 -semigroups on X. Utilizing
Theorem 3.1, it follows that their infinitesimal generators A1 and A2 are both closed in X.

Then for all u = (a, b) ∈ R+ × R+,

(A1, A2)

(
a

b

)
x = lim

h→0

J(ah, bh)x− x
h

= lim
h→0

J1(h)x− x
h

,

where J1(h) = J(hu). Since (J(s, t))(s,t)∈R+×R+ is an exponentially equicontinuous C0 -semigroup

on X, then (J1(t))t∈R+ is a C0 -semigroup on X. From Theorem 3.1, (A1, A2)

(
a

b

)
x =

aA1x+bA2x is a closed operator. Being the infinitesimal generator of a C0 -semigroup, aA1+bA2

has a dense domain in X.

Theorem 3.6. Let X be a sequentially complete locally convex Hausdorff space, and let
(J(s, t))(s,t)∈R+×R+ and (S(s, t))(s,t)∈R+×R+ be two parameter exponentially equicontinuous C0 -
semigroups of continuous linear operators on X. Suppose that both has the same generator
(A1, A2). Then J(s, t) = S(s, t) for any s, t ∈ R+.

P r o o f. Since A1 is the infinitesimal generator of the one parameter C0 -semigroups
(J(s, 0))s∈R+ and (S(s, 0))s∈R+ , then from Theorem 3.2, J(s, 0) = S(s, 0) for any s ∈ R+.

Similarly J(0, t) = S(0, t) for any t ∈ R+.

Let A ∈ L(X), then the resolvent set ρ(A) of A is defined by

ρ(A) = {λ ∈ C : (λI − A)−1 ∈ L(X)}. (3.3)

Set for all λ ∈ ρ(A), R(λ,A) = (λI − A)−1, then R(λ,A) is called the resolvent of A. For
more details, see [7, p. 236].

Let A1 and A2 be two linear operators on a sequentially complete locally convex Hausdorff
space X, then the domain of the composite operator A1A2 is

D(A1A2) = {x ∈ D(A2) : A2x ∈ D(A1)}.

We consider the following conditions on A1 and A2 :

(a) D(A1A2) ∩D(A1) = D(A2A1) ∩D(A2) = D 6= {0}.
(b) D(A2(λ0 − A1)) ⊂ D(A2A1) for some λ0 ∈ ρ(A1).

(c) A1A2x = A2A1x for any x ∈ D.

Lemma 3.1. Let X be a sequentially complete locally convex Hausdorff space. Suppose that
A1 and A2 satisfy (a), (b) and (c), hence

(i) D = R(λ,A1)R(µ,A2)X and R(λ,A1), R(µ,A2) commute for any λ ∈ ρ(A1) and
µ ∈ ρ(A2),

(ii) A2R(λ,A1)x = R(λ,A1)A2x, x ∈ D and λ ∈ ρ(A1).

P r o o f. Let λ0 be as in (b). It is easy to see that

D = D(A2(λ0 − A1)) = R(λ0, A1)R(µ,A2)X.
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Let x ∈ X and set z = R(λ0, A1)R(µ,A2)x, then z is in D. Using (c),

x = (λ0I − A1)(µI − A2)z,

then R(λ0, A1), R(µ,A2) commute. Since D(A1) = R(λ0, A1)X = R(λ,A1)X for all λ ∈
ρ(A1), we obtain D = R(µ,A2)R(λ,A1)X. Now (i) follows by the preceding argument with
λ0 replaced by λ. Next, we note by (i) that R(λ,A1)D ⊂ D. Hence from (c), we have

(µ− A2)x = (µ− A2)(λ− A1)R(λ,A1)x = (λ− A1)(µ− A2)R(λ,A1)x, x ∈ D. (3.4)

Then for all x ∈ D(A2),

(µ− A2)x = (λ− A1)R(λ,A1)(µ− A2)x, x ∈ D. (3.5)

From (3.4) and (3.5), it follows (ii).

Let us recall that the generator of an exponentially equicontinuous C0 -semigroup (J(t))t∈R+

satisfying for any p ∈ ΓX , there exist ω ∈ R+ and q ∈ ΓX such that for all x ∈ X, t ∈ R+,

p(J(t)x) ≤ eωtq(x) is a densely defined closed linear operator such that its resolvent operator
given by

R(λ,A)x =

∫ ∞
0

e−λtJ(t)xdt, x ∈ X, Re(λ) > ω

and

J(t)x =
1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
eλtR(λ,A)xdλ, x ∈ X, (3.6)

where γ > max{0, ω}.

Theorem 3.7. Let X be a sequentially complete locally convex Hausdorff space, and let
(J(t))t∈R+ and (S(t))t∈R+ be two exponentially equicontinuous C0 -semigroups on X with
generators A1 and A2 respectively. Then (J(t))t∈R+ and (S(t))t∈R+ commute if and only
if A1 and A2 satisfy conditions (a), (b) and (c).

P r o o f. First we demonstrate that D is dense in X. It suffices to prove that it is dense in
D(A1) since the latter is dense in X. Let x ∈ D(A1), hence x = R(λ,A1)y for some y ∈ X
and λ ∈ ρ(A1). Since D(A2) is dense in X, there is a sequence (yn)n in D(A2) such that
yn → y as n→∞. So R(λ,A1)yn → R(λ,A1)y = x, where R(λ,A1)yn ∈ D from Lemma 3.1.

Sufficiency. Let x ∈ D and γ > max{0, ω}. Utilizing (3.6), (ii) of Lemma 3.1 and A2 is
closed, we have

J(t)A2x =
1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
A2(e

λtR(λ,A)x)dλ = A2J(t)x.

In particular J(t) maps D into D(A2) and since R(µ,A2) maps D into itself (Lemma 3.1),
J(t)R(µ,A2) maps D into D(A2). Hence for x ∈ D,

(µI − A2)J(t)R(µ,A2)x = J(t)(µI − A2)R(µ,A2)x = J(t)x

then J(t) and R(µ,A2) commute on D. From (3.6), we have J(t)S(t)x = S(t)J(t)x for any
x ∈ D and t ∈ R+. Since D is dense, we obtain J(t)S(t)x = S(t)J(t)x for any x ∈ X and
t ∈ R+.
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Necessity. Suppose that J(t)S(t) = S(t)J(t) for any t ∈ R+. Let A2(h) = h−1(S(t) − I),

then A2(h) and J(t) commute for any sufficiently small h. From A2 is closed and letting
h → 0+, we have J(t)A2x = A2J(t)x for all x ∈ D(A2). By (3.6), we have R(λ,A1)A2x =

A2R(λ,A1)x. In particular, R(λ,A1)D(A2) ⊂ D(A2). Hence (b) holds. To demonstrate (a)

and (c), let x ∈ D(A1A2) ∩D(A1), hence

A1A2x = lim
h→0+

A(h)A2x = lim
h→0+

A2A(h)x = A2A1x,

where A(h) = h−1(J(h) − I). So A1x ∈ D(A2), then x ∈ D(A2A1) ∩ D(A2). The converse
inclusion follows from symmetry.

Now, we try to see the form of the resolvent of two parameter semigroups.

Theorem 3.8. Let X be a sequentially complete locally convex Hausdorff space, and let
(J(s, t))(s,t)∈R+×R+ be two parameter exponentially equicontinuous C0 -semigroup on X satis-
fying for any p ∈ ΓX , there exist ω1, ω2 > 0 and q ∈ ΓX such that for all x ∈ X, p(J(s, t)x) ≤

eω1s+ω2tq(x) with infinitesimal generator (A1, A2). If in addition λ ∈ ρ
(

(A1, A2)

(
a

b

))
and

λ > max{ω1, ω2}, then

R
(
λ, (A1, A2)

(
a

b

))
x =

∫ ∞
0

e−λtJ(at, bt)xdt.

P r o o f. Let x ∈ X and λ > max{ω1, ω2}, define

R(λ)x =

∫ ∞
0

e−λtJ(at, bt)xdt.

Since the map t 7→ J(at, bt) is continuous and λ > max{ω1, ω2}, the integral exists as an
improper Riemann integral and defines a continuous linear operator onX. Moreover, for h > 0,

J(ah, bh)− I
h

R(λ)x =
1

h

∫ ∞
0

e−λt(J(a(t+ h), b(t+ h))x− J(at, bt)x)dt

=
1

h

∫ ∞
h

e−λ(t−h)J(at, bt)xdt− 1

h

∫ ∞
0

e−λtJ(at, bt)xdt

=
eλh

h

∫ ∞
h

e−λtJ(at, bt)xdt− 1

h

∫ ∞
0

e−λtJ(at, bt)xdt

=
eλh − 1

h

∫ ∞
0

e−λtJ(at, bt)xdt− eλh

h

∫ h

0

e−λtJ(at, bt)xdt.

Letting h→ 0+, we obtain

(A1, A2)

(
a

b

)
R(λ)x = λR(λ)x− x.

Hence R(λ)x ∈ D
(

(A1, A2)

(
a

b

))
for any x ∈ X. Then

(
λI − (A1, A2)

(
a

b

))
R(λ) = I.
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Now, for x ∈ D
(

(A1, A2)

(
a

b

))
, we obtain

R(λ)(A1, A2)

(
a

b

)
x =

∫ ∞
0

e−λt(A1, A2)

(
a

b

)
J(at, bt)xdt.

Moreover, (A1, A2)

(
a

b

)
is closed, then

R(λ)(A1, A2)

(
a

b

)
x = (A1, A2)

(
a

b

)∫ ∞
0

e−λtJ(at, bt)xdt = (A1, A2)

(
a

b

)
R(λ)x.

Thus

R(λ)
(
λI − (A1, A2)

(
a

b

))
x = x

for all x ∈ D
(

(A1, A2)

(
a

b

))
. Since D

(
(A1, A2)

(
a

b

))
is dense in X, we have

R(λ)
(
λI − (A1, A2)

(
a

b

))
= I.

As an extension of Trotter’s theorem [3] to sequentially complete locally convex spaces.

Theorem 3.9. Let X be a sequentially complete locally convex Hausdorff space, and let
(T (t))t∈R+ and (S(t))t∈R+ be two exponentially equicontinuous C0 -semigroups on X with
generators A1 and A2 respectively. If the semigroups commute, then the product U(t) =

T (t)S(t) is a C0 -semigroup, whose generator is the closure of A1 + A2.

R e m a r k 3.2. Let X be a sequentially complete locally convex Hausdorff space. Let
(T (t))t∈R+ and (S(t))t∈R+ be two exponentially equicontinuous C0 -semigroups on X with
generators A1 and A2 respectively. It is clear that if A1 and A2 satisfy (a), (b) and (c),

hence the conclusion of Trotter’s theorem holds.

Now, we demonstrate one of the main results of this paper (Generalization of the Hille–
Yosida Theorem to two parameter semigroups).

Theorem 3.10. Let X be a sequentially complete locally convex Hausdorff space. Let
(J(s, t))(s,t)∈R+×R+ be two parameter exponentially equicontinuous C0 -semigroup on X satis-
fying for any p ∈ ΓX , there exist ω1, ω2 > 0 and q ∈ ΓX such that for all x ∈ X,

p(J(s, t)x) ≤ eω1s+ω2tq(x). Then the linear transformation (A1, A2) on R2
+ into L(X) defined

by

(A1, A2)

(
s

t

)
x = sA1x + tA2x is the infinitesimal generator of (J(s, t))(s,t)∈R+×R+ on X if

and only if the following statements hold:

(i) (A1, A2)

(
a

b

)
is a closed operator and D

(
(A1, A2)

(
a

b

))
= X for all (a, b) ∈ R2

+.

(ii) (ωi,∞) ⊆ ρ(Ai) for i = 1, 2.
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(iii) The families {(λ− ωi)nR(λ,Ai)
n; λ > ωi, n ∈ N}, i = 1, 2, are equicontinuous.

(iv) Ai satisfy conditions (a), (b) and (c) for i = 1, 2.

P r o o f. Let (J(s, t))(s,t)∈R+×R+ be two parameter exponentially equicontinuous C0 -semi-
group on X. By Theorem 3.1, (i) holds. Since A1 and A2 are the infinitesimal generators of the
one parameter semigroups (J(s, 0))s∈R+ and (J(0, t))t∈R+ respectively, hence from Theorem
2.3, (ii) and (iii) hold. Since (J(s, t))s,t∈R+ is a semigroup of operators on X, then (J(s, 0))s∈R+

and (J(0, t))t∈R+ commute for all s, t ∈ R+. Using Theorem 3.7, (iv) is satisfied.

Conversely, let (a, b) ∈ R+. Then (A1, A2)

(
a

b

)
= aA1 + bA2. In particular if (a, b) = (1, 0)

and from (i), it follows that A1 is a closed operator and D(A1) = X. Similarly if (a, b) =

(0, 1), we get A2 is a closed operator and D(A2) = X. From (ii),(iii) and Theorem 2.3, then
A1 and A2 are the infinitesimal generators of one parameter C0 -semigroups (J(s, 0))s∈R+

and (J(0, t))t∈R+ respectively. Since A1 and A2 satisfy (iv), hence from Theorem 3.7, J(0, t)

and J(s, 0) commute for all s, t ∈ R+. Thus for all s, t ∈ R+, J(s, t) = J(s, 0)J(0, t) is a
two parameter exponentially equicontinuous C0 -semigroup on X with infinitesimal generator
(A1, A2).

4. Genaration theorem for n -parameter semigroups
of operators in locally convex spaces

In this section, we set u = (s1, · · · , sn), v = (t1, . . . , tn) ∈ Rn
+, then we have the following

definition.

D e f i n i t i o n 4.1. Let X be a locally convex space. An n -parameter family (J(u))u∈Rn
+

of continuous linear operators on X is said to be an n -parameter semigroup if
(i) J(0, . . . , 0) = I where (0, . . . , 0) ∈ Rn

+,

(ii) For all u, v ∈ Rn
+, J(u+ v) = J(u)J(v).

D e f i n i t i o n 4.2. Let X be a sequentially complete locally convex Hausdorff space. An
n -parameter semigroup (J(u))u∈Rn

+
on X is an n -parameter strongly continuous semigroup

or an n -parameter C0 -semigroup if limu→(0+,...,0+) J(u)x = x for all x ∈ X.

D e f i n i t i o n 4.3. Let X be a sequentially complete locally convex Hausdorff space.
An n -parameter C0 -semigroup (J(u))u∈Rn

+
is equicontinuous if for any continuous seminorm

p on X, there exists a continuous seminorm q on X such that for all x ∈ X and for each
u ∈ Rn

+, p(J(u)x) ≤ q(x).

D e f i n i t i o n 4.4. Let X be a sequentially complete locally convex Hausdorff space.
An n -parameter C0 -semigroup (J(u))u∈Rn

+
is exponentially equicontinuous if there exist

ω1, ω2, . . . , ωn > 0 such that {e−
∑n

k=1 ωkskJ(u); u ∈ Rn
+} is equicontinuous.

R e m a r k 4.1. Let X be a sequentially complete locally convex space. Let (J(u))u∈Rn
+

be an n -parameter semigroup on X, then for all u = (s1, . . . , sn) ∈ Rn
+,

J(u) =
n∏
k=1

J(uk), uk = (0, . . . , sk, 0 . . .) = skek,

where (ek)1≤k≤n is the canonical basis of Rn.
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D e f i n i t i o n 4.5. Let X be a locally convex space. Let (J(u))u∈Rn
+
be an n -parameter

semigroup on X. The infinitesimal generator of the n -parameter semigroup (J(u))u∈Rn
+

is the
derivative of J at (0, . . . , 0).

R e m a r k 4.2. Let X be a sequentially complete locally convex Hausdorff space. Let
(J(u))u∈Rn

+
be an n -parameter exponentially equicontinuous C0 -semigroup on X. Then for

any x ∈ X, the map (s1, . . . , sn) 7→ J(s1, . . . , sn)x is continuous on Rn
+ into X. Let (Ak)1≤k≤n

be a sequence of linear operators defined by for all k ∈ {1, . . . , n},

D(Ak) = {x ∈ X : lim
h→0+

J(hek)x− x
h

exists in X}

and
Akx = lim

h→0+

J(hek)x− x
h

=
∂J(u)

∂sk

∣∣
u=(0,...,0)

for each x ∈ D(Ak).

It is easy to see that A1, . . . , An are the infinitesimal generators of the one parameter
semigroups (J(s1e1))s1∈R+ , . . . , (J(snen))sn∈R+ respectively. From the definition of the infini-
tesimal generator, we have.

Theorem 4.1. Let X be a sequentially complete locally convex Hausdorff space, and let
(J(u))u∈Rn

+
be an n -parameter exponentially equicontinuous C0 -semigroup on X. Then the

infinitesimal generator of (J(u))u∈Rn
+

is the linear transformation L : Rn
+ → L(

n⋂
k=1

D(Ak), X)

defined by for any x ∈
n⋂
k=1

D(Ak) and (a1, . . . , an) ∈ Rn
+,

L(a1, . . . , an)x = (A1, . . . , An)

a1...
an

x =
n∑
k=1

akAkx.

Furthermore if x ∈
n⋂
k=1

D(Ak), we have for all (a1, . . . , an) ∈ Rn
+,

DJ(s, t)

a1...
an

x = (A1, . . . , An)

a1...
an

 J(s, t)x,

where A1, . . . , An are the infinitesimal generators of the one parameter exponentially equicon-
tinuous C0 -semigroups (J(s1e1))s1∈R+ , . . . , (J(snen))sn∈R+ respectively.

P r o o f. The proof is similar to the proof of Theorem 3.3.

D e f i n i t i o n 4.6. Let (J(u))u∈Rn
+

be an n -parameter semigroup of continuous linear
operators on a sequentially complete locally convex Hausdorff space X. Then the directional
derivative DwJ of J(u) at (0, . . . , 0) in the direction of w = (a1, . . . , an) ∈ Rn

+ is defined by

Domain(DwJ) = {x ∈ X : lim
h→0+

J(hw)x− x
h

exists in X}

and for all x ∈ Domain(DwJ),

DwJx = lim
h→0+

J(hw)x− x
h

.
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Similarly to the Proposition 3.1, we have

P r o p o s i t i o n 4.1. Let (J(u))u∈Rn
+

be an n -parameter exponentially equicontinuous
C0 -semigroup of continuous linear operators on a sequentially complete locally convex Hausdorff

space X. Then for w = (a1, . . . , an) ∈ Rn
+, DwJx =

n∑
k=1

akAkx is the infinitesimal generator of

the one parameter product semigroup
∏n

k=1 J(akskek), where Ak are the infinitesimal generator
of the one parameter exponentially equicontinuous C0 -semigroup (J(skek))sk∈R+ , k = 1, . . . , n.

Similarly to the Theorem 3.4, we have

Theorem 4.2. Let X be a sequentially complete locally convex Hausdorff space, and let
(J(u))u∈Rn

+
be an n -parameter exponentially equicontinuous C0 -semigroup of continuous linear

operators on X. Then the followings hold:

(i) DJ(u)

a1...
an

x = (A1, . . . , An)

a1...
an

 J(u)x for all (a1, . . . , an) ∈ Rn
+ and all x ∈ X,

where A1, . . . , An are the infinitesimal generators of the one parameter exponentially
equicontinuous C0 -semigroups (J(s1e1))s1∈R+ , . . . , (J(snen))sn∈R+ respectively.

(ii) For any x ∈ X and t = (t1, . . . , tn) ∈ Rn
+, we have

lim
h→(0+,...,0+)

1

h1 . . . hn

∫ tn+hn

tn

. . .

∫ t1+h1

t1

J(u)x ds1 . . . dsn = J(t)x,

where h = (h1, . . . , hn) ∈ Rn
+.

(iii) For any x ∈ X and (h1, . . . , hn) ∈ Rn
+, we have

∫ hn

0

. . .

∫ h1

0

J(u)x ds1 . . . dsn ∈ D
(

(A1, . . . , An)

a1...
an

).
As a generalization of Theorem 3.5, we have

Theorem 4.3. Let X be a sequentially complete locally convex Hausdorff space, and let
(J(u))u∈Rn

+
be an n -parameter exponentially equicontinuous C0 -semigroup of continuous linear

operators on X with infinitesimal generator (A1, . . . , An). Then (A1, . . . , An)

a1...
an

 is a closed

operator with dense domain in X for any (a1, . . . , an) ∈ Rn
+

As a generalization of Theorem 3.6, we obtain.

Theorem 4.4. Let X be a sequentially complete locally convex Hausdorff space, and let
(T (u))u∈Rn

+
and (S(u))u∈Rn

+
be two parameter exponentially equicontinuous C0 -semigroups of

continuous linear operators on X. Suppose that both has the same generator (A1, . . . , An).

Then T (u) = S(u) for any u = (s1, . . . , sn) ∈ Rn
+.
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Now, we obtain a generalization of Theorem 3.9.

Theorem 4.5. Let X be a sequentially complete locally convex Hausdorff space, and let
(J1(t))t∈R+ , . . . , (Jn(t))t∈R+ be exponentially equicontinuous C0 -semigroups with generators
A1, . . . , An respectively. If for all i, j ∈ {1, . . . , n} and for any t ∈ R+, Ji(t)Jj(t) = Jj(t)Ji(t),

then the product U(t) =
∏n

k=1 Jk(t) is a C0 -semigroup, whose generator is the closure of
n∑
k=1

Ak.

R e m a r k 4.3. Let X be a sequentially complete locally convex Hausdorff space, and let
(J1(t))t∈R+ , . . . , (Jn(t))t∈R+ be exponentially equicontinuous C0 -semigroups with generators
A1, . . . , An respectively. It is clear that if A1, . . . , An satisfy (a), (b) and (c), hence the
conclusion of Trotter’s theorem holds.

Now, we demonstrate one of the main results of this paper (Generalization of the Hille–
Yosida Theorem to n -parameter semigroups).

Theorem 4.6. Let X be a sequentially complete locally convex Hausdorff space, and let
(J(u))u∈Rn

+
be an n -parameter C0 -semigroup on X satisfying for any p ∈ ΓX , there exist

ω1, . . . , ωn > 0 and q ∈ ΓX such that for all x ∈ X, p(J(u)x) ≤ e
∑n

k=1 ωkskq(x). Then the linear

transformation (A1, . . . , An) on Rn
+ into L(X) defined by (A1, . . . , An)

a1...
an

x =
n∑
k=1

akAk

is the infinitesimal generator of an n -parameter exponentially equicontinuous C0 -semigroup
(J(u))u∈Rn

+
on X if and only if the following assertions hold:

(i) (A1, . . . , An)

a1...
an

 is a closed operator and D
(

(A1, . . . , An)

a1...
an

) = X

for all (a1, . . . , an) ∈ Rn
+.

(ii) (ωi,∞) ⊆ ρ(Ai) for all i ∈ {1, . . . , n}.
(iii) The families {(λ−ωi)nR(λ,Ai)

n;λ > ωi, n ∈ N} are equicontinuous for all i ∈ {1, . . . , n}.
(iv) For all i, j ∈ {1, 2, . . . , n} (i 6= j), Ai and Aj satisfy conditions (a), (b) and (c).

5. Genaration theorem for n -parameter semigroups
of operators in Banach spaces

In this section, we put u = (s1, . . . , sn), v = (t1, . . . , tn) ∈ Rn
+, then we get the following

definition.

D e f i n i t i o n 5.1. [1] Let X be a Banach space. An n -parameter family (J(u))u∈Rn
+

of continuous linear operators on X is said to be an n -parameter semigroup if
(i) J(0, . . . , 0) = I where (0, . . . , 0) ∈ Rn

+,

(ii) For all u, v ∈ Rn
+, J(u+ v) = J(u)J(v).

D e f i n i t i o n 5.2. Let X be a Banach space. An n -parameter semigroup (J(u))u∈Rn
+

on X is an n -parameter strongly continuous semigroup or an n -parameter C0 -semigroup if
limu→(0+,...,0+) J(u)x = x for all x ∈ X.
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R e m a r k 5.1. [1] Let X be a Banach space. Let (J(u))u∈Rn
+

be an n -parameter
semigroup on X, then for all u = (s1, . . . , sn) ∈ Rn

+,

J(u) =
n∏
k=1

J(uk) uk = (0, . . . , sk, 0 . . .) = skek,

where (ek)1≤k≤n is the canonical basis of Rn.

D e f i n i t i o n 5.3. Let X be a Banach space. Let (J(u))u∈Rn
+

be an n -parameter
semigroup on X. The infinitesimal generator of the n -parameter semigroup (J(u))u∈Rn

+
is the

derivative of J at (0, . . . , 0).

R e m a r k 5.2. Let X be a Banach space. Let (J(u))u∈Rn
+

be an n -parameter C0 -
semigroup on X. Then for any x ∈ X, the map (s1, . . . , sn) 7→ J(s1, . . . , sn)x is continuous
on Rn

+ into X. Let A1, . . . , An be the linear operators defined by for all k ∈ {1, . . . , n},

D(Ak) = {x ∈ X : lim
h→0+

J(hek)x− x
h

exists in X}

and
Akx = lim

h→0+

J(hek)x− x
h

=
∂J(u)

∂sk

∣∣∣
u=(0,...,0)

, for each x ∈ D(Ak).

It is easy to see that A1, . . . , An are the infinitesimal generators of the one parameter
semigroups (J(s1e1))s1∈R+ , . . . (J(snen))sn∈R+ , respectively. From the definition of the infini-
tesimal generator, we have.

Theorem 5.1. Let X be a Banach space. Let (J(u))u∈Rn
+
be an n -parameter C0 -semigroup

on X. Then the infinitesimal generator of the n -parameter C0 -semigroup (J(u))u∈Rn
+

is the

linear transformation L : Rn
+ → L(

n⋂
k=1

D(Ak), X) defined by for any x ∈
n⋂
k=1

D(Ak) and

(a1, . . . , an) ∈ Rn
+,

L(a1, . . . , an)x = (A1, . . . , An)

a1...
an

x =
n∑
k=1

akAkx.

Furthermore if x ∈
n⋂
k=1

D(Ak), we have for all (a1, . . . , an) ∈ Rn
+,

DJ(s, t)

a1...
an

x = (A1, . . . , An)

a1...
an

 J(s, t)x

where Ak are the infinitesimal generator of the one parameter C0 -semigroup (J(skek))sk∈R+ ,

k = 1, . . . , n.

P r o o f. The proof is similar to the proof of Theorem 3.3.
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D e f i n i t i o n 5.4. Let (J(u))u∈Rn
+

be an n -parameter semigroup of continuous linear
operators on a Banach space X. Then the directional derivative DwJ of J(u) at (0, . . . , 0)

in the direction of w = (a1, . . . , an) ∈ Rn
+ is defined by

Domain(DwJ) = {x ∈ X : lim
h→0+

J(hw)x− x
h

exists in X}

and for all x ∈ Domain(DwJ),

DwJx = lim
h→0+

J(hw)x− x
h

.

Similarly to the Proposition 3.1, we have

P r o p o s i t i o n 5.1. Let (J(u))u∈Rn
+

be an n -parameter C0 -semigroup of continuous

linear operators on a Banach space X. Then for w = (a1, . . . , an) ∈ Rn
+, DwJx =

n∑
k=1

akAk

is the infinitesimal generator of the one parameter product semigroup
∏n

k=1 J(akskek) where
Ak are the infinitesimal generator of the one parameter C0 -semigroup (J(skek))sk∈R+ , k =

1, . . . , n.

Similarly to the Theorem 3.4, we have

Theorem 5.2. Let X be a Banach space. Let (J(u))u∈Rn
+
be an n -parameter C0 -semigroup

of continuous linear operators on X. Then the followings hold:

(i) DJ(u)

a1...
an

x = (A1, . . . , An)

a1...
an

 J(u)x for all (a1, . . . , an) ∈ Rn
+ and all x ∈

n⋂
k=1

D(Ak), where A1, . . . , An are the infinitesimal generators of the one parameter C0 -

semigroups (J(s1e1))s1∈R+ , . . . , (J(snen))sn∈R+ respectively.
(ii) For any x ∈ X and t = (t1, . . . , tn) ∈ Rn

+, we have

lim
h→(0+,...,0+)

1

h1 . . . hn

∫ tn+hn

tn

. . .

∫ t1+h1

t1

J(u)x ds1 . . . dsn = J(t)x,

where h = (h1, . . . , hn) ∈ Rn
+.

(iii) For any x ∈ X and (h1, . . . , hn) ∈ Rn
+, we have

∫ hn

0

. . .

∫ h1

0

J(u)x ds1 . . . dsn ∈ D
(

(A1, . . . , An)

a1...
an

).
As a generalization of Theorem 3.5, we have

Theorem 5.3. Let X be a Banach space. Let (J(u))u∈Rn
+
be an n -parameter C0 -semigroup

of continuous linear operators on X with infinitesimal generator (A1, . . . , An). Then

(A1, . . . , An)

a1...
an

 is a closed operator with dense domain in X for any (a1, . . . , an) ∈ Rn
+.
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As a generalization of Theorem 3.6, we obtain.

Theorem 5.4. Let X be a Banach space. Let (T (u))u∈Rn
+
and (S(u))u∈Rn

+
be two parameter

C0 -semigroups of continuous linear operators on X. Suppose that both has the same generator
(A1, . . . , An). Then T (u) = S(u) for any u = (s1, . . . , sn) ∈ Rn

+.

Now, we obtain a generalization of Theorem 3.9.

Theorem 5.5. Let X be a Banach space. Let (T1(t))t∈R+ , . . . , (Tn(t))t∈R+ be C0 -semi-
groups with generators A1, . . . , An respectively. If for all i, j ∈ {1, . . . , n} and for any t ∈
R+, Ti(t)Tj(t) = Tj(t)Ti(t), then the product U(t) =

∏n
k=1 Tk(t) is a C0 -semigroup, whose

generator is the closure of
n∑
k=1

Ak.

R e m a r k 5.3. Let X be a Banach space. Let (T1(t))t∈R+ , . . . , (Tn(t))t∈R+ be C0 -semi-
groups with generators A1, . . . , An respectively. It is clear that if A1, . . . , An satisfy (a), (b)

and (c), hence the conclusion of Trotter’s theorem holds.

There exists a generalization of the Hille–Yosida Theorem for n -parameter semigroups in
Banach spaces due to Abdelaziz see [1, Theorem 2]. Now, we get a another characterization
used the definition of the infinitesimal generator for n -parameter semigroups in Banach spaces.

Theorem 5.6. Let X be a Banach space. Let (J(u))u∈Rn
+
be an n -parameter C0 -semigroup

(J(u))u∈Rn
+

on X satisfying for all u ∈ Rn
+ and for each x ∈ X, ‖J(u)x‖ ≤Me

∑n
k=1 ωksk for

some ω1, . . . , ωn,M > 0. Then the linear transformation (A1, . . . , An) on Rn
+ into L(X)

defined by

(A1, . . . , An)

a1...
an

x =
n∑
k=1

akAkx

is the infinitesimal generator of an n -parameter C0 -semigroup (J(u))u∈Rn
+

on X if and only
if the following hold:

(i) (A1, . . . , An)

a1...
an

 is a closed operator and D
(

(A1, . . . , An)

a1...
an

) = X

for all (a1, . . . , an) ∈ Rn
+.

(ii) (ωi,∞) ⊆ ρ(Ai) for i = 1, . . . , n.

(iii) ‖R(λ,Ai)
n‖ ≤ Mi

(λ−ωi)n
for λ > ωi and i = 1, . . . , n.

(iv) For all i, j ∈ {1, 2, . . . , n} (i 6= j), Ai and Aj satisfy conditions (a), (b) and (c).

D e f i n i t i o n 5.5. Let X be a Banach space. An n -parameter semigroup (J(u))u∈Rn
+

on X is an n -parameter uniformly semigroup if

lim
u→(0+,...,0+)

‖J(u)− I‖ = 0.

As a generalization of [2, Theorem 2.9], we have

Theorem 5.7. Let X be a Banach space. Then the following are equivalent:
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(i) The linear transformation A = (A1, . . . , An) on Rn
+ into L(X) defined by

(A1, . . . , An)

a1...
an

x =
n∑
k=1

akAkx

is the infinitesimal generator of an uniformly continuous n -parameter semigroup
(J(u))u∈Rn

+
of continuous linear operators on X.

(ii) Ai and Aj are bounded linear operators on X, and Ai and Aj commute for all i, j ∈
{1, . . . , n} (i 6= j).

As a generalization of [2, Theorem 2.10], we have

Theorem 5.8. Let (J(u))u∈Rn
+

be an uniformly continuous n -parameter semigroup of
continuous linear operators on a Banach space X. Then

(i) There exist constants ω1, . . . , ωn > 0 such that ‖J(u)x‖ ≤ e
∑n

k=1 ωksk for all u =

(s1, . . . , sn) ∈ Rn
+.

(ii) There exist bounded linear operators A1, . . . , An such that J(u) =
∏n

k=1 e
skAk for all

u = (s1, . . . , sn) ∈ Rn
+.

(iii) The linear transformation A = (A1, . . . , An) on Rn
+ into L(X) defined by

(A1, . . . , An)

a1...
an

x =
n∑
k=1

akAkx

is the infinitesimal generator of the (J(u))u∈Rn
+
.

(iv) The map u 7→ J(u) is differentiable in the norm and

DJ(u)

a1...
an

x = (A1, . . . , An)

a1...
an

x.

R e m a r k 5.4. For n = 2, the results of this section due to Al-Sharif and Khalil [2].
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