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УДК 517.929

Оценка суммарного дохода с учетом дисконтирования
для вероятностных моделей динамики популяций

Анастасия Андреевна БАЗУЛКИНА
ФГБОУ ВО «Владимирский государственный университет

имени Александра Григорьевича и Николая Григорьевича Столетовых»
600000, Российская Федерация, г. Владимир, ул. Горького, 87

Аннотация. Рассматриваются модели однородных и структурированных популяций, за-
данные дифференциальными уравнениями, зависящими от случайных параметров. По-
пуляция называется однородной, если она состоит только из одного вида животных или
растений, и структурированной, если она содержит n > 2 различных видов или возраст-
ных классов. Предполагаем, что при отсутствии эксплуатации динамика популяции задана
системой дифференциальных уравнений

ẋ = g(x), x ∈ Rn+
.
=
{
x ∈ Rn : x1 > 0, . . . , xn > 0

}
.

В моменты времени τk = kd, где d > 0, k = 1, 2, . . . , из этой популяции извлекаются слу-
чайные доли ресурса ωik, i = 1, . . . , n. Если ωik оказывается больше некоторого значения
uik ∈ [0, 1), то сбор ресурса i -го вида в момент τk прекращается, и доля извлеченного ре-
сурса получается равной `ik = min(ωik, u

i
k). Пусть Ci > 0 — стоимость ресурса i -го вида,

Xi
k = xi(kd − 0) — количество ресурса i -го вида в момент времени τk до сбора; тогда

величина дохода в данный момент равна Zk
.
=

n∑
i=1

CiXi
k`
i
k. Исследуются свойства харак-

теристики суммарного дохода, которая определяется как сумма ряда из величин дохода в
момент времени τk с учетом показателя дисконтирования α > 0 :

Hα

(
`, x0

)
=

∞∑
k=1

Zke
−αk =

∞∑
k=1

e−αk
n∑
i=1

CiXi
k`
i
k,

где `
.
= (`1, . . . , `k, . . .), x0 — начальный размер популяции. Значение показателя α ука-

зывает на то, что стоимость позднее получаемого дохода снижается. Получены оценки
суммарного дохода с учетом дисконтирования, выполненные с вероятностью единица.

Ключевые слова: структурированная популяция, оценка суммарного дохода

Для цитирования: Базулкина А.А. Оценка суммарного дохода с учетом дисконтирова-
ния для вероятностных моделей динамики популяций // Вестник российских университе-
тов. Математика. 2023. Т. 28. № 143. С. 217–226. https://doi.org/10.20310/2686-9667-2023-
28-143-217-226
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Estimation of total income with discounting
for probabilistic models of population dynamics

Anastasia A. BAZULKINA
Vladimir State University

87 Gorkogo St., Vladimir 600000, Russian Federation

Abstract. Models of homogeneous and structured populations given by differential equations
depending on random parameters are considered. A population is called homogeneous if it
consists of only one animal or plant species, and structured if it contains n > 2 different
species or age classes. We assume that in the absence of exploitation, the dynamics of the
population is given by the system of differential equations

ẋ = g(x), x ∈ Rn+
.
=
{
x ∈ Rn : x1 > 0, . . . , xn > 0

}
.

At times τk = kd, where d > 0, k = 1, 2, . . . , random shares of the resource ωk = (ω1
k, . . . , ω

n
k )∈

Ω ⊆ [0, 1]n are extracted from this population. If ωik is greater than some value uik ∈ [0, 1),

then the collection of the resource of the i -th type stops at the moment τk and the share of
the extracted resource turns out to be equal to `ik

.
= min(ωik, u

i
k). Let Ci > 0 be the cost of

the resource of the i -th type, i = 1, . . . , n, Xi
k = xi(kd − 0) the quantity of the i -th type

of resource at the time τk before collection; then the amount of income at the moment equals

Zk
.
=

n∑
i=1

CiXi
k`
i
k. The properties of the characteristic of the total income, which is defined

as the sum of the series of income values at the time τk, taking into account the discounting
factor α > 0 are investigated:

Hα

(
`, x0

)
=

∞∑
k=1

Zke
−αk =

∞∑
k=1

e−αk
n∑
i=1

CiXi
k`
i
k,

where `
.
= (`1, . . . , `k, . . .), x0 is the initial population size. The value of α indicates that the

value of the income received later decreases. Estimates of the total income, taking into account
discounting, made with probability one are obtained.

Keywords: structured population, total income estimate

Mathematics Subject Classification: 37Н35, 39А50, 49N25, 93C15.

For citation: Bazulkina A.A. Estimation of total income with discounting for probabilistic
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ОЦЕНКА СУММАРНОГО ДОХОДА С УЧЕТОМ ДИСКОНТИРОВАНИЯ 219

Начиная с прошлого века многие авторы занимались исследованием вопросов опти-
мальной эксплуатации популяций, заданных различными динамическими системами
(см., например, [1]). В настоящее время ведутся активные работы по изучению опти-
мального промысла и его влияния на характер динамики и состав структурированных
популяций (см. [2–4]). Существует также множество работ, посвященных задачам пери-
одического импульсного сбора возобновляемого ресурса и задачам оптимальной эксплу-
атации популяции с диффузией, исследованию максимальной эффективности сбора ре-
сурса (см. [5, 6]), получению наибольшей выгоды от эксплуатации популяции, заданной
разностными уравнениями (см. [7,8]). Оценки средней временной выгоды для популяций,
заданных дифференциальными уравнениями со случайными параметрами, получены в
работах [9,10]. Понятие суммарного дохода с учетом дисконтирования введено в [11]. От-
личие данной статьи от публикаций [9,10] состоит в том, что здесь рассматривается иная
характеристика сбора возобновляемого ресурса — суммарный доход с учетом дисконтиро-
вания. Кроме того, в работах [10,11] рассматриваются только однородные популяции, а в
настоящей статье — как однородные, так и структурированные, то есть популяции, раз-
деленные на возрастные группы или отдельные виды. Для данных популяций доказаны
теоремы об оценках суммарного дохода с учетом дисконтирования, которые выполнены с
вероятностью единица.

1. Основные понятия

Рассмотрим популяцию, развитие которой при отсутствии эксплуатации задано систе-
мой дифференциальных уравнений

ẋ = g(x), x ∈ Rn
+
.
=
{
x ∈ Rn : x1 > 0, . . . , xn > 0

}
; (1.1)

здесь g(x) — вектор-столбец, координатами которого являются непрерывно дифферен-
цируемые функции g1(x), . . . , gn(x). При n = 1 популяция однородная, то есть состоит
только из одного вида животных или растений. Если n > 2, то популяцию назовем струк-
турированной, в этом случае она содержит n различных видов или возрастных классов.

Предполагаем, что в моменты времени τk = kd, где d > 0, k = 1, 2, . . . из популяции
извлекаются некоторые случайные доли ресурса ωk = (ω1

k, . . . , ω
n
k ) ∈ Ω ⊆ [0, 1]n. Если

доля добываемого ресурса ωik оказывается больше некоторого значения uik ∈ [0, 1), то
сбор ресурса i -го вида в момент τk останавливается; поэтому доля ресурса данного вида,
извлекаемого из популяции в момент времени τk, равна

`ik
.
= min(ωik, u

i
k), i = 1, . . . , n, k = 1, 2, . . . .

Пусть `k
.
= (`1k, . . . , `

n
k), xi(kd − 0) и xi(kd) — количество ресурса i -го вида в момент

τk = kd до и после сбора соответственно, (1 − `k)x(kd − 0) — вектор с координатами
(1 − `1k)x

1(kd − 0), . . . , (1 − `nk)xn(kd − 0). Тогда динамику эксплуатируемой популяции
можно описать управляемой системой с импульсным воздействием

ẋ = g(x), t 6= kd, (1.2)

x(kd) = (1− `k)x(kd− 0), k = 1, 2, . . . . (1.3)

Полагаем, что решения системы ẋ = g(x) неотрицательны при любых неотрицательных
начальных условиях, для этого необходимо и достаточно, чтобы функции g1(x), . . . , gn(x)

удовлетворяли условию квазиположительности (см. [12, с. 28]).



220 А.А. Базулкина

Пусть Ci > 0 — стоимость ресурса i -го вида, i = 1, . . . , n, X i
k = xi(kd − 0) — коли-

чество ресурса i -го вида в момент времени τk до сбора; тогда величина дохода в данный

момент равна Zk
.
=

n∑
i=1

CiX i
k`
i
k, k = 1, 2, . . . .

О п р е д е л е н и е 1.1. (см. [11]). Суммарным доходом с учетом дисконтирования
называется функция

Hα

(
`, x0

)
=
∞∑
k=1

Zke
−αk =

∞∑
k=1

e−αk
n∑
i=1

CiX i
k`
i
k,

где `
.
= (`1, . . . , `k, . . .), x0 — начальный размер популяции, α > 0 — показатель дискон-

тирования. Значение показателя α указывает на то, что стоимость позднее получаемого
дохода снижается.

З а м е ч а н и е 1.1. В данной статье применяем вероятностную модель (Σ,A, µ),

описанную в работах [9, 10]. Приведем краткое описание данной модели. Пусть задано
вероятностное пространство

(
Ω, Ã, µ̃

)
, где Ω ⊆ [0, 1]n, Ã — сигма-алгебра подмножеств,

на которой задана вероятностная мера µ̃. Определим множество последовательностей
Σ

.
= {σ : σ = (ω1, . . . , ωk, . . .)} , где ωk ∈ Ω. Обозначим через A наименьшую сигма-

алгебру, порожденную цилиндрическими множествами

Ek
.
= {σ ∈ Σ : σ = (ω1 ∈ A1, . . . , ωk ∈ Ak)} , где Aj ∈ Ã, j = 1, 2, . . . , k,

и определим меру µ̃(Ek) = µ̃(A1) · . . . · µ̃(Ak). Тогда в силу теоремы А.Н. Колмогорова
[13, с. 43] на измеримом пространстве (Σ,A) существует единственная вероятностная ме-
ра µ, которая является продолжением меры µ̃ на сигма-алгебру A.

2. Оценка суммарного дохода с учетом дисконтирования
для модели однородной популяции

Рассмотрим однородную популяцию, которая при отсутствии эксплуатации задана
дифференциальным уравнением

ẋ = g(x), x ∈ [0,+∞),

и обозначим через ϕ(t, x) решение данного уравнения, удовлетворяющее начальному усло-
вию ϕ(0, x) = x. Если uk = u ∈ [0, 1] для всех k = 1, 2, . . . , то Xk = x(kd−0) — количество
ресурса до сбора, удовлетворяет следующему разностному уравнению:

Xk+1 = ϕ
(
d, (1− u)Xk

)
, k = 1, 2, . . . , (2.1)

где X1 = ϕ(d, x0). Отметим, что при n = 1 можем предположить, что стоимость ресурса
C1 = 1, поэтому суммарный доходом с учетом дисконтирования равен

Hα

(
`, x0

)
=
∞∑
k=1

Xk`ke
−αk, где α > 0.

У с л о в и е 2.1. Предположим, что уравнение (1.1) имеет решения ϕ(t, A) ≡ A > 0

и ϕ(t, 0) ≡ 0.
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Напомним, что X(u) называется неподвижной точкой уравнения (2.1), если имеет
место соотношение X(u) = ϕ

(
d, (1− u)X(u)

)
. В статье [14] доказаны следующие условия

существования положительной неподвижной точки уравнения (2.1):

Лемма 2.1. Пусть выполнено условие 2.1 и неравенство

(1− u)ϕ′x (d, 0) > 1. (2.2)

Тогда уравнение (2.1) имеет неподвижную точку X(u) такую, что 0 < X(u) 6 A.

Если уравнение (2.1) имеет неподвижную точку X(u) > 0, то определим x(u)
.
=

(1− u)X(u). Обозначим U
.
= {u : u = (u1, . . . , uk, . . .)}, где uk ∈ [0, 1], k = 1, 2, . . . .

Лемма 2.2. Предположим, что выполнено условие 2.1 и неравенство (2.2). Тогда
для любого x0 ∈ [x(u), A] существует управление u ∈ U такое, что для всех σ ∈ Σ

имеет место неравенство

X(u)
∞∑
k=1

`ke
−αk 6 Hα(`, x0) 6 A

∞∑
k=1

`ke
−αk. (2.3)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из леммы 2.1 следует, что при выполнении неравенства(2.2)
существует неподвижная точка X(u) уравнения (2.1) и 0 < X(u) 6 A. Тогда 0 < x(u) 6

X(u) 6 A. Выберем управления uk = 1 − x(u)

X(u)
для всех k ∈ N. Поскольку функция

ϕ(d, x) возрастает (см. [14]), то для x0 ∈ [x(u), A] имеем

X(u) = ϕ(d, x(u)) 6 ϕ(d, x0) = X1 6 ϕ(d,A) = A.

Таким образом, если u1 = 1 − x(u)

X(u)
, то X(u) 6 X1 6 A. Поэтому, так как `1 =

min(ω1, u) 6 u, имеем

x(u) = X(u)(1− u) 6 X1(1− `1) = x1 6 A,

то есть x1 ∈ [x(u), A]. Аналогично получаем, что при uk = 1 − x(u)

X(u)
, k = 1, 2, . . . ,

выполнены неравенства
X(u) 6 Xk 6 A, k = 1, 2, . . . . (2.4)

Из предыдущего неравенства и определения суммарного дохода следует, что для всех
σ ∈ Σ выполнено (2.3).

Предположим, что в разных опытах появились различные случайные последователь-
ности σ(p) .= {ω(p)

1 , . . . , ω
(p)
k , . . .}, также определим `

(p) .
=
(
`
(p)
1 , . . . , `

(p)
k , . . .

)
, где p = 1, 2, . . . .

Для каждой последовательности `
(p) реализуется свое значение суммарного дохода, ко-

торое равно

Hα

(
`
(p)
, x0
) .

=
∞∑
k=1

X
(p)
k `

(p)
k e−αk, p = 1, 2, . . . .

Обозначим черезM`(u) математическое ожидание случайных величин `k=min{ωk, uk},

где uk = 1− x(u)

X(u)
, k = 1, 2, . . . .
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Теорема 2.1. Пусть выполнено условие 2.1. Тогда для любого x0 ∈ [x(u), A] суще-
ствует управление u ∈ U такое, что для почти всех σ ∈ Σ справедливо неравенство

X(u)M`(u)

eα − 1
6 lim

m→∞

1

m

m∑
p=1

Hα

(
`
(p)
, x0
)
6
AM`(u)

eα − 1
. (2.5)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как случайные величины ωpk, p = 1, 2, . . . , независимы
и одинаково распределены, то и случайные величины `

(p)
k = `(ωpk, u), p = 1, 2, . . . , для

каждого k ∈ N также независимы и имеют одинаковое распределение. Поэтому из уси-
ленного закона больших чисел Колмогорова [12, с. 418] следует, что для почти всех σ ∈ Σ

выполнено следующее равенство

lim
m→∞

1

m

m∑
p=1

`
(p)
k = M`(u), k = 1, 2, . . . ,

из которого получаем, что для почти всех σ ∈ Σ

lim
m→∞

1

m

m∑
p=1

∞∑
k=1

`
(p)
k e−αk =

M`(u)

eα − 1
. (2.6)

Из неравенства (2.4) следует, что

X(u) lim
m→∞

1

m

m∑
p=1

∞∑
k=1

`
(p)
k e−αk 6 lim

m→∞

1

m

m∑
p=1

Hα

(
`
(p)
, x0
)
6 A lim

m→∞

1

m

m∑
p=1

∞∑
k=1

`
(p)
k e−αk. (2.7)

Таким образом, из (2.6) и (2.7) получаем, что неравенство (2.5) выполнено для почти
всех σ ∈ Σ.

П р и м е р 2.1. Рассмотрим задачу нахождения максимальной оценки снизу для сум-
марного дохода с учетом дисконтирования. Предположим, что развитие популяции задано
логистическим уравнением

ẋ = (a− bx)x, (2.8)

где a > 0, b > 0 являются показателями роста популяции и внутривидовой конкуренции
соответственно.

Найдем решение (2.8), удовлетворяющее начальному условию ϕ(0, x0) = x0 :

ϕ(t, x0) =
ax0e

at

a+ bx0(eat − 1)
,

и выпишем разностное уравнение (2.1) для логистического уравнения (2.8):

Xk+1 =
a(1− u)Xke

ad

a+ b(1− u)Xk(ead − 1)
, k = 1, 2, . . . .

Очевидно, что одной из неподвижных точек данного уравнения является X(u) = 0, вто-
рой неподвижной точкой является

X(u) =
a(1− u)ead − a
b(1− u)(ead − 1)

.
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Отметим, что X(u) > 0, если (1− u)ead > 1.

Найдем математическое ожидание M`(ω, u), где ω1, ω2, . . . — независимые случайные
величины, имеющие равномерное распределение на [0, 1], а `(ω, u) = min(ω, u). Тогда
M`(ω, u) можно найти как интеграл Лебега, то есть

M(ω, u) =

∫ 1

0

`(ω, u) dω =

∫ u

0

ω dω +

∫ 1

u

u dω =
u2

2
+ u(1− u) = u− u2

2
.

Подставим полученные результаты в неравенство (2.5), тогда

a
(
(1− u)ead − 1

)
(2u− u2)

2b(1− u)(ead − 1)(eα − 1)
6 lim

m→∞

1

m

m∑
p=1

Hα

(
`
(p)
, x0
)
6
a(2u− u2)
2b(eα − 1)

. (2.9)

Пусть a = 1, b = 1, d = ln 25, α = ln 2, тогда (2.9) принимает следующий вид:

(24− 25u)(2u− u2)
48(1− u)

6 lim
m→∞

1

m

m∑
p=1

Hα

(
`
(p)
, x0
)
6

2u− u2

2
. (2.10)

При помощи стандартных вычислений можно показать, что в последнем неравенстве оцен-
ка снизу максимальная при u = u∗ ≈ 0, 722. Подставляя данное значение u∗ в (2.10),
получим приближенную оценку снизу и сверху, которая выполнена с вероятностью еди-
ница:

0, 411 6 lim
m→∞

1

m

m∑
p=1

Hα

(
`
(p)
, x0
)
6 0, 461. (2.11)

Таким образом, для уравнения (2.8) оценка суммарного дохода с учетом дисконтирования
удовлетворяет (2.11).

3. Теорема об оценке суммарного дохода с учетом дисконтирования для
моделей структурированных популяций

Рассмотрим структурированную популяцию, особи которой разделены на n > 2 воз-
растных групп или отдельных видов. Пусть количество особей i -го вида равно xi,

i = 1, . . . , n. Обозначим через X(u) = (X1(u), . . . , Xn(u)) неподвижную точку систе-
мы (2.1) (если она существует), пусть

x(u) = (x1(u), . . . , xn(u)), где xi(u)
.
= (1− u)X i(u), i = 1, . . . , n. (3.1)

Для x0 = (x10, . . . , x
n
0 ) включение x0 ∈ [a, b] будем понимать следующим образом: xi0 ∈

[ai, bi], i = 1, . . . , n.

В данном разделе будем предполагать, что выполнено следующее условие.

У с л о в и е 3.1. Если xi0 > xi для всех i = 1, . . . , n, то ϕi(d, x(0)) > ϕi(d, x),

i = 1, . . . , n.

Отметим, что условие 3.1 можно записать в сокращенным виде: если x(0) > x, то
ϕ(d, x(0)) > ϕ(d, x). Обозначим через M`ik математическое ожидание случайных величин
`ik, i = 1, . . . , n, k = 1, 2, . . . .
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Лемма 3.1. Пусть система (1.2), (1.3) имеет стационарную точку A > 0, и су-
ществует неподвижная точка X(u) системы (2.1) такая, что X(u) ∈ (0, A]. Тогда
для любого x0 ∈ [x(u), A] найдется управление u ∈ U, при котором для всех σ ∈ Σ

выполнены неравенства
∞∑
k=1

e−αk
n∑
i=1

CiX i(u)`ik 6 Hα(`, x0) 6
∞∑
k=1

e−αk
n∑
i=1

CiAi`ik. (3.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку x0 ∈ [x(u), A], то из условия (3.1) следует, что

X i(u) = ϕi(d, x(u)) 6 ϕ(d, x0) = X i
1 6 ϕi(d,A) = Ai, i = 1, . . . , n.

Выберем управления uk =
(

1 − x1(u)

X1(u)
, . . . , 1 − xn(u)

Xn(u)

)
для всех k = 1, 2, . . . и отметим,

что `k = min{ωk, uk} 6 uk, тогда

xi1 = (1− `i1)X i
1 > (1− uk)X i

k =
xi(u)X i

1

X i
1

= xi(u).

Аналогично при выбранных управлениях получаем

X i(u) 6 X i
k 6 Ai, k = 1, 2, . . . , i = 1, . . . , n. (3.3)

Из (3.3) и определения суммарного дохода следует, что для всех σ ∈ Σ выполнены нера-
венства (3.2).

Для каждой последовательности `
(p) выпишем значение суммарного дохода

Hα

(
`
(p)
, x0
)

=
n∑
i=1

∞∑
k=1

CiX
i(p)
k `

i(p)
k e−αk, где α > 0, p = 1, 2, . . . .

Теорема 3.1. Пусть система (1.2), (1.3) имеет стационарную точку A > 0, и су-
ществует неподвижная точка X(u) системы (2.1) такая, что X(u) ∈ (0, A]. Тогда для
любого x0 ∈ [x(u), A] найдется управление ū ∈ U, при котором для почти всех σ ∈ Σ

выполнены неравенства
n∑
i=1

CiX i(u)M`i(u)

eα − 1
6 lim

m→∞

1

m

m∑
p=1

Hα(`
(p)
, x0) 6

n∑
i=1

CiAiM`i(u)

eα − 1
. (3.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Случайные величины `
i(p)
1 , `

i(p)
2 , . . . удовлетворяют условиям

усиленного закона больших чисел Колмогорова, поэтому для почти всех σ ∈ Σ имеет
место равенство

lim
m→∞

1

m

m∑
p=1

n∑
i=1

CiX i(u)`
i(p)
k e−αk =

n∑
i=1

CiX i(u)M`i(u)e−αk. (3.5)

Из (3.3) и (3.5) следует, что для каждого k = 1, 2, . . . выполнено
n∑
i=1

CiX i(u)M`i(u)e−αk 6 lim
m→∞

1

m

m∑
p=1

n∑
i=1

CiX
i(p)
k `

i(p)
k e−αk. (3.6)

Суммируя (3.6) по всем k = 1, 2, . . . , получаем левую часть (3.4). Аналогично доказыва-
ется неравенство в правой части (3.4).
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Аннотация. Рассматривается управляемая система со смешанными ограничениями типа
равенств и концевыми ограничениями. Для нее в терминах обобщенного якобиана (произ-
водной Кларка) по переменной управления отображения, определяющего ограничения,
получены достаточные условия существования непрерывных допустимых позиционных
управлений. Доказательство соответствующей теоремы основано на сведении рассматри-
ваемой управляемой системы к краевой задаче для обыкновенного дифференциального
уравнения за счет применения нелокальной теоремы о неявной функции. Затем эта зада-
ча сводится к задаче о нахождении неподвижной точки непрерывной функции, опреде-
ленной на конечномерном замкнутом шаре с последующим применением аналога теоремы
Брауэра о неподвижной точке. Кроме того, исследована управляемая система со смешан-
ными ограничениями типа неравенств и концевыми ограничениями. Для нее в терминах
первых производных по переменной управления функций, определяющих ограничения,
тоже получены достаточные условия существования непрерывных допустимых позицион-
ных управлений. Доказательство соответствующей теоремы проводится за счет перехода
от системы гладких ограничений типа неравенств к одному локально липшицевому огра-
ничению типа равенства.
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Abstract. A control system with mixed equality-type constraints and end-point constraints
is considered. In terms of the generalized Jacobian (Clarke’s derivative) with respect to the
control variable of the mapping defining the constraints, sufficient conditions for the existence of
continuous admissible positional controls are obtained. The proof of the corresponding theorem
is based on reducing the control system to a boundary value problem for an ordinary differential
equation via a nonlocal implicit function theorem. This problem is then reduced to the problem
of finding a fixed point of a continuous mapping defined on a finite-dimensional closed ball and
to applying an analogue of Brouwer’s fixed point theorem. In addition, a control system with
mixed inequality-type constraints and end-point constraints is studied. In terms of the first
derivatives with respect to the control variable of the functions that define the constraints,
sufficient conditions for the existence of continuous admissible positional controls are also
obtained. The proof of the corresponding theorem is carried out by passing from a system
of smooth inequality-type constraints to one locally Lipschitz equality-type constraint.
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Введение

Рассматривается управляемая система

ẋ = g(t, x, u), t ∈ [0, τ ],

Ψ(x(0)) = Φ(x(τ)),

f(t, x, u) = 0, h(t, x, u) ≤ 0.

(0.1)

Здесь g : R×Rn×Rm → Rn, Ψ,Φ : Rn → Rn, f : R×Rn×Rm → Rk, h : R×Rn×Rm → Rs —
это заданные непрерывные отображения и функции, а τ > 0 — это заданное число. Пусть,
кроме того, задана точка x0 ∈ Rn.

Непрерывную функцию u : Ω → Rm, определенную в некоторой окрестности Ω ⊂
R× Rn точки (0, x0), называют допустимым позиционным управлением, если

f(t, x, u(t, x)) = 0, h(t, x, u(t, x)) ≤ 0 ∀ (t, x) ∈ Ω

(здесь и далее неравенства для векторов из Rs понимается покоординатно), и существует
непрерывно дифференцируемое решение x : [0, τ ] → Rn дифференциального уравнения
ẋ = g(t, x, u(t, x)), для которого имеет место равенство Ψ(x(0)) = Φ(x(τ)).

Непрерывную функцию u : [0, τ ] → Rm называют допустимым программным управ-
лением, если имеют место соотношения

f(t, x, u(t)) = 0, h(t, x, u(t)) ≤ 0 ∀ t ∈ [0, τ ],

в которых неравенство выполняется покоординатно, и существует непрерывно диффе-
ренцируемое решение x : [0, τ ] → Rn дифференциального уравнения ẋ = g(t, x, u(t)),

для которого имеет место равенство Ψ(x(0)) = Φ(x(τ)). Отметим, что если существует
допустимое позиционное управление, то существует и программное управление. Действи-
тельно, пусть u : Ω → Rm — это допустимое позиционное управление, а x : [0, τ ] → Rn

— это решение соответствующей краевой задачи. Тогда функция t 7→ u(t, x(t)), t ∈ [0, τ ]

является допустимым программным управлением.
В настоящей работе рассматриваются различные частные случаи (0.1). Для них полу-

чены достаточные условия существования допустимых позиционных управлений.

1. Управляемая система с ограничениями типа равенств

Рассмотрим управляемую систему

ẋ = g(t, x, u), t ∈ [0, τ ],

Ψ(x(0)) = Φ(x(τ)),

f(t, x, u) = 0.

(1.1)

Пусть заданы числа R > 0, τ > 0, a > 0 и точка u0 ∈ Rm. Пусть Ω ⊂ R × Rn

— это заданное открытое множество такое, что для точек (t, x) таких, что t ∈ [0, τ ] и
|x− x0| ≤ R, имеет место включение (t, x) ∈ Ω.

Обозначим через B(ξ, r) замкнутый шар с центром в точке ξ ∈ Rn радиуса r ≥ 0

в Rn. Положим

α := max
|x−x0|≤R

|Ψ(x)− x|, β := max
|x−x0|≤R

|Φ(x) + x− 2x0|,

R0 := a−1 max{|f(t, x, u0)| : t ∈ [0, τ ], |x− x0| ≤ R},
γ := max{|g(t, x, u)| : t ∈ [0, τ ], |x− x0| ≤ R, |u− u0| ≤ R0}.
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Предположим, что

(H1) отображение f(t, x, ·) локально липшицево для любого (t, x) ∈ Ω .

Обозначим через ∂uf(t, x, u) производную Кларка отображения f(t, x, ·) в точке u

(см. [1, § 2.6]). Предположим, что

(H2) многозначное отображение (t, x, u) 7→ ∂uf(t, x, u), (t, x) ∈ Ω, u ∈ Rm полунепре-
рывно сверху.

Приведем условия регулярности, позволяющие в задаче (0.1) снять ограничения типа
равенств.

П р е д л о ж е н и е 1.1. Пусть выполняются предположения (H1), (H2) и

(H3) inf
(t,x)∈Ω, u∈Rm

(
max{κ ≥ 0 : A ∈ ∂uf(t, x, u), Bn(0, κ) ⊂ ABm(0, 1)}

)
> a.

Тогда существует непрерывное отображение u : Ω→ Rm такое, что

f(t, x, u(t, x)) = 0, |u(t, x)− u0| ≤ a−1|f(t, x, u0)| ∀ (t, x) ∈ Ω.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Применим теорему 1.7 о неявной функции из [2]. Полагая
Σ := Ω, σ := (t, x), получаем, что выполняются условия (L1) – (L3) этой теоремы и
κ0 ≥ a. Поэтому существует искомая неявная функция u : Ω→ Rm.

Теорема 1.1. Пусть выполняются предположения (H1) – (H3) и

α + β < 2R, τγ ≤ 2R− α− β.

Тогда для задачи (1.1) существует допустимое позиционное управление, которое опре-
делено на множестве Ω.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть далее u(·) — это функция, отвечающая утверждению
предложения 1.1. Для доказательства теоремы достаточно доказать, что существует от-
вечающее управлению u(·) непрерывно дифференцируемое решение x(·) краевой задачи

ẋ = G(t, x), t ∈ [0, τ ], (t, x) ∈ Ω, Ψ(x(0)) = Φ(x(τ)). (1.2)

Здесь
G(t, x) := g(t, x, u(t, x)), (t, x) ∈ Ω.

Для доказательства разрешимости краевой задачи мы воспользуемся методом, предло-
женным в [3] для доказательства разрешимости краевых задач для автономных диффе-
ренциальных включений. Дальнейшие рассуждения подобны доказательству теоремы 1
из [3] и приводятся для полноты изложения.

Положим
M := [0, τ ]×B(x0, R).

В силу неравенства в предложении 1.1 имеем

|G(t, x)| ≤ γ ∀ (t, x) ∈M.
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Поэтому по теореме Вейерштрасса существует последовательность непрерывно диффе-
ренцируемых отображений gj : R × Rn → Rn, которая сходится равномерно к G на
множестве M и такая, что |gj(t, x)| ≤ γ для всех (t, x) ∈M и для всех номеров j .

Покажем, что для каждого j ∈ N краевая задача

ẋ = gj(t, x), Ψ(x(0)) = Φ(x(τ)), x(t) ∈ B(x0, R), t ∈ [0, τ ] (1.3)

имеет непрерывно дифференцируемое решение xj : [0, τ ]→ Rn.

Зафиксируем произвольное натуральное число j ∈ N. Из гладкости отображения
gj и того, что |gj(t, x)| ≤ γ в силу теорем о существовании и единственности решения
(см., например, [4, теоремы II.4.1, II.4.5]) следует, что для любого z ∈ B(x0, R) существу-
ет единственное решение ξ(·, z) : [0, τ ]→ Rn задачи Коши

ẋ = gj(t, x), x(0) = z, x ∈ Rn, t ∈ [0, τ ]. (1.4)

Из [5, следствие 1.10.2] вытекает непрерывность отображения ξ : M → Rn. Кроме того,
имеет место неравенство

|ξ(τ, z)− z| =
∣∣∣∣
τ∫

0

gj(t, ξ(t, z)) dt

∣∣∣∣ ≤
τ∫

0

|gj(t, ξ(t, z))| dt ≤ τγ ∀ (t, z) ∈M. (1.5)

Непрерывные отображения x 7→ Ψ(x) − x и x 7→ Φ(x) + x − 2x0, x ∈ B(x0, R),

ограничены константами α и β, т. е. |Ψ(x) − x| ≤ α и |Φ(x) + x − 2x0| ≤ β для всех
x ∈ B(x0, R). Поэтому по теореме Титце о продолжении существуют непрерывные отоб-
ражения Ψ̃, Φ̃ : Rn → Rn такие, что

|Ψ̃(x)− x| ≤ α, |Φ̃(x) + x− 2x0| ≤ β ∀x ∈ Rn;

Ψ(x) = Ψ̃(x), Φ(x) = Φ̃(x) ∀x ∈ B(x0, R).

(1.6)

Покажем теперь, что существует решение уравнения

Ψ̃(z) = Φ̃(ξ(τ, z)), z ∈ B(x0, R) (1.7)

с неизвестным z. Сделаем замену b = z − x0 и положим

Υ(b) := b− Ψ̃(b+ x0) + Φ̃(ξ(τ, b+ x0)), b ∈ B(0, R).

Тогда уравнение (1.7) принимает вид

b = Υ(b), b ∈ B(0, R). (1.8)

Для каждого b ∈ Rn, для которого |b| = R справедливо неравенство

〈b,Υ(b)〉 ≤ R2. (1.9)

Действительно, для b ∈ Rn, для которых |b| = R, имеем

〈b,Υ(b)〉 = 〈b, b+ x0 − Ψ̃(b+ x0)〉
+ 〈b, Φ̃(ξ(b+ x0, τ)) + ξ(τ, b+ x0)− 2x0〉+ 〈b, b+ x0 − ξ(τ, b+ x0)〉 − 〈b, b〉

≤ αR + βR +Rτγ −R2 ≤ 2R2 −R2 = R2.
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Здесь первое неравенство вытекает из первой строки в (1.6), из соотношения (1.5) и из
того, что |b| = R; а последнее неравенство вытекает из предположения τγ ≤ 2R− α− β .

Заметим, что
b 6= λΥ(b) ∀λ ∈ (0, 1), ∀ b ∈ Rn : |b| = R. (1.10)

Действительно, в противном случае, если b = λΥ(b) для некоторых b и λ, для которых
|b| = R и λ ∈ (0, 1), то

〈b,Υ(b)〉 = 〈b, λ−1b〉 = λ−1R2 > R2,

что противоречит (1.9).
Из (1.10) и непрерывности отображения Υ на B(0, R) по теореме Боля о неподвижной

точке (см., например, [6, § 5, теорема 7.2]) следует, что существует решение b̄ ∈ B(0, R)

уравнения (1.8). Значит, точка z̄ := x0 + b̄ является решением уравнения (1.7).
По определению функции ξ(·) функция xj(·) := ξ(·, z̄) является решением задачи

Коши (1.4). Кроме того, поскольку z̄ = xj(0), ξ(τ, z̄) = xj(τ) и z̄ является решением
уравнения (1.7), то Ψ̃(xj(0)) = Φ̃(xj(τ)). Таким образом,

ẋ(t) = gj(t, x(t)) ∀ t ∈ [0, τ ], Ψ̃(x(0)) = Φ̃(x(τ)), xj(0) = z̄ ∈ B(x0, R). (1.11)

Покажем, функция xj(·) является решением задачи (1.3).
Из первого равенства в (1.11) и того, что |gj(t, x)| ≤ γ, следует, что

|xj(t)− xj(0)| ≤ tγ, |xj(τ)− xj(t)| ≤ (τ − t)γ ∀ t ∈ [0, τ ] (1.12)

(доказательство этих неравенств аналогично рассуждениям в (1.5)).
Для t ∈ [0, τ ] имеем

2|xj(t)− x0|

≤
∣∣∣xj(t)− x(0)

∣∣∣+
∣∣∣xj(0)− Ψ̃(xj(0))

∣∣∣+
∣∣∣Φ̃(xj(τ)) + xj(τ)− 2x0

∣∣∣+
∣∣∣xj(t)− xj(τ)

∣∣∣
≤ tγ + α + β + (τ − t)γ ≤ 2R.

Здесь первое неравенство вытекает из неравенства треугольника и того, что Ψ̃(xj(0)) =

Φ̃(xj(τ)) в силу (1.11); второе неравенство вытекает из первой строки в (1.6) и из (1.12);
а последнее неравенство вытекает из предположения τγ ≤ 2R− α− β .

Из доказанного неравенства следует, что xj(t) ∈ B(x0, R) для любого t ∈ [0, τ ]. По-
этому

Ψ(xj(0)) = Ψ̃(xj(0)) = Φ̃(xj(τ)) = Φ(xj(τ)).

Здесь первое и последнее равенства вытекают из второй строки в (1.6), а второе — из
второго равенства в (1.11). Из полученного равенства, из тождества в (1.11) следует, что
функция xj(·) является решением краевой задачи (1.3).

Построенная при каждом j последовательность непрерывно дифференцируемых функ-
ций xj : [0, τ ] → Rn равномерно ограничена и равностепенно непрерывна. Это вытекает
из того, что xj(·) является решением краевой задачи (1.3) и из того, что |gj(t, x)| ≤ γ .
Поэтому, по теореме Арцела, существует равномерно сходящаяся подпоследовательность
последовательности {xj(·)}. Переходя к подпоследовательности, не ограничивая общно-
сти будем считать, что {xj(·)} сходится равномерно к некоторой функции x̄ : [0, τ ]→ Rn.
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По построению x̄(t) ∈ B(x0, R) ⊂ Ω для любого t ∈ [0, τ ]. Кроме того, из того, что
gj сходятся равномерно к G на M, а функции xj являются решениями задачи (1.3)
следует, что x̄ является решением краевой задачи (1.2). Таким образом, существующая в
силу предложения 1.1 функция u(·) является искомым управлением.

2. Управляемая система с ограничениями типа неравенств

Рассмотрим управляемую систему

ẋ = g(t, x, u), t ∈ [0, τ ]

Ψ(x(0)) = Φ(x(τ)),

h(t, x, u) ≤ 0.

(2.1)

Здесь h = (h1, ..., hs), hj : R × Rn × Rm → R, j = 1, s — это заданные непрерывные
функции.

Управляемая система (2.1) может быть сведена к управляемой системе (1.1) за счет
следующего построения. Положим

f(t, x, u) = max
j=1,s

hj(t, x, u), (t, x, u) ∈ R× Rn × Rm. (2.2)

П р е д л о ж е н и е 2.1. Пусть функция u(·) является допустимым позиционным
управлением для управляемой системы (1.1), в которой f определено по формуле (2.2)
(т. е. k = 1 и система содержит одно ограничение типа равенства ). Тогда эта же
функция u(·) является допустимым позиционным управлением для управляемой систе-
мы (2.1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть x(·) — это соответствующая управлению u(·) фазо-
вая траектория, т. е.

ẋ(t) ≡ g(t, x(t), u(t, x(t))), f(t, x(t), u(t, h(t))) ≡ 0, t ∈ [0, τ ], Ψ(x(0)) = Φ(x(τ)).

Тогда, из определения функции f следует, что

max
j=1,s

hj(t, x(t), u(t, x(t))) ≡ 0, t ∈ [0, τ ].

Значит,
hj(t, x(t), u(t, x(t))) ≤ 0 ∀ t ∈ [0, τ ].

Следовательно, u(·) является допустимым позиционным управлением для управляемой
системы (2.1).

Используя это утверждение из теоремы 1.1 выведем достаточные условия существова-
ния допустимого управления для системы (2.1).

Теорема 2.1. Предположим, что отображение h(t, x, ·) дифференцируемо для любого
(t, x) ∈ Ω и его частная производная ∂h

∂u
(·) непрерывна в каждой точке (t, x, u) ∈ Ω×Rn.

Пусть

inf

{
|A| : A ∈ conv

{
∂hj
∂u

(t, x, u) : j = 1, s

}
, (t, x) ∈ Ω, u ∈ Rm

}
> a, (2.3)

α + β < 2R, τ γ̄ ≤ 2R− α− β.
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Здесь conv — это выпуклая оболочка множества,

γ̄ := max{|g(t, x, u)| : t ∈ [0, τ ], |x− x0| ≤ R, |u− u0| ≤ R̄0},

R̄0 := a−1 max{|f(t, x, u0)| : t ∈ [0, τ ], |x− x0| ≤ R}.

Тогда для задачи (2.1) существует допустимое позиционное управление, которое опре-
делено на множестве Ω.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Зададим функцию f по формуле (2.2). Покажем, что для
функции f выполняются предположения теоремы 1.1.

Предположение (H1) выполняется в силу гладкости h по u. Предположение (H2)
вытекает из гладкости h по u, из очевидного тождества ∂uhj(t, x, u) ≡ {∂hj

∂u
(t, x, u)},

и из того, что зависимость множества активных индексов (т. е. номеров j таких, что
hj(t, x, u) = f(t, x, u) ) от (t, x, u) является полунепрерывной сверху. Предположение (H3)
вытекает из (2.3). Кроме того, имеем α+ β < 2R и τγ < 2R− α− β, поскольку γ = γ̄ и
R0 = R̄0 по построению.

Таким образом, для функции f выполняются предположения теоремы 1.1. Следо-
вательно, существует функция u(·), которая является допустимым позиционным управ-
лением для системы (2.1). В силу предложения 2.1 эта функция является допустимым
позиционным управлением для системы (1.1).

З а м е ч а н и е 2.1. Если функции hj не являются гладкими по u, а всего лишь
локально липшицевы, и многозначные отображения ∂uh

j : Ω × Rm полунепрерывны
сверху, то для функции f, определенной по формуле (2.2) предположение (H2) мо-
жет нарушаться. Действительно, пусть n = m = 2, s = 2, Ω = R2, h1(t, x, u) ≡ u,

h2(t, x, u) ≡ t2− |u+ t2|. Тогда ∂uf(0, 0, 0) = {1} и ∂uf(t, 0, 0) = [−1, 1] при t 6= 0. Значит,
предположение (H2) нарушается.
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Аннотация. В данной работе построена математическая модель на основе непрерывной
динамической системы, формализующая взаимодействие фузариевых грибов, растений
пшеницы и почвенных микроорганизмов (микофагов и сапрофагов). В работе проведен
статистический анализ имеющихся экспериментальных данных, полученных в лаборатор-
ных условиях, на основании которого решена задача о восстановлении биологически интер-
претируемых параметров построенной модели рассматриваемой экологической системы.
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Введение

В течение последних десятилетий наблюдается рост потерь урожая пшеницы, вы-
званный различными почвенными фитопатогенами, в том числе фузариевыми грибами.
В большинстве регионов России зерно заражено грибами рода Fusarium, причем в некото-
рых из них доля заражения превышает 50%. Из-за высокой изменчивости и специфической
этиологии фузариевых грибов существующие методы их контроля (обработка зерна перед
посевом, правильное хранение зерна, а также выращивание устойчивых к фузарию сортов
пшеницы) не являются достаточно эффективными.

Есть все основания полагать, что манипулируя структурой детритных пищевых сетей,
можно воздействовать на почвенную фазу фузариевых грибов, во время которой эти гри-
бы ведут себя подобно сапротрофной микрофлоре и имеют пониженную конкурентную
способность [1, 2], а также низкую устойчивость к выеданию почвенной фауной [3–5].

В данной работе ставится задача построения математической модели, позволяющей
оценить взаимное влияние фузариевых грибов, микофагов и сапрофагов друг на друга
и на биомассу пшеницы на основании экспериментальных данных. Также в работе пред-
ложена формализация воздействий на детритные пищевые цепи в исследуемой системе
путем внесения специальной смеси органических удобрений (мульчирующей смеси), яв-
ляющейся питательным субстратом для естественных антагонистов фузария, в терминах
задачи импульсного управления для рассматриваемой модели.

1. Анализ экспериментальных данных

В ходе эксперимента использовались четыре независимых друг от друга эксперимен-
тальных площадки, заполненных почвой с посевных полей. На эти площадки были выса-
жены всходы пшеницы. На условные 0-й, 21-й, 48-й и 95-й дни эксперимента на всех че-
тырех площадках в верхнем слое почвы собирались данные: биомасса фузариевых грибов
(копии генов / м 2 ), численность микофагов и сапрофагов (особи / м 2 ), а также средняя
масса растения пшеницы (граммы). На рисунке 1 представлены данные эксперимента.

Для решения задачи построения математической модели по экспериментальным дан-
ным необходимо оценить вероятностный закон, по которому они распределены. С помо-
щью критерия согласия Лиллиефорса [6] при проверке ряда гипотез о типе распреде-
ления данных установлено, что используемые экспериментальные данные распределены
лог-нормально.

Так как предположения о взаимодействии компонент системы основаны на данных по
динамике численности в течение нескольких недель, необходимо выяснить, соответству-
ют ли данным сделанные предположения. Для оценки существенности отличий между
данными в разные дни эксперимента, была проверена статистическая значимость раз-
личий между средними у рассматриваемых групп (группы сформированы по дням) с
использованием критерия Бартлетта [7]. В таблице 1 приведены вычисленные значения
распределения χ2 на уровне значимости α = 0.05 с тремя степенями свободы для дан-
ных по фузарию (χ2

3,0.05(F ) ), микофагам (χ2
3,0.05(M) ), сапрофагам (χ2

3,0.05(S) ) и пшенице
(χ2

3,0.05(B) ), а также критические значения (χ2
3,0.05(Cr) ) данного распределения. Из значе-

ний в таблице 1 можно сделать вывод, что средние для всех групп статистически значимо
различаются.
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Рис. 1. Экспериментальные данные

Таблица 1

Результаты проверки критерия Бартлетта для экспериментальных данных

χ2
3,0.05(Cr) χ2

3,0.05(F ) χ2
3,0.05(M) χ2

3,0.05(S) χ2
3,0.05(B)

7,81 85,25 15,93 11,12 27,76

2. Математическая модель

В описываемой системе предполагаются взаимодействия типа «хищник-жертва», где в
роли хищников выступают грибоядные микофаги и сапрофаги, а в роли жертв — грибы
рода Fusarium. Более того, фузариевые грибы могут размножаться вне зависимости от
условий и наличия пищи, а на количество микофагов и сапрофагов наличие пищи влияет
существенно, то есть их прирост зависит от количества фузариевых грибов в почве. Так-
же предполагается негативное влияние фузариевых грибов на биомассу пшеницы, так как
патогенный гриб поражает корни и лишает растение возможности получать необходимые
вещества и минералы. Схема описанной модели приведена на рисунке 2 (остроугольными
и прямоугольными стрелками обозначены взаимодействия, характеризуемые положитель-
ным и отрицательным, соответственно, вкладами в динамику указанных компонент).

Система дифференциальных уравнений, формализующих взаимодействие почвенных
микроорганизмов (фузарий, микофаги, сапрофаги) и растений пшеницы в соответствии с
представленной схемой, имеет следующий вид:
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Рис. 2. Схема взаимодействия организмов в рассматриваемой экологической системе

d

dt
F (t) = βFF (t)(1−

F (t)

θF
)− γFMF (t)M(t)− γFSF (t)S(t),

d

dt
M(t) = βMM(t)− βFMF (t)M(t)− µMM(t),

d

dt
S(t) = βSS(t)− βFSF (t)S(t)− µSS(t),

d

dt
B(t) =

βBB(t)(CB −B(t))

θB + γFBF (t)
,

(2.1)

где F (t),M(t), S(t) — значения плотности популяции фузария, микофагов, сапрофагов,
соответственно, а B(t) — среднее значение сухой массы растения пшеницы; в таблице 2
представлено описание параметров модели.

Для решения задачи идентификации параметров системы (2.1), в сокращенной форме
имеющей вид

Ẋ(t) = G(X),

где X = (F (t),M(t), S(t), B(t))T, G : R4 → R4 — локально липшицева функция, соответ-
ствующая правой части (2.1), применим метод максимального правдоподобия. С учетом
лог-нормального распределения данных введем функционал F , определяющий соответ-
ствие значений решения модели экспериментальным данным:

F(X) =
∑

ti∈{0,21,48,95}

4∑
j=1

(lnxj(ti, p)− ln x̃ij)
2.

Здесь ti — i -й день ( ti ∈ {0, 21, 48, 95}, i = 1, 2, 3, 4 ), переменная суммирования j отве-
чает за определенную компоненту модели, x̃ij — экспериментальные данные j -й компо-
ненты X на день ti, p — вектор параметров модели (см. таблицу 2), xj(ti, p) – значение
j -й компоненты X в момент времени ti при значениях параметров p, полученное при
решении системы (2.1). Для идентификации параметров модели необходимо решить за-
дачу минимизации функционала F относительно переменной p, предварительно оценив
области определения ее компонент, например, методом профилирования функции прав-
доподобия [8]. Результаты применения данного метода представлены в таблице 3.

Для решения задачи поиска значений p, минимизирующих функционал F , использу-
ем метод Нелдера–Мида [9]. Динамика компонент системы (2.1) при найденном значении
p представлена на рисунке 3.
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Таблица 2

Описание параметров модели (2.1)

Параметр Описание Параметр Описание
βF Скорость прироста числен-

ности фузария
βS Скорость размножения са-

профагов
θF Максимальное возможное

количества фузария
βFS Скорость воспроизводства

сапрофагов при питании
фузарием

γFM Скорость истребления фуза-
рия питающимися ими мико-
фагами

µS Скорость естественной гибе-
ли сапрофагов

γFS Скорость истребления фуза-
рия питающимися ими са-
профагами

βB Скорость увеличения био-
массы пшеницы

βM Скорость размножения ми-
кофагов

CB Максимальная возможная
биомасса пшеницы

βFM Скорость воспроизводства
микофагов при питании
фазурием

θB Порог полуингибирования
биомассы пшеницы под
действием фузария

µM Скорость естественной гибе-
ли микофагов

γFB Степень влияния фузария на
скорость увеличения биомас-
сы пшеницы

Таблица 3

Результат оценки областей определения параметров модели (2.1)

Параметр Левая граница Правая граница
βF 0,00 18802,44
θF 368,87 ∞
γFM 0,00 2,74E-05
γFS 0,00 2,17E-05
βM 0,00 22288,40
βFM 0,00 5,90E-05
µM 0,00 22286,41
βS 0,00 51995,12
βFS 0,00 3,21E-04
µS 0,00 51993,13
βB 3,20E-02 4,08E-02
CB 0,00 1,36E+07
θB 28,15 35,89
γFB 0,00 3,46E-08
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Рис. 3. Динамика компонент системы (2.1)
при идентифицированных значениях параметоров

3. Задача импульсного управления для модели (2.1)
Результаты моделирования демонстрируют возможность применения модели (2.1) для

дальнейших исследований, направленных на разработку методов контроля фузариевых
грибов в агроценозах путем внесения мульчирующих смесей, стимулирующих рост попу-
ляций естественных антагонистов фузария. Данные методы естественно формализуются,
например, в рамках задачи импульсного управления для изучаемой системы, дополненной
компонентой V, соответствующей массе мульчирующей смеси:

d

dt
F (t) = βFF (t)(1−

F (t)

θF
)− γFMF (t)M(t)− γFSF (t)S(t),

d

dt
M(t) = βMM(t)− βFMF (t)M(t)− µMM(t) + νMV (t),

d

dt
S(t) = βSS(t)− βFSF (t)S(t)− µSS(t) + νSV (t),

d

dt
B(t) =

βBB(t)(CB −B(t))

θB + γFBF (t)
+ νBV (t),

d

dt
V (t) = −V (t)(cMM(t) + cSS(t) + cBB(t)),

(3.1)

где параметры νM , νS, νB отвечают за влияние смеси на популяции микофагов и сапро-
фагов и биомассу пшеницы, соответственно; параметры cM , cS, cB определяют скорости
потребления мульчирующей смеси микофагами и сапрофагами и растениями пшеницы.
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Будем рассматривать систему (3.1) с начальным условием X(a) = X0 ∈ R5 на времен-
ном отрезке [a, b], соответствующем сезонному циклу системы. С учетом обозначения

X(t) = (F (t),M(t), S(t), B(t), V (t))T , X(t) ∈ R5,

систему (3.1) можно переписать в виде

Ẋ(t) = X0 +

∫ t

a

G(X(s))ds. (3.2)

Рассмотрим следующую задачу импульсного управления для (3.2):

Ẋ(t) = X0 +

∫ t

a

G(X(s))ds+ U(t), (3.3)

где U — управляющая функция вида (0, 0, 0, 0,
∑

∀ k χ[tk,b](t)Vk)
T , χA — характеристиче-

ская функция множества A ⊂ [a, b], {tk} ⊂ [a, b], 0 6 k 6 K ∈ N. Таким образом, раз-
личные управления U могут состоять из разного количества импульсных воздействий,
общее количество которых для каждого управления не превосходит K ∈ N.

Определим множество Y функций вида Y = X + U, где X — функция из клас-
са непрерывных вектор-функций с пятью компонентами. Множество Y образует полное
метрическое пространство относительно метрики

ρY(Y 1, Y 2) = ‖X1 −X2‖C +

∫ b

a

∣∣∣ ∑
k:t1k∈[a,b]

χ[t1k,b]
(t)V 1

k −
∑

k:t2k∈[a,b]

χ[t2k,b]
(t)V 2

k

∣∣∣dt,
где символом ‖ · ‖C обозначена норма в соответствующем пространстве непрерывных
функций. Подобная метрика была определена в работе [10] при исследовании задач им-
пульсного управления нейронными системами.

Решением задачи управления (3.3) будем считать функцию Y ∈ Y , удовлетворяющую
уравнению (3.3).

Утверждение 3.1. При любом управлении U задача (3.3) имеет единственное реше-
ние. Кроме того, если некоторая последовательность управлений U

i сходится к управ-

лению U
0 в смысле сходимости

∫ b

a

∣∣∣ ∑
k:tik∈[a,b]

χ[tik,b]
(t)V i

kdt −
∑

k:t0k∈[a,b]

χ[t0k,b]
(t)V 0

k

∣∣∣dt → 0 при

i → ∞, то последовательность решений Y
i системы (3.3), соответствующих управ-

лениям U
i
, сходится к решению Y

0
, соответствующему управлению U

0
, в метрике

пространства Y .

Справедливость данного утверждения следует из основного результата работы [10].
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Аннотация. Разрабатывается метод исследования динамики основных критериев, свя-
занных со здоровьем качества жизни (СЗКЖ), основанный на методе анализа иерархий
(МАИ) Т. Саати. Предполагается, что по существующим специфическим и неспецифи-
ческим опросникам с течением времени меняются оценки шкал (критериев) СЗКЖ, что
приводит и к изменению степени их влияния друг на друга. Это, в свою очередь, ме-
няет интегральные показатели СЗКЖ. Возникает необходимость рассматривать таблицы
динамических суждений на основе МАИ с использованием различных классов функций
времени, исходя из специфики задачи и критериев СЗКЖ. В работе предлагается новая
методика оценок СЗКЖ с учетом динамики основных характеристик МАИ.
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Проблема изучения динамики
связанного со здоровьем качества жизни

В Стратегии национальной безопасности Российской Федерации, которая определяет
цели и задачи государственной политики в области обеспечения национальной безопас-
ности и устойчивого развития страны на долгосрочную перспективу, достойное качество
жизни является одним из ее важнейших компонентов [1]. В этой связи изучение качества
жизни населения и вопросы его измерения являются одними из наиболее актуальных. Ка-
чество жизни представляет собой набор разнородных и многомерных критериев, которые
определяются зачастую эмоциональным состоянием человека, и главным здесь является
здоровье человека.

Проблеме анализа связанного со здоровьем качества жизни (СЗКЖ) посвящено боль-
шое количество работ, существует и множество методик его определения. Наиболее ин-
формативным является исследование СЗКЖ в комплексе объективных и субъективных
параметров, изменяющихся во времени, поскольку установки определенного субъекта не
являются постоянными: они меняются со временем и опытом, связаны с адаптаций, совла-
данием, оптимизмом, самоконтролем и самооценкой [2]. Оценка СЗКЖ предусматривает
сравнение значений параметров во временном (преимущественно ретроспективном) или
в пространственном (межтерриториальном или межгрупповом) аспекте. Интегральный
индекс качества жизни характеризует статическое состояние определенных субъектов в
определенный момент времени и отражает динамику измерения СЗКЖ. Это обуслов-
ливает необходимость создания адекватных математических алгоритмов и программных
средств, которые позволят по ряду критериев оценивать динамику СЗКЖ, а не только
рассчитывать отдельные статистические показатели.

Исследование динамики СЗКЖ человека по существующим специфическим и неспеци-
фическим опросникам включает то, как с течением времени меняются различные настро-
ения, симптомы и другие сферы СЗКЖ, как они влияют друг на друга. Этим вопросам
посвящено много работ специалистов медицинского профиля, рассматривающих динами-
ку СЗКЖ у пациентов как сравнение параметров шкал СЗКЖ в двух временных точках
«до» и «после лечения/реабилитации» в терминах «выше» и «ниже». При этом использу-
ются в лучшем случае t -критерий Стьюдента для определения достоверности различий
между средними значениями для двух связанных/несвязанных выборок или непарамет-
рический критерий сравнения Уилкоксона–Манна–Уитни [3–5].

Нами выявлено лишь незначительное количество работ в интересующей нас области,
использующих современный аппарат математической статистики. Так, в работе [6] прове-
ден анализ изменений СЗКЖ у пациентов до операции, через 3 мес. и 12 мес. после нее
с использованием обобщенных уравнений оценки (GEE). Этот метод позволил получить
скорректированные средние показатели СЗКЖ по отдельным шкалам опросника SF-36 с
учетом возможного влияния пола, возраста и исходного СЗКЖ на динамику показателей.

Для определения согласованности и ситуационной изменчивости индивидуальных раз-
личий параметров СЗКЖ во времени в [7] была использована модель латентных при-
знаков состояния (LST) с четырьмя доменами СЗКЖ, измеряющими латентный признак
неоднократно в течение шести месяцев с задержкой по трем переменным латентного со-
стояния. Эта модель может фиксировать длительные и систематические изменения в кон-
кретной переменной в течение длительного периода времени.
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Подобный многофакторный подход к моделированию LST обеспечивает надежные оце-
нки изменений с течением времени [8]. СЗКЖ представляется как сеть причинно-взаимо-
действующих переменных, поэтому, оценивая сетевые модели по данным, полученным ме-
тодом выборки опыта (ESM), можно выявить потенциальные динамические взаимосвязи
между наблюдаемыми переменными [9].

Доступные нам работы касаются особенностей многолетней динамики СЗКЖ у паци-
ентов, либо сравнения параметров СЗКЖ в зависимости от времени на популяционном
уровне с использованием интегральных показателей [10]. Использование метода анализа
иерархий (МАИ) для интеграции показателей СЗКЖ и структурное моделирование поз-
волило авторам выявить и явные, и латентные взаимосвязи между различными блоками
СЗКЖ [11,12].

Ученые из Нидерландов [13] предложили определять траектории СЗКЖ от двух ме-
сяцев до одного года после инсульта с использованием моделирования смеси скрытых
переменных (Latent class growth mixture modeling) и определять факторы, связанные с
принадлежностью к траектории полиномиального регрессионного анализа.

Для определения однородных субпопуляций, отличающихся временными траектори-
ями СЗКЖ, по мнению [14], уместно рассматривать параметры СЗКЖ не как непре-
рывные, а как порядковые переменные для применения смеси кумулятивных моделей со
случайным эффектом.

Можно заметить, что суждения о качестве любого объекта субъективны и могут ме-
няться в соответствии с различными ситуациями, которые в свою очередь зависят от вре-
мени. В системно-динамических моделях общая картина СЗКЖ должна рассматриваться
во времени, что может помочь управлению компонентами СЗКЖ на основе применения
сценарного подхода к моделированию.

Несмотря на значительное количество исследований по СЗКЖ пациентов, а также на
попытки оценить СЗКЖ отдельных популяций населения, в настоящее время недостаточ-
но разработан такой важный аспект, как анализ динамических характеристик показате-
лей, формирующих его интегральную оценку. Наша цель — разработать методику и дать
обоснование построения динамических оценок для сравнения шкал (критериев) СЗКЖ с
использованием основных вычислительных процедур МАИ.

1. Общие проблемы исследования СЗКЖ
и построения интегральных показателей

Проблемы исследования СЗКЖ связаны с многомерностью составляющих его шкал
и их разнородностью. Часто исследователи сталкиваются с задачей сравнения СЗКЖ у
одного индивида с течением времени или у различных групп индивидов в один и тот же
момент времени. Использование векторных критериев оценки СЗКЖ неизбежно приводит
к появлению несравнимых состояний. Поэтому для оценки и сравнения СЗКЖ первым
шагом является перевод информации о СЗКЖ из качественной в количественную, а за-
тем дальнейший анализ и использование численных показателей СЗКЖ. Метод анализа
иерархий Т. Саати [15] позволяет это делать и получать набор оценок каждого критерия
числами, которые образуют вектор приоритетов шкал СЗКЖ.

В наших исследованиях мы опираемся на структурную модель СЗКЖ, на основе ин-
формации, собранной по неспецифическому опроснику SF-36 (The Short Form-36). Модель,
описанная в [12], была построена с помощью МАИ.
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Рис. 1. Иерархическая модель СЗКЖ

Здесь приняты следующие обозначения: PHC — физический компонент здоровья, PF
— физическое функционирование; RP — ролевое функционирование, обусловленное фи-
зическим состоянием; BP — интенсивность боли; GH — общее состояние здоровья; MHC —
психологический компонент здоровья; MH — психическое здоровье; RE — ролевое функ-
ционирование, обусловленное эмоциональным состоянием; SF — социальное функциони-
рование; VT — жизненная активность; QoL — СЗКЖ.

Скаляризация векторных критериев решает проблему несравнимости. Интегральный
показатель получаем, как некоторую усредненную характеристику состояния объекта, ко-
торым является СЗКЖ. Вначале строится линейная свертка

J(w, x) = w21

4∑
i=1

w3ix3i + w22

8∑
i=5

w3ix3i, (1.1)

где x = (x31, . . . , x38) — вектор нижнего уровня иерархии СЗКЖ из рис. 1, представля-
ющий результаты анкетирования (показатели) в баллах от 0 до 100 для шкал опросника
на третьем уровне иерархии. Векторы приоритетов w2 = (w21, w28), w3 = (w31, . . . , w38),

построенные с использованием МАИ, рассматриваются, как векторы весовых коэффици-
ентов вложенной линейной свертки (1.1). После нормирования получаем интегральный
показатель

I(w, x) = J(w, x)/100. (1.2)

Очевидно, что 0 6 I(w, x) 6 1 и I(w, x) тем ближе к 1, чем выше значения x3i.

Максимум, равный 1, достигается при x3i = 100 для всех i = 1, . . . , 8.

Интегральный показатель может также служить механизмом обратной связи между
субъектами, принимающими решения для улучшения показателя СЗКЖ, и самим объек-
том управления. Интересна динамика этого показателя. Если I(w, x) рассматривать как
целевую функцию, оптимальный путь достижения максимума представляется как быст-
рейшее достижение интегральным показателем своего наибольшего значения из опреде-
ленного начального состояния. Процедура оптимального улучшения показателя СЗКЖ до
максимального, при котором все показатели 3-го уровня иерархии принимают значения
в баллах, равные 100, следующая. Любая функция векторного аргумента в направлении
градиента растет быстрее всего. Поэтому из текущего состояния вектора показателей сле-
дует двигаться в направлении градиента функции J(w, x), который представляет собой
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вектор весовых коэффициентов. Таким образом, для наибыстрейшего улучшения СЗКЖ
для каждого человека показатели восьми составляющих шкал опросника SF-36 должны
изменяться пропорционально своим весовым коэффициентам.

Проблему выбора весовых коэффициентов решает МАИ. Для случая динамических
суждений о критериях СЗКЖ они становятся функциями времени. Тогда интегральный
показатель также становится функцией времени, и вопрос его оптимизации становится
отдельной задачей, которую мы в данной статье не рассматриваем.

2. Динамические суждения МАИ

С математической точки зрения структурная модель (рис. 1) — это граф-дерево, в ко-
тором элементы СЗКЖ, как системы, распределены по уровням. Качественные суждения
экспертов, полученные на основе парных сравнений критериев СЗКЖ, преобразуются в
количественные. Для достижения этой цели на каждом уровне составляются квадратные
матрицы парных сравнений. На втором уровне это будет 2 × 2 матрица, и на третьем
уровне — две матрицы 4 × 4. Вектор весовых коэффициентов (вектор приоритетов) яв-
ляется решением линейного уравнения

Aw = λmaxw, (2.1)

где λmax — наибольшее собственное значение матрицы парных сравнений A, которое для
обратно симметричных матриц не превышает ее размерности. Поэтому отклонение λmax

от размерности матрицы служит мерой ее согласованности. Собственное число λmax и
собственный вектор матрицы (решение уравнения (2.1)) находятся методами линейной
алгебры.

Мы исходим из того, что суждения могут меняться в соответствии с различными ситу-
ациями с течением времени и, тем самым, формировать зависящую от времени матрицу
парных сравнений. Но тогда будут меняться и собственное число λmax этой матрицы, и
вектор приоритетов. Таким образом, мы приходим к необходимости решения уравнения

A(t)w(t) = λmax(t)w(t). (2.2)

Но прежде, чем перейти к уравнению (2.2), необходимо внести изменения в шкалу
сравнения критериев СЗКЖ, т. е. нужно иметь возможность в матрицу парных сравне-
ний записывать функции времени, сохраняя для них диапазон границ от 1 до 9. Этот диа-
пазон обусловлен возможным количеством сравниваемых критериев, которое не должно
превосходить 7± 2 элементов. Использовать этот предел, исходя из психологических воз-
можностей эксперта, рекомендует автор МАИ [15]. В то же время разработан математиче-
ский аппарат, позволяющий определять количественные значения критерия размерности
множеств альтернатив в экспертных оценках, проводимых методом парных сравнений, в
разных ситуациях [16].

Итак, необходимо вводить в рассмотрение функции времени, которые должны отра-
жать представления экспертов о динамике исследуемого объекта, основанные на каких
либо статистических данных, интуиции, аналогиях и т. п. В этой ситуации представляет-
ся разумным выделять классы функций, описывающие динамику процессов. Они могут
классифицироваться как постоянные, возрастающие, убывающие, колебательные и т. д.
Некоторые классы функций и связанный с ними характер изменения динамических суж-
дений об исследуемом объекте представлены в таблице [15, с. 90]. Отметим, что эта табли-
ца не может исчерпывать всех возможных вариантов изменения значений шкал СЗКЖ.
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Функции, описывающие эти изменения, всякий раз подлежат определению, а формулы
динамики в МАИ могут быть записаны, вообще говоря, для любой функции, зависящей
от переменной t.

Следующее наше замечание связано с тем, что в уравнении (2.2) желательно получить
зависимость максимального собственного значения λmax(t) и собственного вектора w(t)

матрицы A(t) в явной аналитической форме. Только это позволит проследить динамику
развития вектора приоритетов СЗКЖ во взаимосвязи с изменениями матрицы парных
сравнения. Здесь можно отметить, что собственные значения любой матрицы размерно-
сти n × n являются решения алгебраического уравнения n -го порядка. Известно, что в
квадратурах такое уравнение можно решить только для n 6 4, а для более высоких поряд-
ков следует применять приближенные методы решения. Поэтому в общей ситуации пере-
ход к динамическим суждениям в МАИ создает дополнительные трудности исследований
СЗКЖ. Но имеется возможность построения графиков для компонент вектора приорите-
тов, что делает сравнительный анализ критериев СЗКЖ наглядным.

Здесь мы запишем формулы МАИ [15, раздел 5.4] для матрицы 2× 2, которые будут
использованы дальше в иллюстративном примере динамики шкал «физический компо-
нент» и «психологический компонент» СЗКЖ на втором уровне иерархии (рис. 1). Мы
должны построить матрицу парных сравнений 2-го порядка, и сравнению между собой
подлежат критерии PHC и MHC.

Пусть для описания динамики суждений выбрана некоторая функция a(t). Для этого
случая λmax(t) ≡ 2 и, учитывая обратную симметричность матрицы парных сравнений,
уравнение (1.2) записывается в виде

w1(t) + a(t)w2(t) = 2w1(t),

w1(t)/a(t) + w2(t) = 2w2(t).
(2.3)

Тогда из первого уравнения получаем w1(t) = a(t)w2(t). Полагая, например, w2(t) = 1,

получаем w1(t) = a(t). Вектором приоритетов будет вектор w(t) = (w1(t), w2(t)), опре-
деленный из уравнения (2.3) после нормализации. Нормализация применяется для на-
глядности, т. к. степень важности (весовые коэффициенты) критериев удобно рассматри-
вать в диапазоне от 0 до 1. Для уравнений (2.3) вектор приоритетов запишется в виде
w(t)/(a(t) + 1). Выбор функции зависит от конкретной задачи.

Весь период жизни человека разобьем на периоды. Эта операция, по-видимому, должна
быть характерной для любой динамической задачи, что приведет к последовательности
матриц парных сравнений, хотя формально задача записывается одной матрицей парных
сравнений с функцией a(t), устроенной по-разному на каждом отрезке времени.

Мы выделяем следующие временные периоды жизненного пути человека:
1. t 6 20 — юность (учеба, выбор профессии);
2. 20 6 t 6 40 — молодость (работа, карьера, семья);
3. 40 6 t 6 60 — первый период зрелости (работа, семья, итоги);
4. 60 6 t 6 80 — второй период зрелости (пенсия, работа, семья);
5. 80 6 t — старость (пенсия, семья).
Примем следующие соглашения. В первом периоде физическая и психическая компо-

ненты СЗКЖ равнозначны. Во втором доминирует физическая компонента. Предпола-
гаем, что максимум доминирования в два раза приходится на 40 лет. После этого доми-
нирование физической компоненты уменьшается, и в 60 лет физическая и психическая
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компоненты СЗКЖ снова равнозначны. Далее начинается доминирование психической
компоненты, которое нарастает до 80 лет и становится в четыре раза значимее физиче-
ской. Далее это соотношение сохраняется.

Отметим, что наши рассуждения весьма условны и предназначены лишь для иллюстра-
ции динамических суждений о СЗКЖ. Выбор возрастных периодов может быть изменен
без каких-либо методических и вычислительных проблем. Для удобства описание функ-
ции в таблице динамических суждений будет сделано так, чтобы она была непрерывной.
Разрывы функции из матрицы парных сравнений будут означать катастрофические из-
менения физического или психического здоровья человека. С теоретической точки зрения
проблемы не возникнут, но на практике определить точки таких катастроф, вообще го-
воря, невозможно. Здесь могут оказаться полезными методы интервального анализа [17].
Мы ставим задачу определения численных соотношений значимости физической и психи-
ческой компонент СЗКЖ, исходя из, вообще говоря, качественных его характеристик и
соглашений.

Решение задачи:
Функция a(t) для матрицы парных сравнений для описанных выше соглашений имеет

вид.
• t 6 20 — функция a(t) = 1 постоянна;
• 20 6 t 6 60 — функция a(t) = −(t− 40)2/400 + 2 перевернутая и сдвинутая вправо

парабола, достигает максимума, равного 2, при t = 40;
• 60 6 t 6 80 — сдвинутая вправо парабола, достигает минимума, равного 1/2, при
t = 80;

• 80 6 t — функция a(t) = 1/2 постоянна.

Рис. 2. Функция динамических суждений

График функции a(t) на рис. 2 отражает динамику шкал СЗКЖ в соответствии с
принятыми соглашениями, которая, что вообще говоря, может быть выражена другой
функцией, отражающей эту динамику. Матрица парных сравнений и формулы для вы-
числения вектора приоритетов (весовых коэффициентов) представлены в таблице 1.

Таблица 1

Вычислительные процедуры МАИ
Связанное со здоровьем Физический Психический Весовой

качество жизни компонент компонент коэффициент
Физический компонент 1 a(t) w1 = a/(1 + a)

Психический компонент 1/a(t) 1 w2 = 1/(1 + a)
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Собственные значения матрицы являются решениями уравнения (1 − λ)2 − 1 = 0.

Их, очевидно, два и λmax(t) = 2. Поэтому матрица парных сравнений всегда полностью
согласована. Вектор приоритетов (нормированное решение уравнения (2.2)) определяется
равенствами

1. w1(t) = w(t) = 1/2, t 6 20;

2. w1(t) = 1 + 400/((t− 40)2 − 1200), w2(t) = −400/((t− 40)2 − 1200), 20 6 t 6 60;

3. w1(t) = 1− 800/((t− 80)2 + 1200), w2(t) = 800/((t− 80)2 + 1200), 60 6 t 6 80;

4. w1 = (t) = 1/4, w2 − (t) = 3/4 80 6 t.

Графики функций w1(t), w2(t) представлены на рис. 3 и делают анализ соотношений
шкал физического и психического здоровья достаточно наглядным.

Рис. 3. Динамика вектора приоритетов

3. Заключение

В соответствии с иерархией СЗКЖ, принятой в работе, для построения вектора при-
оритетов всей системы нужно сформировать и исследовать две матрицы 4-го порядка на
третьем уровне иерархии СЗКЖ.

Вектор приоритетов определяет значимость каждой шкалы в структуре СЗКЖ и по-
этому может быть использован в качестве весовых коэффициентов для построения ин-
тегральных показателей. Это будет скалярная функция (свертка) многих переменные.
Такие исследования для стационарного случая проводились в работе [12]. В нашем слу-
чая динамических суждений о критериях СЗКЖ интегральный показатель будет еще и
функцией времени. Исследование такой функции в качестве целевой является самостоя-
тельной задачей теории оптимизации. Результаты, полученные в ходе исследования, могут
быть использованы для интегральной оценки СЗКЖ индивида как объекта управления в
здравоохранении и социальной политики, и для выработки управляющих решений по его
улучшению.
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Введение

Основываясь на результатах общей теории функционально-дифференциальных ура-
внений [1, 2], мы продолжаем исследования [3, 4] и рассматриваем систему управления с
непрерывным и дискретным временем и дискретной памятью, сосредоточенной в заданном
наборе точек конечного промежутка. Рассматриваемая система содержит неопределен-
ность в описании операторов, реализующих управляющие воздействия. Эта неопределен-
ность является следствием случайных возмущений в предположении об их равномерном
распределении на известных интервалах. При каждой реализации случайных возмуще-
ний возникает соответствующая траектория, а в совокупности – ансамбль траекторий,
для которого дается покомпонентное вероятностное описание в виде семейства плотно-
стей вероятности, параметризованных текущим временем. В зарубежной литературе та-
кое описание связывают с построением так называемой 1-pdf-функции (first probability
density function). Подробное обсуждение роли и важности построения такой функции при
изучении случайных процессов, а также библиографию по этой тематике можно найти в
работе [5], в которой приводятся примеры построения 1-pdf-функции для процессов, опи-
сываемых обыкновенными дифференциальными уравнениями и уравнениями в частных
производных. В настоящей работе при построении этих функций для рассматриваемого
класса систем с последействием используется полученное ранее в [3] представление опе-
ратора Коши, дающего представление решений рассматриваемой системы. Предлагаемое
вероятностное описание возмущений для траекторных переменных позволяет находить их
стандартные характеристики, включая математическое ожидание и дисперсию, а также
весь возможный диапазон значений. Полученные для описания плотностей вероятности
соотношения допускают эффективную компьютерную реализацию. В заключение приво-
дится иллюстрирующий пример.

1. Описание системы. Постановка задачи

Следуя обозначениям работы [3], введем банаховы пространства, в которых рассматри-
ваются операторы и уравнения, и дадим описание основной системы. Зафиксируем конеч-
ный отрезок [0, T ] ⊂ R. Обозначим через Ln = Ln[0, T ] пространство суммируемых функ-

ций v : [0, T ]→ Rn с нормой ‖v‖Ln =

∫ T

0

|v(s)|n ds, где символ | · |n обозначает норму в

Rn ; Lr2 = Lr2[0, T ] — пространство квадратично суммируемых функций v : [0, T ]→ Rr со

скалярным произведением 〈u, v〉 =
T∫
0

u′(s) · v(s) ds ( (·)′ — символ транспонирования);

ACn = ACn[0, T ] — пространство абсолютно непрерывных функций x : [0, T ] → Rn

с нормой ‖x‖ACn = |x(0)|n + ‖ẋ‖Ln . Далее фиксируем множество J = {t0, t1, . . . , tµ},
0 = t0 < t1 < . . . < tµ = T. Обозначим через FDν(µ) = FDν{t0, t1, . . . , tµ} пространство
функций дискретного аргумента z : J → Rν с нормой ‖z‖FDν(µ) =

∑µ
i=0 |z(ti)|ν .

Рассматривается непрерывно-дискретная система управления с дискретной памятью

ẋ(t) =
∑
j: tj<t

Aj(t)x(tj) +
∑
j: tj<t

Bj(t)z(tj) + (Fu)(t), t ∈ [0, T ], (1.1)

z(ti) =
∑
j<i

Dij x(tj) +
∑
j<i

Hij z(tj) + (Gu)(ti) , i = 1, . . . , µ. (1.2)

Здесь столбцы (n × n) -матриц Aj и (n × ν) -матриц Bj принадлежат пространству
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Ln ; Dij и Hij — постоянные матрицы размерности (ν × n) и (ν × ν) соответственно;
F : Lr2 → Ln, G : Lr2 → FDν(µ) — линейные ограниченные вольтерровы [2] операторы.
Дискретность памяти всех операторов, действующих на фазовые переменные в правой
части системы (1.1)–(1.2), определяется их конструкцией.

Для системы (1.1)–(1.2) с заданным начальным состоянием

x(0) = α, z(0) = δ (1.3)

ставится задача управления, в которой цель управления задается равенством

`(x, z) = β ∈ RN , (1.4)

где ` : ACn × FDν(µ)→ RN — линейный ограниченный вектор-функционал.
Результаты об условиях разрешимости задачи (1.1)–(1.4) в классе программных управ-

лений для случая отсутствия ограничений на управление и для случая поточечных по-
лиэдральных ограничений представлены в работах [4, 6–8]. Здесь мы исследуем вопрос
о влиянии случайных возмущений операторов F и G на компоненты траекторных пе-
ременных x и z при известном управлении u. Без ограничения общности всюду ниже
будем считать нулевым начальное состояние системы: α = 0, δ = 0.

Определим вид возмущений в действии операторов F и G, ограничиваясь распро-
страненным в прикладных задачах случаем, когда случайные возмущения описываются
постоянными случайными параметрами:

(Fu)(t) = (F0u)(t) + ∆F · u(t), t ∈ [0, T ] ,

(Gu)(tj) = (G0u)(tj) + ∆Gj ·
∫ tj

0

u(s) ds, j = 1, . . . , µ,

где ∆F и ∆Gj — матрицы размерности n × r и ν × r, соответственно, элементы ∆F ik

и ∆Gik
j которых являются случайными величинами, распределенными равномерно на

отрезках [aik, bik] и [aikj , b
ik
j ], соответственно. Для сокращения записи это предположение

будем записывать в виде ∆F ik ∼ U ik и ∆Gik
j ∼ U ik

j . Предполагается, что операторы F0

и G0 реализуют управляющие воздействия без искажений.
Система (1.1)–(1.2) является частным случаем общей непрерывно-дискретной систе-

мы, детально рассмотренной в [9]. Теорема 1 [9] дает для решения системы (1.1)–(1.2) с
нулевыми начальными значениями представление(

x

z

)
= C

(
Fu

Gu

)
=

(
C11 C12
C21 C22

)(
Fu

Gu

)
, (1.5)

где z = col(z(t1), . . . , z(tµ), C — оператор Коши c блочными компонентами Cij, i, j = 1, 2,

действующими следующим образом:

C11 : Ln → ACn; C12 : Rνµ → ACn; C21 : Ln → Rνµ; C22 : Rνµ → Rνµ.

Для рассматриваемого случая явное представление всех компонент Cij в терминах мат-
ричных параметров системы (1.1)–(1.2) получено в [3]. Ниже мы воспользуемся следую-
щими представлениями компонент Cij :

(C11f)(t) =

t∫
0

C11(t, s)f(s) ds; (C12g)(t) =

t∫
0

∑
j: tj<t

C12(tj, s) g(tj) ds, t ∈ [0, T ];
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Ci21f =

ti∫
0

∑
j<i

Ci
21(tj, s)f(s) ds; Ci22g =

∑
j≤i

Ci
22(j) g(tj), i = 1, . . . , µ.

Верхний индекс в обозначениях компонент Ci22 и Ci22 соответствует номеру столбца раз-
мерности ν в столбце из Rνµ.

Наша задача состоит в том, чтобы для каждой компоненты xi(t), каждой компонен-
ты zi(tj) и фиксированного момента времени ( t ∈ (0, T ] для xi и tj, j = 1, . . . , µ, для
zi ) построить соответствующую функцию плотности вероятности для их случайных воз-
мущений. Каждая компонента содержит детерминированную составляющую x0i (t), z

0
i (tj),

соответствующую операторам F0 и G0, и случайную составляющую ξi(t), ηi(tj), соот-
ветствующую матрицам ∆F и ∆Gj :

xi(t) = x0i (t) + ξi(t); zi(tj) = z0i (tj) + ηi(tj).

Отметим, что предположение о равномерном распределении возмущений соответствует
случаю минимальной информации о частотах, с которой реализуются конкретные значе-
ния. В отличие от нормального распределения, равномерное распределение не сохраняет
свой вид при линейных преобразованиях. Особо отметим, что решение рассматриваемой
задачи позволяет в каждом временном сечении точно указывать диапазон возможных
значений для компонент траектории.

2. Вспомогательные построения. Компонента с непрерывным временем

С учетом представления (1.5) для ξi(t) имеем

ξi(t)=

t∫
0

n∑
`=1

r∑
k=1

Ci`
11(t, s)uk(s) ds∆F `k +

∑
j:tj<t

ν∑
`=1

r∑
k=1

t∫
0

Ci`
12(tj, s) ds

tj∫
0

uk(τ) dτ ∆G`k
j . (2.1)

Здесь верхние индексы у компонент оператора Коши используются как обычно: первый
индекс — номер строки, второй — номер столбца соответствующей матрицы. Для более
лаконичной записи этого представления введем обозначения

11θi`k(t) =

t∫
0

Ci`
11(t, s)uk(s) ds;

12θij`k(t) =

t∫
0

Ci`
12(tj, s) ds

tj∫
0

uk(τ) dτ,

с использованием которых представление (2.1) принимает вид

ξi(t) =
n∑
`=1

r∑
k=1

11θi`k(t) ∆F `k +
∑
j:tj<t

ν∑
`=1

r∑
k=1

12θij`k(t) ∆G`k
j . (2.2)

Занумеруем все слагаемые в этой линейной комбинации случайных величин ∆F `k и
∆G`k

j последовательно с помощью единого индекса q по следующему правилу: 1) сначала
в первой двойной сумме начиная с ` = 1 и нумеруя по k = 1, . . . , r, затем для ` = 2, на-
чиная с r+1, . . . и так далее, заканчивая присвоением номера q = n ·r; 2) затем во второй
тройной сумме — по описанному правилу. При этом сами случайные величины обозначим
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dq, а коэффициенты при них, зависящие от времени, — ϕiq(t). Теперь представление (2.2)
записывается в виде

ξi(t) =
N∑
q=1

ϕiq(t) · dq. (2.3)

Здесь N = n · r + ν · µ · r. Указанным выше способом перенумеровываются также па-
раметры и обозначения равномерных распределений случайных величин, таким образом,
dq ∼ U [aq, bq]. Представим dq в виде

dq = (bq − aq)cq + aq,

где cq ∼ U [0, 1]. Подставляя это выражение в (2.3), получаем для ξi(t) представление
в виде суммы линейной комбинации случайных величин, распределенных равномерно на
отрезке [0, 1], и детерминированного числа:

ξi(t) =
N∑
q=1

ϕiq(t) · (bq − aq) · cq + σi(t) , (2.4)

где

σi(t) =
N∑
q=1

ϕiq(t) · aq. (2.5)

В пределах этого раздела мы считали зафиксированными индекс i и момент времени t,

сохраняя их во всех определяющих соотношениях. Для случайной величины ξi(t) требу-
ется вывести соотношение, определяющее ее плотность вероятности fξi(y, t).

3. Вспомогательные построения. Компонента с дискретным временем

Обратимся теперь к компоненте с дискретным временем. Для ηi(tj) имеем

ηi(tj) =
n∑

m=1

r∑
k=1

µ∑
`=1

ijQ`m
21 ·

t`∫
0

uk(s) ds ·∆Fmk

+
ν∑

m=1

r∑
k=1

µ∑
`=1

ijQ`m
22 ·

t`∫
0

uk(s) ds ·∆Gmk
` .

(3.1)

Здесь мы воспользовались представлением компонент C21 и Ci22 оператора Коши в виде
(см. [10])

C21f = Q21 ·
( t1∫

0

f(s) ds, . . . ,

tµ∫
0

f(s) ds
)′

; C22g = Q22 ·
(
g(t1), . . . , g(tµ)

)′
,

где Q21 и Q22 — постоянные матрицы размерности (µ · ν) × (µ · n) и (µ · ν) × (µ · ν),

соответственно. Поясним индексацию элементов в матрице Q21 : в обозначении ijQ`m
21 i

— номер строки в j -й группе ν -мерных строк, ` — номер группы n элементов в i -й
строке, m — номер элемента в указанной группе. Такая же нумерация используется в
обозначении ijQ`m

22 .
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Для более лаконичной записи этого представления введем обозначения

21θijmk = ijQ`m
21 ·

t`∫
0

uk(s) ds;
22θij`mk = ijQ`m

22 ·
t`∫

0

uk(s) ds ,

с использованием которых представление (3.1) принимает вид

ηi(tj) =
n∑

m=1

r∑
k=1

21θijmk ∆Fmk +
ν∑

m=1

r∑
k=1

µ∑
`=1

22θij`mk ∆Gmk
` .

Применим к этой линейной комбинации случайных величин ∆Fmk и ∆Gmk
` способ

нумерации слагаемых, использованный ранее в выражении для компоненты ξi(t), с по-
мощью единого индекса q по следующему правилу: 1) сначала в первой двойной сумме
начиная с m = 1 и нумеруя по k = 1, . . . , r, затем для m = 2, начиная с r + 1, . . . и так
далее, заканчивая присвоением номера q = n · r; 2) затем во второй тройной сумме — по
описанному правилу. При этом сами случайные величины обозначим eq, а коэффициенты
при них, зависящие от дискретного времени, — ψiq(tj). Теперь последнее представление
записывается в виде

ηi(tj) =
N∑
q=1

ψiq(tj) · eq. (3.2)

Здесь, как и в (2.4), N = n · r + µ · ν · r. Указанным выше способом перенумеровываются
также параметры и обозначения равномерных распределений случайных величин, таким
образом, eq ∼ U [aq, bq]. Представим eq в виде

eq = (bq − aq)cq + aq,

где cq ∼ U [0, 1]. Подставляя полученное выражение в (3.2), получаем для ηi(tj) пред-
ставление в виде суммы линейной комбинации независимых случайных величин, распре-
деленных равномерно на отрезке [0, 1], и детерминированного числа:

ηi(tj) =
N∑
q=1

ψiq(tj) · (bq − aq) · cq + ωi(tj), (3.3)

где

ωi(tj) =
N∑
q=1

ψiq(tj) · aq. (3.4)

Для случайной величины ηi(tj) требуется вывести соотношение, определяющее ее плот-
ность вероятности fηi(y, tj).

4. Основной результат

Для формулировки основного результата о плотности вероятности для возмущений ξ

и η введем два полиэдральных множества, которые строятся по системам функций ϕq,

q = 1, . . . , N и ψq, q = 1, . . . , N, соответственно (см. (2.4), (3.3)).
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Для каждого y1 ∈ R определим в RN−1 полиэдральное множество Mi(y1, t) :

Mi(y1, t) =
{

(y2, . . . , yN)′ ∈ RN−1 : 0 ≤ yq ≤ 1, q = 2, . . . , N ;

1

ϕi1(t) · (b1 − a1)
· y1 − 1 ≤

N∑
q=2

ϕiq(t) · (bq − aq)
ϕi1(t) · (b1 − a1)

· yq ≤
1

ϕi1(t) · (b1 − a1)
· y1
}
.

(4.1)

Аналогичным образом определим полиэдральное множество Ni(y1, tj) :

Ni(y1, tj) =
{

(y2, . . . , yN)′ ∈ RN−1 : 0 ≤ yq ≤ 1, q = 2, . . . , N ;

1

ψi1(tj) · (b1 − a1)
· y1 − 1 ≤

N∑
q=2

ψiq(tj) · (bq − aq)
ψi1(tj) · (b1 − a1)

· yq ≤
1

ψi1(tj) · (b1 − a1)
· y1
}
.

(4.2)

Теорема 4.1. При каждом t ∈ [0, T ] таком, что ϕi1(t) 6= 0, функция fξi(y1, t) ком-
поненты ξi определяется равенством

fξi(y1, t) =
VN−1[Mi(y1 − σi(t), t)]
|ϕi1(t)| · (b1 − a1)

, (4.3)

где VN−1[M] — мера Лебега множества M ⊂ RN−1, полиэдральное множество Mi

определено равенством (4.1), функции ϕiq(t), q = 1, . . . , N определены равенством (2.4),
σi(t) — равенством (2.5).

При каждом tj, j = 1, . . . , µ, таком, что что ψi1(tj) 6= 0, функция fηi(y1, tj) компо-
ненты ηi определяется равенством

fηi(y1, tj) =
VN−1[Ni(y1 − ωi(tj), tj)]
|ψi1(tj)| · (b1 − a1)

,

где полиэдральное множество Ni определено равенством (4.2), функции ψiq(tj), q =

1, . . . , N, определены равенством (3.3), ωi(tj) — равенством (3.4).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Доказательство проведем для компоненты ξi, для компо-
ненты ηi доказательство проводится аналогично. Определим линейное отображение
Fi(·, t) : RN → RN , Fi(c, t) = col(Fi

1(c, t), . . . ,F
i
N(c, t)) равенством

Fi
1(c, t) =

N∑
q=1

ϕiq(t) · (bq − aq) · cq; Fi
q(c, t) = cq, q = 2, . . . , N.

При условии ϕi1(t) 6= 0 отображение Fi(·, t) имеет обратное Φi(y, t) = (Fi)−1(y, t) =

col(Φi
1(y, t), . . . ,Φ

i
N(y, t)), (y = col(y1, . . . , yN)),

Φi
1(y, t) =

1

ϕi1(t) · (b1 − a1)
·
(
y1 − ϕi2(t) · (b2 − a2)y2 − . . . − ϕiN(t) · (bN − aN)yN

)
;

Φi
q(y, t) = yq, q = 2, . . . N.

Воспользуемся известным утверждением о виде функции распределения для преобра-
зования системы случайных величин (см., например, представление (6.13), с. 131 в [11] ),
в силу которого имеем

fξi(y1, . . . , yN , t) =

{
fc(Φ

i(y, t)) · 1
|ϕi1(t)|·(b1−a1)

, y : Φi(y, t) ∈ [0, 1]N ,

0, y : Φi(y, t) /∈ [0, 1]N .
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Здесь fc — плотность вероятности системы N независимых равномерно распределенных
на отрезке [0, 1] случайных величин. Переходя к предельной по отношению к y2, . . . , yN
плотности вероятности, получаем для искомого распределения:

fξi(y1, t) =

1∫
0

. . .

1∫
0

fξi(y1, . . . , yN , t) dy2 . . . dyN .

Отметим, что из определения функции fξi(y1, . . . , yN) следует, что при каждом y1 инте-
грал в правой части представляет собой интеграл от единицы по полиэдральному множе-
ству Mi(y1, t), умноженный на дробь 1

|ϕi1(t)|·(b1−a1)
. Таким образом, окончательно получаем

равенство (4.3).
Доказательство для компоненты возмущения с дискретным временем повторяет при-

веденное доказательство с заменой всюду функций ϕiq(t) функциями ψiq(tj).

Отметим, что задача нахождения объема полиэдрального множества решается точно
(например, средствами системы компьютерной алгебры Maple), если все коэффициенты
и правые части линейной системы неравенств, определяющих полиэдральное множество,
являются рациональными числами. Это дает возможность находить значения функций
fξi(y1, t) и fηi(y1, tj) в рациональных точках с любой степенью точности.

5. Пример

Рассмотрим систему

ẋ(t) = 0.5x(0) + 0.5 sin(t)χ(1,4](t)x(1) + 0.1 exp(−0.1t)χ(2,4](t)x(2) + 0.1t2χ(3,4](t)x(3)

+0.3tz(0) + 0.2χ(1,4](t)z(1) + 0.1 t2χ(2,4](t)z(2) + 0.15χ(3,4](t)z(3) + ∆F · u(t), t ∈ [0, 4],

z(i) = 0.4x(0) + 0.5χ(1,4](i)x(1) + 0.4χ(2,4](i)x(2) + 0.3χ(3,4](i)x(3) + 0.2 z(0) + 0.2χ(1,4](i)z(1)

+0.3χ(2,4](i)z(2) + 0.15χ(3,4](i)z(3) + ∆Gi ·
i∫

0

u(s)ds, i = 1, ..., 4.

Для этой системы имеем (см. [3]):

(C11f)(t) =

∫ t

0

{ 1 +

∫ t

s

[ 0.5 sin(τ)χ(1,4](τ) + (0.050000000τ 2

+ 0.070807342 exp(−0.1τ))χ(2,4](τ) + (0.139984405 + 0.162851600 τ 2)χ(3,4](τ) ]χ[0,1](s) +

+ [ 0.1 exp(−0.1τ)χ(2,4](τ) + (0.060000000 + 0.025918178 τ 2)χ(3,4](τ) ]χ[0,2](s)

+ [ 0.1 τ 2 χ(3,4](τ) ]χ[0,3](s)} dτ f(s) ds ,

(C12 g)(t) =

∫ t

0

{ [ 0.200000000χ(1,4](s) + (0.040000000 exp(−0.1s) + 0.020000000 s2)χ(2,4](s) +

+ (0.630000000 + 0.088367271 s2)χ(3,4](s)] g(1) + [ 0.100000000 s2χ(2,4](s) +

+ (0.045000000 + 0.089999999 s2)χ(3,4](s)] g(2) + [ 0.150000000χ(3,4](s)] g(3) } ds ,
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C21f =



0

0.500000000

∫ 1

0

f(s) ds

0.933229367

∫ 1

0

f(s) ds+ 0.400000000

∫ 2

0

f(s) ds

1.795075907

∫ 1

0

f(s) ds+ 0.637754534

∫ 2

0

f(s) ds+ 0.300000000

∫ 3

0

f(s) ds


,

C22g =


g(1)

0.200000000 g(1) + g(2)

0.420000000 g(1) + 0.300000000 g(2) + g(3)

0.853101814 g(1) + 0.690000000 g(2) + 0.400000000 g(3) + g(4)

 .

Здесь числовые значения приведены с точностью до 10−9.

Зафиксируем управление u(t) = t(4− t) и зададим aq = −0.1, bq = 0.1, q = 1, . . . , 4.

В таком случае представление (2.4) для ξ принимает вид

ξ(t) = ϕ1(t) · 0.2 · c1 + . . .+ ϕ4(t) · 0.2 · c4 + σ(t),

где
ϕ1(t) = 5.110544 · χ(2,4](t) + 2 · t2 − 0.333333 · t3 − 13.446769 · χ(3,4](t)

+0.450252 · χ(1,4](t)− 6.513456 · χ(2,4](t) · exp(−0.100000 · t)

−0.833333 · χ(1,4](t) · cos(t) + 0.553307 · χ(3,4](t) · t+ 0.027778 · χ(2,4](t) · t3

+0.436550 · χ(3,4](t) · t3;

ϕ2(t) = 0.049093 · χ(3,4](t) · t3 + 1.050000 · χ(3,4](t) · t− 4.475509 · χ(3,4](t)

+0.011111 · χ(2,4](t) · t3 − 0.666667 · χ(2,4](t) · exp(−0.100000 · t)

+0.456932 · χ(2,4](t) + 0.333333 · χ(1,4](t) · t− 0.333333 · χ(1,4](t);

ϕ3(t) = 0.160000 · χ(3,4](t) · t3 + 0.240000 · χ(3,4](t) · t

−5.040000 · χ(3,4](t) + 0.177778 · χ(2,4](t) · t3 − 1.422222 · χ(2,4](t);

ϕ4(t) = 1.350000 · χ(3,4](t) · t− 4.050000 · χ(2,4](t);

σ(t) = −0.002338 · χ(1,4](t)− 0.063866 · χ(3,4](t) · t+ 0.540245 · χ(3,4](t)

−0.006667 · χ(1,4](t) + 0.006667 · t3 − 0.040000 · t2 − 0.082905 · χ(2,4](t)

−0.012913 · χ(3,4](t) · t3 − 0.004333 · χ(2,4](t) · t3

+0.143602 · χ(2,4](t) · exp(−0.100000 · t) + 0.016667 · χ(1,4](t) · cos(t).

Здесь и ниже числовые значения приведены с точностью до 10−6.

Представление о функции плотности вероятности для возмущения ξ компоненты с
непрерывным временем дает рис. 1, на котором изображены четыре сечения этой функции.
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Рис. 1. Сечения fξ(y, 1/2), fξ(y, 3/2), fξ(y, 5/2), fξ(y, 7/2)

Для возмущения η компоненты с дискретным временем ограничимся сечением фун-
кции fη(y, tj) при tj = 3. В таком случае представление (3.3) принимает вид

η(3) = ψ1(3) · 0.200000 · c1 + . . .+ ψ4(3) · 0.200000 · c4 + ω(3),

где
ψ1(3) = 0.737743, ψ2(3) = 0.140000, ψ3(3) = 0.320000, ψ4(3) = 1.800000,

ω(3) = −1.498872.

На рис. 2 плотность вероятности fη(y, 3) изображена так, как она выглядит при по-
следовательном вычислении объема полиэдральных множеств N

(
y1 − ω(3), 3

)
с шагом

0.1 по y1.

Рис. 2. Сечение fη(y, 3)
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Введение

Напомним понятия метрического и квазиметрического пространств. Пусть задано не-
пустое множество X и функция ρ : X × X → R+. Здесь R+ — это множество неот-
рицательных чисел. Как известно, функция ρ называется метрикой, а пара (X, ρ) —
метрическим пространством, если имеют место следующие аксиомы:

1. ρ(x, y) = 0⇔ x = y (аксиома тождества);

2. ρ(x, y) = ρ(y, x) ∀x, y ∈ X (аксиома симметрии);

3. ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z) ∀x, y, z ∈ X (неравенство треугольника).
Функцию ρ называют квазиметрикой, а пару (X, ρ) — квазиметрическим пространством,
если для ρ выполняются аксиома тождества и неравенство треугольника (см., например,
[1]).

Пусть заданы числа q1 ≥ 1 и q2 ≥ 1. Рассмотрим еще одну аксиому для функции ρ

3′. ρ(x, z) ≤ q1ρ(x, y) + q2ρ(y, z) ∀x, y, z ∈ X.

Функцию ρ называют (q1, q2) -квазиметрикой, а пару (X, ρ) — (q1, q2) -квазиметричес-
ким пространством, если для ρX выполняются аксиомы 1 и 3′ (см., например, [1, с. 527]).
Очевидно, что (1, 1) -квазиметрика является квазиметрикой, а (1, 1) -квазиметрическое
пространство является квазиметрическим пространством.

Понятия фундаментальности и сходимости последовательностей, а также полноты про-
странства, хорошо известны для метрических пространств. Поэтому здесь они не приво-
дятся. Определения этих понятий для квазиметрических пространств вводятся в следую-
щем параграфе.

Важную роль в анализе играет вариационный принцип Экланда — утверждение о
свойствах функций на метрических пространствах. Напомним его. Пусть (X, ρ) — полное
метрическое пространство, U : X → R ∪ {+∞} собственный функционал, т. е.

{x ∈ X : U(x) 6= +∞} 6= ∅.

Предположим, что функционал U полунепрерывен снизу и ограничен снизу.

Теорема 0.1. Для любых ε > 0, λ > 0 и для любого x0 ∈ X такого, что U(x0) ≤
ε+ inf

x∈X
U(x), существует точка x̄ ∈ X, удовлетворяющая неравенствам

U(x̄) ≤ U(x0), ρ(x̄, x0) ≤ λ,

U(x̄) < U(x) +
ε

λ
ρ(x, x̄) ∀x ∈ X \ {x̄}.

Результаты, связанные с поиском минимумов функций и решений уравнений в мет-
рических пространствах, имеют широкий спектр применений в различных областях ана-
лиза, включая нелинейный анализ (см., например, [2, гл. II, X] и [3]), оптимизацию (см.,
например, [4,5]), оптимальное управление (см., например, [6–8]), теорию дифференциаль-
ных включений (см., например, [7]), теорию точек совпадения и накрывающих отображе-
ний [5, 9–13]) и математическую экономику (см., например, [14]). Существует множество
обобщений и модификаций вариационных принципов, которые позволяют получить вы-
шеупомянутые результаты (см., например, [15–19]).
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Приведенная теорема имеет разные обобщения (см., например, [15,17,20]), однако оста-
ется еще много интересных и важных пространств и классов функций, для которых ана-
логи вариационного принципа еще не получены. Настоящая работа посвящена обобщению
вариационного принципа Экланда для функций, которые определены на квазиметриче-
ском пространстве, без априорного предположения ограниченности функций снизу. Для
метрических пространств аналогичный результат был получен в [19].

1. Предварительные сведения

Пусть (X, ρ) — это заданное квазиметрическое пространство. Напомним ряд опреде-
лений, связанных с этим понятием. Функция

ρ(x, y) := ρ(y, x), x, y ∈ X

называется сопряженной квазиметрикой к квазиметрике ρ(x, y).

О п р е д е л е н и е 1.1. Последовательность {xi} ⊂ X называется сходящейся к
точке x ∈ X, если

∀ ε > 0 ∃N ∈ N : ρX(x, xi) < ε ∀ i > N.

О п р е д е л е н и е 1.2. Последовательность {xi} ⊂ X называется фундаменталь-
ной, если

∀ ε > 0 ∃N ∈ N : ρX(xj, xi) < ε ∀ i > j > N.

О п р е д е л е н и е 1.3. Квазиметрическое простанство (X, ρ) называется полным,
если любая фундаментальная последовательность в нем сходится.

О п р е д е л е н и е 1.4. Квазиметрическое простанство (X, ρ) называется сопряжен-
но-полным, если любая фундаментальная относительно квазиметрики ρ последователь-
ность сходится относительно метрики ρ.

Понятие сопряженной полноты возникает во многих случаях. Приведем пример ква-
зиметрического пространства, которое является сопряженно-полным, но не является пол-
ным.

П р и м е р 1.1. Рассмотрим квазиметрику Зоргенфрея на X = R+,

ρ(x, y) =

{
|x− y|, x ≤ y,

1, x > y.

Проверим, что пространство является сопряженно-полным. Пусть xn сопряженно-
фундаментальная последовательность. Тогда для любого ε > 0 существует N такой,
что для любого n > N выполняется ρ(xj, xi) < ε для любых j > i > N. По опре-
делению квазиметрики Зоргенфрея, это означает, что существует номер N такой, что
последовательность {xN , xN+1, ...} является монотонно убывающей и ограниченная сни-
зу. Несложно проверить, что точная нижняя граница этой последовательности является ее
пределом (относительно квазиметрики ρ ). Следовательно, пространство (X, ρ) является
сопряженно-полным.

Рассмотрим теперь последовательность yn = 1 − 1
n
, n = 1, 2, . . . . Она является фун-

даментальной относительно квазиметрики ρ, она не является фундаментальной отно-
сительно квазиметрики ρ и не сходится относительно квазиметрики ρ. Следовательно,
пространство (X, ρ) не является полным.
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Пусть x0 ∈ X и r ∈ R+. Определим замкнутый и открытый шары как

B(x0, r) := {x ∈ X : ρ(x0, x) ≤ r}, O(x0, r) := {x ∈ X : ρ(x0, x) < r}.

Аналогично определим сопряженные шары:

B(x0, r) := {x ∈ X : ρ(x0, x) ≤ r}, O(x0, r) := {x ∈ X : ρ(x0, x) < r}.

Пусть теперь (X, ρ) — сопряженно-полное квазиметрическое пространство. Для любой
функции U : X → R ∪ {+∞} положим

γ(A) := inf
x∈A

U(x), A ⊂ X, A 6= ∅.

Будем предполагать, что γ(A) может принимать значения −∞ или +∞.
Через Ω(X) будем обозначать множество всех функций U : X → R ∪ {+∞} таких,

что γ(A) > −∞ для любого непустого ограниченного множества A ⊂ X. Для U ∈ Ω(X),

положим domU := {x ∈ X : U(x) < +∞}. Отметим, что любая ограниченная снизу
функция U лежит в Ω(X).

В [20] было получено следующее обобщение вариационного принципа Экланда.

Теорема 1.1. Пусть пространство (X, ρ) сопряженно-полно, а функция U : X →
R∪{+∞} является собственной ограниченной снизу и полунепрерывной снизу. Тогда для
любого ε > 0 и для любого x0 ∈ X, для которых

f(x0) ≤ inf
x∈X

U(x) + ε,

существует точка x̄ ∈ X такая, что

U(x̄) ≤ U(x0), ρ(x̄, x0) ≤ λ, (1.1)

U(x̄) < U(x) +
ε

λ
ρ(x, x̄) ∀x ∈ X \ {x̄}.

З а м е ч а н и е 1.1. В статье [20] сопряженную полноту называют правой ρ − K -
полнотой (right ρ − K -completeness). Также подчеркнуто, что топология, порожденная
квазиметрикой, удовлетворяет аксиоме отделимости T1. У нас же аксиома T1 является
прямым следствием определения квазиметрики. Это объясняется тем, что в [20] понятие
квазиметрики слабее, чем здесь. А именно, в определении квазиметрики в [20] аксиома 1

заменена более слабым условием:

ρ(x, y) = ρ(y, x) = 0 =⇒ x = y ∀x, y ∈ X.

2. Основной результат

Теорема 1.1 применима только к ограниченным снизу функциям. Результат, который
мы сформулируем ниже, применим для более широкого класса функций, включающий в
себя многие функции неограниченные снизу.

Пусть (X, ρ) — это заданное квазиметрическое пространство.
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Теорема 2.1. Пусть квазиметрическое пространство (X, ρ) сопряженно-полно,
функция ρ полунепрерывна сверху по первому аргументу, функция U : X → R ∪ {+∞}
полунепрерывна снизу и U ∈ Ω(X). Тогда для любого x0 ∈ domU, для любой функции
ε : R+ → (0,+∞) такой, что

U(x0) ≤ γ(B(x0, r)) + ε(r) ∀ r > 0, (2.1)

и для любого λ > 0 существует точка x̄ ∈ X такая, что выполняется (1.1), т. е.
U(x̄) ≤ U(x0) и ρ(x0, x̄) ≤ λ, и имеет место

U(x̄) < U(x) +
ε(λ)

λ
ρ(x, x̄) ∀x ∈ X \ {x̄}. (2.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Возьмем произвольные точку x0 ∈ X, функцию ε : R+ →
(0,+∞), удовлетворяющую (2.1), и число λ > 0. Положим

Xλ :=

{
x ∈ X : U(x) +

ε(λ)

λ
ρ(x, x0) ≤ U(x0)

}
, λ > 0.

Докажем, что множество Xλ замкнуто. Возьмем произвольную последовательность
{xn} ⊂ Xλ и точку x ∈ X такую, что xn → x. Поскольку функция U полунепрерывна
снизу, для любого δ > 0 существует номер N(δ) такой, что U(x) ≤ U(xn) + δ при всех
n > N(δ). Имеем

U(x) +
ε(λ)

λ
ρ(x, x0) ≤ U(xn) + δ +

ε(λ)

λ
ρ(x, x0)

≤ U(xn) + δ +
ε(λ)

λ
ρ(x, xn) +

ε(λ)

λ
ρ(xn, x0)

для любых δ > 0, n > N(δ). Здесь первое неравенство следует из полунепрерывности сни-
зу функции U, второе следует из неравенства треугольника. Из определения множества
Xλ, полунепрерывности сверху функции ρ по первому аргументу, переходя к пределу при
n→∞, а затем переходя к пределу при δ → 0, получим

U(x) +
ε(λ)

λ
ρ(x, x0) ≤ U(x0).

Тем самым установлено, что x ∈ Xλ. Следовательно, Xλ замкнуто.
Докажем вложение Xλ ⊂ B(x0, λ). Для любого x ∈ Xλ имеем

ρ(x, x0) ≤ λ
U(x0)− U(x)

ε(λ)
≤ λ

U(x0)− γ(B(x0, λ))

ε(λ)
≤ λ.

Здесь первое неравенство следует из определения Xλ, второе неравенство следует из опре-
деления γ, третье неравенство следует из (2.1). Следовательно, Xλ ⊂ B(x0, λ).

Так как Xλ замкнуто и ограничено, (Xλ, ρ) является сопряженно-полным квазимет-
рическим пространством. Дополнительно, U ограничено снизу на Xλ числом γ(B(x0, λ)),

т. к. из включения Xλ ⊂ B(x0, λ) следует, что γ(B(x0, λ)) ≤ γ(Xλ). Применяя вариаци-
онный принцип Экланда для квазиметрических пространств для ограничения U на Xλ,

мы получим, что существует точка x̄ ∈ Xλ такая, что (1.1) выполняется и

U(x̄) < U(x) +
ε(λ)

λ
ρ(x, x̄) ∀x ∈ Xλ, x 6= x̄. (2.3)
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Осталось доказать (2.2). Возьмем произвольную точку x ∈ Xλ. Для нее неравенство
(2.2) следует из неравенства (2.3).

Возьмем теперь точку x 6∈ Xλ. Имеем

U(x) +
ε(λ)

λ
ρ(x, x̄) ≥ U(x) +

ε(λ)

λ
(ρ(x, x0)− ρ(x̄, x0)) > U(x0)−

ε(λ)

λ
ρ(x̄, x0) ≥ U(x̄).

Здесь первое неравенство следует из неравенства треугольника; второе неравенство сле-
дует из определения Xλ, поскольку x 6∈ Xλ; а третье неравенство следует из определения
Xλ, т. к. x̄ ∈ Xλ. Следовательно, для x 6∈ Xλ неравенство (2.2) также справедливо.

Приведем пример функции, для которой не применима теорема 1.1, но применима
теорема 2.1.

П р и м е р 2.1. Пусть U(x) = −
√
|x|, x ∈ R. Так как функция неограничена снизу,

к ней невозможно применить теорему 1.1, но она удовлетворяет всем требованиям теоремы
2.1. Применим эту теорему в точке x0 = 0. Положим ε(r) =

√
r. Тогда предположение

(2.1) выполняется. Поэтому по теореме 2.1 существует точка x̄ такая, что |x̄| ≤ λ и√
|x̄| <

√
|x|+

√
λ

λ
|x− x̄| ∀x 6= x̄.

Обсудим теперь применение теоремы 2.1. Пусть далее функция U : X → R ограничена
снизу. Положим

γ := inf
x∈X

U(x).

О п р е д е л е н и е 2.1. Будем говорить, что функция U удовлетворяет сопряжен-
ному условию типа Кариста с константой k > 0, если

∀x ∈ X : U(x) > γ ∃x′ ∈ X : U(x′) + kρ̄(x, x′) ≤ U(x).

Сформулируем следствие к теореме 2.1, которое является достаточным условием су-
ществования минимума для полунепрерывных снизу функций.

Следствие 2.1. Пусть пространство (X, ρ) сопряженно-полно, квазиметрика ρ по-
лунепрерывна сверху по первому аргументу, а функция U : X → R ∩ {+∞} полунепре-
рывна снизу. Если функция U удовлетворяет сопряженному условию типа Каристи с
константой k, то для любого x0 ∈ domU существует x̄ ∈ X такой, что

U(x̄) = γ, ρ(x̄, x0) ≤
U(x0)− U(x̄)

k
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Без ограничения общности предположим, что выполнено
γ = 0 и U(x0) > 0. Положим ε(r) := U(x0), а λ = U(x0)

k
. Применяя теорему 2.1, по-

лучим, что существует x̄ ∈ X такой, что

U(x̄) ≤ U(x0), ρ(x̄, x0) ≤ λ,

U(x̄) < U(x) +
ε(λ)

λ
ρ(x, x̄) ∀x ∈ X \ {x̄}. (2.4)

Покажем, что точка x̄ является искомой. Достаточно доказать, что U(x̄) = 0.

Предположим противное, пусть U(x̄) > 0. Тогда, по сопряженному условию Каристи,
существует такой x′ ∈ X, x′ 6= x̄, что

U(x′) + kρ̄(x̄, x′) ≤ U(x̄).

Получили противоречие со строгим неравенством (2.4).
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Проблема коэффициентов для ограниченных функций
и ее приложения
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Аннотация. Проводится обзор восходящего к И. Шуру решения классической проблемы
коэффициентов на классе Ω0 ограниченных в единичном круге функций ω c нормиров-
кой ω(0) = 0. Затем выводятся первые шесть неравенств, описывающие соответственно
первые шесть тел коэффициентов на классе Ω0. Далее излагается метод получения ана-
логичных неравенств для связанных с классом Ω0 классов MF функций, подчиненных
голоморфной функции F, и при этом дается решение проблемы коэффициентов для этих
классов. Затем анализируются свойства упомянутых неравенств, а также связи между ни-
ми. Кроме того показано, что для описания n -го тела коэффициентов на классе Ω0, а
следовательно, и MF достаточно только одного n -го неравенства.

Обсуждаются задачи как об оценке модуля каждого начального тейлоровского коэффи-
циента по отдельности, так и об оценке модулей всех тейлоровских коэффициентов сразу.

Задача получения точных оценок модуля тейлоровского коэффициента с номером n, то
есть функционала |{f}n|, на классе MF сначала сведена к задаче об оценке функциона-
ла над классом Ω0, которая в свою очередь сведена к задаче о поиске максимального по
модулю условного экстремума действительнозначной функции 2(n − 1) действительных
аргументов с ограничениями типа неравенств 0 6 xk 6 1, 0 6 ϕk < 2π, что позво-
ляет применять стандартные методы дифференциального исчисления для исследования
на экстремумы, так как целевая функция бесконечно гладкая по всем своим аргументам.
Для этого используются результаты решения классической проблемы коэффициентов на
классе Ω0.

Ключевые слова: ограниченные функции, проблема коэффициентов, тела коэффициен-
тов, точные оценки модулей тейлоровских коэффициентов, гипотеза Кшижа
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Введение

Пусть Ω0 — класс голоморфных в открытом единичном круге ∆ функций ω, таких,
что |ω(z)| < 1, z ∈ ∆, ω(0) = 0. Обозначим через Ω класс голоморфных в ∆ функций
ω таких, что |ω(z)| 6 1, z ∈ ∆.

Утверждение 0.1. Формула ω0(z) = zω(z), ω0 ∈ Ω0, ω ∈ Ω, устанавливает взаим-
но однозначное соответствие между Ω0 и Ω.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если ω ∈ Ω, то очевидно, что 0 · ω(0) = 0 и |zω(z)| 6 1,

z ∈ ∆, следовательно ω0 ∈ Ω0.

Обратно, если ω0 ∈ Ω0, то согласно лемме Шварца [1, с. 29] ω0(z) 6 |z|, z ∈ ∆, стало
быть |ω0(z)/z| 6 1 и ω ∈ Ω. Особенность в начале координат считаем устраненной.

Биективность соответствия становится очевидной, если рассматривать функции ω и
ω0 как степенные ряды.

Тейлоровские коэффициенты функции ω будем обозначать {ω}n, n ∈ {0} ∪ N.
Проблема коэффициентов на классе Ω0 ставится так: найти необходимые и достаточ-

ные условия на комплексные числа {ω}1, {ω}2, . . . для того, чтобы ряд {ω}1z+{ω}2z
2+. . .

был рядом Тейлора некоторой функции класса Ω0. Задача о получении точных оценок
модулей этих коэффициентов на классе Ω0 есть частный случай проблемы коэффициен-
тов.

В 1917 году И. Шур исследовал класс Ω [2]. В частности, он дал алгоритм определения
факта принадлежности голоморфной функции классу Ω и показал, что каждая функция
класса Ω может быть параметризована некоторой последовательностью комплексных чи-
сел, известных как параметры Шура. Они определяют представление данной функции
класса Ω в виде непрерывной дроби.

Работа Шура [2] была опубликована через 10 лет после первой работы К. Каратеодо-
ри [3], посвященной проблеме коэффициентов для класса C функций с положительной
вещественной частью. Основополагающей работой по проблеме коэффициентов в классе
C считается статья Каратеодори [4]. Подробное изложение решения проблемы коэффици-
ентов для классов Ω и C имеется в работе [5]. В упомянутой работе также есть краткий
исторический обзор.

Так как проблема коэффициентов для класса Ω была решена, то в настоящее вре-
мя фокус внимания исследователей сместился в сторону переноса результатов на другие
классы, а также на обобщение методов, использовавшихся для решения этой задачи. Из
современных работ в этой области отметим [6,7].

Многие задачи геометрической теории функций комплексной переменной сводятся к
изучению свойств функции через ее тейлоровские коэффициенты. Эта теория имеет при-
ложения в гидро- и аэродинамике, на ее основе сформировалась, в частности, теория
пространств Тейхмюллера, имеющая перспективные приложения в современной матема-
тической и теоретической физике (солитонике, конформной, калибровочной и струнной
теориях поля).

Проблема коэффициентов имеет непосредственную связь с теорией подчиненных функ-
ций [8] и, в частности, с гипотезой Кшижа [9]. Проблема Кшижа для коэффициента с но-
мером n есть задача на экстремум функционала (коэффициента ряда Тейлора с номером
n ), которую можно свести к задаче об экстремуме действительнозначной функции 2n− 3

действительных переменных.
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Кроме глубоких и многочисленных приложений в теории функций, излагаемые в следу-
ющих параграфах известные и некоторые новые результаты по проблеме коэффициентов
имеют приложения в классической проблеме моментов, теории операторов и теории обра-
ботки сигналов. Класс Ω0 тесно связан с классами однолистных функций, в частности,
с классами выпуклых и звездных функций. Соответственно, и проблема коэффициентов
для Ω0 связана c проблемой коэффициентов для упомянутых классов. Также имеются
параллели между проблемой коэффициентов и теоремой Де Бранжа (ранее гипотезой
Бибербаха).

1. Обзор результатов по проблеме коэффициентов

Как упоминалось выше, И. Шур решил проблему коэффициентов на классе Ω. В дан-
ной работе мы будем использовать результаты по проблеме коэффициентов для подкласса
Ω0 класса Ω. Утверждение 0.1 позволяет легко перенести все результаты с класса Ω на
класс Ω0, чем мы и займемся в этом пункте. Некоторые утверждения будут приведены
без доказательств. Все отсутствующие здесь доказательства можно найти в работе [5].

Множество, точками которого являются упорядоченные наборы n комплексных чисел
c(n) := (c1, . . . , cn), мы будем называть n -мерным комплексным пространством и обозна-
чать его символом Cn, n ∈ N.

Множество, состоящее из точек ω(n) ∈ Cn таких, что числа {ω}1, . . . , {ω}n являются
первыми n коэффициентами некоторой функции класса Ω0, будем обозначать через Ω

(n)
0

и называть n -м телом коэффициентов класса Ω0.

Под ε -окрестностью точки ω(n), ε > 0, будем понимать множество, состоящее из
точек ω(n),∗ := ({ω}∗1, . . . , {ω}∗n), удовлетворяющих условиям |{ω}∗k − {ω}k| < ε, для всех
k = 1, . . . , n. Будем называть это множество шаром с центром ω(n) радиуса ε.

Исходя из понятия окрестности, можно определить предельные, внутренние и гранич-
ные точки множества, открытые и замкнутые множества. Введенную таким образом в Cn

топологию обозначим τn.

Заметим, что по сути мы неявно ввели норму для точки c пространства Cn :

‖c‖ = max
k=1,...,n

|ck|.

После чего мы неявно ввели метрику на основе этой нормы, а затем уже построили топо-
логию на основе метрики.

Всюду далее во всех рассуждениях в Cn, даже если это не оговорено явно, будем
использовать топологию τn, а при рассуждениях о функциях всегда будем использовать
топологию локально-равномерной сходимости.

Используя теорему Вейерштрасса [1, с. 17], легко показать, что из локально-равномер-
ной сходимости последовательности функций класса Ω0 следует сходимость соответству-
ющих последовательностей наборов тейлоровских коэффициентов этих функций в тополо-
гии τn (обратное утверждение, конечно, не верно, однако в каком-то смысле «обратным»
можно считать формулируемое ниже утверждение 1.3). Сформулируем этот результат в
явной форме.

Лемма 1.1. Пусть n ∈ N. Если последовательность функций {ωk}∞k=1, ωk ∈ Ω0, схо-
дится локально-равномерно, то последовательность точек {({ωk}1, . . . , {ωk}n)}∞k=1 схо-
дится в топологии τn.
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Утверждение 1.1. Пусть n ∈ N. Множество Ω
(n)
0 есть абсолютно выпуклый ком-

пакт в пространстве Cn, содержащийся в шаре с центром c(n) := (0, . . . , 0), радиуса 1

и имеющий c(n) своей внутренней точкой.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как ω1, ω2 ∈ Ω0 влечет αω1 +(1−α)ω2 ∈ Ω0, 0 < α < 1,

то Ω0 и Ω
(n)
0 — выпуклые множества. Поскольку вместе c ω в класс Ω0 входит и функция

ζω, |ζ| = 1, то Ω0 и Ω
(n)
0 — абсолютно выпуклые множества.

Для любого бесконечного множества функций из Ω0 имеет место принцип компакт-
ности Монтеля [1, с. 23], и предельные функции вновь принадлежат Ω0 (так как все
функции класса Ω0 равномерно ограничены внутри ∆ ). Следовательно, Ω

(n)
0 — замкну-

тое множество, согласно лемме 1.1. Множество Ω
(n)
0 содержится в шаре радиуса 1, так

как |{ω}k| 6 1, k ∈ N, что вытекает из интегрального представления {ω}k.
Все полиномы ω(z) := {ω}1z + . . . + {ω}nzn с достаточно малыми коэффициентами

{ω}k, k = 1, . . . , n, лежат в классе Ω0. Действительно, если ω отображает ∆ в круг
радиуса r, r > 1 то ω/r ∈ Ω0. Стало быть точка (0, . . . , 0) — внутренняя точка Ω

(n)
0 .

Утверждение 1.2. Класс Ω0 целиком состоит из граничных точек в топологии
локально равномерной сходимости.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если ω — произвольная функция класса Ω0, то ее можно
аппроксимировать произведениями Бляшке [5, утверждение 1]. Обозначим эти аппрокси-
мации через ωn и рассмотрим последовательность {ωn(z) + 1/n}∞n=1. Так как ωn, n ∈ N,
отображают единичную окружность на себя, то функции ωn(z) + 1/n, очевидно, лежат
вне класса Ω0. С другой стороны, ωn ∈ Ω0, n ∈ N, и эта последовательность сходится
локально равномерно к функции ω ∈ Ω0 на ∆. Таким образом ω — граничная точка
класса Ω0.

Заметим, что функция ω(z) = z/2 согласно утверждению 1.2 является граничной точ-
кой класса Ω0, но набор ее коэффициентов (1/2, 0, . . . , 0) не является граничной точкой
множества Ω

(n)
0 .

Чтобы решить проблему коэффициентов на классе Ω, И. Шур использовал специ-
альные последовательности функций. Следующее утверждение — это по сути несколько
видоизмененная форма второй теоремы Абеля.

Утверждение 1.3. Пусть ω(z) :=
∞∑
k=1

{ω}kzk ∈ Ω0 и ωn(z) :=
n∑

k=1

{ω}kzk+o(zn), n ∈ N,

тогда последовательность {ωn}∞n=1 сходится локально равномерно к ω на ∆.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметив, что ω(z) − ωn(z) = O(zn+1), n ∈ N, легко пока-
зать, что последовательность {zn}∞n=1 сходится локально равномерно к тождественному
нулю на ∆, откуда сразу следует, что последовательность {ωn}∞n=1 сходится локально
равномерно к ω на ∆.

Выше уже упоминалось, что в 1917 году в работе [2] появился алгоритм, состоящий
в общем случае из счетного количества шагов, предназначенный для определения факта
принадлежности голоморфной функции классу Ω. И. Шур показал, что каждой функции
ω класса Ω соответствует одна и только одна последовательность комплексных чисел, qj,
j ∈ N ∪ {0}. Для определения этих параметров И. Шур дал следующую процедуру:

ωk(z) :=
1

z

ωk−1(z)− qk−1

1− qk−1ωk−1(z)
, k = 1, 2, . . . , (1.1)
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где ω0 := ω, qk−1 := ωk−1(0). Числа qk−1, k = 1, 2, . . . , и называются параметрами Шура.
Отметим еще, что выполнять эту процедуру можно до тех пор, пока |qk−1| < 1, иначе

получим деление на ноль ( qk−1 := ωk−1(0) ≡ ωk−1(z) ≡ eiϕ, ϕ ∈ [0, 2π) ).

Пусть n ∈ N. Формула (1.1) допускает обращение

rk−1(z) =
qk−1 + zrk(z)

1 + qk−1zrk(z)
, k = n− 1, n− 2, . . . , 1. (1.2)

Если положить rn−1 = ωn−1 в формуле (1.2) и применять формулу (1.2) последовательно
n− 1 раз, тогда мы вернемся туда, откуда начали, то есть к исходной функции ω. Если
же положить rn−1(z) ≡ qn−1 (при условии, что ωn−1(z) 6≡ qn−1 ), то ясно, что rk 6= ωk.

Более того, используя формулу (1.2) можно доказать по индукции, что каждая функция
rk окажется рациональной дробью общего вида, голоморфной в ∆ :

rk(z) =
α0 + α1z + . . .+ αn−k−1z

n−k−1

β0 + β1z + . . .+ βn−k−1zn−k−1
,

где k = 0, . . . , n− 1, α0, . . . , αn−k−1, β0, . . . , βn−k−1 ∈ C.
Приведем аналогичные формулы для класса Ω0. Прямая формула [10]:

ωk+1(z) :=
ωk(z)− qkz
z − qkωk(z)

, k = 0, 1, . . . , (1.3)

где ω0 := ω, qk := {ωk}1. Обратная к (1.3) формула:

rk−1(z) = z
qk−1 + rk(z)

1 + qk−1rk(z)
, k = n− 1, n− 2, . . . , 1. (1.4)

Заметим, что все функции ωk и rk лежат в классе Ω или Ω0 в зависимости от того,
применяем мы формулы (1.1) и (1.2) или формулы (1.3) и (1.4). Дело в том, что имеет место
утверждение 0.1, и класс Ω инвариантен относительно дробно-линейного автоморфизма
круга ∆.

Более того, справедливо

Утверждение 1.4. Пусть n ∈ N, ω(z) = {ω}1z + . . . + {ω}nzn + o(zn) ∈ Ω0. Тогда
существует m ∈ {1, . . . , n} и рациональная дробь общего вида

Qm(z, ω(m)) := z
α0 + α1z + . . .+ αm−1z

m−1

β0 + β1z + . . .+ βm−1zm−1
, Qm ∈ Ω0,

имеющая в своем тейлоровском разложении около z = 0 n первых коэффициентов,
соответственно равных {ω}1, . . . , {ω}n.

Лемма 1.2. Пусть n ∈ N и αk ∈ C, k = 0, . . . , n− 1. Рациональная дробь

Rn(z) := z
αn−1 + αn−2z + . . .+ α0z

n−1

α0 + α1z + . . .+ αn−1zn−1
, (1.5)

не имеет нулей и полюсов на окружности |z| = 1. Более того, |Rn(z)| = 1, |z| = 1.

Голоморфность Rn в круге ∆ и выполнение условия Rn(0) = αn−1/α0 ∈ ∆ эквивалентно
тому, что Rn ∈ Ω0.
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Легко показать, что каждому нулю zk, числителя рациональной дроби Rn отвеча-
ет нуль ее знаменателя 1/zk, симметричный нулю числителя относительно единичной
окружности, то есть

Rn(z) = εz

n−1∏
k=1

z − zk
1− zkz

,

где |ε| = 1, |zk| < 1, k = 1, . . . , n− 1.

Если отрезок последовательности параметров Шура не заканчивается числом по мо-
дулю равным 1, то к нему всегда можно приписать число с модулем 1, следовательно
справедливо

Утверждение 1.5. Пусть n ∈ N, |qk| < 1, k = 1, . . . , n− 1, ω ∈ Ω0 и

ω(z) = {ω}1z + . . .+ {ω}n−1z
n−1 + o(zn−1),

тогда существует дробь вида (1.5) регулярная в ∆ и имеющая в своем тейлоровском
разложении около точки z = 0 первые n − 1 коэффициентов, соответственно равных
{ω}1, . . . , {ω}n−1.

То есть множество голоморфных рациональных дробей вида (1.5) всюду плотно в клас-
се Ω0 в топологии локально равномерной сходимости.

Теорема 1.1 (Шур). Справедливо включение ω ∈ Ω0 если и только если выполнено
одно из условий: либо |qk| < 1, k ∈ N, либо найдется номер n, такой что |qk| < 1,

k = 1, . . . , n− 1, |qn| = 1 и ωn(z) ≡ qn.

Функция ω является рациональной дробью вида (1.5) тогда и только тогда, когда
существует натуральное число n, такое что |qk| < 1, k = 1, . . . , n − 1, а |qn| = 1, то
есть ωn(z) ≡ qn.

Теорема 1.2 (Шур). Пусть n ∈ N. Точки ω(n) границы Ω
(n)
0 находятся во взаимно-

однозначном соответствии с голоморфными в ∆ дробями вида (1.5)

Rm(z, ω(m)) = z
αm−1 + αm−2z + . . .+ α0z

m−1

α0 + α1z + . . .+ αm−1zm−1
, αm−1/α0 ∈ ∆, m ∈ {1, . . . , n}.

Существует еще один тип аппроксимации [11] при помощи рациональных дробей ви-
да (1.5).

Теорема 1.3 (Каратеодори, Фейер). Пусть n ∈ N. Каков бы ни был полином

p(z) = {ω}1z + . . .+ {ω}nzn 6≡ 0,

существует, и притом единственная, дробь вида

Rn(λ, z, ω(n)) := λz
αn−1 + αn−2z + . . .+ α0z

n−1

α0 + α1z + . . .+ αn−1zn−1
, λ > 0,

регулярная в ∆ и имеющая в своем тейлоровском разложении около z = 0 n первых
коэффициентов, соответственно равных {ω}1, . . . , {ω}n.

Среди всех функций ω(z) = p(z) + o(zn), регулярных в ∆, эта рациональная дробь и
только она дает наименьшее значение для величины Mω := max

z∈∆
|ω(z)|, причем MRn = λ.
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Сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях в соотношении

λ
αn−1 + αn−2z + . . .+ α0z

n−1

α0 + α1z + . . .+ αn−1zn−1
= {ω}0 + {ω}1z + . . .+ {ω}n−1z

n−1 + . . . ,

получаем систему из n уравнений с 2n неизвестными α0, . . . , αn−1, αn−1, . . . , α0. Присо-
единяя к этим уравнениям уравнения, полученные из уже имеющихся уравнений заменой
всех членов на сопряженные, будем иметь систему 2n линейных однородных уравнений
с 2n неизвестными α0, . . . , αn−1, αn−1, . . . , α0.

Выпишем определитель этой системы:

Dn(λ, ω(n)) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−λ · · · 0 0 {ω}1 {ω}2 · · · {ω}n
0 · · · 0 0 0 {ω}1 · · · {ω}n−1

... . . . ...
...

...
... · · · · · ·

0 · · · 0 −λ 0 0 · · · {ω}1

{ω}1 · · · 0 0 −λ 0 · · · 0
...

...
...

...
... . . . ...

...
{ω}n−1 · · · {ω}1 0 0 0 · · · 0

{ω}n · · · {ω}2 {ω}1 0 0 · · · −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; (1.6)

заметим, что в случае когда {ω}1, . . . , {ω}n — действительные числа, система и ее опре-
делитель имеют другой вид:

dn(λ, ω(n)) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−λ 0 · · · 0 {ω}1

0 −λ · · · {ω}1 {ω}2

...
... . . . ...

...
0 {ω}1 · · · {ω}n−2 − λ {ω}n−1

{ω}1 {ω}2 · · · {ω}n−1 {ω}n − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (1.7)

Теорема 1.4 (Каратеодори, Фейер). Пусть n ∈ N. В общем случае, λ = λ(ω(n)) явля-
ется наибольшим положительным корнем уравнения Dn(λ, ω(n)) = 0 степени не выше
2n. Если же все числа {ω}0, {ω}1, . . . , {ω}n−1 вещественны, то λ есть наибольший из
абсолютных значений корней уравнения dn(λ, ω(n)) = 0 степени не выше n.

В заключение приведем примеры. Пусть ω(z) = z/2 + z2/2. Так как ω ∈ Ω0, но
при этом не является дробно-рациональной функцией вида (1.5), то по теореме 1.2 ω не
соответствует никакой граничной точке Ω

(n)
0 , n ∈ N, стало быть, это внутренняя точка

для каждого из упомянутых множеств. Если взять n = 4 и применить прямую формулу
алгоритма Шура (1.3), то получим q0 = 1/2, q1 = 2/3, q2 = 2/5, q3 = 2/7. Применив
обратную формулу (1.4), согласно утверждению 1.4 получим

r0(z) =
z

2

53 + 96z + 76z2 + 56z3

53 + 43z + 33z2 + 14z3
=

1

2
z +

1

2
z2 +O(z4).

Если теперь к последовательности добавить q4 = 1 и выполнить те же действия (здесь
n = 5 ), то согласно утверждению 1.5 получим

r0(z) = z
1 + 2z + 2z2 + 2z3 + 2z4

2 + 2z + 2z2 + 2z3 + z4
=

1

2
z +

1

2
z2 +O(z5).
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Наконец, согласно теореме 1.3 (здесь возьмем n = 3 )

r0(z) = λz
1 + 2λz

2λ+ z
=

1

2
z +

1

2
z2 +O(z3), λ =

1 +
√

5

4
≈ 0.809.

Коэффициент λ мы вычислили, используя теорему 1.4, остальные коэффициенты раци-
ональной дроби мы нашли, решив систему dn(λ, ω(n)) = 0.

Утверждение 1.4, утверждение 1.5 и теорема 1.3 дают три различных способа про-
должения полинома p(z) = {ω}1z + . . . + {ω}nzn 6≡ 0, n ∈ N, до дробно-рационального
отображения класса Ω0. Эти три продолжения совпадают если и только если λ = 1. Та-
ким образом, при λ > 1 продолжение невозможно, при λ = 1 продолжение единственно,
а при λ < 1 продолжений бесконечно много, так как мы можем распоряжаться парамет-
рами Шура qk при k > n произвольно.

Конструктивный характер теорем, сформулированных выше, дает достаточно удоб-
ный способ проверки принадлежности системы n начальных коэффициентов некоторой
голоморфной функции n -му телу коэффициентов класса Ω0.

2. Неравенства, описывающие тела коэффициентов

Пусть ω0(z) := ω(z) = {ω}1z + {ω}2z
2 + . . .+ {ω}6z

6 + . . . , тогда по формуле (1.3)

ω1(z) :=
ω(z)− {ω}1z

z − {ω}1ω(z)
= {ω1}1z + {ω1}2z

2 + {ω1}3z
3 + {ω1}4z

4 + {ω1}5z
5 + . . .

Обозначив, для сокращения записи, ak := {ω}k, r2 := 1− |{ω}1|2, имеем:

{ω1}1 =
a2

r2

,

{ω1}2 =
a3

r2

+
a1a

2
2

r2
2

,

{ω1}3 =
a4

r2

+ 2
a1a2a3

r2
2

+
a2

1a
3
2

r3
2

,

{ω1}4 =
a5

r2

+ 2
a1a2a4

r2
2

+
a1a

2
3

r2
2

+ 3
a2

1a
2
2a3

r3
2

+
a3

1a
4
2

r4
2

,

{ω1}5 =
a6

r2

+ 2
a1a2a5

r2
2

+
a1

r2
2

(
3
a1a

2
2

r2

+ 2a3

)
a4 + 3

a2
1a2a

2
3

r3
2

+ 4
a3

1a
3
2a3

r4
2

+
a4

1a
5
2

r5
2

.

(2.1)

Напомним, что ω1 лежит в классе Ω0 в силу того, что имеет место утверждение 0.1 и
класс Ω инвариантен относительно дробно-линейного автоморфизма круга ∆.

Так как на классе Ω0, в силу леммы Шварца [1, с. 29], первое неравенство:

|m1| 6 r1, m1 := {ω}1, r1 := 1, (2.2)

справедливо и точно без всяких условий, то |{ω1}1| 6 1 также верно и точно, так как
ω1 ∈ Ω0. Из чего, с учетом формул (2.1), следует, что второе неравенство

|m2| 6 r2, m2 := {ω}2, r2 :=
1

r1

(r2
1 − |m1|2) (2.3)

справедливо и точно на классе Ω0 также без всяких дополнительных условий.
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Применяя второе неравенство (2.3) к коэффициентам функции ω1 (см. (2.1)), получаем
третье неравенство:

|m3| 6 r3, m3 := {ω}3 +
m1m

2
2

r2

, r3 :=
1

r2

(r2
2 − |m2|2), (2.4)

справедливое и точное на классе Ω0 также без всяких дополнительных условий.
Из (2.4) следует, что

{ω}3 = m3 −
m1m

2
2

r2

.

Записав третье неравенство для ω1, получаем четвертое неравенство:

|m4| 6 r4, m4 := {ω}4 + 2
m1m2m3

r2

+
m2m

2
3

r2r3

− m2
1m

3
2

r2
2

, r4 :=
1

r3

(r2
3 − |m3|2). (2.5)

Четвертое неравенство справедливо и точно на классе Ω0 без всяких дополнительных
условий.

Из (2.5) следует, что

{ω}4 = m4 − 2
m1m2m3

r2

− m2m
2
3

r2r3

+
m2

1m
3
2

r2
2

.

Записав четвертое неравенство для ω1, получаем пятое неравенство:

|m5| 6 r5, r5 :=
1

r4

(r2
4 − |m4|2),

m5 := {ω}5 + 2

(
m1m2 +

m2m3

r3

)
m4

r2

+
m3m

2
4

r3r4

− 3
m2

1m
2
2m3

r2
2

+m1

(
1− 2

|m2|2

r2r3

)
m2

3

r2

− m2
2m

3
3

r2
2r

2
3

+
m3

1m
4
2

r3
2

.

(2.6)

Пятое неравенство справедливо и точно на классе Ω0 без всяких дополнительных условий.
Выразив {ω}5 из (2.6), получаем шестое неравенство:

|m6| 6 r6, r6 :=
1

r5

(r2
5 − |m5|2),

m6 :={ω}6 + 2

(
m1m2

r2

+
m2m3

r2r3

+
m3m4

r3r4

)
m5 +

m4

r4r5

m2
5

+

(
2m1

(
1− 2

|m2|2

r2r3

)
m3

r2

− 3
m2

2m
2
3

r2
2r

2
3

− 3
m2

1m
2
2

r2
2

)
m4

+

(
m2

r2r3

− 2
m1m2m3

r2r3r4

− 2
m2|m3|2

r2r2
3r4

)
m2

4 −
m2

3

r2
3r

2
4

m3
4

+ 4
m3

1m
3
2

r3
2

m3 + 3
m2

1m2

r2
2

(
|m2|2

r2r3

− 1

)
m2

3 + 2
m1m2

r2
2r3

(
|m2|2

r2r3

− 1

)
m3

3

+
m3

2

r3
2r

3
3

m4
3 −

m4
1

r4
2

m5
2.

(2.7)

Процесс получения неравенств можно продолжать бесконечно, но для наших целей
шести неравенств вполне достаточно. Сделаем некоторые примечания.
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Неравенства (2.6) и (2.7) получены впервые. Первые четыре неравенства известны
(см. [10]). Неравенство (2.2) носит имя Шварца. Дж. Браун в [10] отмечает, что нера-
венства (2.3) и (2.4) были известны до него, а неравенство (2.5) принадлежит ему.

Получить эти неравенства можно также и другими способами. Во первых, можно
не ограничиваться одной итерацией в алгоритме Шура. В этом случае нам всегда бу-
дет достаточно первого неравенства. Например шестое неравенство будет выглядеть так:
|{ω5}1| 6 1. Дж. Браун в [10] использовал именно многократные итерации, но почему-то
не первое, а второе неравенство. Во вторых, можно выделить полный квадрат в неравен-
ствах Dn(1, ω(n)) > 0, n ∈ N (см. формулы (1.6) и (1.7)), но этот способ требует весьма
громоздких вычислений, поэтому мы его не используем. Подробнее о связи неравенств,
содержащих определители, и неравенств, обсуждавшихся выше, см. в пункте 4.

Аналогичные неравенства можно получить и в других связанных с Ω0 классах. Как
пример, можно взять класс Ω или класс C всех голоморфных в ∆ функций с положи-
тельной действительной частью или класс B всех голоморфных в ∆ функций ограни-
ченных и не обращающихся в нуль. Дополнительными примерами могут служить классы
однолистных функций, в частности, класс выпуклых функций и класс звездных функций.
Дж. Браун в [10] предлагает для этого перенести алгоритмШура на эти классы, используя
формулы связи с Ω0. Однако, вычисления при этом будут сложнее, чем в Ω0. Намного
проще получить упомянутые неравенства, используя уже имеющиеся у нас неравенства
на Ω0, использовав формулы связи для того, чтобы выразить коэффициенты функции
h ∈ C или f ∈ B через коэффициенты функции ω ∈ Ω0.

3. Об общем виде неравенств, описывающих тела коэффициентов

Если записать все неравенства из предыдущего пункта в виде

|mn| 6 rn, n ∈ N,

где mn — подмодульное выражение в левой части n -го неравенства, а rn — правая часть
n -го неравенства, то получая из n -го неравенства (n+1) -е способом, описанным в преды-
дущем пункте, мы увидим следующие закономерности:

mn 7→
mn+1

r2

, n ∈ N, rn 7→
rn+1

r2

, n > 1, (3.1)

где символ « 7→ » обозначает «переходит в» (под действием формулы (1.3)).
Введем обозначение

xn :=
|mn|
rn

.

Ясно, что 0 6 xn 6 1 и xn 7→ xn+1, n ∈ N.

Методом математической индукции можно показать что справедливо

Утверждение 3.1. Если ω ∈ Ω0, то

r1 := 1,

rn+1 =
r2
n − |mn|2

rn
= rn(1− x2

n), n ∈ N.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. В предыдущем пункте имеется база индукции для первого
равенства при n = 1, 6. Предположим, что

rn =
r2
n−1 − |mn−1|2

rn−1

, тогда (3.1) влечет rn+1/r2 =
r2
n/r

2
2 − |mn|2/r2

2

rn/r2

,

что и требовалось. Второе равенство очевидно.

Применяя утверждение 3.1 многократно, получаем

Следствие 3.1. Если ω ∈ Ω0, то

rn = 1−
n−1∑
k=1

|mk|2

rk
=

n−1∏
k=1

(1− x2
k), n ∈ N.

Из следствия 3.1, сразу получаем

Следствие 3.2. Если ω ∈ Ω0, то 0 6 rn 6 1, n ∈ N. Последовательность {rn}∞n=1

не возрастает. Более того, rn = 0 равносильно существованию номера k < n, такого
что xk = 1, а rn = 1 равнозначно тому, что xk = 0, k = 1, . . . , n− 1.

Пусть n ∈ N. Функции zn и zn/2 + zn+1/2 являются примерами функций класса Ω0,

для которых rn = 1.

Из следствия 3.1, получаем

Следствие 3.3. Если ω ∈ Ω0, и |mk| < rk, k = 1, . . . , n− 1, |mn| = rn, то

|mn| =
r2
n−1 − |mn−1|2

rn−1

= rn−1(1− x2
n−1) = 1−

n−1∑
k=1

|mk|2

rk
=

n−1∏
k=1

(1− x2
k),

mk = rk = 0, k > n.

Итак, мы вывели простую формулу (утверждение 3.1), позволяющую записать rn+1 по
известным mn и rn. Записать mn+1 по известным mn и rn в виде простой закономер-
ности можно в случае, описанном в следствии 3.3 и отвечающем принадлежности точки
ω(n) границе n -го тела коэффициентов класса Ω0.

4. Итоговые результаты по проблеме коэффициентов

Применив n− 1 раз утверждение 3.1, получим

Следствие 4.1. При n > 2 из справедливости одного неравенства |mn| 6 rn следует
справедливость всех остальных неравенств |mk| 6 rk, k = 1, . . . , n − 1. Более того,
|mn| < rn влечет |mk| < rk, k = 1, . . . , n − 1, а существование наименьшего номера
s 6 n такого, что |ms| = rs, влечет rs > 0 и |mk| < rk, k = 1, . . . , s − 1, причем
|mk| = rk, rk = 0, k = s+ 1, . . . , n.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть n > 2 и |mn| 6 rn. Неравенство rn > 0 по утвер-
ждению 3.1 эквивалентно r2

n−1 − |mn−1|2 > 0. Откуда сразу следует, что |mn−1| 6 rn−1.

Пусть теперь |mn| < rn. Это значит rn > 0. Из чего, согласно утверждению 3.1, по
цепочке следует, что |mk| < rk и rk > 0 при k < n.
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Пусть теперь s — наименьший из номеров, не превосходящих n таких, что |ms| = rs,

тогда по утверждению 3.1 rs =
r2s−1−|ms−1|2

rs−1
и rs > 0 в силу определения номера s. Далее,

как и в предыдущем абзаце, из утверждения 3.1 последовательно выводим, что |mk| < rk
и rk > 0 при k < s, а из следствия 3.2 — что rk = 0 при k > m.

Таким образом, для описания множества Ω
(n)
0 достаточно всего лишь одного нера-

венства |mn| 6 rn. Переход от неравенства |mn| 6 rn к предыдущему неравенству
|mn−1| 6 rn−1 есть проецирование Ω

(n)
0 из Cn в Cn−1, так как результатом этого дей-

ствия будет Ω
(n−1)
0 .

Пусть n ∈ N и ω ∈ Ω0. В общем случае, согласно предыдущему пункту, |mn| 6 rn.

Это неравенство можно переписать в виде |{ω}n − cn| 6 rn, где cn := {ω}n −mn. Из гео-
метрических соображений видим, что ω(n) — внутренняя точка n -го тела коэффициентов
Ω

(n)
0 , тогда и только тогда, когда |mn| < rn.

Таким образом, суммируя все вышеизложенное, решение проблемы коэффициентов на
Ω0 можно сформулировать в виде следующего утверждения.

Теорема 4.1. Пусть n ∈ N. Множество значений системы коэффициентов ω(n)

на классе Ω0 есть абсолютно выпуклый компакт Ω
(n)
0 , состоящий из точек простран-

ства Cn, удовлетворяющих либо строгому неравенству |{ω}n−cn| < rn, либо равенству
|{ω}s − cs| = rs, s 6 n, причем rs > 0, rk = 0, {ω}k = ck, s < k 6 n. Первый случай
отвечает внутренним точкам Ω

(n)
0 , второй случай — граничным точкам Ω

(n)
0 . Каж-

дой граничной точке отвечает одна и только одна функция класса Ω0, имеющая вид
голоморфной в ∆ рациональной дроби Rs(1, z, ω

(s)).

Заметим, что теорема 4.1 есть критерий продолжаемости полинома

p(z) = {ω}1z + . . .+ {ω}nzn 6≡ 0

до функции ω(z) = p(z) + o(zn) ∈ Ω0. Теорема 4.1 есть также критерий принадлежности
голоморфной в ∆ функции ω с тейлоровскими коэффициентами разложения относитель-
но точки z = 0, {ω}k, k ∈ N, классу Ω0.

Обобщим теорему 4.1. Пусть MF — класс, состоящий из функций f(z) = F (ω(z)), где
F — голоморфная в ∆ функция, а ω ∈ Ω0. Ясно, что {f}n зависит от {ω}k, k = 1, . . . , n.

Если верхний индекс обозначает показатель степени, то

{f}n = {F}1{ω}n + {F}2{ω2}n + . . .+ {F}n{ωn}n,

откуда {F}1{ω}n = {f}n− ({F}2{ω2}n + . . .+{F}n{ωn}n). Подставив {ω}n в неравенство
|{ω}n − cn| 6 rn, получаем похожее неравенство |{f}n − c∗n| 6 r∗n, где r∗n := |{F}1|rn, а
c∗n := {F}1cn + {F}2{ω2}n + . . .+ {F}n{ωn}n.

Теорема 4.2. Пусть n ∈ N. Множество значений системы коэффициентов f (n)

на классе MF есть компакт M
(n)
F (не выпуклый, выпуклый или абсолютно выпуклый,

если множество MF (∆) не выпуклое, выпуклое или абсолютно выпуклое), состоящий из
точек пространства Cn, удовлетворяющих либо строгому неравенству |{f}n−c∗n| < r∗n,

либо равенству |{f}s−c∗s| = r∗s , s 6 n, где r∗s > 0, r∗k = 0, {f}k = c∗k, s < k 6 n. Первый
случай отвечает внутренним точкам M

(n)
F , второй случай — граничным точкам M

(n)
F .

Каждой граничной точке отвечает одна и только одна функция класса MF , имеющая
вид F (Rs(1, z, ω

(s))).
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Отметим, что теорема 4.2 есть критерий продолжаемости полинома

p(z) = {f}0 + {f}1z + . . .+ {f}nzn 6≡ 0

до функции f(z) = p(z) + o(zn) ∈MF . Теорема 4.2 есть также критерий принадлежности
голоморфной в ∆ функции f с тейлоровскими коэффициентами разложения относитель-
но точки z = 0, {f}k, k ∈ N, классу MF .

Заметим, что теорему 4.1 можно сформулировать, используя вместо неравенства с
модулем неравенство с определителем (см. формулы (1.6) и (1.7)). Действительно, пусть
ω ∈ Ω0. Выделив в неравенствах D1(1, ω(1)) > 0 и D2(1, ω(2)) > 0 полный квадрат,
получим неравенства |{ω}1| 6 1 и |{ω}2| 6 1− |{ω}1|2, то есть неравенства (2.2) и (2.3).
Пусть n ∈ N. Так как {ω}n и {ω}n входит в определитель Dn только по одному разу,
то исходя из определения определителя можно заключить, что он зависит от некоторых
степеней {ω}k, {ω}k, k = 1, . . . , n−1, и от первой степени {ω}n, {ω}n и |{ω}n|2. Выделяя
полный квадрат, получаем n -е неравенство.

Здесь мы не используем неравенств с определителями, однако у них есть одно неоспо-
римое преимущество — мы знаем вид этих неравенств для любого n ∈ N. Это легко позво-
ляет делать компьютерные вычисления. Например, таким образом можно проверить, что
мы не допустили ошибок при получении первых шести неравенств. Классические форму-
лировки с определителями можно найти в работе [5]).

Упомянем еще раз о том, что для любого n ∈ N множество Ω
(n)
0 полностью определя-

ется одним неравенством |mn| 6 rn. В этом и состоит основное отличие формулировок,
приводимых здесь, от формулировок классических. Приведем, например, такую форму-
лировку из монографии [1, с. 484]: «Для того чтобы ω(n) была внутренней точкой Ω(n),

необходимо и достаточно, чтобы выполнялись неравенства Dn(1, ω(n)) > 0, k = 1, . . . , n ».
Здесь конечно нет ошибки, но создается впечатление, что для описания множества Ω

(n)
0

необходимо n неравенств, а не одно.
Эти соображения позволяют нам переформулировать следствие 4.1 в терминах опре-

делителей.

Следствие 4.2. При n > 2 из справедливости одного неравенства Dn(1, ω(n)) > 0

следует справедливость всех неравенств Dk(1, ω(k)) > 0, k = 1, . . . , n − 1. Более того,
Dn(1, ω(n)) > 0, влечет Dk(1, ω(k)) > 0, k = 1, . . . , n − 1, а существование наименьшего
номера s 6 n такого, что Ds(1, ω

(s)) = 0, влечет Dk(1, ω(k)) > 0, k = 1, . . . , s − 1,

причем Dk(1, ω(k)) = 0, k = s+ 1, . . . , n.

5. Приложения

Этот пункт посвятим применению результатов по проблеме коэффициентов для оценок
модулей тейлоровских коэффициентов на классе Ω0 и связанных классах.

5.1. Оценки модулей тейлоровских коэффициентов

При выводе коэффициентных оценок на классах функций, связанных с классом Ω0,

весьма полезно иметь в виду следующий очевидный, в свете изложенного в пунктах 2.
и 4., факт.



ПРОБЛЕМА КОЭФФИЦИЕНТОВ ДЛЯ ОГРАНИЧЕННЫХ ФУНКЦИЙ 291

Лемма 5.1. Пусть n ∈ N, а ω ∈ Ω0. Если все тейлоровские коэффициенты {ω}k,
k = 1, n− 1, фиксированы, то {ω}n = cn + eiϕρ rn, ρ ∈ [0, 1], ϕ ∈ [0, 2π). То есть {ω}n
есть некоторое число из замкнутого круга |{ω}n − cn| 6 rn с радиусом rn и центром
cn, зависящими от {ω}k, k = 1, n− 1.

Обобщим эту лемму, используя обозначения из пункта 3.

Лемма 5.2. Пусть n ∈ N, а f ∈ MF . Если тейлоровские коэффициенты {ω}k,
k = 1, n− 1, фиксированы, то {f}n = c∗n + eiϕρ r∗n, ρ ∈ [0, 1], ϕ ∈ [0, 2π). То есть {f}n
есть некоторое число из замкнутого круга |{f}n − c∗n| 6 r∗n с радиусом r∗n и центром
c∗n, зависящими от {ω}k, k = 1, n− 1.

Заметим, что c∗n и r∗n можно выразить через {f}k, k = 0, n− 1, и соответствующим
образом отредактировать формулировку теорем 4.2 и 5.2, а также других утверждений
на MF , но обычно эти выражения получаются более громоздкими.

Из леммы 5.1 вытекает

Утверждение 5.1. Пусть n ∈ N, ω ∈ Ω0. Справедливы точные неравенства

|cn| − rn 6 |{ω}n| 6 |cn|+ rn. (5.1)

Равенства в неравенствах (5.1) достигаются на границе Ω
(n)
0 : в первом неравенстве

(с оговоркой |cn| > rn ) при {ω}n = cn − rnei arg cn , а во втором при {ω}n = cn + rne
i arg cn .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть n ∈ N. Имеем: |{ω}n − cn| 6 rn, следовательно, так
как |cn|− |{ω}n| 6 |{ω}n− cn| и |{ω}n|− |cn| 6 |{ω}n− cn|, то |cn|− rn 6 |{ω}n| 6 rn + |cn|.
Что и требовалось.

Аналогично, из леммы 5.2 вытекает

Утверждение 5.2. Пусть n ∈ N, f ∈MF . Справедливы точные неравенства

|c∗n| − r∗n 6 |{f}n| 6 |c∗n|+ r∗n, c∗n := {F}1cn +
n∑

k=2

{F}k{ωk}n, r∗n := |{F}1|rn. (5.2)

Равенства в неравенствах (5.2) достигаются на границе Ω
(n)
0 : в первом неравенстве (с

оговоркой |c∗n| > r∗n ) при {f}n = c∗n − r∗nei arg c∗n , а во втором при {f}n = c∗n + r∗ne
i arg c∗n .

Утверждение 5.2 говорит о том, что нам достаточно исследовать целевой функционал
|{f}n| на максимум только на границе тела коэффициентов Ω

(n)
0 , которая полностью

определяется уравнением |{ω}n − cn| = rn.

5.2. Одно свойство граничных точек тел коэффициентов

Утверждение 5.1. Пусть n ∈ N, ω ∈ Ω0. Точка ω(n) является граничной точкой
n -го тела коэффициентов класса Ω0 тогда и только тогда, когда xn = 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно теореме 4.1 точка ω(n) является граничной точкой
n -го тела коэффициентов класса Ω0 тогда и только тогда, когда либо |{ω}n − cn| = rn,

rn > 0, либо rn = 0, но найдется номер k < n такой, что |{ω}k − ck| = rk, rk > 0.
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По лемме 5.1 {ω}n = cn + rne
iϕ, ϕ ∈ R. Если rn > 0, тогда по определению zn

zn =
{ω}n − cn

rn
=
cn + rne

iϕ − cn
rn

= eiϕ.

Если же rn = 0, то мы получаем неопределенность вида 0/0. Рассмотрим функцию
ωε(z) := εω(z). Ясно, что точка ω(n)

ε есть уже внутренняя точка n -го тела коэффициентов
класса Ω0. Стало быть, для функции ωε при ε → 1− будет справедливо следующее
ω

(n)
ε → ω(n), |mn| → r−n , rn → 0+ и x→ 1−.

6. Проблема коэффициентов и оценка коэффициентов

В этом пункте обсуждается возможность вывода оценок модулей коэффициентов на
классе Ω0 без использования каких бы-то ни было свойств класса Ω0 таких, например,

как выпуклость или
∞∑
k=1

|{ω}k|2 6 1 (см. [8]) и прочих. Можно пользоваться только нера-
венствами.

То есть из неравенства |mn| 6 rn нужно получить неравенства |{ω}k| 6 1, и показать,
что равенство в этих неравенствах достигается тогда и только тогда, когда ω(z) = ζkz

k,

|ζk| = 1, k = 1, . . . , n. Теоретически (см. теорему 4.1) это возможно, но на практике
возникают трудности.

Вероятно, что если это получится сделать на Ω0, то этот успех можно будет повторить
и для классов MF , по крайней мере для некоторых функций F.

В работе [12] как раз приведены оценки, полученные на основе одних только неравенств

|{ω}1| 6 1, |{ω}2| 6 1− |m1|2, |{ω}3| 6 1− |m1|2 −
|m2|2

1 + |m1|
, (6.1)

из которых сразу видно, что |{ω}k| 6 1, и равенство в этих неравенствах достигается если
и только если ω(z) = ζkz

k, |ζk| = 1, k = 1, 2, 3. Из неравенств (6.1) также видно, что
{max |{ω}k|}3

k=1 не возрастает.
Фиксируем {ω}k, k = 1, n− 1. Пусть n > 3. Следствие 3.2 говорит о том, что {rk}∞k=1

не возрастает. Следовательно и {max |mk|}∞k=n не возрастает. Скорее всего, {max |ck|}∞k=n

также не возрастает. Если это так, то {max |{ω}k|}∞k=n не возрастает, а значит |{ω}k|
никак не может быть больше 1.

6.1. Оценка |cn|
Утверждение 6.1. Пусть n ∈ N, ω ∈ Ω0, тогда |cn| + rn 6 1. Равенство достига-

ется если и только если cn = 0, rn = 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть n ∈ N. Из леммы 5.1 следует, что {ω}n = cn +eiϕρ rn.

Так как |{ω}n| 6 1 и 0 6 ρ 6 1, то rn + |cn| 6 1. Далее, |{ω}n| = 1, как известно,
равнозначно ω(z) = ηzn, |η| = 1.

Заметим, что r∗n пропорционален rn, но c∗n выражается через cn сложнее, что и
влечет, в общем случае, отсутствие простой оценки |{f}n| 6 |c∗n| + r∗n 6 |{F1}| в отличие
от утверждения 6.1. Однако легко показать, что если F (∆) — выпуклое множество, то
|{f}n| 6 |c∗n|+ r∗n 6 |{F1}|.

Из утверждения 6.1 и следствия 3.1 прямо следует
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Утверждение 6.2. Пусть n ∈ N, ω ∈ Ω0, тогда

|cn| 6 1− rn =
n−1∑
k=1

|mk|2

rk
.

Равенство достигается если и только если cn = 0, rn = 1.

Если бы мы получили этот факт, не используя того, что |{ω}n| 6 1, то могли бы
доказать, что из |{ω}n − cn| 6 rn следует, что |{ω}n| 6 1.

У нас даже есть база индукции. При n = 1, 2 утверждение 6.2 очевидно справедли-
во, так как c1 = c2 = 0. Далее, неравенство c3 6 |m1|2

r1
+ |m2|2

r2
эквивалентно неравенству

|m1||m2|2 6 r2|m1|2 + |m2|2, которое справедливо в силу того, что |m1||m2|2 6 |m2|2. Од-
нако, как сделать шаг индукции в настоящее время не ясно.

6.2. Экстремальное свойство функции zn

Из формул (2.2)–(2.7) очевидно, что имеет место

Лемма 6.1. Пусть n ∈ N и ω ∈ Ω0, тогда xk = 0, k = 1, . . . , n, равносильно
{ω}k = 0, k = 1, . . . , n.

Функция zn обладает следующим экстремальным свойством (сравните со следстви-
ем 3.2).

Утверждение 6.1. Пусть n ∈ N. Функционалы |mn| и rn достигают своего мак-
симального значения 1 на Ω0 если и только если ω(z) = ζzn, |ζ| = 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Имеем |mn| 6 rn, а rn =
n−1∏
k=1

(1 − x2
k) по следствию 3.1.

Отсюда ясно, что rn = 1 эквивалентно xk = 0, k = 1, . . . , n − 1, что согласно лемме 6.1
эквивалентно {ω}k = 0, k = 1, . . . , n− 1, что равносильно cn = 0.

Если |mn| = rn = 1, то cn = 0, значит |{ω}n| = 1 и {ω}k = 0, k = 1, . . . , n− 1. Если
{ω}k = 0, k = 1, . . . , n− 1, |{ω}n| = 1, то |mn| = 1, так как cn = 0.

Лемма 6.2. Пусть n ∈ N и ω ∈ Ω0, тогда |{ω}n| = 1 тогда и только тогда, когда
ω(z) = ζzn, |ζ| = 1.

Если ω(z) = ζzn, |ζ| = 1, то очевидно, что n -е неравенство превращается в |{ω}n| = 1.

А вот обратное утверждение доказать, пользуясь одними только неравенствами, по-види-
мому, не просто.

Теорема 6.1. Пусть n ∈ N и ω ∈ Ω0, тогда |{ω}n| 6 1, причем равенство достига-
ется если и только если ω(z) = ζzn, |ζ| = 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть n ∈ N и ω ∈ Ω0. Случай |{ω}n| = 1 описан в лем-
ме 6.2. Дальнейшее доказательство проведем от противного.

Предположим, что |{ω}n| > 1 и {ω}k 6= 0 при некотором натуральном k < n, тогда
g(z) := ω(z)/{ω}n ∈ Ω0 и |{g}n| = 1, но {g}k 6= 0, что противоречит лемме 6.2. Стало
быть |{ω}n| < 1.

Предположим, что |{ω}n| > 1 и {ω}k = 0, k = 1, . . . , n− 1, тогда получаем противо-
речие с утверждением 6.1. Действительно, mn = {ω}n − cn, но в нашем случае cn = 0 и
значит |mn| = |{ω}n| > 1, чего не может быть. Стало быть |{ω}n| 6 1.
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Заметим, что неравенства (6.1) вполне могли бы послужить базой индукции в доказа-
тельстве теоремы 6.1.

7. От функционала к функции

В пункте 4. было упомянуто, что если f ∈MF , то

{f}n =
n∑

k=1

{F}k{ωk}n, n ∈ N.

Области значений {ω}k и {ω}k+1, k = 1, . . . , n− 1 отличаются, что затрудняет решение
задачи. Исправим это. Коэффициент {ω}k можно выразить через mj и rj, j = 1, . . . , k,

(см. формулы (2.2)–(2.7)). Введем обозначения zk = mk/rk, k = 1, . . . , n. Согласно пунк-
ту 3. xk = |zk|.

Используя эти обозначения мы можем представить функционал {f}n в виде комплекс-
нозначной функции комплексных переменных z1, . . . , zn. Область определения этой функ-
ции есть полидиск ∆

n
. Из формул (2.2)–(2.7) следует, что рассматриваемая функция не

является голоморфной на ∆
n
.

Очевидно, что точки максимума функционала |{f}n| и функционала∣∣∣∣∣{ω}n +
n∑

k=2

αk{ωk}n

∣∣∣∣∣ , αk =
{F}k
|{F}1|

, k = 2, . . . , n,

совпадают. Это соображение можно применить, если оно приведет к некоторым упроще-
ниям в расчетах.

Так как функционал |{f}n| достигает своего максимума на границе Ω
(n)
0 , то согласно

лемме 5.1 {ω}n = cn + rne
iϕ.

Фиксируем n ∈ N и покажем три способа перехода от функционала к функции. Так как
наша задача состоит в получении точных оценок модулей тейлоровских коэффициентов на
классе MF , то в качестве целевых функционалов будем рассматривать только те, которые
не нарушают точность оценки.

7.1. Первый способ

Рассмотрим функционал

In :=

∣∣∣∣∣rn + cn +
n∑

k=2

αk{ωk}n

∣∣∣∣∣ .
Без уменьшения общности можно считать, что {ω}1 > 0, так как класс Ω0, а сле-

довательно и класс MF инвариантен относительно вращений в плоскости переменной z.

Кроме того, можно считать, что множитель eiϕ при rn равен 1. Это достигается уже за
счет вращений в плоскости переменной w, относительно которых класс MF возможно
уже не инвариантен, но вращения в плоскости переменной w не меняют величин, следо-
вательно, не могут помешать поиску максимума.

Как и выше считаем, что zk = mk/rk, xk = |zk|, ϕk := arg zk, k = 1, . . . , n − 1. Ис-
пользуя эти обозначения мы свели задачу об оценке функционала In к исследованию
действительнозначной функции (обозначим ее через hn ) от 2n− 3 действительных аргу-
ментов xk и ϕk на максимум при ограничениях xk ∈ [0, 1], k = 1, . . . , n− 1, ϕk ∈ [0, 2π),

k = 2, . . . , n− 1.
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7.2. Второй способ

Согласно утверждению 5.2 для любой функции f ∈MF справедлива точная оценка

|{f}n| 6 |c∗n|+ r∗n = |{F}1|rn +
∣∣∣{F}1cn +

n∑
k=2

{F}k{ωk}n
∣∣∣ =: In.

Без уменьшения общности можно считать, что {ω}1 > 0, так как класс MF инва-
риантен относительно вращений в плоскости переменной z. Как и выше считаем, что
zk = mk/rk, xk = |zk|, ϕk := arg zk, k = 1, . . . , n − 1. Используя эти обозначения мы
свели задачу об оценке функционала In к исследованию действительнозначной функции
(обозначим ее через hn ) от 2n−3 действительных аргументов xk и ϕk на максимум при
ограничениях xk ∈ [0, 1], k = 1, . . . , n− 1, ϕk ∈ [0, 2π), k = 2, . . . , n− 1.

7.3. Третий способ

Без уменьшения общности заменим функционал |{f}n| на функционал

In := {F}1rn + Re
(
{F}1cn +

n∑
k=2

{F}k{ωk}n
)
,

воспользовавшись тем, что класс MF инвариантен относительно вращений в плоскости
переменной z.

Как и выше обозначим zk = mk/rk, xk = |zk|, ϕk = arg zk, k = 1, . . . , n−1. Используя
эти обозначения мы свели задачу об оценке функционала In к исследованию действитель-
нозначной функции (обозначим ее hn ) от 2(n − 1) действительных аргументов xk и ϕk

на экстремумы при ограничениях xk ∈ [0, 1], ϕk ∈ [0, 2π).

7.4. Замечания

В пункте 7.3. мы выполнили некоторые действия для того, чтобы избавиться от моду-
ля в выражении, определяющем функцию hn, так как возможность использовать методы
дифференциального исчисления очень полезна при исследовании функций на экстрему-
мы. Более того, hn есть функция бесконечно гладкая по всем аргументам.

Теоретически, для решения поставленной в пункте 7.3. задачи достаточно найти зна-
чения hn во всех стационарных точках, удовлетворяющих указанным ограничениям, а
также значения hn в граничных точках, и выбрать среди этих значений число с наиболь-
шей абсолютной величиной.

На практике задача поиска стационарных точек в аналитической форме может быть
неразрешимой при n > 3. Дело в том, что в общем случае необходимо решать уравне-
ния, содержащие косинусы разных аргументов, так как мы имеем дело с действительной
частью функции. Однако, если ограничиться случаем функций с действительными коэф-
фициентами, то косинусы исчезнут и можно будет получить решения при бо́льших n.

Напомним, что упомянутые выше косинусы возникли из-за обозначений zk = xke
iϕk .

Если взять zk = xk + iyk, где xk = Re zk, а yk = Im zk, то косинусы исчезнут и в случае
комплексных коэффициентов.

С другой стороны, в пунктах 7.1. и 7.2. размерность задачи на 1 ниже, чем в пунк-
те 7.3., что может быть полезно, если использовать численные методы, не требующие
дифференцируемости целевой функции.
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Заметим, что все сказанное здесь применимо к любым коэффициентным функциона-
лам над Ω0, например, к cn, rn или каким-то еще.

8. Заключение

Пусть n ∈ N. В настоящей статье приводится обзор решения классической проблемы
коэффициентов на классе Ω0. Затем выводятся первые шесть неравенств, описывающих
соответственно первые шесть тел коэффициентов на классе Ω0. Далее дается метод по-
лучения аналогичных неравенств для связанных с классом Ω0 классов MF , что по сути
распространяет решение проблемы коэффициентов на эти классы. Затем анализируют-
ся свойства упомянутых неравенств, а также связи между ними. Кроме того показано,
что для описания n -го тела коэффициентов на классе Ω0, а следовательно, и MF до-
статочно только одного n -го неравенства. Обсуждается задача вывода оценок модулей
тейлоровских коэффициентов из полученных неравенств.

В итоге, задача получения точных оценок модуля тейлоровского коэффициента с но-
мером n, то есть функционала |{f}n|, на классе MF сначала сведена к задаче об оценке
функционала над классом Ω0, которая в свою очередь сведена к задаче о поиске мак-
симального по модулю условного экстремума действительнозначной функции 2(n − 1)

действительных аргументов с ограничениями типа неравенств 0 6 xk 6 1, 0 6 ϕk < 2π,

что позволяет применять стандартные методы дифференциального исчисления для ис-
следования на экстремумы, так как целевая функция бесконечно гладкая по всем своим
аргументам. Для этого используются результаты решения классической проблемы коэф-
фициентов на классе Ω0.

Заметим, что в пункте 6. речь идет об оценке модуля каждого начального коэффициен-
та по отдельности, тогда как в пункте 5. речь идет — об оценке всех коэффициентов сразу,
причем требуется сделать это, используя только неравенства и не используя каких-либо
известных свойств исследуемого класса, таких как выпуклость.

Таким образом, применение разработанного здесь математического аппарата является
перспективным при решении экстремальных задач на классе ограниченных не обращаю-
щихся в нуль функций, а также на других классах голоморфных функций. Более того,
задачи на экстремум функционала широко распространены в науке и технике и имеют
разнообразные приложения.
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Аннотация. Рассматривается регуляризация классических условий оптимальности(КУО)
— принципа Лагранжа (ПЛ) и принципа максимума Понтрягина (ПМП) — в выпуклой за-
даче оптимального управлении с функциональными ограничениями типа равенства и нера-
венства. Управляемая система задается линейным функционально-операторным уравне-
нием II рода общего вида в пространстве Lm

2 , основной оператор правой части уравнения
предполагается квазинильпотентным. Минимизируемый функционал задачи является вы-
пуклым (возможно не сильно). Регуляризация КУО в неитерационной и итерационной
формах основана на использовании соответственно методов двойственной регуляризации
и итеративной двойственной регуляризации. При получении неитерационных регуляризо-
ванных КУО используются два параметра регуляризации, один из которых «отвечает» за
регуляризацию двойственной задачи, другой же содержится в сильно выпуклом регуля-
ризирующем тихоновском добавке к целевому функционалу исходной задачи, обеспечивая
тем самым корректность задачи минимизации функции Лагранжа. Основное предназначе-
ние регуляризованных ПЛ и ПМП — устойчивое генерирование минимизирующих прибли-
женных решений (МПР) в смысле Дж. Варги. Регуляризованные КУО: 1) формулируются
как теоремы существования МПР в исходной задаче с одновременным конструктивным
представлением конкретных МПР; 2) являются секвенциальными обобщениями класси-
ческих аналогов — своих предельных вариантов, сохраняя общую структуру последних;
3) «преодолевают» свойства некорректности КУО и дают регуляризирующие алгоритмы
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Abstract. We consider the regularization of classical optimality conditions (COCs) — the
Lagrange principle (LP) and the Pontryagin maximum principle (PMP) — in a convex optimal
control problem with functional constraints such as equalities and inequalities. The controlled
system is given by a linear functional-operator equation of the second kind of general form in the
space Lm

2 , the main operator on the right side of the equation is assumed to be quasi-nilpotent.
The problem functional to be minimized is convex (probably not strongly). The regularization
of the COCs in the non-iterative and iterative forms is based on the use of the methods of dual
regularization and iterative dual regularization, respectively. Obtaining non-iterative regularized
COCs uses two regularization parameters, one of which is “responsible” for the regularization
of the dual problem, the other is contained in a strongly convex regularizing Tikhonov addition
to the objective functional of the original problem, thereby ensuring the correctness of the
problem of minimizing the Lagrange function. The main purpose of regularized LP and PMP
is the stable generation of minimizing approximate solutions (MASs) in the sense of J. Warga.
Regularized COCs: 1) are formulated as existence theorems for MASs in the original problem
with simultaneous constructive representation of specific MASs; 2) are sequential generalizations
of classical analogues — their limiting variants and preserve the general structure of the latter;
3) “overcome” the ill-posedness properties of the COCs and give regularizing algorithms for
solving optimization problems. Illustrating examples are considered: the problem of optimal
control for the equation with delay, the problem of optimal control for the integrodifferential
equation of the type of transport equation.
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Введение

Как известно, классические условия оптимальности (КУО), к которым мы относим, в
частности, принцип Лагранжа (ПЛ) и принцип максимума Понтрягина (ПМП), обязаны
своим появлением на свет, прежде всего, необходимости решения различных практических
оптимизационных (экстремальных) задач (см., например, [1–4]). Однако на пути непосред-
ственного применения ПЛ и ПМП для практического решения многих прикладных задач
оптимизации, поставляемых современными естественнонаучными приложениями (см., на-
пример, [5]), возникает немало серьезных проблем. Одна из этих проблем связана с тем,
что при анализе и решении подобных оптимизационных задач неизбежно приходится учи-
тывать возможную погрешность соответствующих исходных данных. Но неточность в за-
дании исходных данных оптимизационной задачи фактически противоречит базовым по-
строениям классической теории экстремума, предполагающим точное знание этих данных
при получении КУО. Кроме того, нужно учитывать свойственную самим задачам услов-
ной оптимизации некорректность [6, гл. 9], неизбежно влекущую за собой некорректность
и соответствующих КУО (см., например, [7–11] и библиографию в этих работах).

Данная статья продолжает линию работ [10, 11] по регуляризации ПЛ и ПМП в вы-
пуклых задачах оптимального управления распределенными системами вольтеррова типа
с функциональными ограничениями. Системами вольтеррова типа мы называем управ-
ляемые системы, которые могут быть описаны линейными функциональными (иначе,
функционально-операторными) уравнениями II рода общего вида с квазинильпотентным
основным линейным оператором правой части. Такие уравнения можно назвать функ-
циональными уравнениями вольтеррова типа, так как указанным свойством обладают,
прежде всего, различного рода вольтерровы операторы.

Заметим, что название «вольтерровы операторы» (операторы типа Вольтерра) при-
сваивалось разными авторами различным классам операторов со сходными свойствами
(используются также названия: причинные операторы, наследственные операторы и др.),
начиная с известных работ L. Tonelli (1929) и А.Н. Тихонова (1938); см., например, крат-
кий обзор определений вольтерровых операторов [12, Дополнение], а также [13]. В слу-
чае линейных операторов эти определения так или иначе связаны со свойством квази-
нильпотентности: либо это свойство включено в само определение вольтеррова оператора
(см., например, [14, с. 10]), либо при естественных условиях следует из этого определения
(см., например, определение [15] функционального оператора, «вольтеррова на системе
множеств», являющееся многомерным обобщением определения А.Н. Тихонова, и опира-
ющийся на определение [15] цепочечный признак квазинильпотентности [13, теорема 2]).

К уравнениям вольтеррова типа естественным образом (обращением главной части)
сводятся самые разнообразные начально-краевые задачи для различных уравнений с част-
ными производными (гиперболических, параболических, интегро-дифференциальных, си-
стем таких уравнений, уравнений с запаздываниями разного рода и др., см., например,
разнообразные конкретные примеры в [12, глава 2], обзоры в [12,16]). Это позволило в на-
стоящей статье получить регуляризованные ПЛ и ПМП единообразно для широкого клас-
са распределенных оптимизационных задач. При этом существенным образом использу-
ется предложенное нами ранее понятие равностепенной квазинильпотентности семейства
операторов (историю вопроса см. в [16]).

Как известно, изучение различных связанных с КУО вопросов лежит в основе теории
оптимизации распределенных систем. Многообразие, сложность и актуальность этих во-
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просов вот уже более шести десятков лет постоянно привлекают внимание исследователей.
Отличительная черта работ [10,11] и данной работы — изучение вопросов регуляризации
КУО на основе взаимовыгодного объединения методов теории КУО, теории регуляриза-
ции некорректных задач и теории управляемых распределенных систем вольтеррова типа.
Достаточно подробное обсуждение свойств некорректности КУО в задачах оптимального
управления для таких распределенных систем, комментарии по этому поводу и соответ-
ствующую библиографию можно найти в [10,11].

С общей точки зрения рассматриваемая в данной работе задача оптимального управ-
ления может быть отнесена к классу задач выпуклого программирования в гильбертовом
пространстве с конечным числом функциональных ограничений типа равенства и нера-
венства. Так как в подобных задачах, ввиду конечномерности образа оператора, задающе-
го ограничения, проблема невыполнимости условий оптимальности в разрешимой задаче,
по сути дела, снимается, то главное внимание в статье уделяется проблеме преодоления
неустойчивости ПЛ и ПМП для таких задач. Неустойчивость КУО в задачах с ограни-
чениями проявляет себя уже и в самых простейших конечномерных задачах выпуклого
программирования как с ограниченными, так и неограниченными множествами допусти-
мых элементов (см., в частности, [17, пример 3], [18, пример 0.1]). Примеры неустойчивости
КУО в задачах с бесконечномерными ограничениями можно найти в [7–9].

Главное назначение получаемых в данной работе и выражаемых в терминах регуляр-
ных классических функций Лагранжа и Гамильтона–Понтрягина регуляризованных КУО
— устойчивое конструктивное генерирование в задаче оптимального управления обобщен-
ных минимизирующих последовательностей — минимизирующих приближенных решений
(МПР) в смысле Дж. Варги [19]. Здесь уместно напомнить, что широко используемое в оп-
тимальном управлении понятие МПР органично сочетает в себе учет как запросов строгой
математической оптимизационной теории [19, гл. IV–VIII], так и потребностей инженер-
ной практики, предполагающей неизбежное наличие у приближенных решений ненулевых
зазоров и при выполнении ограничений задачи и при приближении значений функционала
цели к ее (обобщенной) нижней грани [19, гл. III]. Регуляризованные КУО ниже форму-
лируются как теоремы существования в исходной задаче МПР, состоящих из минималей
функции Лагранжа, двойственные переменные для которой генерируются в соответствии
с выбранной процедурой регуляризации двойственной задачи. В общем случае выпуклого
функционала качества мы применяем процедуру двойственной регуляризации [17,20,21] и
получаем регуляризованные КУО, которые называем регуляризованными КУО в неитера-
ционной форме [7–9]. В случае же сильно выпуклого функционала качества мы опираемся
на процедуру итеративной двойственной регуляризации [20,21] и приходим к регуляризо-
ванным КУО, которые называем регуляризованными КУО в итерационной форме [7, 9].
Центральную роль в наших формулировках играет введенное в [22] и ориентированное
на задачи условной оптимизации понятие МПР-образующего алгоритма (см. ниже опре-
деление 1.1; о взаимосвязи понятия МПР-образующего алгоритма и «более привычного»
для задач условной оптимизации понятия регуляризирующего алгоритма [6, гл. 9] см. во
вводных частях работ [10,11]). Как и в [10,11], управляемая система ниже задается линей-
ным функциональным уравнением II рода общего вида в пространстве Lm2 , а основной
оператор правой части уравнения предполагается квазинильпотентным. При этом, как
и в [10, 11], функционал качества оптимизационной задачи, а также функционалы огра-
ничений считаются заданными в гильбертовом пространстве суммируемых с квадратом
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функций. Для упрощения изложения и в соответствии с традициями теории оптимального
управления считаем, как и в [10,11], множество допустимых управлений ограниченным.

Как сказано, данная работа написана в продолжение работ [10, 11]. Минимизируемый
функционал в ней при получении регуляризованных КУО в неитерационной форме пред-
полагается лишь выпуклым и не обязательно сильно выпуклым. Отметим, что регуля-
ризация КУО в выпуклых задачах оптимального управления с не сильно выпуклыми
целевыми функционалами рассматривалась в нашей работе [18]. Укажем, в чем сходство
получаемых ниже результатов и результатов [10,11,18] и в чем их существенное различие.

О сходстве результатов. В рассматриваемой ниже задаче, как и в [10,11,18], МПР кон-
струируются из экстремалей (минималей) ее функции Лагранжа, взятых при значениях
двойственных переменных из некоторой последовательности, вырабатываемой соответ-
ствующей процедурой регуляризации двойственной задачи. При этом, как и в [11, 18], в
качестве процедуры регуляризации двойственной задачи (эта задача является вогнутой)
используется тихоновская стабилизация (см., например, [6, гл. 9]). В [10] с этой целью
использовалась процедура так называемой итеративной регуляризации [23].

Говоря о различии, подчеркнем, что в данной работе при получении регуляризован-
ных КУО в неитерационной форме целевой функционал предполагается лишь выпуклым,
и не обязательно сильно выпуклым, тогда как в [10, 11] минимизируемые функционалы
считались сильно выпуклыми. Далее, чтобы охарактеризовать отличие результатов дан-
ной статьи от результатов [18], целесообразно отметить сначала различие подходов [11]
и [18] при получении регуляризованных КУО в неитерационной форме. В случае, как
в [11], сильно выпуклого целевого функционала сильно выпуклой по исходной перемен-
ной является и функция Лагранжа и, как следствие, однозначно и корректно определяют-
ся элементы МПР, соответствующие выбранной процедуре регуляризации двойственной
задачи. В отсутствие же, как в [18], сильной выпуклости функционала качества и, как
следствие, в отсутствие сильной выпуклости функции Лагранжа по исходной переменной
при ограниченном множестве допустимых элементов, гарантируется лишь существова-
ние (но, вообще говоря, не единственность) элементов МПР (как элементов из множества
минималей функции Лагранжа, взятых при соответствующих значениях двойственных
переменных). В такой ситуации генерирование МПР в силу регуляризованных КУО в су-
щественной степени теряет свою конструктивность. По этой причине ниже, в преодоление
указанного недостатка регуляризованных КУО в неитерационной форме [18], мы, сле-
дуя методу нашей работы [22], вместо одного используем два параметра регуляризации.
Один из них, как и в [11, 18], «отвечает» за регуляризацию двойственной задачи, другой
же содержится в сильно выпуклом регуляризирующем тихоновском добавке к целевому
функционалу исходной задачи, обеспечивая тем самым корректность задачи минимиза-
ции функции Лагранжа. Так, отказываясь от существенным образом используемого в [11]
условия сильной выпуклости функционала качества, мы тем не менее «преодолеваем»
допускаемую в [18] некорректность задачи минимизации функции Лагранжа (эта задача
является базовой во всех формулируемых ниже регуляризованных КУО).

Выделим важные на наш взгляд особенности получаемых в работе регуляризован-
ных КУО, подчеркивающие актуальность формулируемых ниже результатов (связанные
с этим подробности и поясняющие комментарии могут быть найдены в [7–11]). Регуляризо-
ванные КУО: 1) не связаны с «труднопроверяемыми» условиями, используемыми обычно
для гарантии выполнимости и устойчивости их классических аналогов; 2) выражаются в
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терминах регулярных классических функций Лагранжа и Гамильтона–Понтрягина; 3) яв-
ляются секвенциальными обобщениями классических аналогов — своих предельных вари-
антов, сохраняют их общую структуру и могут трактоваться как условия оптимальности,
выраженные в секвенциальной форме.

В качестве конкретных иллюстрирующих примеров нами рассматриваются задачи оп-
тимального управления, связанные с системой уравнений с запаздыванием и с интегро-
дифференциальным уравнением типа уравнения переноса.

Примем следующие обозначения и соглашения: R+ — множество неотрицательных
действительных чисел; Rn — пространство n -векторов-столбцов; 〈·, ·〉n и ‖·‖n — евкли-
довы скалярное произведение и норма в Rn; векторы, если не оговорено противное, счи-
таются столбцами; * — знак сопряжения и транспонирования; Π ⊂ Rn — ограниченное
и измеримое по Лебегу множество, играющее роль основного множества изменения неза-
висимых переменных, его элементы обозначаем через t ≡ {t1, . . . , tn}; Lp(Π) — лебегово
пространство со стандартной нормой ( 1 ≤ p ≤ ∞ ); Lmp ≡ Lmp (Π) ≡ (Lp(Π))m ( 1 ≤ p ≤ ∞ );
‖·‖p,m — стандартная норма прямого произведения в Lmp ; 〈·, ·〉2,m — стандартное скаляр-
ное произведение в Lm2 ; Lm×lp ≡ Lm×lp (Π) — пространство (m × l) -матриц-функций с
элементами из Lp(Π); ‖·‖p,m×l — стандартная норма прямого произведения в Lm×lp .

1. Постановка задачи оптимального управления

1.1. Базовая оптимизационная задача. Пусть заданы: натуральные числа m,n, s;

Π ⊂ Rn — ограниченное и измеримое по Лебегу множество; c(t), t ∈ Π, — функция класса
Lm2 ≡ Lm2 (Π); A : Lm2 → Lm2 — линейный ограниченный оператор (ЛОО) с нулевым
спектральным радиусом; ЛОО B : Ls2 → Lm2 . Рассмотрим линейное функциональное
уравнение II рода

z(t) = A[z](t) +B[u](t) + c(t), t ∈ Π, z ∈ Lm2 , u ∈ Ls2, (1.1)

считая u(·) управляющей функцией (управлением). Ввиду квазинильпотентности A,

уравнение (1.1) имеет для каждого u(·) ∈ Ls2 единственное в Lm2 решение z(t), t ∈ Π, и
справедлива формула

z(t) = S[B[u] + c](t), t ∈ Π, u ∈ Ls2, (1.2)

в которой S : Lm2 → Lm2 — ЛОО — сумма ряда Неймана: S[y] ≡
∞∑
i=0

Ai[y], y ∈ Lm2 .

Отвечающее управлению u(·) ∈ Ls2 и задаваемое формулой (1.2) решение z(·) уравнения
(1.1) обозначаем zu(·).

Чтобы поставить для управляемой системы (1.1) задачу оптимального управления,
будем считать, что на прямом произведении Lm2 ×Ls2 определены некоторые функционалы
J0,J1, . . . ,Jk, I1, . . . , Ir со свойствами: J0[z, u] ≡ K[z] + M [u], z ∈ Lm2 , u ∈ Ls2, где
K : Lm2 → R, M : Ls2 → R — выпуклые функционалы; Ji[z, u] : Lm2 × Ls2 → R —
выпуклый функционал ( i = 1, . . . , k ); Ii[z, u] : Lm2 × Ls2 → R — линейный ограниченный
функционал, задаваемый формулой Ii[z, u] ≡ 〈ai, z〉2,m + 〈bi, u〉2,s , где ai ∈ Lm2 , bi ∈ Ls2
( i = 1, . . . , r ).

Используя (1.2) как формулу подстановки, зададим на Ls2 функционалы: J0[u] ≡
J0[zu, u] ≡ K[zu] + M [u], Ji[u] ≡ Ji[zu, u] (i = 1, . . . , k), Ii[u] ≡ Ii[zu, u] (i = 1, . . . , r),

u(·) ∈ Ls2. Функционалы Ji[·] (i = 0, 1, . . . , k) выпуклые, а функционалы Ii[·] (i = 1, . . . , r)
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аффинные на Ls2. Пусть D — выпуклое ограниченное и замкнутое множество простран-
ства Ls2, d1, . . . , dr — некоторые числа. Рассмотрим задачу оптимального управления
системой (1.1) c минимизируемым функционалом J0[u] при функциональных ограниче-
ниях

J1[u] ≤ 0, . . . , Jk[u] ≤ 0, I1[u] = d1, . . . , Ir[u] = dr (1.3)

и множестве допустимых управлений D. Эту задачу символически запишем в виде

J0[u]→ min, (1.3), u ∈ D. (1.4)

1.2. Точная и приближенная оптимизационные задачи. Задача (1.4) полностью
определяется набором своих исходных данных

f ≡ {A,B, c,K,M,Ji(i = 1, . . . , k), {ai, bi, di}(i = 1, . . . , r)} .

Предположим, что точные исходные данные

f0 ≡
{
A0, B0, c0, K0,M0,J 0

i (i = 1, . . . , k),
{
a0
i , b

0
i , d

0
i

}
(i = 1, . . . , r)

}
нам не известны, но мы можем оперировать с приближенными исходными данными

fδ ≡
{
Aδ, Bδ, cδ, Kδ,M δ,J δ

i (i = 1, . . . , k),
{
aδi , b

δ
i , d

δ
i

}
(i = 1, . . . , r)

}
,

где δ — меняющийся в некотором полуинтервале (0, δ0] числовой параметр ( δ0 — фикси-
рованное число), характеризующий близость приближенных данных fδ к точным данным
f0 в указанном ниже условиями Б и В смысле. Таким образом, мы считаем, что при каж-
дом δ ∈ [0, δ0] существуют следующие объекты: квазинильпотентный ЛОО Aδ : Lm2 → Lm2 ;

ЛОО Bδ : Ls2 → Lm2 ; функция cδ(·) ∈ Lm2 ; выпуклые функционалы Kδ[z] : Lm2 → R,

M δ[u] : Ls2 → R, J δ
i [z, u] : Lm2 × Ls2 → R ( i = 1, . . . , k ); линейные ограниченные функци-

оналы Iδi [z, u] : Lm2 × Ls2 → R, задаваемые формулой Iδi [z, u] ≡
〈
aδi , z

〉
2,m

+
〈
bδi , u

〉
2,s
, где

aδi ∈ Lm2 , bδi ∈ Ls2 ( i = 1, . . . , r ); числа dδi (i = 1, . . . , r).

При любом δ ∈ [0, δ0] управляемое функциональное уравнение

z(t) = Aδ[z](t) +Bδ[u](t) + cδ(t), t ∈ Π, z ∈ Lm2 , u ∈ Ls2, (1.5)

ввиду квазинильпотентности оператора Aδ, имеет для каждого u(·) ∈ Ls2 единственное в
классе Lm2 решение z(t), t ∈ Π, и справедлива формула

z(t) = Sδ[Bδ[u] + cδ](t), t ∈ Π, u(·) ∈ Ls2, (1.6)

где Sδ : Lm2 → Lm2 —ЛОО— сумма ряда Неймана: Sδ[y] ≡
∞∑
i=0

(Aδ)i[y] y ∈ Lm2 . Отвечающее

управлению u(·) ∈ Ls2 и задаваемое формулой (1.6) решение z(·) уравнения (1.5) будем
обозначать zδu(·), δ ∈ [0, δ0]. При любом δ ∈ [0, δ0] имеем набор ограничений

Jδ1 [u] ≤ 0, . . . , Jδk [u] ≤ 0, Iδ1 [u] = dδ1, . . . , I
δ
r [u] = dδr, (1.7)

где Jδi [u] ≡ J δ
i [zδu, u] (i = 1, . . . , k), Iδi [u] ≡ Iδi [zδu, u] (i = 1, . . . , r), u(·) ∈ Ls2, и задачу

оптимального управления

Jδ0 [u]→ min, (1.7), u(·) ∈ D, (OCδ)
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где Jδ0 [u] ≡ J δ
0 [zδu, u] ≡ Kδ[zδu] + M δ[u], u(·) ∈ Ls2. Задачу (OC0 ) называем точной зада-

чей, а задачи (OCδ ), δ ∈ (0, δ0], — приближенными задачами оптимального управления.
Множество всех решений (OC0 ) обозначаем через U0 (оно может быть и пустым), а его
элементы — через u0.

Предполагаем, что выполняется
Условие А. Функционалы Kδ,M δ и каждый из функционалов J δ

i (i = 1, . . . , k),

δ ∈ [0, δ0], суть липшицевы на каждом ограниченном множестве пространств Lm2 , L
s
2 и

Lm2 × Ls2 соответственно, причем липшицевость равномерна по параметру δ ∈ [0, δ0], т. е.
соответствующие постоянные Липшица не зависят от δ ∈ [0, δ0].

Считаем также, что входные данные задач семейства (OCδ ), δ ∈ (0, δ0], связаны с
входными данными точной задачи (OC0 ) приведенными ниже условиями Б, В, Г.

Условие Б. Существует постоянная C > 0 такая, что при любом δ ∈ (0, δ0] имеем∥∥Aδ−A0
∥∥ ≤ Cδ,

∥∥Bδ−B0
∥∥ ≤ Cδ,

∥∥cδ−c0
∥∥

2,m
≤ Cδ,

∥∥aδi−a0
i

∥∥
2,m
≤ Cδ (i=1, . . . , r), (1.8)

∥∥bδi − b0
i

∥∥
2,s
≤ Cδ (i = 1, . . . , r),

∣∣dδi − d0
i

∣∣ ≤ Cδ (i = 1, . . . , r),
∣∣M δ[u]−M0[u]

∣∣ ≤ Cδ(u ∈ D).

Условие В. Существует неубывающая функция N1(·) : R+ → R+ такая, что для
каждого l > 0 и любого δ ∈ (0, δ0] при ‖z(·)‖2,m ≤ l, u(·) ∈ D выполняются неравенства∣∣Kδ[z]−K0[z]

∣∣ ≤ N1(l)δ,
∣∣J δ

i [z, u]− J 0
i [z, u]

∣∣ ≤ N1(l)δ (i = 1, . . . , k). (1.9)

Чтобы сформулировать условие Г, воспользуемся следующим введенным нами ранее
(историю вопроса см., например, в [16]) понятием равностепенной квазинильпотентно-
сти. Пусть B — банахово пространство, Ξ — некоторое множество, {G(ξ)[·] : B →
B}ξ∈Ξ — семейство зависящих от параметра ξ ∈ Ξ квазинильпотентных ЛОО (напом-

ним: квазинильпотентность ЛОО G(ξ)[·] : B → B означает, что k

√∥∥∥{G(ξ)}k
∥∥∥ → 0 при

k→∞). Назовем семейство операторов {G(ξ)}ξ∈Ξ равностепенно квазинильпотентным,

если sup
ξ∈Ξ

k

√∥∥∥{G(ξ)}k
∥∥∥→ 0 при k →∞.

Условие Г. Семейство
{
Aδ : Lm2 → Lm2

}
δ∈[0,δ0]

равностепенно квазинильпотентно.

1.3. МПР и МПР-образующий оператор. Для компактности записи введем обо-
значения: Jδ[u] ≡

{
Jδ1 [u], . . . , Jδk [u]

}
, Iδ[u] ≡

{
Iδ1 [u], . . . , Iδr [u]

}
, dδ ≡

{
dδ1, . . . , d

δ
r

}
. Поло-

жим

Dδ,ε ≡
{
u(·) ∈ D :

∥∥Iδ[u]− dδ
∥∥
r
≤ ε, Jδi [u] ≤ ε (i = 1, . . . , k)

}
,

δ ∈ [0, δ0], ε ≥ 0; D0 ≡ D0,0.

Определим обобщенную нижнюю грань β задачи (OC0 ) как предел β ≡ β+0 ≡ lim
ε→+0

βε,

где βε ≡ inf
u∈D0,ε

J0
0 [u], если D0,ε 6= ∅, и βε ≡ +∞, если D0,ε = ∅. Вообще говоря, имеет

место очевидное неравенство β ≤ β0, где β0 ≡ inf
u∈D0

J0
0 [u] — классическая нижняя грань

задачи (OC0 ). Однако ввиду выпуклости задачи (OC0 ), непрерывности задающих ее
функционалов и ограниченности D имеет место равенство β = β0.
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Как уже было сказано выше, центральным для нас является понятие МПР в задаче
(OC0 ). Напомним, что последовательность uk(·) ∈ D, k = 1, 2, . . . , называется МПР за-
дачи (OC0 ), если J0

0 [uk]→ β при k →∞, причем uk(·) ∈ D0,εk для некоторой сходящейся
к нулю последовательности положительных чисел εk, k = 1, 2, . . . .

Введем другое центральное понятие работы — понятие МПР-образующего оператора
(алгоритма) [22] в задаче (OC0 ).

О п р е д е л е н и е 1.1. Пусть δk ∈ (0, δ0), k = 1, 2, . . . , — сходящаяся к нулю после-
довательность положительных чисел. Зависящий от δk, k = 1, 2, . . . , оператор R(·, δk),
ставящий в соответствие каждому набору исходных данных fδ

k
, удовлетворяющих оцен-

кам (1.8), (1.9) при δ = δk, элемент R(fδ
k
, δk) ≡ uδ

k ∈ D, называется МПР-образующим в
задаче (OC0 ), если последовательность uδ

k
, k = 1, 2, . . . , есть МПР в этой задаче.

2. Эквивалентная задача выпуклого программирования
и регуляризация принципа Лагранжа

2.1. Задача выпуклого программирования. При любом δ ∈ [0, δ0] задача опти-
мального управления (OCδ ) имеет форму задачи выпуклого программирования в про-
странстве Ls2. Мы перепишем ее в виде, позволяющем напрямую воспользоваться ре-
зультатами работы [22], где рассматривалась регуляризация КУО в задачах выпуклого
программирования и выпуклого оптимального управления в гильбертовом пространстве.
Для этого выделим в аффинных функционалах Iδj [·], j = 1, . . . , r, линейную часть:

Iδj [u] ≡ Iδj [u]−
〈
aδj , S

δ[cδ]
〉

2,m
≡ Iδj [zδu, u]−

〈
aδj , S

δ[cδ]
〉

2,m
, u ∈ Ls2, δ ∈ [0, δ0] (j = 1, ..., r).

Для единообразия записи введем обозначения: Jδ0[u] ≡ Jδ0 [u], Jδi [u] ≡ Jδi [u] (i = 1, . . . , k),

u(·) ∈ Ls2. Функционалы Jδi (i = 0, 1, . . . , k) — выпуклые, а Iδj (j = 1, . . . , r) — линейные на
Ls2. Положим eδj ≡ dδj −

〈
aδj , S

δ[cδ]
〉

2,m
(j = 1, . . . , r). Очевидно, что при каждом δ ∈ [0, δ0]

задача выпуклого программирования в Ls2

Jδ0[u]→ min, Jδi [u] ≤ 0 (i = 1, . . . , k), Iδj [u] = eδj (j = 1, . . . , r), u ∈ D, (P δ)

эквивалентна задаче оптимального управления (OCδ ): совпадают множества решений
и значения этих задач. Задачи (P δ), δ ∈ [0, δ0], принадлежат классу задач выпуклого
программирования в гильбертовом пространстве, изучавшемуся в [22].

Условие А влечет за собой следующее равномерное по δ ∈ [0, δ0] свойство липшицево-
сти функционалов Jδi (i = 0, 1, . . . , k) на любом ограниченном множестве пространства
Ls2 : существует неубывающая функция N2(·) : R+ → R+ такая, что при каждом δ ∈ [0, δ0]

для любого l > 0 имеем∣∣Jδi [u1]− Jδi [u2]
∣∣ ≤ N2(l) ‖u1 − u2‖2,s , u1, u2 ∈ Ls2, ‖u1‖2,s , ‖u2‖2,s ≤ l (i = 0, 1, . . . , k).

Условия Б и Г влекут за собой такое свойство семейства операторов
{
Aδ
}

0≤δ≤δ0
.

Лемма 2.1. Существует число K такое, что
∥∥Sδ − S0

∥∥ ≤ K ∥∥Aδ − A0
∥∥ , 0 < δ ≤ δ0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из условия Б следует существование постоянной C1 такой,
что

∥∥Aδ∥∥ ≤ C1, 0 ≤ δ ≤ δ0. Фиксируем любое ε ∈ (0, 1). В силу условия Г найдется

натуральное N(ε) такое, что
∥∥∥(Aδ)i∥∥∥ ≤ εi при i ≥ N(ε), 0 ≤ δ ≤ δ0. То есть при любом
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δ ∈ (0, δ0] имеем
∥∥Sδ∥∥ ≤∑N(ε)−1

i=0 (C1)i+
∑∞

i=N(ε) ε
i. Зависящее от ε число, стоящее в правой

части последнего неравенства, обозначим через C2. Произвольно выберем z ∈ Lm2 . Так
как Sδ[z] = Aδ

[
Sδ[z]

]
+z, δ ∈ (0, δ0], то S0[z]−Sδ[z] = A0

[
S0[z]− Sδ[z]

]
+
(
A0 − Aδ

) [
Sδ[z]

]
и поэтому S0[z] − Sδ[z] = S0

[(
A0 − Aδ

) [
Sδ[z]

]]
. То есть при любом δ ∈ (0, δ0] имеем∥∥Sδ − S0

∥∥ ≤ C2 ‖S0‖
∥∥Aδ − A0

∥∥ , и можно взять K = C2 ‖S0‖ .

Из условий Б, В и Г простыми выкладками, используя лемму 2.1, получаем следующую
связь входных данных задачи (P 0 ) с входными данными задач (P δ ) при δ ∈ (0, δ0].

Лемма 2.2. Существует постоянная Γ, зависящая лишь от операторов A0, B0,

функционалов K0,J 0
i (i = 1, . . . , k), функций c0, a0

i (i = 1, . . . , r), b0
i (i = 1, . . . , r), N1,

чисел d0
i (i = 1, . . . , r), C,K, δ0 и множества D, такая, что для каждого δ ∈ (0, δ0]

выполняются неравенства∣∣Jδi [u]− J0
i [u]
∣∣ ≤ Γδ, u ∈ D (i = 0, 1, . . . , k); (2.1)∣∣Iδi [u]− I0

i [u]
∣∣ ≤ Γδ ‖u‖2,s , u ∈ Ls2 (i = 1, . . . , r);

∣∣eδi − e0
i

∣∣ ≤ Γδ (i = 1, . . . , r).

2.2. МПР и МПР-образующий оператор в задаче выпуклого программиро-
вания. Положим: Jδ[u] ≡

{
Jδ1[u], . . . ,Jδk[u]

}
, Iδ[u] ≡

{
Iδ1[u], . . . , Iδr[u]

}
, eδ ≡

{
eδ1, . . . , e

δ
r

}
.

Имеем

Dδ,ε =
{
u ∈ D :

∥∥Iδ[u]− eδ
∥∥
r
≤ ε, Jδi [u] ≤ ε (i = 1, . . . , k)

}
, δ ∈ [0, δ0], ε ≥ 0.

Так как обобщенная нижняя грань задачи (P 0 ) определяется фактически той же самой
формулой, что и обобщенная нижняя грань задачи (OC0 ), и эти грани совпадают, то
мы сохраним за ней то же обозначение β. Имеем β ≡ β+0 ≡ lim

ε→+0
βε, βε ≡ inf

u∈D0,ε
J0

0[u],

если D0,ε 6= ∅; βε ≡ +∞, если D0,ε = ∅. Как уже отмечалось, имеет место очевидное
неравенство β ≤ β0, где β0 ≡ inf

u∈D0
J0

0[u] — классическая нижняя грань задачи (P 0 ).

Однако ввиду выпуклости задачи (P 0 ), непрерывности задающих ее функционалов и
ограниченности D имеет место равенство β = β0.

О п р е д е л е н и е 2.1. Последовательность {uj}∞j=1 элементов множества D, для
которой существует такая стремящаяся к нулю последовательность положительных чисел
{εj}∞j=1 , что uj ∈ D0,εj (j = 1, 2, . . .) и J0

0 [uj] → β = inf
u∈D0

J0
0[u] при j → ∞, называется

минимизирующим приближенным решением (МПР) задачи (P 0 ).

Лемма 2.3. В силу ограниченности D существование МПР в задаче (P 0) равносиль-
но неравенству β < +∞. Если β < +∞, то каждая слабая предельная точка любого
МПР является ее решением. Если же в этом случае функционал J0

0 является сильно
выпуклым и субдифференцируемым ( в смысле выпуклого анализа ) в точках D, то для
любого МПР uk, k = 1, 2, . . . , в разрешимой единственным образом в этом случае задаче
(P 0) справедливо предельное соотношение uk → u0, k →∞.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Во-первых, можно заметить, что, так как множество D
ограничено, то благодаря слабой полунепрерывности снизу функционалов J0

0[u], J0
i [u]

(i = 1, . . . , k), u ∈ D, слабой непрерывности функционалов I0
i [u] (i = 1, . . . , r), u ∈ D,
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каждая слабая предельная точка любого МПР (ограниченного ввиду ограниченности D )
в этом случае является решением задачи (P 0 ). Если же функционал J0

0 является и сильно
выпуклым, то последовательность uk, k = 1, 2, . . . , о которой идет речь в лемме, слабо
сходится к ее единственному в этом случае решению u0. И, наконец, так как в последнем
случае одновременно J0

0[uk] → J0
0[u0] при k → ∞, то с учетом субдифференцируемости

J0
0 в точках D получаем сильную сходимость uk к u0 при k →∞.

Введем понятие МПР-образующего оператора [22] в задаче (P 0 ).

О п р е д е л е н и е 2.2. Пусть δk ∈ (0, δ0), k = 1, 2, . . . , — сходящаяся к нулю после-
довательность. Зависящий от δk, k = 1, 2, . . . , оператор R(·, ·, ·, ·, δk), ставящий в соответ-
ствие каждому набору исходных данных {Jδk0 , Jδ

k
, Iδ

k
, eδ

k}, удовлетворяющих условиям
(2.1) при δ = δk, элемент R(Jδ

k

0 , J
δk , Iδ

k
, eδ

k
, δk) = uδ

k ∈ D, называется МПР-образующим
в задаче (P 0 ), если последовательность uδ

k
, k = 1, 2, . . . , есть МПР в этой задаче.

Наша задача (P δ ) является частным случаем задачи (P δ ) работы [22]: набор ис-
ходных данных {Jδ0, Jδ, Iδ, eδ} данной работы соответствует набору исходных данных
{f δ, gδ, Aδ, hδ} в [22]. В нашей задаче (P δ ) в том случае, когда ее целевой функционал Jδ0
является лишь выпуклым (и может быть и не сильно выпуклым), выполняются все усло-
вия, при которых к ней могут быть применены теорема сходимости метода двойственной
регуляризации с дополнительным параметром регуляризации в функционале цели и регу-
ляризованный принцип Лагранжа для задачи выпуклого программирования с выпуклым
(вообще говоря не сильно выпуклым) целевым функционалом работы [22] (это теорема 2
и теорема 3 из [22] соответственно).

Таким образом, мы можем переформулировать указанные результаты работы [22] в
терминах задачи (P δ ), а следовательно и в терминах эквивалентной ей задачи (OCδ )
данной работы. Так как наше исследование направлено на изучение задач оптимально-
го управления (OCδ ), а задачи выпуклого программирования (P δ ) выступают при этом
как вспомогательные, причем исходные данные задач (P δ ) и (OCδ ) связаны между со-
бою простыми соотношениями (Jδ0[u] ≡ Jδ0 [u], Iδj [u] ≡ Iδj [u] −

〈
aδj , S

δ[cδ]
〉

2,m
≡ Iδj [zδu, u] −〈

aδj , S
δ[cδ]

〉
2,m

, eδj ≡ dδj −
〈
aδj , S

δ[cδ]
〉

2,m
(j = 1, . . . , r), Jδi [u] ≡ Jδi [u] (i = 1, . . . , k), u ∈ Ls2,

δ ∈ [0, δ0] ), мы в следующем разделе проведем переформулировку указанных результа-
тов [22] сразу в терминах задачи (OCδ ).

3. Регуляризация классических условий оптимальности в задачах
оптимального управления распределенными системами

Чтобы переформулировать указанные выше результаты работы [22] в терминах нашей
задачи (OCδ ), введем необходимые конструкции с дополнительным параметром регуля-
ризации ε в целевом функционале. Запишем регуляризованные задачи (OCδ) со стаби-
лизирующим тихоновским добавком в целевом функционале (здесь ε > 0, δ ∈ (0, δ0] ):

Jδ0 [u] + ε‖u‖2
2,s → min, Iδ[u] = dδ, Jδi [u] ≤ 0 (i = 1, . . . , k), u ∈ D. (OCδ

ε )

Очевидно, в задаче (OCδ
ε ) c положительным ε функционал качества Jδ0 [·]+ε‖·‖2

2,s являет-
ся непрерывным и сильно выпуклым на D с постоянной сильной выпуклости ε. Решение
задачи (OCδ

ε ) с ε > 0, δ ∈ (0, δ0] может и не существовать, но если существует, то из-за
сильной выпуклости функционала качества единственно. Будем обозначать такое решение
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через uδε и положим u0
0 ≡ u0, где, как принято выше, через u0 обозначается некоторый

элемент множества U0 решений задачи (OC0 ). Положим (OCδ
0) ≡ (OCδ). Введем регу-

лярную функцию Лагранжа задачи (OCδ
ε )

Lδ,ε(u, λ, µ) ≡ Jδ0 [u] + ε‖u‖2
2,s +

〈
λ, Iδ[u]− dδ

〉
r

+
〈
µ, Jδ[u]

〉
k
, u ∈ Ls2, λ ∈ Rr, µ ∈ Rk

+,

положив Lδ,0(u, λ, µ) ≡ Lδ(u, λ, µ), u ∈ Ls2, λ ∈ Rr, µ ∈ Rk
+. При любых ε > 0,

λ ∈ Rr, µ ∈ Rk
+ и каждом δ ∈ (0, δ0] функция Lδ,ε(u, λ, µ) сильно выпукла с постоянной

сильной выпуклости ε и непрерывна как функция переменной u в Ls2, а следовательно,
достигает минимума на ограниченном выпуклом и замкнутом в Ls2 множестве D, причем
в единственной точке uδ,ε[λ, µ] ≡ argmin

u∈D
Lδ,ε(u, λ, µ), λ ∈ Rr, µ ∈ Rk

+ (см. [6, гл. 8, § 2,

теорема 10]). Двойственной к задаче оптимального управления (OCδ
ε ) является задача

V δ,ε(λ, µ) ≡ min
u∈D

Lδ,ε(u, λ, µ)→ sup, λ ∈ Rr, µ ∈ Rk
+.

Положим: V δ,0(λ, µ) ≡ V δ(λ, µ), λ∈ Rr, µ∈ Rk
+, δ∈ (0, δ0]. Обозначим через (λδ,α,ε, µδ,α,ε)

единственную точку, дающую на Rr ×Rk
+ максимум сильно вогнутому функционалу

Rδ,α,ε(λ, µ) ≡ V δ,ε(λ, µ)− α‖λ‖2
r − α‖µ‖2

k, λ ∈ Rr, µ ∈ Rk
+, α > 0, ε > 0, δ ∈ (0, δ0].

3.1. Общий случай задачи оптимального управления с выпуклым функцио-
налом цели. Регуляризация принципа Лагранжа, основанная на регуляризации
по Тихонову двойственной задачи и использовании стабилизирующего тихо-
новского добавка к основному целевому функционалу. Теперь мы можем пере-
формулировать теоремы 2 и 3 из [22] в терминах нашей задачи (OCδ ).

3.1.1. Регуляризирующий двойственный алгоритм в задаче оптимального
управления. Переформулируем теорему 2 из [22] о сходимости метода двойственной ре-
гуляризации с дополнительным параметром регуляризации ε в функционале цели. Пусть
α(δ), δ ∈ (0, δ0], — некоторая положительнозначная функция, удовлетворяющая условию

δ

α(δ)
→ 0, α(δ)→ 0 при δ → 0. (3.1)

Теорема 3.1. Регуляризирующий двойственный алгоритм в задаче оптимального
управления. Пусть выполняется условие согласования (3.1), а δj ∈ (0, δ0), εj, j =

1, 2, . . . , — сходящиеся к нулю последовательности положительных чисел. Тогда опера-
тор R(·, δj), ставящий в соответствие любому набору исходных данных fδ

j
, удовлетво-

ряющих оценкам (1.8), (1.9) при δ = δj, управление R(fδ
j
, δj) ≡ uδ

j ,εj [λδ
j ,α(δj),εj , µδ

j ,α(δj),εj ],

является МПР-образующим в задаче оптимального управления (OC0) в смысле опреде-
ления 1.1.

3.1.2. Регуляризованный принцип Лагранжа в задаче оптимального управ-
ления. Переформулируем регуляризованный принцип Лагранжа для задачи выпуклого
программирования с выпуклым (вообще говоря, не сильно выпуклым) целевым функцио-
налом [22, теорема 3]. Подчеркнем, что за счет применения секвенциального подхода его
формулировка учитывает одновременно и регулярный, и нерегулярный случаи задачи.
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Теорема 3.2. Регуляризованный принцип Лагранжа для задачи (OC0). Пусть {εj}∞j=1

— любая фиксированная сходящаяся к нулю последовательность положительных чисел.
МПР в задаче (OC0) существует тогда и только тогда, когда существуют стремя-
щиеся к нулю последовательности положительных чисел {δj}∞j=1 , {γj}

∞
j=1 и последова-

тельность пар векторов двойственных переменных {λj, µj}∞j=1 ⊂ Rr ×Rk
+ такие, что

δj
{∥∥λj∥∥

r
+
∥∥µj∥∥

k

}
→ 0 при j →∞ (3.2)

и выполняются включения

uδ
j ,εj
[
λj, µj

]
∈ Dδj ,γj (j = 1, 2, . . .) , (3.3)

а также предельное соотношение〈
λj, Iδ

j
[
uδ

j ,εj
[
λj, µj

]]
− dδj

〉
r

+
〈
µj, Jδ

j
[
uδ

j ,εj
[
λj, µj

]]〉
k
→ 0 при j →∞. (3.4)

Если указанные последовательности {δj}∞j=1 , {γj}
∞
j=1 и {λj, µj}∞j=1 существуют, то

последовательность uδ
j ,εj [λj, µj] , j = 1, 2, . . . , является МПР задачи (OC0), т. е. по-

мимо (3.3) выполняется и предельное соотношение

J0
0

[
uδ

j ,εj
[
λj, µj

]]
→ J0

0

[
u0
]

при j →∞,

где u0 ∈ U0.

Как следствие соотношений (3.2)–(3.4) выполняется и предельное соотношение

V 0(λj, µj)→ sup
{λ,µ}∈Rr×Rk

+

V 0(λ, µ) = J0
0

[
u0
]

при j →∞.

Другими словами, вне зависимости от того, разрешима или нет двойственная к
(OC0) задача, алгоритм R(·, δj), задаваемый равенством R(fδ

j
, δj) = uδ

j ,εj [λj, µj] для
каждого набора исходных данных fδ

j
, удовлетворяющих оценкам (1.8), (1.9) условий Б,В

при δ = δj, является МПР-образующим в смысле определения 1.1, причем каждая слабая
предельная точка последовательности uδ

j ,εj [λj, µj] , j = 1, 2, . . . , принадлежит множе-
ству U0, т. е. является решением задачи (OC0).

В качестве конкретной последовательности {λj, µj} , j = 1, 2, . . . , например, можно
взять последовательность

{
λδ

j ,α(δj),εj , µδ
j ,α(δj),εj

}
, j = 1, 2, . . . , о которой идет речь в

теореме 3.1.
Заметим, что в силу ограниченности D условие (3.3) со стремящимися к нулю

последовательностями положительных чисел {δj}∞j=1 , {γj}
∞
j=1 имеет место тогда и

только тогда, когда uδ
j ,εj [λj, µj] ∈ D0,γ̃j (j = 1, 2, . . .) для некоторой сходящейся к нулю

последовательности положительных чисел {γ̃j}∞j=1 .

З а м е ч а н и е 3.1. С учетом леммы 2.3 можно утверждать, что в случае сильной
выпуклости J0

0 [u], u ∈ D, генерируемая теоремой 3.2 последовательность uδ
j ,εj [λj, µj] ,

j = 1, 2, . . . , сильно сходится к единственному в этом случае решению задачи (OC0), при
этом можно считать εj = 0, j = 1, 2, . . . (см., например, теоремы 4.1, 4.2 в [17]).
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Пользуясь свойством компактности единичной сферы пространства Rr×Rk и перехо-
дя очевидным образом к пределу при j →∞ в соотношениях (3.3), (3.4), получаем следу-
ющее классическое условие оптимальности в задаче (OC0) в форме недифференциального
принципа Лагранжа, как следствие регуляризованного принципа Лагранжа теоремы 3.2,
для каждой слабой предельной точки u0 последовательности uδ

j ,εj [λj, µj] , j = 1, 2, . . . .

Следствие 3.1. Пусть u0 ∈ U0 — оптимальное управление в задаче (OC0), явля-
ющееся слабой предельной точкой последовательности uδ

j ,εj [λj, µj] , j = 1, 2, . . . , о ко-
торой идет речь в теореме 3.2. Тогда существует невырожденный набор множителей
Лагранжа (ν, λ, µ), ν ≥ 0, λ ∈ Rr, µ ∈ Rk

+, такой, что выполняются соотношения

νJ0
0 [u0] +

〈
λ, I0[u0]− d0

〉
r

+
〈
µ, J0[u0]

〉
k
≤ νJ0

0 [u] +
〈
λ, I0[u]− d0

〉
r

+
〈
µ, J0[u]

〉
k
, u ∈ D,

µiJ
0
i [u0] = 0 (i = 1, . . . , k).

3.2. Задача оптимального управления с сильно выпуклым функционалом
цели. Регуляризация принципа Лагранжа, основанная на итеративной регу-
ляризации двойственной задачи. Пусть теперь M0[·] : Ls2 → R, а вместе с ним и
M δ[·] : Ls2 → R, δ ∈ (0, δ0], — сильно выпуклые функционалы с постоянной сильной вы-
пуклости κ. Тогда и все функционалы Jδ0 [·] : Ls2 → R, δ ∈ [0, δ0], также сильно выпуклы
с постоянной сильной выпуклости κ. В этом случае: не только β = β0, но множество U0

решений задачи (OC0 ) (и эквивалентной задачи (P 0 )) состоит не более чем из одного эле-
мента u0, на котором и достигаются обе грани β и β0 в случае непустоты U0 [7, 20, 21];
все задачи (P δ), δ ∈ [0, δ0], что для нас важно, принадлежат классу задач выпукло-
го программирования в гильбертовом пространстве с сильно выпуклыми функционала-
ми цели, изучавшемуся в работах [7, 20, 21]; в задаче выпуклого программирования (P 0 )
выполняются все условия, которые позволяют применить к ней утверждения [21, теоре-
ма 2], [20, теорема 3.5.2], [10, теоремы 1, 3, 4, 5] для обоснования процедур итеративной
двойственной регуляризации и итеративной регуляризации ПЛ.

Функция Лагранжа Lδ(u, λ, µ) ≡ Lδ,0(u, λ, µ) задачи (OCδ )≡ (OCδ
0 ) сильно выпукла

с постоянной сильной выпуклости κ и непрерывна как функция переменной u в Ls2, а
следовательно, достигает минимума на ограниченном выпуклом и замкнутом в Ls2 мно-
жестве D, причем в единственной точке uδ[λ, µ] ≡ argmin

u∈D
Lδ(u, λ, µ), λ ∈ Rr, µ ∈ Rk

+

(см., например, [6, гл. 8, § 2, теорема 10]). Двойственной к задаче оптимального управления
(OCδ ) является задача

V δ(λ, µ) ≡ min
u∈D

Lδ(u, λ, µ)→ sup, λ ∈ Rr, µ ∈ Rk
+.

Обозначим через (λδ,α, µδ,α) единственную точку, дающую на Rr ×Rk
+ максимум сильно

вогнутому функционалу

Rδ,α(λ, µ) ≡ V δ(λ, µ)− α‖λ‖2
r − α‖µ‖2

k, λ ∈ Rr, µ ∈ Rk
+, α > 0, δ ∈ (0, δ0].

Будем опираться на регуляризацию двойственной к (OC0 ) задачи. Для формулировки
соответствующих результатов введем необходимую итерационную процедуру [7, 20, 21].
Обозначим через ∂V δ(λ, µ) супердифференциал (в смысле выпуклого анализа) вогнутого
функционала V δ : Rr × Rk

+ → R. Вектор ∂̃V δ(λ, µ) ≡
{
Iδ
[
uδ[λ, µ]

]
− dδ, Jδ

[
uδ[λ, µ]

]}
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лежит в ∂V δ(λ, µ). Пусть последовательность
{
λ̄j, µ̄j

}
, j = 0, 1, 2, . . . , конструируется

по итерационному правилу{
λ̄j+1, µ̄j+1

}
= PrΛ

({
λ̄j, µ̄j

}
+ βj ∂̃V δj

(
λ̄j, µ̄j

)
− 2βjαj

{
λ̄j, µ̄j

})
, j = 0, 1, 2, . . . ; (3.5){

λ̄0, µ̄0
}
∈ Λ ≡ Rr ×Rk

+,

где последовательности δj, αj, βj, j = 1, 2, . . . , удовлетворяют условиям согласования

δj ≥ 0, αj > 0, βj > 0, lim
j→∞

(δj + αj + βj) = 0,
αj

αj+1
≤ C0, (3.6)

|αj+1 − αj|
(αj)3βj

≤ C̃,
βj

(αj)3
≤ C̃,

δj

(αj)6
≤ C̃,

∞∑
j=1

αjβj = +∞,

при некоторых положительных C̃, C0. Такие последовательности существуют. Можно
взять, например, αj = j−1/6, βj = j−1/(5/3), δj = j−1.

3.2.1. Регуляризирующий итерационный двойственный алгоритм в задаче
оптимального управления.Переформулировка теорем[21, теорема 2],[20, теорема 3.5.2],
[10, теорема 1] применительно сразу к задаче (OC0 ) приводит к следующему результату.

Теорема 3.3. Итеративная двойственная регуляризация в задаче оптимального уп-
равления (OC0) . Пусть u0 — решение задачи (OC0), и выполняются условия (3.6).
Тогда, вне зависимости от того, разрешима или нет двойственная к (OC0) задача,
алгоритм R(·, δj), задаваемый равенством R(fδ

j
, δj) = uδ

j [
λ̄j, µ̄j

]
для каждого набора

исходных данных fδ
j
, удовлетворяющих оценкам (1.8), (1.9) при δ = δj, где последова-

тельность
{
λ̄j, µ̄j

}
∈ Rr × Rk

+, j = 0, 1, . . . , порождается итерационным процессом
(3.5) с условиями согласования (3.6), является МПР-образующим в смысле определения
1.1, причем, в случае субдифференцируемости J0

0 в точках D, имеет место и сильная
сходимость (см. лемму 2.3)∥∥∥uδj [λ̄j, µ̄j]− u0

∥∥∥
2,s
→ 0 при j →∞;

если такой субдифференцируемости нет, то, вообще говоря, гарантирована лишь слабая
сходимость uδ

j [
λ̄j, µ̄j

]
к u0 при δj → 0, j →∞.

3.2.2. Регуляризованный итерационный принцип Лагранжа в задаче опти-
мального управления. Переформулирока теоремы [10, теорема 3] применительно сразу
к задаче (OC0 ) приводит к следующему результату.

Теорема 3.4. Регуляризованный принцип Лагранжа в итерационной форме для зада-
чи (OC0). Для существования МПР в задаче (OC0) необходимо и достаточно, чтобы
для последовательности

{
λ̄j, µ̄j

}
∈ Rr ×Rk

+, с условиями согласования (3.6), выполня-
лось предельное соотношение〈

λ̄j, Iδ
j
[
uδ

j [
λ̄j, µ̄j

]]
− dδj

〉
r

+
〈
µ̄j, Jδ

j
[
uδ

j [
λ̄j, µ̄j

]]〉
k
→ 0 при j →∞ (3.7)

и нашлась стремящаяся к нулю последовательность положительных чисел {εj}∞j=1 та-
кая, что

uδ
j [
λ̄j, µ̄j

]
∈ Dδj ,εj , j = 0, 1, . . . . (3.8)
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В этом случае последовательность uδ
j [
λ̄j, µ̄j

]
, j = 0, 1, . . . , есть МПР задачи (OC0)

и, вне зависимости от того, разрешима двойственная к (OC0) задача или нет, при
субдифференцируемости J0

0 на D, имеет место сходимость (см. лемму 2.3) в Ls2 :

uδ
j [
λ̄j, µ̄j

]
→ u0 при j →∞. (3.9)

Одновременно и V 0(λ̄j, µ̄j) → sup
(λ,µ)∈Rr×Rk

+

V 0(λ, µ) = J0
0 [u0] при j → ∞. То есть неза-

висимо от того, разрешима или нет двойственная к (OC0) задача, алгоритм R(·, δj),
задаваемый равенством R(fδ

j
, δj) = uδ

j [
λ̄j, µ̄j

]
для каждого набора исходных данных fδ

j
,

удовлетворяющих оценкам (1.8), (1.9) при δ = δj, является МПР-образующим в смысле
определения 1.1, причем в случае субдифференцируемости J0

0 в точках D имеет место
и сильная сходимость (3.9). Если же такой субдифференцируемости нет, то можно
говорить лишь о слабой сходимости uδ

j [
λ̄j, µ̄j

]
к u0 при δj → 0, j →∞.

В случае субдифференцируемости J0
0 на D, пользуясь свойством компактности еди-

ничной сферы Rr ×Rk и переходя очевидным образом к пределу при j → ∞ в соотно-
шениях (3.7), (3.8), получаем для задачи (OC0) (как следствие теоремы 3.4) следующее
КУО в форме недифференциального принципа Лагранжа.

Следствие 3.2. Если u0 ∈ D0 оптимальное управление для (OC0), то существует
невырожденный набор множителей Лагранжа {ν, λ, µ}, ν ≥ 0, λ ∈ Rr, µ ∈ Rk

+, такой
что

νJ0
0 [u0] +

〈
λ, I0[u0]− d0

〉
r

+
〈
µ, J0[u0]

〉
k
≤ νJ0

0 [u] +
〈
λ, I0[u]− d0

〉
r

+
〈
µ, J0[u]

〉
k
, u ∈ D,

µiJ
0
i [u0] = 0 (i = 1, . . . , k).

3.3. О минимизации функции Лагранжа. Ключевой задачей процедуры двой-
ственной регуляризации процесса приближенного решения задачи (OC0 ), а также воз-
можного применения регуляризованных КУО для практического решения задач опти-
мального управления является задача минимизации функции (функционала) Лагранжа
Lδ,ε(u, λ, µ), {λ, µ} ∈ Rr ×Rk

+, задачи (OCδ
ε )

Lδ,ε(u, λ, µ)→ min, u ∈ D, (3.10)

решение которой мы обозначили через uδ,ε[λ, µ]. От «качества» решения этой «простей-
шей» задачи напрямую зависит и «качество» решения исходной задачи (OC0) на осно-
ве регуляризованных КУО. Для упрощения изложения предположим, что при каждом
δ ∈ (0, δ0] функционалы Kδ[z] : Lm2 → R, M δ[u] : Ls2 → R, J δ

i [z, u] : Lm2 × Ls2 → R

( i = 1, . . . , k ) дифференцируемы по Фреше. Тогда при каждом δ ∈ (0, δ0] дифференци-
руемы по Фреше функционалы Jδi [u] : Ls2 → R (i = 0, 1, . . . , k) и функционал Лагранжа
Lδ,ε(u, λ, µ). В этом случае решение uδ,ε[λ, µ] выпуклой задачи на минимум (3.10) удовле-
творяет критерию минимума

Lδ,ε
/

u

(
uδ,ε[λ, µ], λ, µ

) [
u− uδ,ε[λ, µ]

]
≥ 0, u ∈ D, (3.11)

где Lδ,ε
/
u (ū, λ, µ) [·] — производная Фреше функционала Lδ,ε(u, λ, µ) по переменной u в

точке ū ∈ Ls2 при фиксированных λ, µ. Пусть Ψδ,ε[ū, λ, µ](·) ∈ Ls2 — функция Рисса
функционала Lδ,ε

/
u (ū, λ, µ) [·] ∈ (Ls2)∗ . Критерий (3.11) можно записать в виде〈

Ψδ,ε[uδ,ε[λ, µ], λ, µ], u− uδ,ε[λ, µ]
〉

2,s
≥ 0, u ∈ D. (3.12)
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Найдем представление функции Ψδ,ε[ū, λ, µ](t), t ∈ Π, в терминах задачи (OCδ
ε ), а точ-

нее — в терминах уравнения (1.5) и функционалов Kδ[z], M δ[u], J δ
i [z, u] (i = 1, . . . , k),

Iδj [z, u] (j = 1, . . . , r), δ > 0. Пусть Υδ[ū](·) ∈ Ls2, Ξδ
i [ū](·) ∈ Ls2 — функции Рисса соответ-

ственно для функционалов M δ/
u (ū) ∈ (Ls2)∗ , J δ

i
/

u

(
SδBδū+ Sδcδ, ū

)
∈ (Ls2)∗ (i = 1, . . . , k),

а Φδ[ū](·) ∈ Lm2 и Ωδ
i [ū](·) ∈ Lm2 — функции Рисса функционалов Kδ/

z

(
SδBδū+ Sδcδ

)
∈

(Lm2 )∗ и J δ
i
/

z

(
SδBδū+ Sδcδ, ū

)
∈ (Lm2 )∗ соответственно (i = 1, . . . , k). По аналогии с [10,

раздел 4.2] получаем:

Ψδ,ε[ū, λ, µ](t) = Ψδ[ū, λ, µ](t) + 2εū(t), t ∈ Π, (3.13)

Ψδ[ū, λ, µ](t) = −
(
Bδ
)∗ [

ψδ[ū, λ, µ]
]

(t) + φδ[ū, λ, µ](t), t ∈ Π, (3.14)

где ψδ[ū, λ, µ] — единственное в Lm2 решение уравнения

ψ(t)−
(
Aδ
)∗

[ψ](t) = −Φδ[ū](t)−
k∑
i=1

µiΩ
δ
i [ū](t)−

r∑
j=1

λja
δ
j(t), t ∈ Π, ψ ∈ Lm2 , (3.15)

а φδ[ū, λ, µ] задается формулой

φδ[ū, λ, µ] ≡ Υδ[ū] +
k∑
i=1

µiΞ
δ
i [ū] +

r∑
j=1

λjb
δ
j . (3.16)

3.4. Случай ограниченных управлений. Рассмотрим, например, задачу оптималь-
ного управления (OC0 ) в ситуации, когда допустимые управления принимают значе-
ния из некоторого ограниченного замкнутого и выпуклого множества U ⊂ Rs (т. е.
D ≡ {u(·) ∈ Ls∞ : u(t) ∈ U, t ∈ Π} ). В этом случае получаем из (3.12) критерий миниму-
ма функционала Лагранжа в виде следующего линеаризованного поточечного принципа
максимума, который доказывается точно так же, как [11, лемма 4.1].

Лемма 3.1. Функция ū(·) ∈ D является решением задачи (3.10) тогда и только
тогда, когда〈

Ψδ,ε[ū, λ, µ](t), ū(t)
〉
s

= max
w∈U

〈
Ψδ,ε[ū, λ, µ](t), w

〉
s

при почти всех t ∈ Π, (3.17)

где Ψδ,ε[ū, λ, µ] задается формулами (3.13), (3.14), в которых ψδ[ū, λ, µ] — решение со-
пряженного уравнения (3.15), а φδ[ū, λ, µ] определяется формулой (3.16).

Обозначим через U δ,ε
m [λ, µ] множество всех управлений из D, удовлетворяющих (при

сформулированных выше дополнительных условиях дифференцируемости) принципу
максимума леммы 3.1. Очевидно, в нашем случае, благодаря сильной выпуклости целе-
вого функционала, множество U δ,ε

m [λ, µ] состоит из одного элемента, обозначим его через
uδ,εm [λ, µ], и справедливо равенство uδ,εm [λ, µ] = uδ,ε[λ, µ]. Тогда непосредственным следстви-
ем теоремы 3.2 и леммы 3.1 является регуляризованный ПМП для задачи (OC0).

Теорема 3.5. Регуляризованный ПМП в задаче оптимального управления (OC0).

При сформулированных дополнительных условиях дифференцируемости утверждения
теоремы 3.2 останутся справедливыми, если в них uδ

j ,εj [λj, µj] заменить везде на
uδ

j ,εj

m [λj, µj] .
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4. Примеры регуляризации классических условий оптимальности в
конкретных задачах оптимизации распределенных систем

Естественный переход от начально-краевой задачи к эквивалентному ей функциональ-
ному уравнению II рода вольтеррова типа осуществляется с помощью обращения главной
части задачи. Разнообразные конкретные примеры начально-краевых задач (для пара-
болических, гиперболических, интегро-дифференциальных уравнений с частными произ-
водными и систем таких уравнений, различных уравнений с запаздывающим аргументом
и др.), которые допускают эквивалентное описание с помощью функциональных уравне-
ний вольтеррова типа можно найти, например, в [12] (см. также обзор в [16]). Из огромного
множества самых различных подобных начально-краевых задач мы для иллюстрации из-
ложенной выше теории выбрали две: начальную задачу для системы с запаздыванием
и начально-краевую задачу для интегродифференциального уравнения типа уравнения
переноса. В конце каждого примера выписываются те основные конструкции, которые и
участвуют в формулировке регуляризованных КУО (формирующая критерий минимума
функционала Лагранжа функция Ψδ, сопряженное уравнение, . . . ). Сформулировать с
их помощью соответствующие регуляризованные КУО — конкретные реализации теорем
3.1, 3.2, 3.5 читателю уже не сложно.

Пример 1. Терминальная задача оптимизации для системы с запаздыва-
нием. Пусть n = 1, Π = [0, 1] и заданы число ρ ∈ (0, 1), вектор η ∈ Rm, функции
α(·), β(·) ∈ Lm×m2 , γ(·) ∈ Lm×s∞ , ξ(·) ∈ Lm∞[−ρ, 0]. Рассмотрим начальную задачу для
линейной управляемой системы дифференциальных уравнений с запаздывающим аргу-
ментом ( x(·) — m -вектор-функция)

ẋ = α(t)x(t) + β(t)x(t− ρ) + γ(t)u(t), t ∈ [0, 1]; (4.1)

x(t) = ξ(t), t ∈ [−ρ, 0); x(0) = η, (4.2)

где u(·) ∈ Ls2 — управление. Решение начальной задачи (4.1), (4.2) понимаем как решение
в смысле «почти всюду» из пространства (W 1

2 [0, 1])
m абсолютно непрерывных функций,

рассматривая первое из условий (4.2) как требуемое в (4.1) условие доопределения x(t)

слева от t = 0 : x(t − ρ) = ξ(t − ρ) при t − ρ < 0. Приведем задачу (4.1), (4.2) к экви-
валентному уравнению вида (1.1), показав тем самым, что каждому u(·) ∈ Ls2 отвечает
единственное в классе W функций x(·) ∈ (W 1

2 [0, 1])
m
, удовлетворяющих второму усло-

вию (4.2), решение этой задачи. Для этого сделаем в (4.1), (4.2) замену по формуле

x(t) = η +

∫ t

0

z(ζ)dζ, t ∈ [0, 1], (4.3)

устанавливающей взаимно однозначное соответствие между классом W функций x(·)
и пространством Lm2 функций z(·). «Подставим» (4.3) в (4.1) (с учетом при t ∈ [0, ρ)

первого условия (4.2)):

z(t) = α(t)η + α(t)

∫ t

0

z(ζ)dζ + β(t)η + β(t)

∫ t−ρ

0

z(ζ)dζ + γ(t)u(t), t ∈ [ρ, 1], (4.4)

z(t) = α(t)η + α(t)

∫ t

0

z(ζ)dζ + β(t)ξ(t− ρ) + γ(t)u(t), t ∈ [0, ρ). (4.5)
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Положим ω(t) ≡ {ξ(t − ρ), t ∈ [0, ρ); η, t ∈ [ρ, 1]}, t ∈ [0, 1]; Σ1[z](t) ≡
∫ t

0
z(ζ)dζ,

Σ2[z](t) ≡
{

0m, t ∈ [0, ρ];
∫ t−ρ

0
z(ζ)dζ, t ∈ (ρ, 1]

}
, z(·) ∈ Lm2 , где 0m — ноль в Rm. Ис-

пользуя введенные обозначения, запишем систему (4.4), (4.5) в виде

z(t) = α(t) {η + Σ1[z](t)}+ β(t) {ω(t) + Σ2[z](t)}+ γ(t)u(t) (4.6)

≡ {α(t)Σ1[z](t) + β(t)Σ2[z](t)}+ γ(t)u(t) + {α(t)η + β(t)ω(t)} , t ∈ Π.

Уравнение (4.6) и есть уравнение вида (1.1), эквивалентное начальной задаче (4.1), (4.2).
Здесь Π ≡ [0, 1]; A[z](t) ≡ α(t)Σ1[z](t) + β(t)Σ2[z](t), z(·) ∈ Lm2 , t ∈ Π (квазинильпотент-
ность оператора A[·] : Lm2 → Lm2 легко проверяется, например, с помощью цепочечного
признака [13]); B[u](t) ≡ γ(t)u(t), u(·) ∈ Ls2, t ∈ Π; c(t) ≡ α(t)η + β(t)ω(t), t ∈ Π. Если
x(·) ∈ W — решение задачи (4.1), (4.2) при некотором u(·) ∈ Ls2, то связанная с x(·)
формулой (4.3) функция z(·) ∈ Lm2 есть решение уравнения (4.6) при том же u(·). И
наоборот, если z(·) ∈ Lm2 — решение уравнения (4.6) при данном u(·) ∈ Ls2, то функция
x(·), связанная с z(·) формулой (4.3), есть решение класса W задачи (4.1), (4.2) при
этом u(·). Отвечающие управлению u(·) ∈ Ls2 решения задачи (4.1)–(4.2) и уравнения
(4.6) обозначим через xu и zu соответственно.

Пусть заданы: выпуклые функции Gi(·) : Rm → R, i = 0, 1, . . . , k; векторы aj ∈ Rm

j = 1, . . . , r; действительные числа dj, j = 1, . . . , r; выпуклое ограниченное и замкнутое
множество D в Ls2. Формулами Fi[x] ≡ Gi(x(1)), i = 0, 1, . . . , k, и Qj[x] ≡ 〈aj , x(1)〉m ,
j = 1, . . . , r, для x(·) ∈ (W 1

2 [0, 1])
m определены терминальные функционалы. Рассмотрим

задачу оптимального управления системой (4.1), (4.2) c минимизируемым функционалом
F0[x] при ограничениях

F1[x] ≤ 0, . . . , Fk[x] ≤ 0, Q1[x] = d1, . . . , Qr[x] = dr, x ∈
(
W 1

2 [0, 1]
)m

, (4.7)

и множестве допустимых управлений D. Эту задачу символически запишем в виде

F0[xu]→ min, Fi[xu] ≤ 0 (i = 1, . . . , k), Qj[xu] = dj (j = 1, . . . , r), u ∈ D. (4.8)

Сделав в задаче (4.8) замену (4.3), получим эквивалентную задачу оптимизации управ-
ляемой системы (4.6). При этом ограничения (4.7) преобразуются в ограничения

W1[z] ≤ 0, . . . ,Wk[z] ≤ 0, E1[z] = d1, . . . , Er[z] = dr, z ∈ Lm2 ,

а целевой функционал примет вид W0[z], где Wi[z] ≡ Gi

(
η +

∫ 1

0
z(ζ)dζ

)
(i = 0, 1, . . . , k)

— выпуклые функционалы на Lm2 , Ej[z] ≡ 〈aj , z〉2,m (j = 1, . . . , r) — линейные функ-
ционалы на Lm2 , dj ≡ dj − 〈aj, η〉m (j = 1, . . . , r) — числа. Эту задачу оптимизации
управляемой системы (4.6), эквивалентную задаче (4.8), запишем в виде

W0[zu]→ min, Wi[zu] ≤ 0 (i = 1, . . . , k), Ej[zu] = dj (j = 1, . . . , r), u ∈ D.

Это задача вида (1.4), здесь J0[u] ≡ W0[zu] (K[z] ≡ W0[z], M [u] ≡ 0 ); Ji[u] ≡ Ji[zu, u] ≡
Wi[zu] (Ji[z, u] ≡ Wi[z] ) (i = 1, . . . , k); Ij[u] ≡ Ij[zu, u] ≡ Ej[zu] ( Ij[z, u] ≡ Ej[z] )
(j = 1, . . . , r).

Пусть f ≡ {η, α, β, γ, ξ;Gi(i = 0, 1, . . . , k); aj,dj(j = 1, . . . , r)} — набор входных данных
задачи (4.8), которые могут подвергаться возмущению, и точный набор

f0 ≡ {η0, α0, β0, γ0, ξ0;G0
i (i = 0, 1, . . . , k); a0

j ,d
0
j(j = 1, . . . , r)}
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нам не известен, но можно оперировать с приближенными наборами

fδ ≡ {ηδ, αδ, βδ, γδ, ξδ;Gδ
i (i = 0, 1, . . . , k); aδj ,d

δ
j (j = 1, . . . , r)}, δ ∈ (0, δ0]

( δ0 > 0 фиксировано), которые связаны с набором f0 следующими условиями 4.1–4.3.

У с л о в и е 4.1. Функции Gδ
i (·) : Rm → R (i = 0, 1, . . . , k) выпуклы при любом

δ ∈ [0, δ0] и равномерно по δ ∈ [0, δ0] липшицевы на любом ограниченном множестве.

Заметим, что условие 4.1 выполняется, в частности, если функции Gδ
i (·) : Rm → R

(i = 0, 1, . . . , k) выпуклы при любом δ ∈ [0, δ0] и равномерно по δ ∈ [0, δ0] ограничены на
любом ограниченном множестве пространства Rm (см., например, [24, теорема 8.2]).

У с л о в и е 4.2. Существует постоянная C > 0 такая, что при любом δ ∈ (0, δ0] ве-
личины

∥∥ηδ − η0
∥∥
m
,
∥∥αδ − α0

∥∥
2,m×m ,

∥∥βδ − β0
∥∥

2,m×m ,
∥∥γδ − γ0

∥∥
2,m×s ,

∥∥ξδ − ξ0
∥∥
Lm∞[−ρ,0]

;∥∥aδj − a0
j

∥∥
m
,
∣∣dδj − d0

j

∣∣ (j = 1, . . . , r) не превосходят величины Cδ.

У с л о в и е 4.3. Существует неубывающая функция N1(·) : R+ → R+ такая, что
для любых l > 0, δ ∈ (0, δ0] величина

∣∣Gδ
i (y)−G0

i (y)
∣∣ при ‖y‖m ≤ l не превосходит

величины N1(l)δ (i = 0, 1, . . . , k).

При любом δ ∈ [0, δ0] мы имеем управляемую начальную задачу

ẋ = αδ(t)x(t) + βδ(t)x (t− ρ) + γδ(t)u(t), t ∈ [0, 1]; (4.9)

x(t) = ξδ(t), t ∈ [−ρ, 0); x(0) = ηδ, (4.10)

минимизируемый функционал F δ
0 [x], x ∈ (W 1

2 [0, 1])
m
, набор ограничений

F δ
1 [x] ≤ 0, . . . , F δ

k [x] ≤ 0, Qδ
1[x] = dδ1, . . . , Q

δ
r[x] = dδr, x ∈

(
W 1

2 [0, 1]
)m

, (4.11)

F δ
i [x] ≡ Gδ

i (x(1)) (i = 0, 1, . . . , k), Qδ
j [x] ≡

〈
aδj , x(1)

〉
m

(j = 1, . . . , r), и задачу оптимиза-
ции

F δ
0 [xδu]→ min, F δ

i [xδu] ≤ 0 (i = 1, . . . , k), Qδ
j [x

δ
u] = dδj (j = 1, . . . , r), u ∈ D, (4.12)

где xδu(·) — отвечающее управлению u(·) решение задачи (4.9), (4.10). Сделав в задаче
(4.12) замену x(t) = ηδ+

∫ t
0
z(ζ)dζ, t ∈ [0, 1], получим эквивалентную задачу оптимизации

управляемой системы

z(t) =
{
αδ(t)Σ1[z](t) + βδ(t)Σ2[z](t)

}
+ γδ(t)u(t) +

{
αδ(t)ηδ + βδ(t)ωδ(t)

}
, t ∈ Π, (4.13)

где принято обозначение ωδ(t) ≡
{
ξδ(t− ρ), t ∈ [0, ρ); ηδ, t ∈ [ρ, 1]

}
, t ∈ Π. При этом

целевой функционал принимает вид W δ
0 [z], а ограничения (4.11) преобразуются к виду

W δ
1 [z] ≤ 0, . . . ,W δ

k [z] ≤ 0, Eδ
1 [z] = dδ1, . . . , E

δ
r [z] = dδr, z ∈ Lm2 ,

где W δ
i [z] ≡ Gδ

i

(
ηδ +

∫ 1

0
z(ζ)dζ

)
(i = 0, 1, . . . , k) — выпуклые функционалы на Lm2 ,

Eδ
j [z] ≡

〈
aδj , z

〉
2,m

(j = 1, . . . , r) — линейные функционалы на Lm2 , dδj ≡ dδj −
〈
aδj , η

δ
〉
m

(j = 1, . . . , r). Эту задачу оптимизации системы (4.13) запишем в виде

W δ
0 [zδu]→ min, W δ

i [zδu] ≤ 0 (i = 1, . . . , k), Eδ
j [z

δ
u] = dδj (j = 1, . . . , r), u ∈ D, (4.14)
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где zδu(·) — отвечающее управлению u(·) решение уравнения (4.13).
Положив Aδ[z](t) ≡ αδ(t)Σ1[z](t) +βδ(t)Σ2[z](t), t ∈ Π, z(·) ∈ Lm2 ; Bδ[u](t) ≡ γδ(t)u(t),

t ∈ Π, u(·) ∈ Ls2; cδ(t) ≡ αδ(t)ηδ + βδ(t)ωδ(t), t ∈ Π, переписываем (4.13) в форме (1.5).
Задача (4.14) имеет вид (OCδ ), в данном случае Jδ0 [u] ≡ W δ

0 [zδu] (Kδ[z] ≡ W δ
0 [z], M δ[u] ≡

0 ); Jδi [u] ≡ J δ
i [zδu, u] ≡ W δ

i [zδu] (J δ
i [z, u] ≡ W δ

i [z] ) (i = 1, . . . , k); Iδj [u] ≡ Iδj [zδu, u] ≡ Eδ
j [z

δ
u]

( Iδj [z, u] ≡ Eδ
j [z] ) (j = 1, . . . , r).

Семейство задач (4.14), δ ∈ [0, δ0], удовлетворяет условиям А-Г: выполнение А, Б до-
казывается элементарными выкладками, исходя из условий 4.1–4.3 и 4.2 соответственно;
выполнение В проверяется так же, как и выполнение аналогичного условия в [10, при-
мер 1]; выполнение Г легко доказать с помощью цепочечного признака равностепенной
квазинильпотентности [16, теорема 2].

Предположив дополнительно гладкость функций Gδ
i , i = 0, 1, . . . , k, δ ∈ (0, δ0], мо-

жем выписать критерии (3.12) и (3.17) решения задачи (3.10). Прямые вычисления дают:
Φδ[ū](t) ≡

(
G
δ/
0

(
xδū(1)

))∗
, φδ[ū, λ, µ](t) ≡ 0, t ∈ Π; Ωδ

i [ū](t) ≡
(
G
δ/
i

(
xδū(1)

))∗
, t ∈ Π (i =

1, . . . , k); aδj(t) ≡ aδj , t ∈ Π (j = 1, . . . , r); (Aδ)∗[ψ](t) ≡ Σ∗1
[(
αδ
)∗
ψ
]

(t) + Σ∗2
[(
βδ
)∗
ψ
]

(t),

t ∈ Π, ψ ∈ Lm2 , где Σ∗2 [y] (t) ≡
{∫ 1

t+ρ
y(ζ)dζ, 0 ≤ t ≤ 1− ρ; 0m, 1− ρ < t ≤ 1

}
, Σ∗1 [y] (t) ≡∫ 1

t
y(ζ)dζ, t ∈ Π, y ∈ Lm2 . То есть сопряженное уравнение (3.15) можно записать в виде

ψ(t)−
∫ 1

t

(
αδ(ζ)

)∗
ψ(ζ)dζ = hδ[ū, λ, µ], 1− ρ ≤ t ≤ 1, (4.15)

ψ(t)−
∫ 1

t

(
αδ(ζ)

)∗
ψ(ζ)dζ −

∫ 1

t+ρ

(
βδ(ζ)

)∗
ψ(ζ)dζ = hδ[ū, λ, µ], 0 ≤ t ≤ 1− ρ,

где hδ[ū, λ, µ] ≡
(
G
δ/
0

(
xδū(1)

))∗
+
∑k

i=1 µi

(
G
δ/
i

(
xδū(1)

))∗
+
∑r

j=1 λja
δ
j . Функция Ψδ, форми-

рующая критерии (3.12), (3.17), которым удовлетворяет решение uδ,ε[λ, µ] задачи (3.10),
имеет вид Ψδ[ū, λ, µ](t) ≡

(
γδ(t)

)∗
ψδ[ū, λ, µ](t), t ∈ Π, где ψδ[ū, λ, µ] — решение урав-

нения вольтеррова типа (4.15). Единственное в Lm2 решение ψδ[ū, λ, µ] уравнения (4.15)
принадлежит классу (W 1

2 (Π))m. Уравнение (4.15) эквивалентно системе

ψ̇ +
(
αδ(t)

)∗
ψ(t) = 0, 1− ρ ≤ t ≤ 1; ψ(1) = hδ[ū, λ, µ], (4.16)

ψ̇ +
(
αδ(t)

)∗
ψ(t) +

(
βδ(t+ ρ)

)∗
ψ(t+ ρ) = 0, 0 ≤ t ≤ 1− ρ, (4.17)

ψ(1− ρ) =

∫ 1

1−ρ

(
αδ(ζ)

)∗
ψ(ζ)dζ + hδ[ū, λ, µ], (4.18)

состоящей из задачи Коши (4.16) и начальной задачи (4.17), (4.18) для уравнения с опе-
режением (4.17), в которой условие (4.18) играет роль условия Коши в точке t = 1 − ρ;

требуемое в (4.17) и (4.18) доопределение ψ(·) справа от точки t = 1− ρ обеспечивается
задачей Коши (4.16).

Пример 2. Оптимизационная задача для интегродифференциального урав-
нения типа уравнения переноса. Пусть n = 3, Π = [0, 1]× [0, 1]× [−1, 1]. Рассмотрим
на Π следующую краевую задачу для линейного интегродифференциального уравнения
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(краевая задача (4.19) подобна смешанной задаче для простейшего линейного нестацио-
нарного интегродифференциального уравнения переноса (см., например, [25–27]))

∂x/∂t1 + t3 · ∂x/∂t2 = α(t)x(t) + β(t)
1∫
−1

Y (ζ; t)x(t1, t2, ζ)dζ + γ(t)u(t), t ∈ Π;

x(0, t2, t3) = ϕ(t2, t3), 0 ≤ t2 ≤ 1, −1 ≤ t3 ≤ 1;

x(t1, 0, t3) = ψ1(t1, t3), 0 ≤ t1 ≤ 1, 0 ≤ t3 ≤ 1;

x(t1, 1, t3) = ψ2(t1, t3), 0 ≤ t1 ≤ 1, −1 ≤ t3 ≤ 0,

(4.19)

где α, β, γ, ϕ, ψ1, ψ2, Y — фиксированные измеримые по совокупности переменных и огра-
ниченные скалярные функции, u(·) ∈ L2 — управление. Левую часть уравнения (4.19)
понимаем как полную производную функции x(·) по переменной t1 вдоль характери-
стики дифференциального выражения, стоящего в левой части. Такую производную от
x(·) вдоль характеристики l будем обозначать ∂x(·)/∂l. Пусть W — класс всех функ-
ций x(·) из L2, абсолютно непрерывных вдоль почти любой характеристики и таких,
что ∂x(·)/∂l ∈ L2. Функцию x(·) из W назовем решением задачи (4.19), отвечающим
управлению u(·), если она почти везде (по линейной мере) на почти каждой l в Π удо-
влетворяет уравнению (4.19) и почти всюду удовлетворяет краевым условиям (4.19). Ха-
рактеристика l = l(t), проходящая через точку t = {t1, t2, t3}, задается уравнениями
{t1 = ξ, t2 = t

2
+ t

3
(ξ− t1), t3 = t

3}, где ξ – параметр. Она обязательно пересекает границу
Π в одной из тех ее частей, где или t1 = 0, или t2 = 0, t3 > 0, или t2 = 1, t3 < 0;

значение t1 в соответствующей точке t пересечения обозначим через ν(t). Из краевых
условий (4.19) следует:

x
(
ν(t), t

2
+ t

3
(ν(t)− t1), t

3
)

= θ(t) ≡


ϕ(t

2 − t3t1, t3), если ν(t) = 0;

ψ1(t
1 − t2/t3, t3), если ν(t) > 0, t

3
> 0;

ψ2(t
1

+ (1− t2)/t
3
, t

3
), если ν(t) > 0, t

3
< 0,

(4.20)
t ∈ Π. Формула

x(t) = θ(t) + Σ1[z](t) ≡ θ(t) +

t1∫
ν(t)

z(ξ, t2 + t3(ξ − t1), t3)dξ, t ∈ Π, (4.21)

устанавливает взаимно однозначное соответствие между классом L2 функций z(·) и клас-
сом удовлетворяющих краевым условиям (4.19) функций x(·) из W. Задача (4.19) за-
меной (4.21) сводится к эквивалентному функциональному уравнению (1.1), где n = 3,

m = s = 1, Π = [0, 1]× [0, 1]× [−1, 1]; c(t) ≡ α(t)θ(t) + β(t)
1∫
−1

Y (ζ; t)θ(t1, t2, ζ)dζ, t ∈ Π;

B[u](t) ≡ γ(t)u(t), u(·) ∈ L2, t ∈ Π; A[z](t) ≡ α(t)Σ1[z](t) + β(t)Σ2[z](t),

Σ2[z](t) ≡
1∫

−1

{
Y (ζ; t)

t1∫
ν(t1,t2,ζ)

z(ξ, t2 + ζ(ξ − t1), ζ)dξ
}
dζ, z(·) ∈ L2, t ∈ Π.

ЛОО A[·] : L2 → L2 квазинильпотентен (это простое следствие признака [13, теорема 2]),
и указанное уравнение (1.1), а вместе с ним и краевая задача (4.19), имеет единственное
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решение для любого u(·) ∈ L2. Отвечающее управлению u(·) ∈ L2 решение xu(·) задачи
(4.19) связано с соответствующим решением zu(·) уравнения (1.1) формулой (4.21).

Пусть заданы: выпуклые функции G0(y) : R→ R, Gi(y, w) : R×R→ R, i = 1, . . . , k;

функции aj(·) ∈ L2 и bj(·) ∈ L2, действительные числа dj, j = 1, . . . , r. Формула-
ми F0[x] ≡ G0

(∫
Π
x(t)dt

)
, Fi[x, u] ≡ Gi

(∫
Π
x(t)dt,

∫
Π
u(t)dt

)
, Qj[x, u] ≡ 〈aj(·) , x(·)〉2,1 +

〈bj(·) , u(·)〉2,1 при i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , r для x(·) ∈ W, u(·) ∈ L2 определены функ-
ционалы. Пусть D — выпуклое ограниченное и замкнутое множество пространства L2.

Рассмотрим задачу оптимального управления системой (4.19) c минимизируемым функ-
ционалом F0[x] при ограничениях

F1[x, u] ≤ 0, . . . , Fk[x, u] ≤ 0, Q1[x, u] = d1, . . . , Qr[x, u] = dr, x ∈ W, u ∈ L2, (4.22)

и множестве допустимых управлений D. Эту задачу символически запишем в виде

F0[xu]→ min, Fi[xu, u] ≤ 0 (i = 1, . . . , k), Qj[xu, u] = dj (j = 1, . . . , r), u ∈ D. (4.23)

Сделаем в задаче (4.23) замену (4.21). При этом целевой функционал принимает вид
W0[z] ≡ F0[θ + Σ1[z]], z(·) ∈ L2, а ограничения (4.22) преобразуются в ограничения

W1[z, u] ≤ 0, . . . ,Wk[z, u] ≤ 0, E1[z, u] = d1, . . . , Er[z, u] = dr, z ∈ L2, u ∈ L2,

где Wi[z, u] ≡ Fi[θ+Σ1[z], u] (i = 1, . . . , k) — выпуклые, а Ej[z, u] ≡ 〈aj,Σ1[z]〉2,1 +〈bj, u〉2,1
(j = 1, . . . , r) — линейные функционалы на L2 × L2, dj ≡ dj − 〈aj , θ〉2,1 (j = 1, . . . , r).

Получаем задачу оптимизации управляемой системы (1.1), эквивалентную задаче (4.23):

W0[zu]→ min, Wi[zu, u] ≤ 0 (i = 1, . . . , k), Ej[zu, u] = dj (j = 1, . . . , r), u ∈ D.

Это задача вида (1.4), где J0[u] ≡ J0[zu, u] ≡ W0[zu], K[z] ≡ G0

(∫
Π

(θ(t) + Σ1[z](t)) dt
)
,

M [u] ≡ 0; Ji[u] ≡ Ji[zu, u] ≡ Wi[zu, u] (i = 1, . . . , k); Ij[u] ≡ Ij[zu, u] ≡ Ej[zu, u]

(j = 1, . . . , r).

Пусть f ≡ {α, β, γ, Y, ϕ, ψ1, ψ2; Gi (i = 0, 1, . . . , k); aj, bj, dj (j = 1, . . . , r)} — набор
входных данных задачи (4.23), которые могут подвергаться возмущению, и точный набор

f0 ≡
{
α0, β0, γ0, Y 0, ϕ0, ψ0

1, ψ
0
2; G0

i (i = 0, 1, . . . , k); a0
j , b

0
j ,d

0
j (j = 1, . . . , r)

}
нам не известен, но можно оперировать с приближенными наборами

fδ ≡
{
αδ, βδ, γδ, Y δ, ϕδ, ψδ1, ψ

δ
2; Gδ

i (i = 0, 1, . . . , k); aδj , b
δ
j , d

δ
j (j = 1, . . . , r)

}
, δ ∈ (0, δ0]

( δ0 > 0 фиксировано), которые связаны с набором f0 следующими условиями.

У с л о в и е 4.4. Функции Gδ
0(·) : R→ R и Gδ

i (·, ·) : R×R→ R (i = 1, . . . , k) выпук-
лы при любом δ ∈ [0, δ0] и равномерно по δ ∈ [0, δ0] липшицевы на любом ограниченном
множестве.

У с л о в и е 4.5. Существует такое положительное C, что значения
∥∥αδ − α0

∥∥
∞,1 ,∥∥βδ − β0

∥∥
∞,1,

∥∥γδ − γ0
∥∥
∞,1,

∥∥Y δ − Y 0
∥∥
∞,1,

∥∥ϕδ − ϕ0
∥∥
L∞([0,1]×[−1,1])

,
∥∥ψδ1 − ψ0

1

∥∥
L∞([0,1]×[0,1])

,∥∥ψδ2 − ψ0
2

∥∥
L∞([0,1]×[−1,0])

, а также
∥∥aδj − a0

j

∥∥
2,1
,
∥∥bδj − b0

j

∥∥
2,1
,
∣∣dδj − d0

j

∣∣ (j = 1, . . . , r), при
любом δ ∈ (0, δ0] не превосходят Cδ.
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У с л о в и е 4.6. Существует неубывающая функция N1(·) : R+ → R+ такая, что
для каждого l > 0 и любого δ ∈ (0, δ0] величины

∣∣Gδ
0(y)−G0

0(y)
∣∣ , ∣∣Gδ

i (y, w)−G0
i (y, w)

∣∣
(i = 1, . . . , k) при |y| , |w| ≤ l не превосходят N1(l)δ.

При любом δ ∈ [0, δ0] имеем управляемую краевую задачу

∂x/∂t1 + t3 · ∂x/∂t2 = αδ(t)x(t) + βδ(t)
1∫
−1

Y δ(ζ; t)x(t1, t2, ζ)dζ + γδ(t)u(t), t ∈ Π;

x(0, t2, t3) = ϕδ(t2, t3), 0 ≤ t2 ≤ 1, −1 ≤ t3 ≤ 1;

x(t1, 0, t3) = ψδ1(t1, t3), 0 ≤ t1 ≤ 1, 0 ≤ t3 ≤ 1;

x(t1, 1, t3) = ψδ2(t1, t3), 0 ≤ t1 ≤ 1, −1 ≤ t3 ≤ 0

(ее решение, отвечающее управлению u(·) ∈ L2, обозначаем через xδu ), минимизируемый
функционал F δ

0 [x] ≡ Gδ
0(
∫

Π
x(t)dt), набор функциональных ограничений

F δ
1 [x, u] ≤ 0, . . . , F δ

k [x, u] ≤ 0, Qδ
1[x, u] = dδ1, . . . , Q

δ
r[x, u] = dδr, x ∈ W, u ∈ L2, (4.24)

F δ
i [x, u] ≡ Gδ

i

(∫
Π
x(t)dt,

∫
Π
u(t)dt

)
(i = 1, . . . , k), Qδ

j [x, u] ≡
〈
aδj(·) , x(·)

〉
2,1

+
〈
bδj(·) , u(·)

〉
2,1

(j = 1, . . . , r), и задачу оптимального управления

F δ
0 [xδu]→ min, F δ

i [xδu, u] ≤ 0 (i = 1, . . . , k), Qδ
j [x

δ
u, u] = dj (j = 1, . . . , r), u ∈ D. (4.25)

Сделав в (4.25) подстановку x(t) = θδ(t) + Σ1[z](t), t ∈ Π, где θδ(·) определяет-
ся формулой (4.20) c заменой ϕ, ψ1, ψ2 на ϕδ, ψδ1, ψδ2 соответственно, получим эк-
вивалентную задачу оптимизации системы (1.5), в которой n = 3, m = 1, s = 1,

Π = [0, 1]× [0, 1]× [−1, 1]; cδ(t) ≡ αδ(t)θδ(t)+βδ(t)
1∫
−1

Y δ(ζ; t)θδ(t1, t2, ζ)dζ, t ∈ Π; Bδ[u](t) ≡

γδ(t)u(t), u(·) ∈ L2, t ∈ Π; Aδ[z](t) ≡ αδ(t)Σ1[z](t) + βδ(t)Σδ
2[z](t),

Σδ
2[z](t) ≡

1∫
−1

{
Y δ(ζ; t)

t1∫
ν(t1,t2,ζ)

z(ξ, t2 + ζ(ξ − t1), ζ)dξ
}
dζ, z(·) ∈ L2, t ∈ Π.

При этом ограничения (4.24) преобразуются в ограничения

W δ
1 [z, u] ≤ 0, . . . ,W δ

k [z, u] ≤ 0, Eδ
1 [z, u] = dδ1, . . . , E

δ
r [z, u] = dδr, z ∈ L2, u ∈ L2,

W δ
i [z, u] ≡ F δ

i [θδ+Σ1[z], u] (i = 1, . . . , k) и Eδ
j [z, u] ≡

〈
aδj , Σ1[z]

〉
2,1

+
〈
bδj , u

〉
2,1

(j = 1, . . . , r)

— соответственно выпуклые и линейные функционалы на L2 × L2, dδj ≡ dδj −
〈
aδj , θ

δ
〉

2,1

(j = 1, . . . , r). Полученную задачу оптимизации системы (1.5) запишем в виде

W δ
0 [zδu]→ min, Wi[z

δ
u, u] ≤ 0 (i = 1, . . . , k), Ej[z

δ
u, u] = dδj (j = 1, . . . , r), u ∈ D, (4.26)

где W δ
0 [z] ≡ F δ

0 [θδ + Σ1[z]]. Это задача вида (OCδ ), где Jδ0 [u] ≡ J δ
0 [zδu, u] ≡ W δ

0 [zδu],

Kδ[z] ≡ Gδ
0

(∫
Π

(
θδ(t) + Σ1[z](t)

)
dt
)
, M δ ≡ 0; Jδi [u] ≡ J δ

i [zδu, u] ≡ W δ
i [zδu, u] (i = 1, . . . , k),

Iδj [u] ≡ Iδj [zδu, u] ≡ Eδ
j [z

δ
u, u] (j = 1, . . . , r). При сделанных относительно семейства за-

дач (4.25), δ ∈ [0, δ0], предположениях семейство задач (4.26), δ ∈ [0, δ0], удовлетворяет
условиям А-Г: выполнение А и Б доказывается элементарными выкладками, исходя из
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условий 4.4–4.6 и 4.5 соответственно; выполнение В проверяется так же, как и выпол-
нение аналогичного условия в [10, пример 2]; выполнение Г легко доказать с помощью
признака равностепенной квазинильпотентности [16, теорема 2].

Предположив дополнительно, что функции Gδ
i , i = 0, 1, . . . , k, δ ∈ (0, δ0], гладкие,

можем выписать для данного примера критерии (3.12) и (3.17) решения задачи (3.10).

Сопряженные к ЛОО Σ1 : L2 → L2, Σδ
2 : L2 → L2 операторы: Σ∗1[z](t) =

ρ(t)∫
t1
z(ξ, t2 +

t3(ξ − t1), t3)dξ, Σδ∗
2 [z](t) =

1∫
−1

{ ρ(t)∫
t1
Y δ(t3; ξ, t2 + t3(ξ − t1), ζ) z(ξ, t2 + t3(ξ − t1), ζ) dξ

}
dζ,

t ∈ Π, где ρ(t) — значение t1 в точке t пересечения характеристикой l(t) той ча-
сти границы Π, где либо t1 = 1, либо t2 = 0, t3 < 0, либо t2 = 1, t3 > 0. При-
мем обозначения: ηδ(ū) ≡

∫
Π
xδū(ζ)dζ, η(ū) ≡

∫
Π
ū(ζ)dζ. Прямыми вычислениями на-

ходим: Φδ[ū](t) ≡ Σ∗1

[
G
δ/
0 (ηδ(ū))

]
(t), Υδ[ū](t) ≡ 0, Ωδ

i [ū](t) ≡ Σ∗1

[
G
δ/
iy (ηδ(ū), η(ū))

]
(t)

(i = 1, . . . , k), Ξδ
i [ū](t) ≡ G

δ/
iw (ηδ(ū), η(ū)) (i = 1, . . . , k), t ∈ Π; bδj ≡ bδj (j = 1, . . . , r);

aδj ≡ Σ∗1
[
aδj
]

(j = 1, . . . , r). То есть сопряженное уравнение (3.15) имеет вид

ψ(t)− Σ∗1
[
αδψ

]
(t)− Σδ∗

2

[
βδψ

]
(t)

= −Σ∗1

[
G
δ/
0 (ηδ(ū))

]
(t)− Σ∗1

[ k∑
i=1

µiG
δ/
iy (ηδ(ū), η(ū)) +

r∑
j=1

λja
δ
j

]
(t),

t ∈ Π, ψ(·) ∈ L2, (4.27)

и является функциональным уравнением вольтеррова типа. Функция Ψδ, формирующая
критерии (3.12) и (3.17), которым удовлетворяет решение uδ,ε[λ, µ] задачи (3.10), задается
формулой

Ψδ[ū, λ, µ](t) ≡ γδ(t)ψδ[ū, λ, µ](t) +
k∑
i=1

µiG
δ/
iw (ηδ(ū), η(ū)) +

r∑
j=1

λjb
δ
j(t), t ∈ Π,

где ψδ[ū, λ, µ] — решение уравнения (4.27). Единственное в L2 решение этого уравнения
принадлежит классу W. Уравнение (4.27) эквивалентно краевой задаче

∂ψ/∂t1 + t3 · ∂ψ/∂t2 = −αδ(t)ψ(t)−
1∫
−1

Y δ(t3; t1, t2, ζ) βδ(t1, t2, ζ)ψ(t1, t2, ζ) dζ

+G
δ/
0 (ηδ(ū)) +

∑k
i=1 µiG

δ/
iy (ηδ(ū), η(ū)) +

∑r
j=1 λja

δ
j(t), t ∈ Π;

ψ(1, t2, t3) = 0, 0 ≤ t2 ≤ 1, −1 ≤ t3 ≤ 1;

ψ(t1, 1, t3) = 0, 0 ≤ t1 ≤ 1, 0 ≤ t3 ≤ 1;

ψ(t1, 0, t3) = 0, 0 ≤ t1 ≤ 1, −1 ≤ t3 ≤ 0,

основное уравнение которой получается из (4.27) дифференцированием вдоль характери-
стик, а краевые условия — соответствующими подстановками независимых переменных.
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Аннотация. Рассматривается управляемая система для дифференциального уравнения

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t), ξ), t ∈ [a, b], x(a) = x,

где параметр ξ является элементом некоторого заданного метрического пространства,
управление u удовлетворяет ограничению

u(t) ∈ U(t, x(t), ξ), t ∈ [a, b].

Предполагается, что в каждый из заданных моментов времени tk ∈ (a, b) решение x :

[a, b] → Rn (фазовая траектория) терпит разрыв, величина которого принадлежит непу-
стому компакту Ik(x(tk)) ⊂ Rn, а на промежутках (tk−1, tk] является абсолютно непре-
рывной функцией. Функция управления предполагается измеримой. Доказана теорема об
оценке расстояния от заданной кусочно абсолютно непрерывной функции y : [a, b] → Rn

до множества фазовых траекторий при всех начальных значениях из окрестности векто-
ра x0 и всех параметрах из окрестности точки ξ0. Предполагается, что при заданных
начальном значении x = x0 решения и значении ξ = ξ0 параметра множество фазовых
траекторий априорно ограничено. Доказанная теорема позволяет путем подбора функции
y получить приближенное решение управляемой системы, а также оценку погрешности
такого приближенного решения.

Ключевые слова: дифференциальное включение, задача Коши, многозначные импульс-
ные воздействия, фазовая траектория
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Abstract. We consider a controlled system for the differential equation

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t), ξ), t ∈ [a, b], x(a) = x,

where the parameter ξ is an element of some given metric space, the control u satisfies the
constraint

u(t) ∈ U(t, x(t), ξ), t ∈ [a, b].
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Введение

Для описания динамики различных процессов широко используются дифференциаль-
ные уравнения и их многочисленные обобщения. Если имеется возможность влиять на
состояние процесса, меняя значения некоторых его параметров, то соответствующая мо-
дель принимает вид дифференциального уравнения с управлением. Для нахождения всех
возможных траекторий такой управляемой системы в нее удобно вместо управления «под-
ставить» все множество допустимых управлений и тем самым свести эту систему к диф-
ференциальному включению. Эквивалентность полученного таким образом дифференци-
ального включения и исходной управляемой дифференциальной системы устанавливает
известная лемма Филиппова. Этот результат и другие классические результаты теории
многозначных отображений и дифференциальных включений, основы которых были зало-
жены в 60-х годах 20 века в работах А.Ф. Филиппова (см. [1]) и Т. Важевского (см. [2,3]) и
др. авторов, в настоящее время имеют многочисленные актуальные теоретические и прак-
тические приложения. Распространению классических результатов посвящены многочис-
ленные работы. Большой интерес современных авторов к проблемам управления вызван,
в том числе, необходимостью их решения для развития новых технологий в энергетике,
военной промышленности, авиации, космонавтике и др. (см. [4, с. 5–6]).

В представленной работе исследуется дифференциальная управляемая система, кото-
рая может подвергаться мгновенным скачкообразным (т. е. импульсным) воздействиям.
Значения таких импульсных воздействий могут варьироваться в некоторой замкнутой об-
ласти, которая определяется состоянием текущего процесса. Система также содержит па-
раметр — элемент некоторого метрического пространства. Предполагается наличие огра-
ничений на управление: значение управления в каждый момент времени выбирается из
компактного множества допустимых управлений, зависящего от времени, состояния объ-
екта в этот момент времени и значения параметра. Рассматриваемая управляемая система
описывает задачи управления движением, в частности, для космических аппаратов (им-
пульсные воздействия моделируют кратковременное включение двигателей для коррек-
тировки траектории). Исследуемое дифференциальное уравнение «стандарно» сводится к
дифференциальному включению, подверженному импульсным воздействиям, и содержа-
щему параметр. На основе результатов о таком включении получены оценки траекторий
исходной управляемой системы.

Данное исследование продолжает работы [5–7] и опирается на результаты этих ра-
бот. Систематически используются методы многозначного анализа, теории управляемых
систем и дифференциальных включений (см. [8, c. 115–141]). Близкие подходы с приме-
нением априорных неравенств для нахождения оценок решений использовались в [9] при
изучении функционально-дифференциальных включений с импульсными воздействиями.

1. Основные понятия

Пусть Rn — n -мерное пространство с нормой | · |, comp[Rn] — множество непустых
компактов пространства Rn, для U, V ∈ comp[Rn] обозначим |U | = sup{|u| : u ∈ U},
h[U ;V ] — расстояние по Хаусдорфу между множествами U и V в пространстве comp[Rn].

Для заданного измеримого по Лебегу множества U ⊂ [a, b], с мерой µ(U) > 0, обозна-
чим Ln(U) — банахово пространство суммируемых по Лебегу функций x : U → Rn,

‖x‖Ln(U) =
∫
U
|x(s)|ds. Обозначим через C1[a, b] и L1[a, b] пространства скалярных, веще-
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ственных, определенных на [a, b] непрерывных и, соответственно, суммируемых функций,
а через C1

+[a, b] и L1
+[a, b] конусы неотрицательных функций в этих пространствах. Рас-

смотрим метрическое пространство Ξ и обозначим через BΞ(ξ, δ) открытый шар в этом
пространстве с центром в точке ξ ∈ Ξ радиуса δ > 0.

Пусть задан конечный набор точек tk ∈ [a, b], k = 1, 2, . . . , p, a < t1 < . . . < tp < b.

Обозначим через C̃
n
[a, b] линейное пространство всех непрерывных на каждом из интер-

валов [a, t1], (t1, t2], . . . , (tp, b] ограниченных функций x : [a, b]→ Rn, имеющих пределы
справа в точках tk, k = 1, 2, . . . , p. Для любого τ ∈ (a, b] определим линейное простран-
ство C̃

n
[a, τ ] сужений на [a, τ ] функций из C̃

n
[a, b]. Зададим норму в этом пространстве

формулой ‖x‖C̃n
[a,τ ] = sup{|x(t)| : t ∈ [a, τ ]}. Полученное таким образом пространство яв-

ляется банаховым. В пространстве C̃
1
[a, τ ] скалярных функций определим конус C̃

1

+[a, τ ]

неотрицательных функций.
Определения используемых далее понятий многозначного анализа и сведения о мно-

гозначных отображениях см. [8, c. 15–76], [10, с. 65], [11, с. 117–127]).
Пусть заданы вектор x ∈ Rn, функция f : [a, b]× Rn × Rm × Ξ→ Rn и многозначные

отображения U : [a, b] × Rn × Ξ → comp[Rm], Ik : Rn × Ξ → comp[Rn], k = 1, 2, . . . , p

удовлетворяющие следующим условиям:
(f1) при каждом (x, u, ξ) ∈ Rn × Rm × Ξ функция f(·, x, u, ξ) : [a, b] → Rn измерима по

Лебегу;
(f2) при почти всех t ∈ [a, b] функция f(t, ·) : Rn × Rm × Ξ→ Rn непрерывна;
(f3) для каждого ограниченного множества W ⊂ Rn × Rm × Ξ существует функция

mW ∈ L1
+[a, b] такая, что при почти всех t ∈ [a, b] и любых (x, u, ξ) ∈ W выполняется

неравенство |f(t, x, u, ξ)| 6 mW (t);

(U1) при каждом (x, ξ) ∈ Rn × Ξ отображение U(·, x, ξ) измеримо;
(U2) при почти всех t∈ [a, b] отображение U(t,·,·) непрерывно по Хаусдорфу;
(U3) для каждого ограниченного множества V ⊂ Rn × Ξ существует mV ≥ 0 такое, что

что при почти всех t ∈ [a, b] и всех (x, ξ) ∈ V выполнено |U(t, x, ξ)| 6 mV ;

(I1) при любом k = 1, 2, ..., p отображение Ik локально ограничено (т. е. образ каждого
ограниченного множества ограничен) и непрерывно по Хаусдорфу.

Рассмотрим задачу Коши для дифференциального уравнения с параметром ξ ∈ Ξ,

управлением u, испытывающего импульсные воздействия в заданные моменты времени
a < t1 < . . . < tp < b :

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t), ξ), (1.1)

u(t) ∈ U(t, x(t), ξ), (1.2)

x(tk + 0)− x(tk) ∈ Ik(x(tk), ξ), k = 1, 2, . . . , p, (1.3)

x(a) = x. (1.4)

О п р е д е л е н и е 1.1. [5, Определение 1.1] Под допустимым управлением на от-
резке [a, τ ] ( τ ∈ (a, b] ) системы (1.1)–(1.4) будем понимать такую измеримую по Лебегу
функцию u : [a, τ ] → Rm , для которой при почти всех t ∈ [a, τ ] выполняется включение
(1.2) и существует функция x ∈ C̃

n
[a, τ ], удовлетворяющая при всех t ∈ [a, τ ] соотноше-

нию

x(t) = x +

t∫
a

f(s, x(s), u(s), ξ)ds+
∑
k∈[a,τ ]

∆k(x)χ(tk,b](t),
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где ∆k(x) = (x(tk + 0)− x(tk)) при любом k = 1, 2, . . . , p удовлетворяет включению (1.3),
χ(tk,b] — характеристическая функция интервала (tk, b]. В этом случае пару (u, x) будем
называть допустимой на отрезке [a, τ ] , а функцию x ∈ C̃

n
[a, τ ] — фазовой траекторией.

Систему (1.1)–(1.4) будем называть управляемой системой с многозначными импульс-
ными воздействиями и фазовыми ограничениями по управлению, поскольку отображения
Ik являются многозначными, а множество U зависит от состояния управляемого объекта.

Определим многозначное отображение F : [a, b]× Rn × Ξ→ comp[Rn] равенством

F (t, x, ξ) = f(t, x, U(t, x, ξ), ξ). (1.5)

В силу теоремы об измеримом выборе (см. [11, с. 132]), управляемая система (1.1)–(1.4)
эквивалентна задаче Коши с начальным условием (1.4) для дифференциального включе-
ния

ẋ(t) ∈ F (t, x(t), ξ), (1.6)

испытывающего импульсные воздействия (1.3). Это означает, что при любом τ ∈ (a, b],

во-первых, для любой допустимой на [a, τ ] пары (x, u) системы (1.1)–(1.4) ее первая ком-
понента — функция x является решением на [a, τ ] задачи Коши (1.6), (1.3), (1.4), и во-
вторых, для любого x — решения на [a, τ ] задачи Коши (1.6), (1.3), (1.4) существует
такая измеримая на [a, τ ] функция u, что пара (x, u) является решением на [a, τ ] систе-
мы (1.1)–(1.4).

Обозначим через H(τ, x, ξ) множество всех фазовых траекторий системы (1.1)–(1.4)
на отрезке [a, τ ], а через H̃(x, ξ) множество всех непродолжаемых фазовых траекторий
этот системы (см. [9, Определение 2.3]).

О п р е д е л е н и е 1.2. [12, Определение 1.2] Множество H̃(x, ξ) будем называть
априорно ограниченным в точке (x0, ξ0) ∈ Rn × Ξ, если найдется такое число r > 0 ,
что для всякого τ ∈ (a, b] не существует x ∈ H(τ, x0, ξ0), для которого бы выполнялось
неравенство ‖x‖C̃n

[a,τ ] > r .

О п р е д е л е н и е 1.3. [12, Определение 1.3] Пусть заданы непустые множества
S ⊂ Rn и K ⊂ Ξ. Множество H̃(x, ξ) будем называть априорно ограниченным в совокуп-
ности на множестве S ×K, если оно априорно ограничено в каждой точке множества
S ×K, а константа r > 0 в определении 1.2 является общей для всех точек из S ×K.

Для рассматриваемой здесь системы (1.1)–(1.4) в работе [5] рассмотрены вопросы суще-
ствования и продолжаемости допустимых пар, доказано, что если для этой управляемой
системы множество H̃(x, ξ) в какой-то точке (x0, ξ0) ∈ Rn × Ξ априорно ограничено, то
оно будет априорно ограниченным и в некоторой окрестности данной точки.

2. Основные результаты

Определим класс L1 всевозможных отображений l1 : [a, b]×[0,∞)×[0,∞)×Ξ→ [0,∞),

удовлетворяющих условиям:
1) при каждых v1, v2 ∈ [0,∞) и ξ ∈ Ξ выполнено l1(·, v1, v2, ξ) ∈ L1

+[a, b];

2) при почти всех t ∈ [a, b] и любом ξ ∈ Ξ функция l1(t, ·, ·, ξ) не убывает по каждому
аргументу и непрерывна по их совокупности.
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Далее, определим класс L2 всевозможных отображений l2 : [a, b] × [0,∞) × Ξ → [0,∞),

обладающих аналогичными свойствами, а именно:
1) при любых v ∈ [0,∞) и ξ ∈ Ξ выполнено l1(·, v2, ξ) ∈ L1

+[a, b] ;
2) при почти всех t ∈ [a, b] и любом ξ ∈ Ξ функция l1(t, ·, ξ) не убывает и непрерывна.

И определим еще класс I отображений Ĩ : [0,∞) × Ξ → [0,∞), таких, что при любом
ξ ∈ Ξ функция Ĩ(·, ξ) непрерывна, не убывает и Ĩ(0, ξ) = 0.

О п р е д е л е н и е 2.1. Будем говорить, что набор рассмотренных выше отображе-
ний f : [a, b]×Rn×Rm×Ξ→ Rn, U : [a, b]×Rn×Ξ→ comp[Rm], Ik : Rn×Ξ→ comp[Rn],

k = 1, 2, ..., p, обладает свойством J в точке (x, ξ) ∈ Rn × Ξ, если
1) найдутся такие отображения l1 ∈ L1, l2 ∈ L2 и Ĩk ∈ I, k = 1, 2, ..., p, что при почти

всех t ∈ [a, b] и любых x, y ∈ Rn, u ∈ Rm выполняются неравенства

|f(t, x, u, ξ)| 6 l1(t, |x|, |u|, ξ), |U(t, x, ξ)| 6 l2(t, |x|, ξ),
h[Ik(x, ξ); Ik(y, ξ)] ≤ Ĩk(|x− y|, ξ), k = 1, 2, . . . , p;

2) для отображения l : [a, b]× [0,∞)× Ξ→ [0,∞), определенного равенством

l(t, z, ξ) = l1(t, z, l2(t, z, ξ), ξ), (2.1)

при любых z ∈ [0,∞) и ξ ∈ Ξ выполнено l(·, z, ξ) ∈ L1
+[a, b] ;

3) множество всех локальных решений задачи Коши
ẏ(t) = l(t, y(t), ξ),

∆(y(tk)) = Ĩk(y(tk), ξ), k = 1, 2, . . . , p,

y(a) = |x|,
(2.2)

априорно ограничено.

Покажем, что в силу принятых предположений (f1)–(f3), (U1)–(U3) и (I1) для отоб-
ражений f, U, Ik, k = 1, 2, ..., p, в произвольной точке (x, ξ) ∈ Rn×Ξ выполняются условия
1) и 2) свойства J . Вначале построим требуемые отображения l1 ∈ L1 и l2 ∈ L2.

Из (f1), (f2) следует, что для отображения f : [a, b]×Rn×Rm×Ξ→ Rn найдется такая
измеримая по первому аргументу, неубывающая и непрерывная по второму и третьему
аргументам функция l̃1 : [a, b]× [0,∞)× [0,∞)× Ξ→ [0,∞), что при почти всех t ∈ [a, b]

и всех ξ ∈ Ξ , x1, x2 ∈ Rn, u1, u2 ∈ Rm справедливо неравенство

|f(t, x1, u1, ξ)− f(t, x2, u2, ξ)| 6 l̃1(t, |x1 − x2|, |u1 − u2|, ξ). (2.3)

А из(f3)следует, что существует функция m ∈ L1
+[a, b] такая, что при почти всех t ∈ [a, b]

выполнено
|f(t, 0, 0, ξ)| 6 m(t). (2.4)

Согласно неравенствам (2.3), (2.4), для почти всех t ∈ [a, b], любых x ∈ Rn, u ∈ Rm

имеем

|f(t, x, u, ξ)| 6 |f(t, x, u, ξ)− f(t, 0, 0, ξ)|+ |f(t, 0, 0, ξ)| 6 l̃1(t, |x|, |u|, ξ) +m(t).

Итак, положим
l1(t, |x|, |u|, ξ) = l̃1(t, |x|, |u|, ξ) +m(t), (2.5)

и заметим, что для определенного таким образом отображения выполнено: l1 ∈ L1 (по по-
строению).
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Аналогично, в силу (U1)–(U2) для отображения U : [a, b]×Rn × Ξ→ comp[Rm] суще-
ствует такая измеримая по первому аргументу, неубывающая и непрерывная по второму
аргументу функция l̃2 : [a, b]× [0,∞)× Ξ→ [0,∞), что при почти всех t ∈ [a, b] и любых
ξ ∈ Ξ, x1, x2 ∈ Rn, выполнено

h[U(t, x1, ξ), U(t, x2, ξ)] 6 l̃2(t, |x1 − x2|, ξ). (2.6)

А в силу (f3) существует функция m ∈ L1
+[a, b] такая, что при почти всех t ∈ [a, b]

выполнено
|U(t, 0, ξ)| 6 m. (2.7)

Определим отображение l2 : [a, b]× [0,∞)× Ξ→ [0,∞) равенством

l2(t, x, ξ) = l̃2(t, x, ξ) +m, (2.8)

и заметим, что l2 ∈ L2. Тогда согласно неравенствам (2.6), (2.7) для отображения U при
почти всех t ∈ [a, b] и любых x ∈ Rn будет выполнено соотношение

|U(t, x, ξ)| 6 l2(t, |x|, ξ).

В силу предположения (I1) для каждого k = 1, 2, . . . , p найдется функция Ĩk : [0,∞)×
Ξ → [0,∞), непрерывная, неубывающая по первому аргументу, удовлетворяющая равен-
ству Ĩ(0, ξ) = 0, т. е. Ĩk ∈ I, и для этой функции выполнено неравенство

h[Ik(x, ξ); Ik(y, ξ)] ≤ Ĩk(|x− y|, ξ).

Таким образом, для набора отображений f, U, Ik, k = 1, 2, . . . , p, выполнено условие
1) в определении 2.1 свойства J в точке (x, ξ) ∈ Rn × Ξ.

Определим отображение l : [a, b]× [0,∞)× Ξ→ [0,∞) , формулой (2.1), где l1 задано
соотношением (2.5), а l2 — соотношением (2.8). При любых фиксированных z ∈ [0,∞) и
ξ ∈ Ξ отображение l(·, z, ξ) : [a, b] → [0,∞) является суммируемой функцией. Условие 2)
в определении 2.1 также выполнено.

Отметим, что включение l(·, z, ξ) ∈ L1
+[a, b] не гарантирует того, что множество всех

локальных решений задачи (2.2) априорно ограниченно. Например, для начального зна-
чения x = 0, отображений l, Ĩ , определяемых при всех t ∈ [0, 2], z ∈ R, ξ ∈ Ξ со-
отношениями l(t, z, ξ)

.
= z2 + 1 и Ĩ(z, ξ)

.
= 0, решением задачи (2.2) является функция

z(t) = tg t, имеющая вертикальную асимптоту x = π/2. Это решение не продолжаемо на
весь отрезок [0, 2]. Следовательно, множество локальных решений не является априорно
ограниченным.

Итак, доказано, что набор отображений f, U, Ik, k = 1, 2, . . . , p, удовлетворяет требо-
ваниям 1) и 2) свойства J в любой точке (x, ξ) ∈ Rn×Ξ, но для выполнения требования
3) необходимы дополнительные ограничения. Свойство J существенно используется в
следующей теореме, составляющей основной результат данного исследования.

Рассмотрим произвольную функцию y∈ C̃
n
[a, b]. По определению пространства C̃

n
[a, b]

для этой функции существует такое q̃0 ∈ Ln[a, b], что имеет место равенство

y(t) = y(a) +

t∫
a

q̃0(s)ds+

p∑
k=1

∆k(y)χ(tk,b](t), t ∈ [a, b], (2.9)

где ∆k(y) = (y(tk + 0)− y(tk)) ∈ Ik(y(tk), ξ0) k = 1, 2, . . . , p, χ(tk,b] — характеристическая
функция интервала (tk, b].
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Теорема 2.1. Пусть для произвольного ξ ∈ Ξ, для определенной формулой (2.9) функ-
ции y ∈ C̃

n
[a, b] и для всех измеримых управлений u(·) ∈ U(·, y(·), ξ) существует такая

функция κ : [a, b]× Ξ→ [0,∞), что κ(·, ξ) ∈ L1
+[a, b] при ξ ∈ Ξ, и для каждого измери-

мого множества U ⊂ [a, b] справедливо

‖q̃0 − f(·, y(·), u(·), ξ)‖Ln(U) 6
∫
U

κ(s, ξ)ds.

Пусть, кроме того, набор отображений f, U, Ik, k = 1, 2, . . . , p, обладает свойством J
в точке (x0, ξ0) при некоторых ξ0 ∈ Ξ и x0 ∈ Rn. Тогда существует такое δ > 0, что
для любого ε > 0 и любой пары (x, u) ∈ H(x, ξ) при ξ ∈ BΞ(ξ0, δ) и x ∈ BRn(x0, δ), если
y(a) ∈ BRn(x0, δ), то фазовая траектория x удовлетворяет оценкам

|x(t)− y(t)| 6 η(t), t ∈ [a, b],

|f(t, x(t), u(t), ξ)− q̃0(t)| 6 κ(t, ξ) + l(t, η(t), ξ) + ε, t ∈ [a, b],

где l : [a, b]×[0,∞)×Ξ→ [0,∞) определено в свойстве J соотношением (2.1), η ∈ C̃
n
[a, b]

— верхнее решение мажорантной задачи

ż(t) = κ(t, ξ) + ε+ l(t, z(t), ξ),

z(tk + 0)− z(tk) = Ĩk(z(tk)), k = 1, 2, . . . , p,

z(a) = δ.

Доказательство этого утверждения использует редукцию управляемой импульсной си-
стемы (1.1)–(1.4) к соответствующей задаче Коши для дифференциального включения
(1.6), (1.3), (1.4). Затем применяются результаты работ [9] и [12], в которых получены
оценки отклонения значений многозначного отображения F : [a, b]× Rn × Ξ→ comp[Rn],

определенного равенством (1.5), от наперед заданной суммируемой функции (см. [9, тео-
рема 1.2]). Этот подход позволяет получить в явном виде оценки отклонения множества
фазовых траекторий управляемой системы (1.1)–(1.4) от кусочно абсолютно непрерывной
функции y.

З а м е ч а н и е 2.1. Теорема 2.1 дает несколько больше, чем оценки фазовых тра-
екторий задачи (1.1)–(1.4). Эта теорема позволяет также определить приближенную фа-
зовую траекторию путем подбора функции y ∈ C̃n[a, b]. При этом функция η(·) дает
оценку погрешности такой приближенной фазовой траектории.

В заключение отметим, что полученные в данной статье оценки фазовых траекторий
импульсных дифференциальных систем управления аналогичны оценкам, полученным в
работах [6], [7], [12].
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Аннотация. Рассматривается представление множества притяжения (МП) в классе на-
правленностей в пространстве ультрафильтров на широко понимаемом измеримом про-
странстве (ИП) с топологиями стоуновского и волмэновского типов. Получено представ-
ление внутренности и некоторые его следствия. При этом возможности выбора обычных
решений определяются посредством задания ограничений асимптотического характера
(ОАХ). Упомянутые ОАХ могут быть связаны с ослаблением стандартных ограничений
(в задачах управления — краевые и промежуточные условия, фазовые ограничения, в
задачах математического программирования — ограничения типа неравенств), но могут
возникать и изначально в виде непустых направленных (как правило) семейств множеств.
В работе трактуются как ОАХ и некоторые семейства множеств, связанные с построе-
нием ультрафильтров (максимальных фильтров) ИП, мажорирующих заданный априори
фильтр. Показано, что в этом случае при условии, что пересечение всех множеств данного
фильтра пусто, получающийся вариант МП является замкнутым, но не канонически за-
мкнутым множеством, в каждой из топологий волмэновского и стоуновского типов. Это
связывается с тем фактом, установленным в работе, что в упомянутом случае исходного
фильтра со свойством пустого пересечения всех своих множеств у порождаемого данным
фильтром МП внутренность пуста (в то же время известны примеры задач управления,
где реализуется противоположное свойство: при пустом пересечении множеств семейства,
определяющего ОАХ, внутренность возникающего МП непуста).
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Введение

В связи с построением расширений абстрактных задач о достижимости с ограничени-
ями асимптотического характера (ОАХ) естественно возникают множества притяжения
(МП), заменяющие обычные множества достижимости в случае стандартных ограниче-
ний. Последний случай важен для теории управления, где вопросы построения и исследо-
вания областей достижимости (ОД) представляют серьезный теоретический и практиче-
ский интерес (см. [1–3] и др.). При ослаблении стандартных ограничений на выбор управ-
ления (краевые и промежуточные условия, фазовые ограничения) возможно скачкообраз-
ное расширение ОД. Предел ОД для ослабленных ограничений при их последовательном
ужесточении доставляет множество, которое содержит замыкание исходной ОД, но мо-
жет с ним не совпадать. Данное множество как раз и имеет смысл МП; по сути дела это
практически интересный аналог ОД, характеризующий возможности управляющей сто-
роны при соблюдении исходных стандартных ограничений с высокой, но все же конечной
степенью точности. Сама же система ослабленных ограничений может рассматриваться
при этом как ОАХ.

Данная конструкция допускает глубокое обобщение, когда ОАХ задаются изначально и
могут уже не быть связанными с ослаблением каких-то стандартных ограничений (см. ва-
риант ОАХ такого рода в [4, 5]). В общем случае ОАХ задаются посредством непустого
семейства множеств в пространстве обычных (по смыслу, доступных для нашего выбора)
решений. Пересечение всех множеств данного семейства можно рассматривать как множе-
ство точных решений (здесь — аналогия с [3, гл. III]), то есть решений, соблюдающих все
требования, определяемые посредством ОАХ, «одновременно». Такое толкование вполне
согласуется с [3, гл. III]. Результаты, доставляемые точными решениями, содержатся в МП;
имеются в виду значения некоторого целевого оператора, заданного по условиям задачи
(в случае задачи управления, связанной с изучением ОД, речь идет об операторе, сопо-
ставляющем управлению терминальную точку траектории; здесь обычные решения име-
ет смысл толковать как управления). Представляется интересным вопрос о соотношении
внутренности МП и множества результатов, обеспечиваемых точными решениями. Как
показывают простые примеры, уже в задаче об исследовании ОД возможна ситуация, ко-
гда при отсутствии точных решений соответствующее МП имеет непустую внутренность.
В настоящей работе будет, однако, указан случай, когда упомянутое свойство невозможно;
данный случай связан с построением МП в пространстве ультрафильтров (у/ф) широко
понимаемого измеримого пространства (ИП). В указанном случае, конечно, МП имеет
другое смысловое содержание; например, оно может рассматриваться как множество до-
пустимых обобщенных элементов (ОЭ) в абстрактной задаче о достижимости при ОАХ
(здесь ОЭ выступают в качестве аналогов обобщенных управлений [3, гл. III]).

Возможна еще одна интерпретация МП в пространстве у/ф, представляющая теоре-
тический интерес. А именно, в теории фильтров представляет интерес вопрос о множе-
стве всех у/ф, мажорирующих заданный априори фильтр. Последний нередко допускает
достаточно простое описание, чего нельзя сказать о множестве мажорирующих у/ф. Ока-
зывается, однако, что данное множество есть МП в ситуации, когда ОАХ определяются
исходным фильтром. В этом случае отсутствие точных решений гарантирует пустоту внут-
ренности МП при оснащении множества у/ф топологией стоуновского типа; данное МП
оказывается при этом замкнутым, но не канонически замкнутым, множеством.
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Таким образом, конструкции на основе МП допускают различные интерпретации, ка-
сающиеся как приложений, так и самой математической теории. В настоящей работе,
продолжающей [6–8], рассматриваются некоторые свойства МП в пространстве у/ф.

1. Основные понятия

Используется стандартная теоретико-множественная символика (кванторы, связки и
др.); ∅ — пустое множество, 4= — равенство по определению, def заменяет фразу «по
определению». Принимаем аксиому выбора и называем семейством множество, все эле-
менты которого — множества. Если x и y — объекты, то {x; y} есть def множество,
содержащее x, y и не содержащее никаких других элементов ( {x; y} — неупорядоченная
пара x, y ). Множества — объекты и, следуя [9, с. 67], полагаем для объектов a и b, что
(a, b)

4
= {{a}; {a; b}}, получая упорядоченную пару (УП) с первым элементом a и вторым

элементом b. Для каждой УП h через pr1(h) и pr2(h) обозначаем первый и второй эле-
менты УП h, однозначно определяемые условием h = (pr1(h), pr2(h)). Каждому объекту
x сопоставляем синглетон {x} 4= {x;x}, содержащий x (то есть x ∈ {x} ).

Если H — множество, то через P(H) обозначаем семейство всех подмножеств (п/м)
H, P ′(H)

4
= P(H) \ {∅} (семейство всех непустых п/м H ) и Fin(H) — семейство всех

конечных множеств из P ′(H) (итак, Fin(H) есть семейство всех непустых конечных п/м
H ). В качестве H может, конечно, использоваться семейство. Если X — непустое семей-
ство, то

({∪}(X)
4
= {

⋃
X∈X

X : X ∈ P(X)})&({∩}](X)
4
= {

⋂
X∈K

X : K ∈ Fin(X)})

(заметим, что ∅ ∈ {∪}(X) ). Если M — множество и M∈ P ′(P(M)), то

CM[M]
4
= {M \M : M ∈M} ∈ P ′(P(M))

есть семейство п/м M, двойственное к M. Для непустого семейства A и множества B

A|B
4
= { A ∩B : A ∈ A} ∈ P ′(P(B))

есть след A на B (обычно рассматривается случай A ∈ P ′(P(A)) и B ∈ P(A), где A
— множество). Если P и Q — множества, то QP есть def множество всех отображений
(функций) из P в Q; при f ∈ QP и C ∈ P(P ) в виде f 1(C)

4
= {f(x) : x ∈ C} ∈ P(B)

имеем образ C при действии f ; f 1(C) 6= ∅ при C 6= ∅. Если A и B — непустые
множества, f ∈ BA и A ∈ P ′(P(A)), то семейство

f 1[A]
4
= {f 1(A) : A ∈ A} ∈ P ′(P(B))

рассматриваем как f -образ семейства A. Если H — непустое семейство и S — множе-
ство, то

([H](S)
4
= {H ∈ H | S ⊂ H} ∈ P(H))&(]H [ (S)

4
= {H ∈ H | H ⊂ S} ∈ P(H));

наконец, непустому множеству X и семейству X ∈ P ′(P(X)) сопоставляем семейство

(COV)[X | X ]
4
= {χ ∈ P ′(X ) | X =

⋃
X∈χ

X} ∈ P(P ′(X ))

всех покрытий X множествами из X .
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Специальные семейства, элементы топологии. Фиксируем до конца настоящего
раздела непустое множество I. В виде

π[I]
4
= {I ∈ P ′(P(I)) | (∅ ∈ I)&(I ∈ I)&(A ∩B ∈ I ∀A ∈ I ∀B ∈ I)} (1.1)

имеем семейство всех π -систем [10, с.14] п/м I с «нулем» и «единицей», а π -системы из
семейства

π̃0[I]
4
= { I ∈ π[I] | ∀L ∈ I ∀x ∈ I \ L ∃Λ ∈ I : (x ∈ Λ)&(Λ ∩ L = ∅)} (1.2)

называем отделимыми. Примерами π -систем являются алгебры и полуалгебры множеств
(они к тому же отделимы), топологии, семейства замкнутых множеств в топологических
пространствах (ТП). Если I ∈ π[I], то УП (I, I) рассматриваем как (широко понимаемое)
измеримое пространство (ИП). Если L ∈ π[I], то

(Cen)[L]
4
= {Z ∈ P ′(L) |

⋂
Z∈K

Z 6= ∅ ∀K ∈ Fin(Z)}

есть семейство всех непустых центрированных подсемейств L. В виде

(top)[I]
4
= { τ ∈ π[I]|

⋃
G∈G

G ∈ τ ∀G ∈ P ′(τ)} ∈ P ′(π[I])

имеем семейство всех топологий на I. При τ ∈ (top)[I] в виде (I, τ) реализуется тополо-
гическое пространство (ТП); если H ∈ P(I), то cl(H, τ) ∈ CI [τ ] есть def замыкание H

в (I, τ), а

(τ − Int)[H]
4
=

⋃
G∈ ] τ [ (H)

G ∈ τ (1.3)

есть внутренность H в (I, τ) (наибольшее открытое множество, содержащееся в H ). Нам
понадобится понятие канонически замкнутого множества: при τ ∈ (top)[I] в виде

(can− clos)[τ ]
4
= {F ∈ P(I) | F = cl((τ − Int)[F ], τ)} = {cl(G, τ) : G ∈ τ} ∈ P ′(CI [τ ]) (1.4)

имеем семейство всех канонически замкнутых в ТП (I, τ) п/м I. В связи со свойствами
(1.3) и (1.4) см. [11, гл. 1].

Если x ∈ I, то N◦τ (x)
4
= {G ∈ τ | x ∈ G} и

Nτ (x)
4
= {H ∈ P(I) | ∃G ∈ N◦τ (x) : G ⊂ H}

есть фильтр [12, гл. I] окрестностей x в ТП (I, τ). Будем использовать направленности
и сходимость по Мору–Смиту (см. [13, гл. 2]). При этом потребуются некоторые новые
обозначения. Так, условимся, что ∃XS[X 6= ∅] заменяет фразу «существует непустое
множество X ». Если M — множество, v∈ P(M ×M), x ∈M и y ∈M, то, как обычно,

(x v y)
def⇐⇒ ((x, y) ∈v).

Далее, сопоставляем множеству M семейство

(Ord)[M ]
4
= {v∈ P(M ×M) | (x v x ∀x ∈M)

&(∀x1 ∈M ∀x2 ∈M ∀x3 ∈M ((x1 v x2)&(x2 v x3))⇒ (x1 v x3))}
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всех предпорядков на M, среди которых выделяем направления:

(DIR)[M ]
4
= {v∈ (Ord)[M ] | ∀x ∈M ∀y ∈M ∃ z ∈M : (x v z)&(y v z)}

есть семейство всех направлений на M ; при �∈ (DIR)[M ] УП (M,�) называем на-
правленным множеством (НМ). Если же A и B — непустые множества, �∈ (DIR)[A] и
f ∈ BA, то триплет (A,�, f) называем направленностью в B; в этом случае в виде

(B − ass)[A;�; f ]
4
= {C ∈ P(B) | ∃ a ∈ A ∀α ∈ A (a � α)⇒ (f(α) ∈ C)}

имеем фильтр [12, гл. I], ассоциированный с (A,�, f).

Если τ ∈ (top)[I], (D,v, g) есть направленность в I и x ∈ I, то

((D,v, g)
τ−→ x)

def⇐⇒ (∀H ∈ Nτ (x) ∃ d ∈ D ∀δ ∈ D (d v δ)⇒ (g(δ) ∈ H)); (1.5)

тем самым введена (см. (1.5)) сходимость по Мору–Смиту. Ясно, что выражение

∃DS[D 6= ∅] ∃ v∈ (DIR)[D] ∃ f ∈ BD,

где B — непустое множество, заменяет высказывание «существует направленность
(D,v, f) в множестве B ». Если A и X — непустые множества, τ ∈ (top)[X], h ∈ XA и
A ∈ P ′(P(A)), то (см. (1.5))

(as)[A;X; τ ;h;A]
4
= {x ∈ X | ∃DS[D 6= ∅] ∃ v∈ (DIR)[D] (1.6)

∃ f ∈ AD : (A ⊂ (A− ass)[D;v; f ])&((D,v, h ◦ f)
τ−→ x)}

рассматриваем как МП в ТП (X, τ) при ОАХ, определяемых посредством A (символ ◦
используется при обозначении суперпозиции отображений).

2. Фильтры и ультрафильтры широко понимаемых измеримых пространств

Всюду в дальнейшем фиксируем непустое множество E (в вопросах, связанных с
построением МП, точки E рассматриваются как обычные решения; здесь — аналогия
с [3, гл. III]). Кроме того, фиксируем далее π -систему L ∈ π[E] (дополнительные усло-
вия на L будут накладываться по мере надобности), получая широко понимаемое ИП
(E,L), E 6= ∅. В виде

F∗(L)
4
= {F ∈ P ′(L) | (∅ /∈ F)&( A ∩B ∈ F ∀A ∈ F ∀B ∈ F)&([L](F ) ⊂ F ∀F ∈ F)} (2.1)

имеем семейство всех фильтров ИП (E,L); ясно, что при x ∈ E

(L − triv)[x]
4
= { L ∈ L | x ∈ L} ∈ F∗(L) (2.2)

(тривиальный фильтр, отвечающий точке x ). В силу (2.2) F∗(L) 6= ∅; {E} ∈ F∗(L). При
этом (см. [14, c. 260])

F∗0(L)
4
= {U ∈ F∗(L) | ∀F ∈ F∗(L) (U ⊂ F) =⇒ (U = F)} (2.3)

= {U ∈ F∗(L) | ∀L ∈ L (L ∩ U 6= ∅ ∀U ∈ U)⇒ (L ∈ U)}
= {U ∈ (Cen)[L] | ∀V ∈ (Cen)[L] (U ⊂ V)⇒ (U = V)}
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есть семейство всех ультрафильтров (у/ф) или максимальных фильтров ИП (E,L); из
(2.3) видно, что такие у/ф — суть максимальные непустые центрированные подсемейства
L и только они. При этом (см. [8, (1.7)])

(L ∈ π̃0[E])⇐⇒ ((L − triv)[x] ∈ F∗0(L) ∀x ∈ E). (2.4)

Из (2.4) следует, что при L ∈ π̃0[E] множество E погружается в F∗0(L) (2.3) посредством
отображения, определяемого в (2.2). В общем случае π -системы L имеем при L ∈ L

ΦL(L)
4
= {U ∈ F∗0(L) | L ∈ U} = {U ∈ F∗0(L) | L ∩ U 6= ∅ ∀U ∈ U} ∈ P(F∗0(L)). (2.5)

В терминах множеств (2.5) определяется база топологии

T∗L[E]
4
= {G ∈ P(F∗0(L)) | ∀U ∈ G ∃U ∈ U : ΦL(U) ⊂ G} ∈ (top)[F∗0(L)] (2.6)

стоуновского типа (см. [8, c. 94]). В самом деле, семейство

(UF)[E;L]
4
= { ΦL(L) : L ∈ L} ∈ P ′(P(F∗0(L))) (2.7)

есть база топологии (2.6); итак,

T∗L[E] = {∪}((UF)[E;L]). (2.8)

При этом [14, c. 260] топология (2.6) превращает F∗0(L) в нульмерное T2 -пространство

(F∗0(L),T∗L[E]) (2.9)

(если L — алгебра п/м E, то (2.9) — нульмерный компакт, то есть нульмерное компактное
T2 -пространство), причем

(UF)[E;L] ⊂ T∗L[E] ∩CF∗0(L)[T
∗
L[E]] (2.10)

(итак, в силу (2.10) имеем, что (2.7) есть база открыто-замкнутых в ТП (2.9) мно-
жеств; если L — алгебра п/м E, то (2.10) превращается в равенство; см. [14, c. 260]).
При H ∈ P(E) полагаем, что

F\C[L | H]
4
= {U ∈ F∗0(L) | ∃U ∈ U : U ⊂ H} (2.11)

(заметим, что семейство всех множеств F\C[L | C], C ∈ CE[L], образует [14, c. 261] за-
мкнутую базу ТП (2.9)).

П р е д л о ж е н и е 2.1. Если H ∈ P(E), то множество (2.11) открыто в ТП
(2.9):

F\C[L | H] ∈ T∗L[E]. (2.12)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем H ∈ P(E). Пусть V ∈ F\C[L | H]. Тогда в силу
(2.11) V ∈ F∗0(L) и для некоторого V ∈ V имеет место V ⊂ H. Рассмотрим множество
ΦL(V ) ∈ P(F∗0(L)); см. (2.5). При этом, в частности, V ∈ L.
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Выберем произвольно W ∈ ΦL(V ). Тогда W ∈ F∗0(L) и при этом V ∈ W . Получили,
что

∃U ∈ W : U ⊂ H. (2.13)

В итоге W ∈ F\C[L | H] (см. (2.11), (2.13)). Поскольку W выбиралось произвольно,
установлено, что

ΦL(V ) ⊂ F\C[L | H].

Итак, V ∈ F∗0(L) обладает следующим свойством

∃U ∈ V : ΦL(U) ⊂ F\C[L | H].

Поскольку и выбор V был произвольным, из (2.6) вытекает требуемое свойство (2.12).

Из предложения 2.1 вытекает, в частности, что при E ∈ P ′(L)

F\C[L |
⋂
Σ∈E

Σ] ∈ T∗L[E]. (2.14)

С другой стороны, при E ∈ P ′(L) определено множество

F∗0(L | E)
4
= {U ∈ F∗0(L) | E ⊂ U} =

⋂
Σ∈E

ΦL(Σ). (2.15)

П р е д л о ж е н и е 2.2. Если E ∈ P ′(L), то

F\C[L |
⋂
Σ∈E

Σ] ⊂ F∗0(L | E). (2.16)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем E ∈ P ′(L), то есть E — непустое подсемейство
L. Пусть

V ∈ F\C[L |
⋂
Σ∈E

Σ].

Тогда согласно (2.6) V ∈ F∗0(L) и для некоторого множества V ∈ V

V ⊂
⋂
Σ∈E

Σ. (2.17)

Выберем произвольно M ∈ E . Тогда, в частности, M ∈ L и определено множество
ΦL(M); см. (2.5). Поскольку (см. (2.17)) V ⊂M, то M ∈ [L](V ) и согласно (2.1) M ∈ V .
Как следствие

V ∈ ΦL(M). (2.18)

Поскольку выбор M был произвольным, получили (см. (2.15), (2.18)) включение V ∈
F∗0(L | E), чем и завершается проверка требуемого свойства (2.16).

Из (1.3), (2.14) и предложения 2.2 вытекает очевидное свойство

F\C[L |
⋂
Σ∈E

Σ] ⊂ (T∗L[E]− Int)[F∗0(L | E)] ∀E ∈ P ′(L). (2.19)
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П р е д л о ж е н и е 2.3. Если L ∈ π̃0[E], то ∀L1 ∈ L ∀L2 ∈ L

(ΦL(L1) ⊂ ΦL(L2)) =⇒ (L1 ⊂ L2). (2.20)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть L ∈ π̃0[E]. Тогда согласно (2.4)

(L − triv)[x] ∈ F∗0(L) ∀x ∈ E. (2.21)

Пусть L1 ∈ L и L2 ∈ L таковы, что истинна посылка доказываемой импликации (2.20),
то есть

ΦL(L1) ⊂ ΦL(L2).

Покажем, что L1 ⊂ L2. Допустим противное: пусть L1 \ L2 6= ∅. Выберем x∗ ∈ L1 \ L2 и
рассмотрим тривиальный у/ф (см. (2.21))

V 4= (L − triv)[x∗] ∈ F∗0(L). (2.22)

Поскольку x∗∈ L1, то согласно (2.2) L1∈ (L−triv)[x∗]. Как следствие L1∈ V и мы имеем
в силу (2.5) и (2.22) включение V ∈ ΦL(L1) и, по выбору L1 и L2, V ∈ ΦL(L2). Тогда
L2 ∈ V (см. (2.5)), а потому (см. (2.21), (2.22)) x∗ ∈ L2, что противоречит выбору x∗.

Полученное противоречие доказывает, что на самом деле L1 ⊂ L2. Итак, истинность им-
пликации (2.20) установлена. Поскольку L1 и L2. выбирались произвольно, предложение
доказано.

Теорема 2.1. Если L ∈ π̃0[E] и E ∈ P ′(L), то

(T∗L[E]− Int)[F∗0(L | E)] = F\C[L |
⋂
Σ∈E

Σ]. (2.23)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть L ∈ π̃0[E] и E ∈ P ′(L). Тогда, в частности, L ∈
π[E] (см. (1.2)), а потому имеет место (2.19).

Выберем произвольно V ∈ (T∗L[E]− Int)[F∗0(L | E)]. Тогда, в частности,

V ∈ F∗0(L | E).

Поскольку (T∗L[E] − Int)[F∗0(L | E)] — открытое множество, имеем по выбору V в силу
(2.6) для некоторого множества V ∈ V вложение

ΦL(V ) ⊂ (T∗L[E]− Int)[F∗0(L | E)]. (2.24)

В частности, ΦL(V ) ⊂ F∗0(L | E). С учетом (2.15) и (2.24) получаем, что

ΦL(V ) ⊂ ΦL(Σ) ∀Σ ∈ E .

Используя предложение 2.3 и свойство (2.5), имеем, что V ⊂ Σ ∀Σ ∈ E . В итоге

V ⊂
⋂
Σ∈E

Σ.
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Таким образом, получаем следующее положение:

V ∈ F∗0(L) : (∃U ∈ V : U ⊂
⋂
Σ∈E

Σ).

В силу (2.11) имеем, как следствие, включение

V ∈ F\C[L |
⋂
Σ∈E

Σ].

Тем самым установлено вложение

(T∗L[E]− Int)[F∗0(L | E)] ⊂ F\C[L |
⋂
Σ∈E

Σ],

а потому (см. (2.19)) справедливо равенство (2.23).

Следствие 2.1. Если L ∈ π̃0[E] и E ∈ P ′(L), то истинна импликация

(
⋂
Σ∈E

Σ = ∅) =⇒ ((T∗L[E]− Int)[F∗0(L | E)] = ∅).

Доказательство получается непосредственной комбинацией (2.1), (2.11) и теоремы 2.1.
В связи с теоремой 2.1 отметим [8, теорема 6.1], где, однако, предполагалось выполненным
весьма ограничительное условие [8, (6.1)]. Здесь мы от него отказались.

З а м е ч а н и е 2.1. Отметим, что упомянутое положение [8] о представлении внут-
ренности является частным случаем утверждения теоремы 2.1. В этой связи отметим,
прежде всего, что

F\C[L | L] = ΦL(L) ∀L ∈ L. (2.25)

В самом деле, пусть L ∈ L. Тогда из (2.5), (2.11) непосредственно следует, что

ΦL(L) ⊂ F\C[L | L]. (2.26)

Пусть U∗ ∈ F\C[L | L]. Тогда U∗ ∈ F∗0(L) и для некоторого множества U∗ ∈ U∗ имеет
место U∗ ⊂ L. Поскольку, в частности, U∗ ∈ F∗(L) и L ∈ [L](U∗), то согласно (2.1)
L ∈ U∗. Поэтому согласно (2.5) U∗ ∈ ΦL(L), чем завершается проверка вложения

F\C[L | L] ⊂ ΦL(L).

С учетом (2.26) имеем равенство F\C[L | L] = ΦL(L). Поскольку L ∈ L выбиралось произ-
вольно, (2.25) установлено. Вернемся к [8, теорема 6.1], где предполагалось при L ∈ π̃0[E],

что (см. [8, (6.1)]) E ∈ P ′(L) обладает свойством⋂
Σ∈E

Σ ∈ L. (2.27)

В этом случае согласно (2.25) справедливо равенство

F\C[L |
⋂
Σ∈E

Σ] = ΦL(
⋂
Σ∈E

Σ), (2.28)

где множество в правой части (2.28) определено согласно (2.5), (2.27). В силу теоремы
2.1 имеем равенство (2.23), из которого согласно (2.28) вытекает утверждение [8, теорема
6.1]. Требуемое свойство установлено, а (2.27) есть как раз то ограничительное условие
работы [8], от которого в теореме 2.1 удалось отказаться.
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3. Элементы притяжения в пространстве ультрафильтров широко
понимаемого пространства

В настоящем разделе, если не оговорено противное, полагаем, что L ∈ π̃0[E]. Тогда в
силу (2.2) и (2.4) получаем, что

(L − triv)[·] 4= ((L − triv)[x])x∈E ∈ F∗0(L)E. (3.1)

С учетом (1.6), (2.6) и (3.1) получаем, что при E ∈ P ′(L) определено МП

(as)[E;F∗0(L);T∗L[E]; (L − triv)[·]; E ] ∈ P(F∗0(L)); (3.2)

МП (3.2) определяется посредством (1.6) при следующей конкретизации параметров

A = E,X = F∗0(L), τ = T∗L[E], h = (L − triv)[·],A = E .

В [15, предложение 2] установлено, что

(as)[E;F∗0(L);T∗L[E]; (L − triv)[·]; E ] = F∗0(L | E) ∀E ∈ P ′(L). (3.3)

Тогда получаем в силу следствия 2.1 и (3.3), что при E ∈ P ′(L)

(
⋂
Σ∈E

Σ = ∅) =⇒ ((T∗L[E]− Int)[(as)[E;F∗0(L);T∗L[E]; (L − triv)[·]; E ]] = ∅). (3.4)

В связи с (3.4) отметим важную особенность МП в пространстве у/ф с топологией стоунов-
ского типа: если непустое подсемейство отделимой π -системы L, формирующее ОАХ,
имеет пустое пересечение всех своих множеств, то МП, соответствующее данному подсе-
мейству, имеет пустую внутренность. В то же время в [16, раздел 1] указан пример задачи
о достижимости с ОАХ, в которой при пустом пересечении всех множеств, формирующих
ОАХ, соответствующее МП имеет уже непустую внутренность (в данном примере E —
множество функций, а π -систему L можно полагать совпадающей с P(E) ). В связи с
упомянутым примером отметим также [17, предложение 3.3.1], откуда следует, что в при-
мере [16, раздел 1] действительно рассматривается МП нужного нам типа (упомянутое
МП допускает при этом секвенциальную реализацию при построении в духе (1.6)).

Возвращаясь к общим конструкциям для ИП (E,L), E 6= ∅, отметим особо случай,
когда семейство E , порождающее ОАХ, является фильтром упомянутого ИП. В этом
случае МП, определяемое подобно (3.3), совпадает с множеством у/ф, мажорирующих
исходный фильтр: если F ∈ F∗(L), то согласно (1.6), (2.15) и (3.3)

F∗0(L | F) = {U ∈ F∗0(L) | F ⊂ U} = {U ∈ F∗0(L) | ∃DS[D 6= ∅](3.5)

∃ v∈ (DIR)[D] ∃ f ∈ ED : (F ⊂ (E − ass)[D;v; f ])&(D,v, (L − triv)[·] ◦ f)
T∗L[E]
−→ U)}.

В связи с (3.5) заметим, что согласно (3.1) для всякого непустого множества D и отобра-
жения f ∈ ED

(L − triv)[·] ◦ f = ((L − triv)[f(∂)])∂∈D ∈ F∗0(L)D.

В (3.5) существенно применение НМ и направленностей. Заметим также в связи с (3.5),
что в общем случае L ∈ π[E] для F ∈ F∗(L) реализуется свойство

F∗0(L | F) ∈ CF∗0(L)[T
∗
L[E]] \ {∅}. (3.6)

Возвращаясь к случаю L ∈ π̃0[E] (отделимой π -системы), отметим следующее положе-
ние.
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П р е д л о ж е н и е 3.1. Если F ∈ F∗(L), то истинна импликация

(
⋂
F∈F

F = ∅) =⇒ (F∗0(L | F) ∈ CF∗0(L)[T
∗
L[E]] \ (can− clos)[T∗L[E]]). (3.7)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть F ∈ F∗(L) удовлетворяет условию посылки доказы-
ваемой импликации (3.7): пересечение всех множеств из F пусто. Тогда согласно след-
ствию 2.1

(T∗L[E]− Int)[F∗0(L | F)] = ∅,

а потому cl((T∗L[E] − Int)[F∗0(L | F)],T∗L[E]) = ∅. С другой стороны, в силу (3.6) F∗0(L |
F) 6= ∅, а потому cl((T∗L[E] − Int)[F∗0(L | F)],T∗L[E]) 6= F∗0(L | F). В силу (1.4) имеем,
следовательно, свойство

F∗0(L | F) /∈ (can− clos)[T∗L[E]],

откуда с учетом (3.6) вытекает следствие импликации (3.7), истинность которой, таким
образом, установлена.

Заметим, что из (1.4) и предложения 3.1 следует, конечно, что ∀F ∈ F∗(L)

(
⋂
F∈F

F = ∅) =⇒ (F∗0(L | F) 6= cl(G,T∗L[E]) ∀G ∈ T∗L[E]). (3.8)

Заметим, что фильтры F ∈ F∗(L) со свойством, определяемым в посылке (3.8), пред-
ставляют интерес в связи с описанием свободных у/ф (таковыми в данном случае авто-
матически будут у/ф из F∗0(L | F) ). В этой связи отметим более подробные построения
в [8, §§5,6].

4. Некоторые добавления

Мы возвращаемся к общему случаю L ∈ π[E]. Отметим некоторые простые свойства
множеств (2.15). Прежде всего заметим, что при E1 ∈ P ′(L) и E2 ∈ P ′(L)

F∗0(L | E1 ∪ E2) = {U ∈ F∗0(L) | E1 ∪ E2 ⊂ U}
= {U ∈ F∗0(L) | E1 ⊂ U} ∩ {U ∈ F∗0(L) | E2 ⊂ U} = F∗0(L | E1) ∩ F∗0(L | E2);

поэтому из общих свойств оператора внутренности получаем, что (см. [11, Теорема 1.1.6])

(T∗L[E]− Int)[F∗0(L | E1 ∪ E2)] = (T∗L[E]− Int)[F∗0(L | E1)] ∩ (T∗L[E]− Int)[F∗0(L | E2)].

Данное свойство по индукции распространяется на случай произвольных конечных объ-
единений непустых подсемейств L.

П р е д л о ж е н и е 4.1. Если H1 ∈ P(E) и H2 ∈ P(E), то

F\C[L | H1 ∩H2] = F\C[L | H1] ∩ F\C[L | H2]. (4.1)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем H1 и H2 в соответствии с условиями предло-
жения. Пусть V ∈ F\C[L | H1 ∩ H2]. Тогда в силу (2.11) V ∈ F∗0(L) и для некоторого
множества V ∈ V

V ⊂ H1 ∩H2.

Тогда (см. (2.11)) V ∈ F\C[L | H1] и V ∈ F\C[L | H2], то есть

V ∈ F\C[L | H1] ∩ F\C[L | H2].

Поскольку выбор V был произвольным, то установлено, что

F\C[L | H1 ∩H2] ⊂ F\C[L | H1] ∩ F\C[L | H2]. (4.2)

Пусть W ∈ F\C[L | H1] ∩ F\C[L | H2]. Тогда W ∈ F∗0(L). При этом (см. (2.11)) для неко-
торого множества W1 ∈ W имеет место W1 ⊂ H1. Аналогично, для некоторого W2 ∈ W
выполнено (см. (2.11)) W2 ⊂ H2. Тогда

W1 ∩W2 ⊂ H1 ∩H2. (4.3)

Далее, из (2.1) и (2.3) имеем включение W1 ∩W2 ∈ W . Поэтому (см. (4.3))

∃U ∈ W : U ⊂ H1 ∩H2.

С учетом (2.11) получаем, что W ∈ F\C[L | H1 ∩H2], чем завершается проверка свойства

F\C[L | H1] ∩ F\C[L | H2] ⊂ F\C[L | H1 ∩H2].

Используя (4.2), получаем теперь требуемое равенство (4.1).

Если E ∈ P ′(P(E)), то введем в рассмотрение семейство

F\C[E | L]
4
= {F\C[L | Σ] : Σ ∈ E} ∈ P ′(P(F∗0(L)); (4.4)

в качестве E может использоваться π -система.

П р е д л о ж е н и е 4.2. Если E ∈ π[E], то

F\C[E | L] ∈ π[F∗0(L)]. (4.5)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем π -систему E ∈ π[E] и рассмотрим семейство
(4.4). В силу (1.1) и (4.4)

(F\C[L | ∅] ∈ F\C[E | L])&(F\C[L | E] ∈ F\C[E | L]). (4.6)

Из (2.11) имеем, однако, равенство F\C[L | ∅] = ∅. Далее, при U ∈ F∗0(L) имеем, в
частности, что U ∈ F∗(L), а тогда согласно (2.1) E ∈ U ; ясно, что U ∈ F\C[L | E]. Тогда
F∗0(L) ⊂ F\C[L | E] и, как следствие (см. (2.11)), F\C[L | E] = F∗0(L). С учетом (4.6) имеем
теперь, что

(∅ ∈ F\C[E | L])&(F∗0(L) ∈ F\C[E | L]). (4.7)
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Выберем произвольно A ∈ F\C[E | L] и B ∈ F\C[E | L]. С учетом (4.4) подберем A ∈ E и
B ∈ E , для которых

(A = F\C[L | A])&(B = F\C[L | B]). (4.8)

Тогда, поскольку E есть π -система, A ∩B ∈ E и согласно (4.4)

F\C[L | A ∩B] ∈ F\C[E | L]. (4.9)

Далее, с учетом предложения 4.1 имеем равенство

F\C[L | A] ∩ F\C[L | B] = F\C[L | A ∩B],

а потому (см. (4.8), (4.9)) получаем включение

A ∩ B ∈ F\C[E | L]. (4.10)

Поскольку A и B выбирались произвольно, имеем из (4.10), что

E1 ∩ E2 ∈ F\C[E | L] ∀E1 ∈ F\C[E | L] ∀E2 ∈ F\C[E | L]. (4.11)

Из (1.1), (4.4), (4.7) и (4.11) получаем требуемое свойство (4.5).

Отметим, что (см. (1.1)) каждая π -система на F∗0(L) является [18, теорема 1.9] базой
некоторой топологии: если S ∈ π[F∗0(L)], то

{∪}(S) = {
⋃
S∈V

S : V ∈ P(S)} ∈ (top)[F∗0(L)] (4.12)

(напомним, что объединение множеств пустого семейства пусто). В этой связи напомним,
что по выбору L имеем (см. (2.7), [14, раздел 3]) включение

(UF)[E;L] ∈ π[F∗0(L)]

и при этом справедливо (2.8). Из (4.12) и предложения 4.2 получаем следующее общее
свойство:

{∪}(F\C[E | L]) ∈ (top)[F∗0(L)] ∀ E ∈ π[E]. (4.13)

Заметим, в частности, что топология стоуновского типа (2.6) является одним из вариантов
топологий (4.13). В этой связи отметим очевидное положение.

П р е д л о ж е н и е 4.3. Справедливо равенство

(UF)[E;L] = F\C[L | L]. (4.14)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть F ∈ (UF)[E;L]. С учетом (2.7) подберем L ∈ L со
свойством F = ΦL(L). Тогда в силу (2.25) F = F\C[L | L], а потому согласно (4.4) F ∈
F\C[L | L]. Итак,

(UF)[E;L] ⊂ F\C[L | L]. (4.15)
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Пусть теперь M ∈ F\C[L | L]. Тогда согласно (4.4)

M = F\C[L |M ], (4.16)

где M ∈ L. C учетом (2.25) получаем следующее равенство

F\C[L |M ] = ΦL(M),

а тогда (см. (4.16)) M = ΦL(M), где ΦL(M) ∈ (UF)[E;L] согласно (2.7). Поэтому M ∈
(UF)[E;L], чем и завершается проверка вложения

F\C[L | L] ⊂ (UF)[E;L],

а следовательно (см. (4.15)), и равенства (4.14).

Из (2.8) и предложения 4.3 получаем, что T∗L[E] есть одна из топологий (4.13):

T∗L[E] = {∪}(F\C[L | L]).

Полезно отметить естественное обобщение (2.5): если A ∈ P(E), то

F∗0[L | A]
4
= {U ∈ F∗0(L) | A ∩ L 6= ∅ ∀L ∈ U} ∈ P(F∗0(L)); (4.17)

ясно (см. (2.5)), что F∗0[L | L] = ΦL(L) при L ∈ L. В связи с (4.17) отметим два взаимо-
связанных свойства, имеющие смысл двойственности: при A ∈ P(E)

1) F\C[L | A] = F∗0(L) \ F∗0[L | E \ A];

2) F∗0[L | A] = F∗0(L) \ F\C[L | E \ A].

Сейчас мы рассмотрим вопрос об использовании множеств (2.11) при построении то-
пологии волмэновского типа. Напомним, что π -система L ∈ π[E] у нас фиксирована;
определено семейство

CE[L] = {E \ L : L ∈ L} ∈ P ′(P(E))

(см. раздел 1). Тогда определено также семейство

F\C[L]
4
= {F\C[L | Λ] : Λ ∈ CE[L]} = F\C[CE[L] | L] ∈ P ′(P(F∗0(L)). (4.18)

Легко видеть, что F\C[L] = CF∗0(L)[(UF)[E;L]], откуда вытекает, что (4.18) есть замкнутая
база ТП (2.9). Мы заметим, однако, сейчас другое очевидное свойство: семейство (4.18)
есть (открытая) предбаза некоторой топологии на множестве F∗0(L). В этой связи полу-
чаем, что

T0
L〈E〉

4
= {∪}({∩}](F\C[L]) ∈ (top)[F∗0(L)], (4.19)

получая топологию на F∗0(L), порожденную предбазой (4.18); семейство {∩}](F\C[L]) яв-
ляется при этом базой ТП

(F∗0(L),T0
L〈E〉). (4.20)

В (4.20) имеем ТП волмэновского типа (см. (4.19)). Нашей целью будет получение некото-
рых представлений, связанных с (4.20). В этой связи отметим, что из предложения 4.1 по
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индукции следует аналогичное свойство для произвольных конечных подсемейств P(E).

Полагая, что N 4
= {1; 2; . . .} и элементы N — натуральные числа — не являются множе-

ствами, мы для всяких семейства H и числа n ∈ N через Hn обозначаем множество всех
отображений (кортежей)

(Hi)i∈1,n : 1, n→ H,

где 1, n
4
= {k ∈ N | k 6 n}. Тогда в силу предложения 4.1 имеем по индукции, что

F\C[L |
n⋂
i=1

Hi] =
n⋂
i=1

F\C[L | Hi] ∀n ∈ N ∀ (Hi)i∈1,n ∈ P(E)n. (4.21)

С использованием определений раздела 1 введем при L ∈ L в рассмотрение семейство

{∩}]([CE[L]](L))

всех конечных пересечений множеств из

[CE[L]](L) = {C ∈ CE[L] | L ⊂ C} ∈ P ′(CE[L]);

в качестве L может, конечно, использоваться множество из всякого у/ф U ∈ F∗0(L).

П р е д л о ж е н и е 4.4. Справедливо равенство

T0
L〈E〉 = {G ∈ P(F∗0(L)) | ∀U ∈ G ∃L ∈ U ∃C ∈ {∩}]([CE[L]](L)) : F\C[L | C] ⊂ G}.(4.22)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим через T семейство в правой части (4.22). Тре-
буется установить равенство T0

L〈E〉 = T.

Пусть G∗ ∈ T0
L〈E〉. Тогда, в частности, G∗ ∈ P(F∗0(L)). Кроме того, пусть U∗ ∈ G∗.

С учетом (4.19) получаем для некоторого H ∈ {∩}](F\C[L]) свойства

(U∗ ∈ H)&(H ⊂ G∗). (4.23)

При этом для некоторых n ∈ N и кортежа (Hi)i∈1,n ∈ F\C[L]
n
справедливо равенство

H =
n⋂
i=1

Hi. (4.24)

С учетом (4.18) подберем кортеж (Λi)i∈1,n ∈ CE[L]n со свойством

Hj = F\C[L | Λj] ∀ j ∈ 1, n.

Из (4.21) и (4.24) получаем, как следствие, цепочку равенств

H =
n⋂
i=1

F\C[L | Λi] = F\C[L |
n⋂
i=1

Λi]. (4.25)

С учетом (2.11), (4.23) и (4.25) имеем для некоторого множества L ∈ U∗, что

L ⊂
n⋂
i=1

Λi,



О ТОПОЛОГИЧЕСКИХ СВОЙСТВАХ МНОЖЕСТВА ПРИТЯЖЕНИЯ 351

где, как легко видеть, справедливо включение

n⋂
i=1

Λi ∈ {∩}]([CE[L]](L)).

Из второго свойства в (4.23) и (4.25) получаем, кстати, что

F\C[L |
n⋂
i=1

Λi] ⊂ G∗. (4.26)

Теперь имеем из (4.23) — (4.26), что ∃L ∈ U∗ ∃C ∈ {∩}]([CE[L]](L)) :

F\C[L | C] ⊂ G∗.

Поскольку выбор U∗ был произвольным, установлено, что

∀U ∈ G∗ ∃L ∈ U ∃C ∈ {∩}]([CE[L]](L)) : F\C[L | C] ⊂ G∗.

В итоге, G∗ ∈ T, чем завершается проверка свойства

T0
L〈E〉 ⊂ T. (4.27)

Пусть G∗ ∈ T. Тогда G∗ ∈ P(F∗0(L)) и при этом

∀U ∈ G∗ ∃L ∈ U ∃C ∈ {∩}]([CE[L]](L)) : F\C[L | C] ⊂ G∗. (4.28)

Выберем произвольно U∗ ∈ G∗. Тогда согласно (4.28) для некоторых L∗ ∈ U∗ и C∗ ∈
{∩}]([CE[L]](L∗))

F\C[L | C∗] ⊂ G∗. (4.29)

По выбору C∗ имеем равенство

C∗ =

p⋂
i=1

C∗i , (4.30)

где p ∈ N и (C∗i )i∈1,p ∈ [CE[L]](L∗)p. Тогда (см. (4.21), (4.30)) получаем, что

F\C[L | C∗] =

p⋂
i=1

F\C[L | C∗i ]. (4.31)

При этом L∗ ⊂ C∗j ∀ j ∈ 1, p. Поэтому (см. (2.11))

U∗ ∈
p⋂
i=1

F\C[L | C∗i ]. (4.32)

Здесь (см. (4.18)) F\C[L | C∗j ] ∈ F\C[L] ∀ j ∈ 1, p. Тогда

p⋂
i=1

F\C[L | C∗i ] ∈ {∩}](F\C[L]). (4.33)



352 А. Г. Ченцов

Вместе с тем, согласно (4.29) и (4.31)

p⋂
i=1

F\C[L | C∗i ] ⊂ G∗. (4.34)

Из (4.32) — (4.34) вытекает, что ∃ H̃ ∈ {∩}](F\C[L]) :

(U∗ ∈ H̃)&(H̃ ⊂ G∗).

Поскольку выбор U∗ был произвольным, установлено, что

∀ U ∈ G∗ ∃B ∈ {∩}](F\C[L]) : (U ∈ B)&(B ⊂ G∗).

В силу (4.19) имеем по общим свойствам открытых баз включение G∗ ∈ T0
L〈E〉. Итак,

установлено вложение

T ⊂ T0
L〈E〉,

а, стало быть (см. (4.27)), и требуемое равенство T0
L〈E〉 = T, откуда вытекает (4.22).

П р е д л о ж е н и е 4.5. Если U ∈ F∗0(L), то

U
4
=

⋃
U∈U

{F\C[L | C] : C ∈ {∩}]([CE[L]](U))} (4.35)

есть локальная база (фундаментальная система окрестностей) ТП (4.20) в точке U .

Д о к а з а т е л ь с т в о. В связи с (4.35) введем при U ∈ U семейство

CU
4
= {F\C[L | C] : C ∈ {∩}]([CE[L]](U))}; (4.36)

ясно, что CU ∈ P ′(P(F∗0(L)); при этом

CU ⊂ NT0
L〈E〉(U). (4.37)

Действительно, фиксируем (при U ∈ U ) множество C0 ∈ {∩}]([CE[L]](U)). Тогда для
некоторых n ∈ N и (C0

i )i∈1,n ∈ [CE[L]](U)n

C0 =
n⋂
i=1

C0
i . (4.38)

Тогда C0
j ∈ CE[L] и U ⊂ C0

j при j ∈ 1, n. Это означает, что (см. (2.11))

U ∈ F\C[L | C0
j ] ∀ j ∈ 1, n.

Тогда, как следствие, получаем, что (см. (4.18))

n⋂
i=1

F\C[L | C0
i ] ∈ {∩}](F\C[L]) : U ∈

n⋂
i=1

F\C[L | C0
i ]. (4.39)
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Из (4.19) и (4.39) следует, в частности, включение

n⋂
i=1

F\C[L | C0
i ] ∈ N0

T0
L〈E〉

(U). (4.40)

При этом, однако, в силу (4.21) и (4.38) имеем равенство

F\C[L | C0] =
n⋂
i=1

F\C[L | C0
i ]

и, следовательно (см. (4.40)), F\C[L | C0] ∈ N0
T0
L〈E〉

(U). Поскольку выбор C0 был произ-
вольным, установлено (см. (4.36)) требуемое вложение (4.37). Коль скоро и множество U

выбиралось произвольно, установлено, что

CΣ ⊂ NT0
L〈E〉(U) ∀Σ ∈ U .

Тогда, как следствие, получаем, что

U =
⋃
U∈U

CU ⊂ NT0
L〈E〉(U). (4.41)

Пусть H∗ ∈ NT0
L〈E〉(U). Тогда (см. раздел 1) для некоторого множества G∗ ∈ N0

T0
L〈E〉

(U)

имеем вложение

G∗ ⊂ H∗. (4.42)

При этом G∗ ∈ T0
L〈E〉 и U ∈ G∗. Согласно предложению 4.4 для некоторых L ∈ U и

C ∈ {∩}]([CE[L]](L))

F\C[L | C] ⊂ G∗. (4.43)

Используем (4.36) при U = L. Итак, имеем

CL = {F\C[L | C] : C ∈ {∩}]([CE[L]](L))}. (4.44)

Тогда согласно (4.44) F\C[L | C] ∈ CL. Из (4.35) и (4.44) следует, что CL ⊂ U, а потому
(см. (4.42), (4.43))

F\C[L | C] ∈ U : F\C[L | C] ⊂ H∗. (4.45)

Поскольку выбор H∗ был произвольным, из (4.45) вытекает, что

∀H ∈ NT0
L〈E〉(U) ∃U ∈ U : U ⊂ H. (4.46)

Из (4.41) и (4.46) следует требуемое утверждение: семейство U есть локальная база ТП
(4.20) в точке U .

Напомним, что согласно [19, (2.10)]

T0
L〈E〉 ⊂ T∗L[E], (4.47)



354 А. Г. Ченцов

а ТП (4.20) есть компактное T1 -пространство (см. [19, (2.9)]). Напомним, наконец, что
( [20, теорема 7.1]) в случае, когда L ∈ π̃0[E]

F∗0(L | E) = (as)[E;F∗0(L);T∗L[E]; (L − triv)[·]; E ] (4.48)
= (as)[E;F∗0(L);T0

L〈E〉; (L − triv)[·]; E ] ∀ E ∈ P ′(L).

С учетом теоремы 2.1 и (4.48) получаем при L ∈ π̃0[E] и E ∈ P ′(L), что

(T∗L[E]− Int)[F∗0(L | E)] = (T∗L[E]− Int)[(as)[E;F∗0(L);T∗L[E]; (L − triv)[·]; E ]]

= (T∗L[E]− Int)[(as)[E;F∗0(L);T0
L〈E〉; (L − triv)[·]; E ]] = F\C[L |

⋂
Σ∈E

Σ];

с учетом данного свойства и (3.4) получаем импликацию

(
⋂
Σ∈E

Σ = ∅)⇒ ((T∗L[E]− Int)[(as)[E;F∗0(L);T0
L〈E〉; (L − triv)[·]; E ]] = ∅). (4.49)

Заметим, что согласно (1.3) и (4.47) в общем случае L ∈ π[E]

(T0
L〈E〉 − Int)[H] ⊂ (T∗L[E]− Int)[H] ∀H ∈ P(F∗0(L)).

Из (4.49) имеем теперь в случае L ∈ π̃0[E] и E ∈ P ′(L), что

(
⋂
Σ∈E

Σ = ∅)⇒ ((T0
L〈E〉 − Int)[(as)[E;F∗0(L);T0

L〈E〉; (L − triv)[·]; E ]] = ∅);

разумеется, в силу (4.48) последнее свойство может быть переписано в виде

(
⋂
Σ∈E

Σ = ∅)⇒ ((T0
L〈E〉 − Int)[F∗0(L | E)] = ∅). (4.50)

П р е д л о ж е н и е 4.6. Если L ∈ π̃0[E] и F ∈ F∗0(L), то истинна импликация

(
⋂
F∈F

F = ∅)⇒ (F∗0(L | F) ∈ CF∗0(L)[T
0
L〈E〉] \ (can− clos)[T0

L〈E〉]). (4.51)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть L ∈ π̃0[E] и F ∈ F∗0(L), причем истинна посылка
импликации (4.18): пересечение всех множеств из фильтра F есть пустое множество.
Тогда согласно (4.50)

(T0
L〈E〉 − Int)[F∗0(L | F)] = ∅.

Как следствие получаем следующее равенство

cl((T0
L〈E〉 − Int)[F∗0(L | F)],T0

L〈E〉) = ∅. (4.52)

С другой стороны, из (3.6) следует, что F∗0(L | F)] 6= ∅. С учетом (4.52) получаем, что

cl((T0
L〈E〉 − Int)[F∗0(L | F)],T0

L〈E〉) 6= F∗0(L | F)).

В итоге (см. (1.4)) F∗0(L | F) /∈ (can− clos)[T0
L〈E〉]. Заметим, что F — направленное

семейство, а потому (см. (4.48), [15, (4.3)])
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F∗0(L | F) = (as)[E;F∗0(L);T0
L〈E〉; (L − triv)[·];F ]

=
⋂
F∈F

cl({(L − triv)[x] : x ∈ F},T0
L〈E〉) ∈ CF∗0(L)[T

0
L〈E〉].

Итак, получаем следующее свойство:

F∗0(L | F) ∈ CF∗0(L)[T
0
L〈E〉] \ (can− clos)[T0

L〈E〉].

Тем самым установлена истинность импликации (4.51).

В заключение отметим, используя (1.4) и предложение 4.6, что при L ∈ π̃0[E] и F ∈
F∗0(L) истинна очевидная теперь импликация

(
⋂
F∈F

F = ∅)⇒ (F∗0(L | F) 6= cl(G,T0
L〈E〉) ∀G ∈ T0

L〈E〉).
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