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Аннотация. Рассматриваются вопросы существования решений уравнений и достижи-
мости минимальных значений функций. Все полученные утверждения объединены идеей
существования для любого приближения к искомому решению или к точке минимума
улучшенного приближения. Установлена взаимосвязь между рассматриваемыми задача-
ми в метрических и частично упорядоченных пространствах. Также демонстрируется, как
из полученных утверждений выводятся некоторые известные результаты о неподвижных
точках и точках совпадения отображений метрических и частично упорядоченных про-
странств. Далее на основании аналогий в доказательствах всех полученных утверждений
предлагается способ получения подобных результатов из доказываемой теоремы о выпол-
нимости предиката следующего вида. Пусть (X,�) — частично упорядоченное простран-
ство, отображение Φ : X × X → {0, 1} удовлетворяет следующему условию: для любого
x ∈ X существует x′ ∈ X такой, что x′ � x и Φ(x′, x) = 1. Рассматривается предикат
F (x) = Φ(x, x), получены достаточные условия его выполнимости, т. е. существования
решения уравнения F (x) = 1. Этот результат был анонсирован в [Жуковская Т.В., Жу-
ковский Е.С. О выполнимости предикатов, заданных на частично упорядоченных // Кол-
могоровские чтения. Общие проблемы управления и их приложения (ОПУ–2020). Тамбов,
2020, 34–36].
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Abstract. The questions of existence of solutions of equations and attainability of minimum
values of functions are considered. All the obtained statements are united by the idea of
existence for any approximation to the desired solution or to the minimum point of the improved
approximation. The relationship between the considered problems in metric and partially orde-
red spaces is established. It is also shown how some well-known results on fixed points and
coincidence points of mappings of metric and partially ordered spaces are derived from the
obtained statements. Further, on the basis of analogies in the proofs of all the obtained state-
ments, we propose a method for obtaining similar results from the theorem being proved on
the satisfiability of a predicate of the following form. Let (X,�) be a partially ordered space,
the mapping Φ : X ×X → {0, 1} satisfies the following condition: for any x ∈ X there exists
x′ ∈ X such that x′ � x and Φ(x′, x) = 1. The predicate F (x) = Φ(x, x) is considered,
sufficient conditions for its satisfiability, that is, the existence of a solution to the equation
F (x) = 1. This result was announced in [Zhukovskaya T.V., Zhukovsky E.S. Satisfaction of
predicates given on partially ordered spaces // Kolmogorov Readings. General Control Problems
and their Applications (GCP–2020). Tambov, 2020, 34-36].

Keywords: fixed point; coincidence point; minimum of function; partially ordered space; sa-
tisfiable predicate
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Введение

При исследовании различных математических задач часто используют приближения
к решению. Если любое приближение допускает улучшение, то, как правило, удается до-
казать существование точного решения и получить формулу или алгоритм его нахожде-
ния. Примерами «улучшения приближений» являются итерационные методы решения и
исследования уравнений и включений, в том числе неподвижных точек и точек совпаде-
ния. На построении итерационных последовательностей основаны известные результаты
о неподвижных точках и точках совпадения: принцип сжимающих отображений Банаха
(см. [1]), теорема Арутюнова о точке совпадения накрывающего и липшицева отображений
(см. [2]), утверждения о свойствах точек совпадения (см. [3, 4]), многочисленные распро-
странения и обобщения перечисленных результатов (см., например, [5–7] и библиографию
этих работ). Рассмотрим, например, уравнение

f(x) = ϕ(x), (0.1)

определяющее точку совпадения отображений f, ϕ : X → Y, где X = (X, ρ), Y = (Y, ρ) —
метрические пространства. Для «приближения» x̃ ∈ X к решению x уравнения (0.1)
«улучшением» естественно считать достаточно «близкий» элемент x̃′ ∈ X такой, что
ρ
(
f(x′), ϕ(x′)

)
< ρ

(
f(x), ϕ(x)

)
. Несложно проверить, что члены xi+1 итерационных по-

следовательностей в цитированных работах являются в этом смысле «улучшениями при-
ближений» xi. Идея использовать подобные «улучшения приближений» была явно сфор-
мулирована (как условие типа Каристи) и реализована А.В. Арутюновым в работе [8]



НЕКОТОРЫЕ ВОПРОСЫ АНАЛИЗА ОТОБРАЖЕНИЙ 347

для изучения задачи о минимуме вещественной функции, определенной на метрическом
пространстве.

В работах [9–11] при изучении неподвижных точек и точек совпадения отображений
в частично упорядоченных пространствах выявились аналогии и глубокие связи с ре-
зультатами для метрических пространств. Применявшиеся в этих работах подходы также
были основаны на «улучшении приближений», поясним их на примере уравнения (0.1), где
f, ϕ : X → Y , X = (X ,�), Y = (Y ,�) — частично упорядоченные пространства. «При-
ближением» к решению x ∈ X уравнения (0.1) можно считать элемент x̃ ∈ X такой,
что f(x̃) � ϕ(x̃), а его «улучшением» — элемент x̃′ ∈ X , удовлетворяющий неравенствам
x̃′ � x̃, f(x̃′) � ϕ(x̃′) (несколько иная трактовка «приближений» к решению уравне-
ния (0.1) и их «улучшений» предлагается в данной работе). В [12] на аналогичной идее
было основано исследование задачи о минимуме отображения, действующего в частично
упорядоченных пространствах.

В данной статье для исследования уравнений и минимумов функций предлагается
формализация идеи «улучшения приближений» в виде теорем существования решений
соответствующих задач. Затем в статье получено общее утверждение о выполнимости
предиката в частично упорядоченном пространстве, из которого при выборе подходящего
предиката прямо следуют все полученные утверждения.

1. Улучшение приближений в метрическом пространстве

Классическим примером реализации идеи «улучшения приближений» является метод
итераций в задаче о неподвижной точке сжимающего отображения ϕ, действующего в
метрическом пространстве (X, ρ). Напомним, что неподвижной точкой ϕ называют эле-
мент ξ ∈ X, для которого ϕ(ξ) = ξ, а отображение ϕ называют сжимающим, если

∃β < 1 ∀x, x′ ∈ X ρ
(
ϕ(x′), ϕ(x)

)
≤ βρ(x′, x). (1.1)

Согласно теореме Банаха [1] сжимающее отображение имеет в полном метрическом
пространстве единственную неподвижную точку, к которой сходятся последователь-
ные приближения xi = ϕ(xi−1) для любой начальной точки x0.

В силу условия (1.1) для любого x ∈ X существует x′ ∈ X такой, что

ρ
(
x′, ϕ(x′)

)
≤ βρ

(
x, ϕ(x)

)
, (1.2)

ρ(x′, x) ≤ ρ
(
x, ϕ(x)

)
. (1.3)

Действительно, достаточно положить x′ = ϕ(x). Таким образом, условие (1.1) позволяет
для любого x ∈ X определить достаточно «близкий» элемент x′ ∈ X (в том смысле, что
отклонение ρ(x′, x) удовлетворяет неравенству (1.3)), который «предпочтительнее» для
задачи о неподвижной точке (поскольку справедливо неравенство (1.2)). Можно считать
точку x′ улучшением приближения x к неподвижной точке ξ отображения ϕ.

Такой взгляд на теорему Банаха позволяет получить следующее ее довольно очевидное
обобщение.

П р е д л о ж е н и е 1.1. Пусть метрическое пространство (X, ρ) является пол-
ным, а отображение ϕ : X → X замкнуто и удовлетворяет следующему условию: для
некоторых β ∈ [0, 1), λ > 0 выполнено

∀x ∈ X ∃x′ ∈ X ρ
(
x′, ϕ(x′)

)
≤ βρ

(
x, ϕ(x)

)
, ρ(x′, x) ≤ λρ

(
x, ϕ(x)

)
. (1.4)
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Тогда отображение ϕ имеет неподвижную точку, более того, для любого x0 ∈ X су-
ществует неподвижная точка ξ такая, что

ρ(x0, ξ) ≤
λ

1− β
ρ
(
x0, ϕ(x0)

)
. (1.5)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Условие (1.4) позволяет для произвольного x0 ∈ X опреде-
лить итерационную последовательность {xi} ⊂ X такую, что

ρ
(
xi+1, ϕ(xi+1)

)
≤ βρ

(
xi, ϕ(xi)

)
, ρ(xi+1, xi) ≤ λρ

(
xi, ϕ(xi)

)
.

В силу этих неравенств при любом i = 0, 1, . . . имеем

ρ
(
xi, ϕ(xi)

)
≤ βiρ

(
x0, ϕ(x0)

)
, ρ

(
xi+1, xi)

)
≤ λβiρ

(
x0, ϕ(x0)

)
. (1.6)

Из второго в (1.6) неравенства следует, что для любых i = 0, 1, . . . , m = 1, 2, . . .

выполнено

ρ(xi+m, xi) ≤
m−1∑
j=0

ρ(xi+j, xi+j+1) ≤ λ
m−1∑
j=0

βi+jρ
(
x0, ϕ(x0)

)
≤ λ

1− β
βiρ
(
x0, ϕ(x0)

)
. (1.7)

Таким образом, последовательность {xi} фундаментальная и сходится в X к некоторому
элементу ξ. Теперь, согласно первому в (1.6) неравенству, получаем ρ

(
xi, ϕ(xi)

)
→ 0.

Следовательно, ϕ(xi)→ ξ. А поскольку отображение ϕ замкнуто, имеем ϕ(ξ) = ξ.

Из (1.7) при i = 0 и любом натуральном m получаем оценку

ρ(xm, x0) ≤
λ

1− β
ρ
(
x0, ϕ(x0)

)
.

Следовательно, неподвижная точка ξ отображения ϕ, являющаяся пределом последова-
тельности {xi}, удовлетворяет неравенству (1.5). �

З а м е ч а н и е 1.1. В отличие от теоремы Банаха в предложении 1.1 нельзя утвер-
ждать единственность неподвижной точки. Для ее единственности достаточно дополни-
тельно потребовать, чтобы

∀x, u ∈ X u 6= x ⇒ ρ(u, x) 6= ρ
(
ϕ(u), ϕ(x)

)
.

Продемонстрируем пример вещественной функции, удовлетворяющей условиям пред-
ложения 1.1 и имеющей две неподвижные точки.

П р и м е р 1.1. Пусть на X = (−∞,−1] ∪ [1,+∞) определена кубическая функция
ϕ(x) = x3 (очевидно ϕ : X → X ). Проверим для этой функции условие (1.4). Положим
x′ = 3

√
x. Имеем

ρ
(
x, ϕ(x)

)
= |x3 − x|, ρ

(
x′, ϕ(x′)

)
= |x− x1/3|,

ρ
(
x′, ϕ(x′)

)
=
|x1/3||x2 − 1|
|x4/3 + x2/3 + 1|

≤ |x||x
2 − 1|
3

=
1

3
ρ
(
x, ϕ(x)

)
,

ρ(x′, x) = |x− x1/3| = ρ
(
x′, ϕ(x′)

)
≤ 1

3
ρ
(
x, ϕ(x)

)
.
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Итак, условие (1.4) выполнено с константами λ = β = 1/3. Согласно предложению 1.1
для любого x0 ∈ X существует неподвижная точка ξ рассматриваемой функции, для
которой справедливо неравенство

ρ(x0, ξ) ≤
1

2
|x30 − x0|.

При этом функция ϕ имеет две неподвижные точки −1 и 1.

Используемая в предложении 1.1 идея аналогичная идее, предложенной А.В. Арутюно-
вым в [8] к задаче о минимуме ограниченной функции U : X → R (т. е. удовлетворяющей
для некоторого γ ∈ R неравенству U(x) ≥ γ при всех x ∈ X ). В этой работе ведено
следующее условие типа Каристи :

(k) существует k > 0 такое, что для любого x ∈ X, если U(x) 6= γ, то существует
x′ ∈ X, x′ 6= x, который удовлетворяет неравенству

U(x′) ≤ U(x)− kρ(x, x′).

Согласно [8, теорема 3]), если пространство X полное, функция U : X → R полунепре-
рывна снизу и удовлетворяет условию (k), то для любого x0 ∈ X существует ξ ∈ X
такой, что

U(ξ) = γ, ρ(x0, ξ) ≤
1

k

(
U(x0)− γ

)
. (1.8)

Следующее предложение 1.2 показывает, что условие (k) можно трактовать, как воз-
можность улучшить любое приближение x к точке минимума функции U.

П р е д л о ж е н и е 1.2. Если для некоторых β ∈ [0, 1), λ > 0 справедливо соотно-
шение

∀x ∈ X ∃x′ ∈ X U(x′)− γ ≤ β
(
U(x)− γ

)
, ρ(x′, x) ≤ λ

(
U(x)− γ

)
, (1.9)

то выполнено условие (k), где k = λ−1(1− β).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть выполнено (1.9). Тогда для любого x ∈ X существует
x′ ∈ x такой, что

U(x)− γ= β
(
U(x)− γ

)
+ (1− β)

(
U(x)− γ

)
≥ U(x′)− γ +

1− β
λ

ρ(x′, x) = U(x′)− γ + kρ(x′, x),

т. е. выполнено условие (k). �
Из [8, теорема 3], используя предложение 1.2, получаем следующее утверждение.

Следствие 1.1. Если пространство X полное, функция U : X → R полунепрерывна
снизу и для некоторых β ∈ [0, 1), λ > 0 удовлетворяет условию (1.9), то для любого
x0 ∈ X существует ξ ∈ X такой, что

U(ξ) = γ, ρ(x0, ξ) ≤
1− β
λ

(
U(x0)− γ

)
.
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З а м е ч а н и е 1.2. Обратное утверждение к предложению 1.2 имеет место лишь в
тривиальном случае, когда в соотношении (1.9) β = 0, λ = k−1(1 − β) = k−1. Точнее,
справедливо следующее: если пространство X полное, функция U : X → R полунепре-
рывна снизу и выполнено условие (k), то выполнено соотношение (1.9) с константами
β = 0, λ = k−1.

Это утверждение прямо следует из [8, теорема 3]), если для произвольного x ∈ X

положить элемент x′ равным элементу ξ, определяемому соотношениями (1.8).

Следующий пример показывает, что обратное утверждение к предложению 1.2 при
других константах β 6= 0, λ = k−1(1− β) не верно.

П р и м е р 1.2. Пусть X = [0, 1], U(x) =

{
1 при x ∈ (0, 1],

0 при x = 0.
Заданная здесь функ-

ция U : X → R полунепрерывна снизу, γ = 0 и выполнено условие (k) с константой
k ≥ 1. Для x = 1 неравенство U(x′) < U(x) имеет место только при x′ = 0. Поэтому для
справедливости второго в (1.9) неравенства

1 = ρ(x′, x) ≤ λ
(
U(x)− γ) = λ

необходимо, чтобы выполнялось λ ≥ 1. А так как еще должно выполняться равенство
λ = k−1(1− β) ≤ 1− β, то возможен лишь один набор коэффициентов: β = 0, λ = k−1.

В [8] показано, что результаты о минимуме функции U позволяют исследовать непо-
движные точки и точки совпадения отображений. Действительно, точки совпадения отоб-
ражения ϕ : X → X являются точками, в которых функция

U : X → R, U(x) = ρ
(
x, ϕ(x)

)
,

достигает своего минимального значения, равного 0. Легко заметить, что условие (1.9),
примененное к такой функции U, равносильно условию (1.4).

Применим еще условие (1.9) к исследованию разрешимости уравнений. Пусть заданы
метрические пространства X, Y и определены отображения f, ϕ : X → Y. Рассмотрим
уравнение

f(x) = ϕ(x) (1.10)

относительно неизвестного x ∈ X. Решение этого уравнения называют точкой совпадения
отображений f, ϕ.

Очевидно, множество решений уравнения (1.10) совпадает с множеством точек, в ко-
торых функция

U : X → R, U(x) = ρ
(
f(x), ϕ(x)

)
, (1.11)

достигает своего минимального значения, равного 0. Для этой функции справедливо со-
отношение (1.9) в том и только том случае, если

∀x ∈ X ∃x′ ∈ X ρ
(
f(x′), ϕ(x′)

)
≤ βρ

(
f(x), ϕ(x)

)
, ρ(x′, x) ≤ λρ

(
f(x), ϕ(x)

)
. (1.12)

П р е д л о ж е н и е 1.3. Пусть метрическое пространство (X, ρ) является пол-
ным, отображения f, ϕ : X → Y для некоторых β ∈ [0, 1), λ > 0 удовлетворяет
условию (1.12), определенная формулой (1.11) функция U полунепрерывна снизу. Тогда
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уравнение (1.10) разрешимо, более того, для любого x0 ∈ X существует решение x = ξ

уравнения (1.10) такое, что

ρ(x0, ξ) ≤
λ

1− β
ρ
(
f(x0), ϕ(x0)

)
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Это утверждение вытекает из следствия 1.1. �
Частным случаем уравнения (1.10) является уравнение

f(x) = y, (1.13)

в котором правая часть — заданный элемент y ∈ Y. Если в предложении 1.3 положить
функцию ϕ постоянной: ϕ(x) ≡ y, то получим следующие условия разрешимости урав-
нения (1.13)

Следствие 1.2. Пусть метрическое пространство (X, ρ) является полным, отоб-
ражение f : X → Y для некоторых β ∈ [0, 1), λ > 0 удовлетворяет условию

∀x ∈ X ∃x′ ∈ X ρ
(
f(x′), y

)
≤ βρ

(
f(x), y

)
, ρ(x′, x) ≤ λρ

(
f(x), y

)
,

функция U : X → R, U(x) = ρ
(
f(x), y

)
полунепрерывна снизу. Тогда уравнение (1.13)

разрешимо, более того, для любого x0 ∈ X существует решение x = ξ уравнения (1.13)
такое, что

ρ(x0, ξ) ≤
λ

1− β
ρ
(
f(x0), y

)
.

2. Улучшение приближений в частично упорядоченном пространстве

К исследованию различных задач в частично упорядоченных пространствах также
применимы идеи улучшения приближений к решению, аналогичные описанным в раз-
деле 1. Здесь мы сформулируем основанные на этой идее результаты о разрешимости
уравнений, о минимуме отображений в частично упорядоченном пространстве. Также мы
покажем, что из этих результатов выводятся соответствующие предложения для метри-
ческих пространств, полученные в разделе 1.

Пусть X = (X ,�), Y = (Y ,�), — частично упорядоченные пространства. Вначале
рассмотрим задачу о минимуме отображения U : X → Y . Для множества Ω ⊂ Y опреде-
лим множество минимальных элементов

MinYΩ = {y ∈ Y : ∀ω ∈ Ω ω ⊀ y}.

В случае Ω = Y будем обозначать это множество через MinY .
Определим аналог условия (k) для отображений частично упорядоченных пространств

— условие

(K) для любого x ∈ X , если U(x) /∈ MinYU(X ), то существует x′ ∈ X такой, что

x′ ≺ x, U(x′) ≺ U(x). (2.1)

Близкое определение было дано в работе [12], в нем предполагалось существование эле-
мента x′, удовлетворяющего (2.1), если U(x) /∈ MinY (в сформулированном здесь условии
(K) предполагается, что такой x′ существует, если U(x) /∈ MinYU(X ) ).
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Теорема 2.1. Пусть отображение U : X → Y удовлетворяет условию (K) и выпол-
нено условие

(S) для произвольной бесконечной цепи S ⊂ X , сужение на которую отображения U

является строго изотонным, существует z ∈ X такой, что

z ≺ x и U(z) ≺ U(x) при всех x ∈ S, x 6= z.

Тогда для любого x0 ∈ X существует ξ ∈ X такой, что

ξ � x0, U(ξ) ∈ MinYU(X ), U(ξ) � U(x0). (2.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть x0 ∈ X . В случае U(x0) ∈ MinYU(X ) утверждение
теоремы очевидно справедливо, искомый элемент ξ = x0.

Рассмотрим нетривиальную ситуацию, когда U(x0) /∈ MinYU(X ). Определим в X сле-
дующее бинарное отношение

∀x, u ∈ X uC x ⇔ u ≺ x и U(u) ≺ U(x).

Это отношение задает в X частичный порядок. Относительно этого порядка, согласно
теореме Хаусдорфа, существует максимальная цепь S ⊂ X, содержащая точку x0. Если
эта цепь конечна: S = {x0, x1, . . . xk}, где xi C xi−1, i = 1, k, то положим ξ := xk. Имеем
ξ ∈ S и ξ E x при остальных x ∈ S. Если цепь S бесконечна, то из предположения
(S) следует, что относительно исходного порядка � эта цепь имеет нижнюю границу ξ

такую, что ξ E x при всех x ∈ S.
Для определенного таким образом элемента ξ (и в случае конечной, и в случае беско-

нечной цепи S ) выполнено следующее. Если U(ξ) /∈ MinYU(X ), то из предположения (K)
следует существование элемента xCξ. Для любого x ∈ S имеем xEx, а это противоречит
максимальности цепи S. Итак, нижняя граница ξ максимальной цепи S удовлетворяет
требуемому соотношению (2.2). �

Теорема 2.1 близка́ результату [12, Theorem 3.1] о достижении функцией U мини-
мальной точки всего пространства Y , а приведенное здесь доказательство теоремы 2.1
аналогично доказательству [12, Theorem 3.1].

Теперь продемонстрируем, как из теоремы 2.1 можно вывести утверждения о мини-
муме функции, о разрешимости уравнений в метрическом пространстве, приведенные в
разделе 1. Вначале докажем [8, теорема 3]).

Пусть метрическое пространство X = (X, ρ) полное, функция U : X → R по-
лунепрерывна снизу и удовлетворяет условию (k). Покажем, что для любого x0 ∈ X

существует ξ ∈ X, удовлетворяющий соотношениям (1.8).
Определим на метрическом пространстве X отношение порядка

∀x, u ∈ X u � x ⇔ U(u) ≤ U(x)− kρ(x, u)

(такой порядок предложен А. Брондстедом в [13], о его применении к нахождению условий
существования в метрическом пространстве минимума функции см., например, [12, §3.2]).
Теперь полагаем X := (X,�), Y := (R,≤). Рассматриваемое в этих пространствах отоб-
ражение U : X → Y очевидно удовлетворяет условию (K). Проверим справедливость
условия (S). Пусть задана бесконечная цепь S ⊂ X , сужение на которую отображения U
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является строго изотонным. Тогда U(S) является ограниченной снизу цепью в R. Пусть
c := inf U(S), определим убывающую последовательность {ci} ⊂ U(S), сходящуюся к
c, и соответствующую последовательность {xi} ⊂ S, U(xi) = ci. Так как для любых
натуральных i < j выполнено

xi ≺ xj ⇔ ρ(xi, xj) ≤ U(xi)− U(xj),

последовательность {xi} является фундаментальной. Пусть z — ее предел. В силу полу-
непрерывности снизу функции U выполнено U(z) ≤ c. Поэтому

∀i < j ρ(xi, xj) ≤ U(xi)− U(z) ⇒ ρ(xi, z) ≤ U(xi)− U(z).

Итак, z — нижняя граница последовательности {xi}, а следовательно и цепи S, причем
для любого x ∈ S, x 6= z выполнено U(z) < U(x).

Поскольку выполнены условия (K) и (S), согласно теореме 2.1 существует элемент ξ,

удовлетворяющий соотношениям (2.2), которые для определенных здесь упорядоченных
пространств равносильны соотношениям (1.8).

Из теоремы 2.1 выводится не только [8, теорема 3], но, очевидно, и ее следствия о
разрешимости уравнений в метрических пространствах (в частности, предложение 1.3).

В заключение этого раздела сформулируем еще утверждения об уравнении (1.10) (оп-
ределяющем точку совпадения отображений) и его частном случае — уравнении (1.13),
которые теперь рассмотрим не в метрических, а в частично упорядоченных пространствах.
Как и выше, наш подход основан на возможности получить улучшения приближений к
решениям этих уравнений.

Итак, пусть f, ϕ : X → Y . Определим отображение

U : X → Y2, ∀x ∈ X U(x) =
(
f(x), ϕ(x)

)
. (2.3)

Определим в произведении Y2 отношение порядка, полагая для y = (y1, y2) ∈ Y2 и
y′ = (y′1, y

′
2), y 6= y′ выполненным неравенство (y′1, y

′
2) ≺ (y1, y2), если

y2 6= y1, y′1 � y1, y′2 � y2

(так как y 6= y′, по крайней мере одно из этих двух неравенств должно быть строгим).
Применяя к отображению (2.3) теорему 2.1, получаем следующее утверждение.

Следствие 2.1. Пусть для любого x ∈ X такого, что f(x) 6= ϕ(x) существует
x′ ∈ X , для которого U(x′) ≺ U(x), т. е. f(x′) � f(x) и ϕ(x′) � ϕ(x), причем хотя
бы одно из этих двух неравенств строгое. Пусть также выполнено условие (S). Тогда
для любого x0 ∈ X существует решение x = ξ ∈ X уравнения (1.10), удовлетворяющее
неравенствам

ξ � x0, f(ξ) � f(x0), ϕ(ξ) � ϕ(x0).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Проверим условие (K) для отображения U, определенного
соотношением (2.3). Пусть U(x) /∈ MinY2U(X ). Тогда в силу определения порядка в Y2

выполнено f(x) 6= ϕ(x). Согласно принятым предположениям существует x′ такой, что
x′ ≺ x и U(x′) ≺ U(x), т. е. условие (K) выполнено. Согласно теореме 2.1 для любого
x0 ∈ X существует элемент ξ ∈ X , ξ ≺ x0 такой, что U(ξ) ∈ MinYU(X ) и U(ξ) � U(x0).
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Очевидно, f(ξ) = ϕ(ξ), иначе бы существовал элемент ξ′ ∈ X , ξ′ ≺ ξ, для которого
U(ξ′) ≺ U(ξ), т. е. значение U(ξ) не было бы минимальным. �

Из следствия 2.1 выводятся условия разрешимости уравнения (1.13), так как это урав-
нение — частный случай уравнения (1.10), в котором ϕ(x) ≡ y.

Следствие 2.2. Пусть для любого x ∈ X такого, что f(x) 6= y существует x′ ∈ X ,
для которого f(x′) ≺ f(x). Пусть также для произвольной бесконечной цепи S ⊂ X ,
обладающей свойствами:

∀x ∈ S f(x) 6= y и ∀x, u ∈ S u ≺ x ⇒ f(u) ≺ f(x),

существует z ∈ X такой, что z ≺ x и f(z) ≺ f(x) при всех x ∈ S, x 6= z. Тогда
для любого x0 ∈ X существует решение x = ξ ∈ X уравнения (1.13), удовлетворяющее
неравенствам ξ � x0, f(ξ) � f(x0).

3. Выполнимость предикатов

Сформулированные выше и некоторые другие утверждения можно записать в виде
следующего утверждения о выполнимости предиката, определенного на частично упоря-
доченном пространстве.

Пусть X = (X ,�) — частично упорядоченное пространство, и на этом пространстве
задан двухместный предикат — отображение Φ : X 2 → {0, 1} (где 1 означает «истину», а
0 — «ложь»). Будем предполагать выполненным следующее условие

∀x, x′, x′′ ∈ X Φ(x′, x) = 1, Φ(x′′, x′) = 1 ⇒ Φ(x′′, x) = 1. (3.1)

Определим предикат F : X → {0, 1} соотношением F (x) = Φ(x, x), x ∈ X . Следующее
утверждение о выполнимости предиката F сформулировано без доказательства в [14].
Мы приведем это утверждение с полным доказательством и покажем, что из него сле-
дуют полученные выше и некоторые другие утверждения о разрешимости уравнений и
достижении минимума отображений.

Теорема 3.1. Пусть для предиката Φ справедливы соотношения (3.1) и выполнены
следующие условия:
(i) для любого x ∈ X существует x′ ∈ X такой, что x′ � x и Φ(x′, x) = 1;

(ii) любая бесконечная цепь S ⊂ X , для любых двух элементов которой x, x′ ∈ S, x′ ≺
x, справедливо Φ(x′, x) = 1, имеет нижнюю границу w ∈ X , удовлетворяющую
соотношениям Φ(w, x) = 1 при всех x ∈ S, x 6= w.

Тогда множество F−1(1) = {x ∈ X : F (x) = 1} не пусто, и более того, для любого
x0 ∈ X существует ξ ∈ X такой, что

ξ � x0 и F (ξ) = 1. (3.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть x0 ∈ X . Если F (x0) = 1, то утверждение теоремы
справедливо, ξ = x0. Поэтому полагаем, что F (x0) 6= 1.

Определим в X следующее бинарное отношение

∀x, u ∈ X uC x ⇔ u ≺ x и Φ(u, x) = 1.
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Это отношение, очевидно, антисимметрично и, в силу (3.1) еще и транзитивно, т. е. явля-
ется в X отношением порядка. Относительно этого порядка, согласно теореме Хаусдорфа,
существует максимальная цепь S ⊂ X, содержащая заданную точку x0. В случае, если
эта цепь конечна: S = {x0, x1, . . . xk}, где xiCxi−1, i = 1, k, положим ξ := xk. При таком
определении имеем ξ ∈ S и ξEx при остальных x ∈ S. Пусть цепь S бесконечна. Отно-
сительно исходного порядка � множество S также является цепью, и из предположения
(ii) следует, что она имеет относительно порядка � нижнюю границу ξ, такую, что
Φ(ξ, x) = 1 при всех x ∈ S, x 6= ξ. Следовательно, ξ E x при всех x ∈ S.

Для определенного таким образом элемента ξ (и в случае конечной, и в случае беско-
нечной цепи S ) выполнено следующее. Если F (ξ) 6= 1, то из предположения (i) следует
существование элемента x C ξ. Для любого x ∈ S имеем x E x, а это противоречит
максимальности цепи S. Итак, нижняя граница ξ максимальной цепи S удовлетворяет
требуемому соотношению (3.2). �

Покажем, что из теоремы 3.1 выводится теорема 2.1 о минимуме отображения U :

X → Y (а следовательно, и все другие полученные выше утверждения об отображениях
частично упорядоченных пространств и об отображениях метрических пространств).

Итак, пусть выполнены предположения теоремы 2.1, т. е. отображение U удовлетво-
ряет условиям (K) и (S). Определим предикат Φ : X2 → {0, 1}, полагая выполненным
Φ(x′, x) = 1 тогда и только тогда, когда x /∈ MinY(X ), U(x′) ≺ U(x) или x ∈ MinY(X ),

x′ = x. Очевидно, что определенный здесь предикат Φ удовлетворяет соотношениям (3.1),
а условие (K) для отображения U равносильно условию (i) для предиката Φ. Также,
несложно проверить, что при таком определении предиката Φ он удовлетворяет условию
(ii) тогда и только тогда, когда для отображения U выполнено условие (S). Итак, со-
гласно теореме 3.1 существует ξ � x0 такой, что F (ξ) = 1. Полученное равенство по
определению предиката Φ означает, что ξ ∈ MinY(X ). Утверждение теоремы 2.1 получе-
но.

Так как из теоремы 2.1 выводятся все другие полученные выше утверждения, то они
становятся следствием и более общей теоремы 3.1. Конечно, можно эти утверждения по-
лучить прямо из теоремы 3.1. Продемонстрируем такой прямой вывод из теоремы 3.1
предложения 1.1.

Пусть выполнены предположения предложения 1.1. Определим в метрическом про-
странстве (X, ρ) отношение порядка

∀u, x ∈ X u ≺ x ⇔ ρ
(
x, ϕ(x)

)
> 0, ρ

(
u, ϕ(u)

)
≤ βρ

(
x, ϕ(x)

)
.

Полученное таким образом частично упорядоченное пространство обозначим символом
X . Теперь, если определить предикат Φ : X 2 → {0, 1} соотношениями

∀x ∈ X Φ(x, x) = 1 ⇔ x = ϕ(x),

∀u, x ∈ X u 6= x, Φ(u, x) = 1 ⇔ ρ(u, x) ≤ λ

1− β

(
ρ
(
x, ϕ(x)

)
− ρ
(
u, ϕ(u)

))
,

то в такой конкретной ситуации теорема 3.1 становится равносильной предложению 1.1.
Докажем это.

В силу (1.4) для любого x ∈ X существует x′ ∈ X такой, что

ρ(x′, x) ≤ λ

1− β

(
ρ
(
x, ϕ(x)

)
− βρ

(
x, ϕ(x)

))
≤ λ

1− β

(
ρ
(
x, ϕ(x)

)
− ρ
(
x′, ϕ(x′)

))
,
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т. е. Φ(x′, x) = 1. Условие (i) выполнено.
С целью проверки условия (ii) рассмотрим бесконечную цепь S ⊂ X , для любых

двух элементов которой x, x′ ∈ S, x′ ≺ x справедливо Φ(x′, x) = 1. Если в S есть
наименьший элемент, то условие (ii) очевидно выполнено. Поэтому полагаем, что в S нет
наименьшего элемента. Покажем, что для любого элемента x цепи S существует соседний
элемент x′ ∈ S, т. е. такой, что x′ ≺ x и для любого u ∈ S, если u ≺ x, то u � x′.

В противном случае существуют ui ∈ S, i = 1, 2, . . . , удовлетворяющие неравенствам
u1 ≺ u2 ≺ . . . ≺ x. Следовательно, при любом i = 1, 2, . . . справедливо

ρ
(
u1, ϕ(u1)

)
≤ βρ

(
u2, ϕ(u2)

)
≤ βi−1ρ

(
ui, ϕ(ui)

)
≤ βiρ

(
x, ϕ(x)

)
,

поэтому ρ
(
u1, ϕ(u1)

)
= 0. Аналогично получаем ρ

(
u2, ϕ(u2)

)
= 0, но это противоречит

неравенству u1 ≺ u2.

Зафиксируем любой x0 ∈ S. Как показано выше, у этого элемента существует со-
седний элемент, обозначим его через x1, и цепь S не содержит элементов из интервала
{x ∈ X : x1 < x < x0}. Затем определим элемент x2 ∈ S, соседний с x1. Продолжая
такие построения, определим убывающую последовательность {xi} ⊂ S. Этой последова-
тельностью исчерпывается вся цепь Ŝ = {x ∈ S : x � x0}. Действительно, в противном
случае, существует x ∈ S, для которого x ≤ xi, i = 1, 2, . . . . В силу определения порядка,
выполнено

ρ
(
x, ϕ(x)

)
≤ ρ
(
xi, ϕ(xi)

)
≤ βρ

(
xi−1, ϕ(xi−1)

)
≤ βiρ

(
x0, ϕ(x0)

)
,

следовательно, ρ
(
x, ϕ(x)

)
= 0. Элемент меньший чем x ∈ S в пространстве X не суще-

ствует, а это противоречит тому, что в S нет наименьшего элемента.
Так как для последовательности Ŝ = {xi} выполнены неравенства (1.7), эта последо-

вательность является фундаментальной и сходится в полном пространстве X к некоторо-
му элементу w. Вследствие неравенства ρ

(
xi, ϕ(xi)

)
≤ βiρ

(
x0, ϕ(x0)

)
последовательность

{ϕ(xi)} также сходится к w. А поскольку отображение ϕ замкнуто, имеем ϕ(w) = w.

Так как ρ
(
w,ϕ(w)

)
= 0, в силу определения порядка, выполнено xi ≺ w при любом

натуральном i. Из (1.7) получаем

∀i ρ(xi, x0) ≤
λ

1− β
ρ
(
x0, ϕ(x0)

)
⇒ ρ(w, x0) ≤

λ

1− β
ρ
(
x0, ϕ(x0)

)
.

Следовательно, Φ(z, x0) = 1. Аналогично доказывается, что Φ(z, xi) = 1 при всех i.

Итак, условие (ii) выполнено.
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intégrales”, Fund. Math, 1922, № 3, 133–181.

[2] А.В. Арутюнов, “Накрывающие отображения в метрических пространствах и неподвижные
точки”, Доклады Академии наук, 416:2 (2007), 151–155; англ. пер.:A. V. Arutyunov, “Covering
mappings in metric spaces and fixed points”, Doklady Mathematics, 76:2 (2007), 665–668.

[3] А.В. Арутюнов, Е.С. Жуковский, С. Е. Жуковский, “Точки совпадения и обобщенные
точки совпадения двух многозначных отображений”, Дифференциальные уравнения и ди-
намические системы, Сборник статей, Тр. МИАН, 308, МИАН, М., 2020, 42–49; англ.
пер.:A. V. Arutyunov, E. S. Zhukovskiy, S. E. Zhukovskiy, “Coincidence Points and Generalized
Coincidence Points of Two Set-Valued Mappings”, Proc. Steklov Inst. Math., 308 (2020), 35–41.



НЕКОТОРЫЕ ВОПРОСЫ АНАЛИЗА ОТОБРАЖЕНИЙ 357

[4] A. V. Arutyunov, E. S. Zhukovskiy, S. E. Zhukovskiy, “On the stability of fixed points and
coincidence points of mappings in the generalized Kantorovichs theorem”, Topology and its
Applications, 275 (2020), Article ID 107030.

[5] Е. Р. Аваков, А.В. Арутюнов, Е.С. Жуковский, “Накрывающие отображения и их при-
ложения к дифференциальным уравнениям, не разрешенным относительно производной”,
Дифференциальные уравнения, 45 (2009), 613–634; англ. пер.:E. R. Avakov, A. V. Arutyunov,
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Введение

Как известно, при постановке задач, составляющих минимаксную игру, игроки-союзни-
ки из противоположных задач наделяются неравными информационными возможностя-
ми (см. [1]). Отметим, что основы теории игр с последействием заложены в работах [2–4].
В данной статье рассматриваются аналогичные постановки и конструкции для минимакс-
ной игры в системе с последействием. Систематически используются терминология и кон-
струкции i -гладкого анализа (см. [5–7]).

1. Постановка задачи

Пусть τ > 0. Обозначим Q[−τ, 0) — пространство кусочно-непрерывных функций
y(s) : [−τ, 0)→ Rn, положим H = Rn ×Q[−τ, 0).

Рассматривается управляемая система

ẋ = f(t, x, y(·), u, v),

где f(t, x, y(·), u, v) : T ×Rn ×Q[−τ, 0)× P ×Q→ Rn, u ∈ P ⊂ Rr, v ∈ Q ⊂ Rq.

Обозначим h={x, y(·)} ∈ H, x(t+ ·)={x(t+ s), s ∈ [−τ, 0)}, xt={x(t), x(t+ ·)} ∈ H.
Игра сближения–уклонения состоит из задачи сближения для первого игрока-союзни-

ка, которая будет решаться им в классе контрстратегий U v = u
(
t, x, y(·), v

)
при условии

дискриминации второго игрока-противника. Задача об уклонении для второго игрока-
союзника должна решаться в классе чистых стратегий V = v

(
t, x, y(·)

)
. В соответствии с

этим минимаксной называется такая игра, в которой объединяются противоположные за-
дачи, каждая из которых в соответствии с общим правилом ставится для игрока-союзника
[1]. Но одна из задач ставится в классе стратегий, а другая — ей противоположная — в
классе контрстратегий.

Таким образом, при постановке задач, составляющих минимаксную игру, игроки-союз-
ники из противоположных задач наделяются неравными информационными возможностя-
ми.

Первой задачей будет задача о сближении, решение которой требуется определить в
классе чистых стратегий U ÷ u

(
t, x, y(·)

)
. Наряду с задачей сближения, естественно, рас-

сматривается и задача об уклонении, решение которой ищется в классе контрстратегий
V u ÷ v

(
t, x, y(·)

)
. Определим соответствующие понятия контрстратегий и движений, ко-

торые порождаются этими конрстратегиями.
Контрстратегии второго игрока V ÷ v

(
t, x, y(·)

)
будем отождествлять с функциона-

лами v = v
(
t, x, y(·), u

)
, которые определены для всех позиций и векторов u ∈ P и

удовлетворяют условию v(t, x, y(·), u) ∈ Q.
Пусть ∆ — система полуинтервалов [ξi, ξi+1) (i = 0, 1, . . .), покрывающих полуось

[t∗,∞) и V ÷ v
(
t, x, y(·)

)
— некоторая контрстратегия второго игрока. Назовем лома-

ной Эйлера x∆[t] = x∆[t, t∗, h
∗, V u] абсолютно непрерывное решение дифференциального
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уравнения в контингенциях

ẋ∆[t] =Fu
(
t, x∆[t], x∆[t+ ·], v(ξi, x∆[ξi], ·)

)
, ξi ≤ t < ξi+1, i = 0, 1, . . . ;

x∆[t∗] = x∗, x∆[t∗ + ·] = y∗(·),

где

Fu
(
t, x∆[t], x∆[t+ ·], v(ξi, x∆[ξi], ·)

)
=

= co
[
f : f

(
t, x, y(·), u, v(ξi, x∆[ξi], x∆[ξi + ·], u)

)
, u ∈ P

]
.

Движением x[t] = x[t, t∗, h
∗, V u], порожденным контрстратегией V u ÷ v(t, h, u), из

позиции {t∗, h∗} называется функция x[t] (xt∗ = h∗), для которой существует после-
довательность ломаных Эйлера x∆(k) [t] = x∆(k) [t, t∗, h

(k), V u] (k = 1, 2, . . . .), сходящаяся
равномерно к x[t] на каждом конечном отрезке [t0, θ] при условии sup

i
(ξ

(k)
i+1 − ξ

(k)
i )→ 0,

(k →∞).

Для любой позиции {t∗, h∗} и для любой пары U ÷ u
(
t, x, y(·)

)
— чистой страте-

гии первого игрока и V u ÷ u
(
t, x, y(·), u

)
— контрстратегии второго игрока все движения

x[t, t∗, h
∗, U, V u] содержатся как во множестве всех движений x[t] = x[t, t∗, h

∗, U ], так и во
множестве всех движений x[t] = x[t, t∗, h

∗, U, V u]. Это положение позволяет объединять
задачу для первого игрока в классе стратегий и задачу для второго игрока в классе конт-
стратегий в одну игру. Контрстратегии первого игрока U÷

(
t, x, y(·)

)
будем отождествлять

с функционалами u = u
(
t, x, y(·), v

)
, определенными при всех

(
t, x, y(·)

)
и v ∈ Q и удо-

влетворяющими условию u
(
t, x, y(·), v

)
∈ P. Ломаные Эйлера x∆[t] = x∆[t, t∗, h

∗, U, V u)

при этом определяются как абсолютно непрерывные решения дифференциальных урав-
нений в контингенциях

ẋ∆[t] =Fu
(
t, x∆[t], x∆[t+ ·], u(ξi, x∆[ξi], x∆[ξi + ·], ·)

)
, ξi ≤ t < ξi+1, i = 0, 1, . . . ., ;

x∆[t∗] = x∗, x∆[t+ ·] = y∗(·),
где

Fu(t, x, u(ξi, x∆[ξi], x∆[ξi + ·], ·) =

= co
[
f : f = f

(
t, x, y(·), u(ξi, x∆[ξi], x∆[ξi + ·], v), v

)
, v ∈ Q

]
.

Для каждой пары {U v, V } можно определить движения x[t] = x[t, t∗, h
∗, U v, V ], кото-

рые содержатся во множестве всех движений x[t] = x[t, t∗, h
∗, U v]. Это положение позво-

ляет объединить задачу первого игрока в классе контрстратегий и задачу второго игрока
в классе стратегий в одну игру.

Задача о сближении, рассматриваемая в классе контрстратегий U v÷u(t, h, v), форму-
лируется следующим образом.

Задача 1. Требуется найти контрстратегию U v
c ÷ uc(t, h, v) для которой всякое дви-

жение x[t] = x[t, t0, h
0, U v

c ] (xt∗ = h∗) удовлетворяет условию встречи

{µ, x[µ]} ∈M, {t, x[t]} ∈ Nc при t0 ≤ t < µ,

где µ — момент времени, когда точка {t, x[t]} впервые попадает на множество Mc.

Далее рассматривается случай, когда контрстратегия обеспечивает сближение к задан-
ному моменту t = θ, т. е. для любого движения x[t] = x[t, t0, h

0, U v
c ] момент µ удовлетво-

ряет оценке µ ≤ θ.
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Задача об уклонении, рассматриваемая в классе контрстратегий V u ÷ v
(
t, x, y(·), u

)
,

формулируется следующим образом.
Задача 2. Требуется найти контрстратегию V u

c , которая на заданном отрезке времени
[t0, θ] исключает встречу, т.е. для которой всякое движение x[t] = x[t, t0, h

0, V u
c ] удовле-

творяет условию
{t, x[t]} /∈ G(Mc) при t0 ≤ t ≤ µ,

где µ = θ, если при всех t ∈ [t0, θ] выполняется условие {t, x[t]} ∈ H(Nc), а в противном
случае µ есть первый момент времени, когда позиция {t, x[t]} покидает открытую область
H(Nc). Здесь Mc, Nc — замкнутые множества, G(Mc) и H(Nc) — некоторые открытые
окрестности этих множеств.

Задача 1 будет рассматриваться в одной игре вместе с задачей об уклонении, решение
которой требуется определить в классе чистых стратегий V ÷ v(t, h).

2. Дифференциальная игра с заданным моментом окончания.

Далее рассмотрим к наиболее удобную для исследования дифференциальную игру с
заданным моментом µ = θ окончания. В этой игре функционал, минимизируемый первым
и максимизируемый вторым игроком, имеет вид

φ(x[t], t0 ≤ t ≤ θ) = σ(x[θ]),

т. е. отождествляется с некоторой заданной функцией σ(x[θ]) от конечного состояния x[θ]

рассматриваемой системы. Функция σ(·) предполагается непрерывной.

Теорема 2.1. Предположим, что удалось найти инвариантно непрерывный в обла-
сти t0 ≤ t ≤ θ функционал ε

(
t, x, y(·)

)
, который удовлетворяет краевому условию

ε
(
θ, x, y(·)

)
= σ

(
x, y(·)

)
,

имеет инвариантно непрерывные частные ∂ε/∂xi и коинвариантную производные ∂tε

в области
σ0 < ε(θ, x, y(·) < σ0; t0 ≤ t < θ, (2.1)

причем
σ0 = inf

h
σ(h), σ0 = sup

h
σ(h); (2.2)

и удовлетворяет в этой области (2.1) условию

min
u

max
v

(
[∂ε/∂x]′f(t, h, u, v) + ∂tε

)
= 0. (2.3)

Пусть далее стратегия U0 ÷ u0(t, h) и контрстратегия V u
0 ÷ v0(t, h, u) определены в

области (2.1) условиями

max
v

(
[∂ε/∂x]′f(t, h, u0(t, h), v)

)
= min

u
max
v

(
[∂ε/∂x]′f(t, h, u, v)

)
,

[∂ε/∂x]′f
(
t, h, u, v0(t, h, u)

)
= max

v

(
[∂ε/∂x]′f(t, h, u, v)

)
,

а в областях ε
(
t, x, y(·)

)
≤ σ0, ε

(
t, x, y(·)

)
≥ σ0 — любыми допустимыми функционалами

u0
(
t, x, y(·)

)
и v0

(
t, x, y(·)

)
.

Тогда пара {U0, V u
0 } образует седловую точку дифференциальной игры на минимакс–

максимин функционала φ. При этом цена данной дифференциальной игры определяется
равенством

γ0 = γu0 = ε(t0, h
0).
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3. Программные конструкции

Дадим определение программы второго игрока для случая минимаксной игры сближе-
ния с множеством Mc. Будем называть такой программой на полуинтервале (t0, θ] всякое
слабо замкнутое множество {η(·), [t∗, θ)} программных управлений ηt(du, dv), t∗ < t < θ,

удовлетворяющее следующим условиям.
1) Какова бы ни была слабо измеримая функция µt(du), среди элементов η(·) из

η(·)[t∗, θ) найдется по крайней мере одно управление ηt(du, dv), согласованное с µt(du),

t∗ ≤ t < θ, условием ∫
Q

ηt(du, dv) = µt(du) (3.1)

при почти всех t ∈ [t∗, θ).

2) Пусть µ
(i)
t — некоторая слабо измеримая по t функция-мера, согласованная с

мерой η
(i)
t (du) условием (3.1), T — измеримое множество из полуинтервала [t∗, θ) и

{η(·)[t∗, θ)}Π — программа второго игрока, содержащая η
(i)
(·) (du, dv). Обозначим символом

{η(·)(du, dv)}[i],T — множество слабо измеримых функций-мер ηt(du, dv) (t ∈ T ), каждая
из которых согласована с мерой µ

(i)
t (du) условием (3.1) и является отрезком для t ∈ T

управления η(·)(du, dv) ∈ {η(·), [t∗, θ)}Π, совпадающим с η
(i)
t (du, dv) при t /∈ T. Каковы

бы ни были слабо измеримые функции µ
(1)
t d(u) и µ

(2)
t d(u) ( t∗ ≤ t < θ ), совпадающие на

некотором измеримом множестве T ⊂ [t∗, θ), и каковы бы ни были управления η
(1)
t (du, dv)

и η
(2)
t (du, dv) ( t∗ ≤ t < θ ) из {η(·), [t∗, θ)}Π, согласованные с µ

(1)
t d(u) и µ

(2)
t d(u) соответ-

ственно условием (3.1), множества {η(·)(du, dv)}[i],T и {η(·)(du, dv)}[2],T , будут совпадать.
Элементарные программы {η(·), [t∗, θ)}Π конструируются аналогично конечномерному

случаю [1].

4. Вспомогательные программные задачи

Пусть ω
(
t, x, y(·),m

)
— некоторый функционал, непрерывный по позиции {t, x, y(·)}

и параметру m, может быть векторному, из какого-то векторного пространства {m}.
Будем предполагать, что функционал ω

(
t, x, y(·),m

)
в области ω

(
t, x, y(·),m

)
> c име-

ет непрерывные частные ∂ω/∂xi и коинвариантную ∂tω производные. Пусть, далее, в
пространстве {t,m} задано ограниченное замкнутое множество M, сечения которого ги-
перплоскостью t = const будем, как обычно, обозначать M(t). Пусть далее

ρ
(
t, x, y(·)

)
= min

v∈M(t)
ω
(
t, x, y(·),m

)
. (4.1)

В частности, может быть, что пространство {m} совпадает с пространством {x}, то-
гда роль множества M может играть часть множества Mc, содержащаяся в какой-нибудь
сфере ‖x‖ ≤ R достаточно большого радиуса, а роль функции ω(t, x, y(·),m) — величина

ω
(
t, x, y(·),m

)
= ‖x−m‖+ c. (4.2)

Тогда
ρ(θ, x) = ρθ(x,Mc) при ‖x‖+ ρθ(x,Mc) ≤ R. (4.3)

Здесь, как и раньше, символ ρ(x,Mc) обозначает евклидово расстояние от точки (θ, x) до
сечения Mc(θ) множества Mc гиперплоскостью t = θ.

Первая из вспомогательных программных задач формулируется следующим образом.
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Задача 3. Задано значение θ, при котором множество M(θ) не пусто. Задана началь-
ная позиция {t∗, h∗} (t∗ ≤ θ) и выбрана программа {η(·), [t∗, θ)}Π. Среди программных
управлений η(·) ∈ {η(·), [t∗, θ)}Π требуется найти оптимальное минимизирующее управле-
ние η0

t (t∗ ≤ t < θ), которое удовлетворяет следующему условию:

ρ
(
θ, x(θ, t∗, h

∗, η0
(·))
)

= min
η(·)∈{η(·)}Π

ρ(θ, t∗, h
∗, η(·)).

Если предполагать, что в данной вспомогательной задаче право выбора программы
{η(·)}Π предоставляется второму игроку, а право выбора программного управления ηt
(t∗ ≤ t < θ) из выбранной таким образом программы {η(·)}Π — первому игроку, то эту
Задачу 3 мы можем трактовать как вспомогательную задачу, которая ставится перед пер-
вым игроком в той или иной реализовавшейся позиции {t∗, h∗}, при условии, что ему
сообщается программа {η(·)}Π, выбранная вторым игроком.

Задача 3 имеет решение при всяком задании начальной позиции {t∗, h∗} и при всяком
выборе программы {η(·), [t∗, θ)}Π. В самом деле, величина

ρ = (θ, x) = min
m∈M(θ)

ω(θ, x,m)

есть непрерывная функция x, а переменная x = x(θ, t∗, h
∗, η(·)) зависит непрерывно от

управления ηt (t∗ ≤ t < θ), если близость программных управлений ηt друг к другу
оценивать в слабой топологии. Но такой функционал ρ

(
θ, x{θ, t∗, h∗, η(·)}

)
на слабо ком-

пактном множестве {η(·)[t∗, θ)}Π своих аргументов обязательно достигает минимума на
каком-то программном управлении {η0

(·)}, который и доставляет, стало быть, решение
{η0

(·)} Задачи 3.
Вторая вспомогательная программная задача формулируется следующим образом.
Задача 4. Дана начальная позиция {t∗, h∗} и отрезок времени [t∗, θ], причем множе-

ствоM(θ) не пусто. Требуется найти максиминное программное управление η00
t , t∗≤ t< θ,

которое удовлетворяет условию максимина:

ρ
(
θ, x(θ, t∗, h

∗, η00
(·))
)

= max
{η(·)}Π

min
η(·)∈{η(·)}Π

ρ
(
θ, x(θ, t∗, h

∗, η(·))
)

= ε0(t∗, h
∗, θ). (4.4)

Программу {η(·), [t∗, θ)}0
Π, на которой достигается максимум в правой части (4.4) и в

которой по условию Задачи 4 должно содержаться искомое управление η00
(·), будем име-

новать максимизирующей программой, отвечающей данной начальной позиции {t∗, h∗} и
данному отрезку времени [t∗, θ].

Задачу 4 можно трактовать как вспомогательную задачу, которая ставится в реали-
зовавшейся позиции {t∗, h∗∗} перед обоими игроками при следующих информационных
условиях: второй игрок выбирает программу {η(·)}Π и сообщает ее первому игроку, после
этого первый игрок выбирает в указанной ему программе {η(·)}Π управление η0

(·). У вто-
рого игрока, таким образом, остается только право заранее так распорядиться выбором
программы {η(·)}Π, чтобы обеспечить наибольший возможный результат ε(t∗, h

∗, θ) (4.4)
при самом неблагоприятном для второго игрока выборе управления η(·) первым игроком.

5. Принцип минимума

В этом разделе мы покажем, что решающее Задачу 3 оптимальное программное управ-
ление η0

t , t∗ ≤ t < θ, удовлетворяет некоторому условию, которое будем называть прин-
ципом минимума (по сути дела, это условие есть не что иное, как известный принцип
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максимума Л.С. Понтрягина). Принцип минимума, характеризующий оптимальное про-
граммное управление η0

t (t∗ ≤ t < θ) и соответствующее ему оптимальное программное
движение x0(t) = x(t, t∗, h

∗, η0
(·)) из Задачи 3 при условии

min
η(·)∈{η(·)}Π

ρ
(
θ, x(θ)

)
> ε (5.1)

формулируется следующим образом.

Лемма 5.1. Оптимальное управление η0
t (t∗ ≤ t < θ), разрешающее Задачу 4, и

порожденное им оптимальное программное движение x0(t) = x(t, t∗, h
∗, η0

(·)) при условии
(5.1) удовлетворяют при почти всех значениях t ∈ [t∗, θ) равенству∫

P

∫
Q

s′(t)f(t, x0
t , u, v)η0

t (du, dv) =

∫
Q

min
u∈P

[s′(t)f(t, x0
t , u, v)]νt(dv). (5.2)

Здесь s(t) — решение дифференциального уравнения

ṡ(t) = −L′(t)s(t) (5.3)

при краевом условии
s(θ)[∂ω/∂x]{θ,x0

θ,m
0} = −L′(t)s(t), (5.4)

причем m0 — точка изM(θ), на которой достигается минимум (6.1) при t=θ, x=x0(θ).

Матрица L(t) в уравнении (5.3) определена равенством

L(t) =

∫
P

∫
Q

[∂f/∂x]x0(t)η
0
t (du, dv).

В частности, если M = Mc и величины ω и ρ определены равенствами (4.2) и (4.3),
краевое условие (5.3) принимает вид равенства

s(θ) =
x0(θ)−m0

‖x0(θ)−m0‖
, (5.5)

где {θ,m0} — точка из Mc(θ), ближайшая в евклидовой метрике к точке {θ, x0(θ)}.
И в общем случае функции ω(t, h,m), и в частном случае, при задании ω(t, h,m) форму-
лой (4.2), точка m0 может быть не единственной. Условие (5.2) будет выполняться
при всяком выборе минимизирующей точки m0, отвечающей данному оптимальному
движению x0(t) Задачи 3.

6. Правило максимина

При определенных условиях оптимальное программное управление η00
t (t∗ ≤ t < θ),

решающее Задачу 4 на максимин (4.4), удовлетворяет условию, которое называется пра-
вилом максимина. Будем говорить, что элементарная программа {η(·), [t∗, θ); ν(·)}Π регу-
лярна для данной позиции {t∗, h∗}, ( t∗ ≤ θ, ε(t∗, h

∗, θ) > c ), если задача для данной
позиции {t∗, h∗} при выборе этой программы {η(·), [t∗, θ); ν(·)}Π имеет единственное по су-
ществу (т. е. до значений на множестве точек t меры нуль) решение η0

(·), и значение m0,

минимизирующее величину ω в условии

ρ(t, h) = min
m∈M(t)

ω(t, h,m) (6.1)

при t = θ и x = x0(θ), также единственно.



366 А.В. Ким, Г.А. Бочаров

Лемма 6.1. Пусть оптимальная минимизирующая элементарная программа из за-
дачи (4.4) {η(·), [t∗, θ); ν(·)}Π для данной позиции {t∗, h∗}, где ε(t∗, h

∗, θ) > c, регулярна.
Пусть η00

t и x00(t) (t∗ ≤ t < θ) суть оптимальное управление и порожденное им оп-
тимальное движение, разрешающее эту Задачу 4.

Тогда при почти всех значениях t ∈ [t∗, θ] выполняется следующее условие максимина∫
P

∫
Q

s′(t)f(t, x00
t , u, v)η00

t (du, dv) = max
v∈Q

min
u∈P

s′(t)f(t, x00
t , u, v)s(θ) =

x0(θ)−m0

‖x0(θ)−m0‖
.

Здесь s(t) — решение уравнения (5.3), с краевым условием (5.4), в котором x0
θ заменено

на x00
θ .

7. Регулярная игра сближения

В этом разделе рассматривается метод построения решений позиционной дифференци-
альной игры сближения, который базируется на вспомогательных программных конструк-
циях. Начнем со случая игры сближения в момент θ, когда заданный соотношением (4.4)
функционал ε0

(
t, x, y(·), θ

)
оказывается функционалом инвариантно дифференцируемым

в области ε0

(
t, x, y(·), θ

)
> 0. Для выбранных значений c и β ситуация при выборе

σ(h) = ρ(θ, h) называется регулярной, если для всякой позиции {t∗, h∗} из области

G =
[
{t∗, h∗} : t ≤ θ, c < ε0(t∗, h

∗, θ) < c+ β
]

(7.1)

Задача 4 имеет единственное по существу решение η00
(·) (т. е. решение η00

(·) ( t∗ ≤ t < θ )
единственное с точностью до значений на множестве нулевой меры), и значение m00,

минимизирующее ω(t, h,m) в (6.1) при t = θ и при x = x00(θ), тоже единственно (здесь
может быть c = −∞ или c + β = ∞ ). В частности, будем называть игру сближения с
множеством Mc в момент θ регулярной, если Задача 4 при выборе ρ(t, h) из условия (4.3)
будет иметь единственное по существу решение η00

(·) и точка {θ,m00} из Mc, ближайшая
к точке {θ, x00

θ }, тоже будет единственной для всякой позиции {t∗, h∗} из области (7.1),
где β — достаточно малое положительное число.

Справедливо следующее утверждение.

Лемма 7.1. Если при выбранных c и β ситуация для задачи при

σ(x) = ρ(θ, x) = min
m∈M(θ)

ω(θ, x,m)

является регулярной, то в области (7.1) функционал ε0(t, h, θ), заданный соотношени-

ем (4.4), имеет инвариантно непрерывные частные производные
∂ε0

∂xi
(i = 1, . . . , n) и

коинвариантную производную ∂tε0, и эти производные определяются равенствами[∂ε0

∂x

]
{t∗,h∗}

=
{∂ε0

∂xi
, i = 1, . . . , n

}
{t∗,h∗}

= s(θ, t∗),

(∂tε0){t∗,h∗} = −max
v∈Q

min
u∈P

[
s′(θ, t∗)f(t∗, h

∗, u, v)
]
.

Здесь s(θ, t) — решение дифференциального уравнения

ds/dt = −L′(t)s (7.2)
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при краевом условии

s(θ, θ) =
[∂ω
∂x

]
{θ,x00

θ ,m
00}
,

причем

L′(t) =

∫
P

∫
Q

{∂f
∂x

}
x00(t)

η00
t (du, dv).

Теперь мы можем рассмотреть специальную вспомогательную программную задачу.
Задача 5. Дана начальная позиция {t∗, h∗}, отрезок времени [t∗, θ] и непустое мно-

жество M(θ). Требуется найти максимизирующую программу {η(·), [t∗, θ)}0
Π = {η(·)}0

Π и в
ней максиминное управление η0

(·), которое удовлетворяет следующему условию

ρ
(
θ, x(θ, t∗, h

∗, η00
(·))
)

= min
η(·)∈{η(·)}0Π

ρ
(
θ, x(θ, t∗, h

∗, η(·)
)

=

= max
{η(·)}

min
η(·)∈{η(·)}0Π

ρ
(
θ, x(θ, t∗, h

∗, η(·)
)

= ε0(t∗, h
∗, θ).

(7.3)

При выбранных значениях c и β > 0 и при выборе σ(x) = ρ(θ, x) ситуация в мини-
максной игре называется регулярной, если для всякой позиции {t∗, h∗} из области

t0 < t < θ, c < ε0(t∗, h
∗, θ) < c+ β (7.4)

задача имеет единственное по существу решение — оптимальное максиминное управление
η00
t ( t∗ ≤ t < θ ) и точка m00, минимизирующая ω(t, x,m) в (6.1) при t = θ и x = x00(θ),

также единственна.
В регулярном случае оптимальное управление η00

t ( t∗ ≤ t < θ ) и оптимальное движе-
ние x00(t), разрешающие Задачу 5, удовлетворяют следующему условию минимакса:∫

P

∫
Q

s′(t)f(t, x00
t , u, v)η00

t (du, dv) = min
u

max
v

[
s′(t)f(t, x00

t , u, v)
]

при почти всех t ∈ [t∗, θ). Здесь s(t) — решение уравнения вида (5.5), в котором η00
t и

x00(t) суть решения Задачи 5 (а не решения Задачи 4).
Справедливо следующее утверждение.

Лемма 7.2. Если при выбранных значениях c и β > 0 ситуация в минимаксной игре
при выборе

σ(x) = ρ(θ, x)

является регулярной, то в соответствующей области (7.4) функционал ε0(t∗, h
∗, θ), за-

данный соотношением (7.3), имеет инвариантно непрерывные частные производные
∂ε0

∂xi
(i = 1, . . . , n) и коинвариантную производную ∂tε

0, и эти производные в каждой позиции
{t∗, h∗} из области (7.4) определяются равенствами[∂ε0

∂xi

]
= s(θ, t∗), (7.5)

∂tε
0 = min

u
max
v

[
s′(θ, t∗)f(t∗, h

∗, u, v)
]

(7.6)

где s′(θ, t∗) — решение дифференциального уравнения (7.2), в котором η00
t и x00(t) суть

решения Задачи 5 (а не Задачи 4).
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Из (7.5) и (7.6) следует, что при выполнении условия регулярности минимаксной игры
в области (7.4) функционал ε0(t∗, h, θ) удовлетворяет условию (2.3). Стало быть, в частно-
сти, если c = σ0 и c+ β = σ0 из (2.2), то этот функционал ε0(t∗, h, θ) будет в регулярном
случае удовлетворять условиям Теоремы 2.1. Следовательно, в таком случае рассматри-
ваемая игра будет иметь седловую точку, определяемую парой стратегия–контрстратегия
{U0, V u

c }, где U0 и V u
c определены соответственно функционалами u0(t, h) и v0(t, h, u),

которые в области (2.1) находятся из условий

min
v

[
s′(θ, t)f(t, h, u0(t, h), v)

]
= min

u
max
v

[
s′(θ, t)f(t, h, u, v)

]
,

s′(θ, t)f(t, h, u, v0(t, h)) = max
v

[s′(θ, t)f(t, h, u, v)],

а вне этой области могут быть произвольными. Цена этой игры определяется равенством

γ0 = γ0
u = ε(t, h, θ).
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Аннотация. Рассмотрена плоская задача управления по быстродействию с круговой ин-
дикатрисой и целевым множеством с гладкой границей, имеющей конечные разрывы про-
изводных второго порядка от координатных функций. Изучены псевдовершины — особые
точки границы цели, порождающие сингулярность у функции оптимального результата.
Для нестационарных псевдовершин с разрывной кривизной найдены односторонние мар-
керы, значения которых нужны при аналитическом и численном построении ветвей син-
гулярного множества. Доказано, что маркеры лежат на границе спектра – области воз-
можных значений. Один из них равен нулю, другой принимает несобственное значение
−∞. При их вычислении применены асимптотические разложения нелинейного уравне-
ния, выражающего условие трансверсальности. На основе маркеров также получены точ-
ные формулы крайних точек ветвей сингулярного множества. Предъявлен пример задачи
управления, в котором найденных с помощью развиваемых методов конструктивных эле-
ментов (псевдовершины, ее маркеров и крайней точки сингулярного множества) оказыва-
ется достаточно, чтобы на всей области рассмотрения построить в явном аналитическом
виде сингулярное множество и функцию оптимального результата.
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Abstract. A planar velocity control problem with a disc indicatrix and a target set with a
smooth boundary having finite discontinuities of second-order derivatives of coordinate functions
is considered. We have studied pseudo-vertices-special points of the goal boundary that generate
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a singularity for the optimal control function. For non-stationary pseudo-vertices with discon-
tinuous curvature, one-way markers are found, the values of which are necessary for analytical
and numerical construction of branches of a singular set. It is proved that the markers lie on
the border of the spectrum-the region of possible values. One of them is equal to zero, the other
takes an invalid value −∞. In their calculation, asymptotic expansions of a nonlinear equation
expressing the transversality condition are applied. Exact formulas for the extreme points of
branches of a singular set are also obtained based on markers. An example of a control problem
is presented, in which the constructive elements are obtained using the developed methods
(pseudo-vertex, its markers, and the extreme point of a singular set), are sufficient to construct
a singular set and an optimal result function in an explicit analytical form over the entire area
of consideration.
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equation; bisector; minimax solution; diffeomorphism

Acknowledgements: The work is partially supported by the Russian Foundation for Basic
Research (project no. 18-01-00264_a).

For citation: Lebedev P.D., Uspenskii A.A. Elementy analiticheskogo konstruktora resheniy v
klasse zadach upravleniya po bystrodeystviyu s tselevym mnozhestvom s razryvnoy kriviznoy
granitsy [Elements of analytical solutions constructor in a class of velocity problems with the
break of curvature of a target set]. Vestnik rossiyskikh universitetov. Matematika – Russian
Universities Reports. Mathematics, 2020, vol. 25, no. 132, pp. 370–386.
DOI 10.20310/2686-9667-2020-25-132-370-386. (In Russian, Abstr. in Engl.)

Введение

Задача управления по быстродействию относится к классическим задачам математи-
ческой теории управления, становление которой проходило во второй половине ХХ ве-
ка [1–3]. Построение решений задач быстродействия опирается на принцип максимума
Л.С. Понтрягина (см., например, [4]), на метод динамического программирования [5], на
концепцию управления по принципу обратной связи [6], на теорию минимаксных реше-
ний уравнений в частных производных первого порядка (УЧППП) [7], на вязкостный
подход к определению обобщенного решения УЧППП [8]. Современные подходы к реше-
нию задач управления привлекают результаты теории дифференциальных включений,
многозначный анализ, идемпотентный анализ, конструкции теории особенностей диффе-
ренцируемых отображений и другие подходы. Для вывода основных утверждений широко
используются геометрические представления.

В настоящей работе рассмотрена плоская задача управления по быстродействию с про-
стой динамикой. Особенностью задачи, которая существенным образом влияет на ее ре-
шение, является геометрия целевого множества. Это множество является невыпуклым
и имеет гладкую границу с разрывной кривизной. Ранее выявлен класс в общем случае
недифференцируемых функций, к которому принадлежит функция оптимального резуль-
тата [9]. При ее построении, как в точном, так и аппроксимационном виде, требуется найти
сингулярное множество, которое в данном случае относится к множествам симметрии [10].
Гладкие ветви этого множества определяются псевдовершинами границы целевого мно-
жества, отвечающими за зарождение сингулярности.

Для рассматриваемого случая, опираясь на условия трансверсальности, найдены фор-
мулы для односторонних маркеров псевдовершин. Маркеры характеризуют особенности
геометрии краевого множества с точки зрения его меры невыпуклости [11]. Примени-
тельно к задаче управления маркеры позволяют сформировать динамику обыкновенного
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дифференциального уравнения, интегральные кривые которого содержат ветви сингуляр-
ного множества (см., например, [12,13]). Вывод основных соотношений осуществлен путем
анализа ключевого для этих конструкций уравнения типа золотого сечения с помощью
односторонних разложений Тейлора. По существу здесь используется аппроксимативная
техника струй [14], широко применяемая в теории особенностей гладких отображений, в
том числе при анализе задач управления [15].

В работе приведен пример задачи управления по быстродействию, демонстрирующий,
что развиваемая техника исследования динамических задач позволяет в ряде случаев по-
строить негладкое решение в явном аналитическом виде.

1. Постановка задачи. Определения, основные понятия

Рассматривается задача управления по быстродействию с простой динамикой

dx

dτ
= ν, (1.1)

где x = (x1, x2) ∈ R2 — фазовый вектор, зависящий от времени τ ∈ R, управление
ν = (ν1, ν2) стеснено ограничением ‖ν‖ =

√
ν2

1 + ν2
2 6 1, а целью является замкнутое

множество M ⊂ R2. Класс функций, которому принадлежит функция оптимального ре-
зультата u = u(x), известен [9]. Здесь u(x) = ρ(x,M), где ρ(x,M) = inf

m∈M
‖x − m‖ —

евклидово расстояние от точки x = (x1, x2) до множества M. Важно отметить, что ев-
клидово расстояние в общем случае не является гладкой функцией, при этом в точках
x ∈ R2 \M она супердифференцируема [16], а ее дифференциальные свойства на границе
Γ = ∂M определяются дифференциальными свойствами этой кривой [17]. При построе-
нии u(x) = ρ(x,M) в аналитическом или численном виде требуется выявить сингулярное
множество — множество точек нарушения гладкости функции. Ранее показано, что син-
гулярное множество решения u(x) = ρ(x,M) задачи быстродействия с динамикой (1.1),
названное биссектрисой [9], относится к множествам симметрии [18]. Оно определяется
геометрическими свойствами целевого множества, дифференциальными свойствами его
границы и ее особыми точками — псевдовершинами [19]. Выявление псевдовершин позво-
ляет строить аналитически или численно гладкие ветви сингулярного множества.

В дальнейшем ограничимся рассмотрением частного случая, когда граница
Γ = ∂M является графиком скалярной функции, т. е. Γ = gr f =

{
x = (x1, x2) ∈ R2 :

x =
(
t, f(t)

)
, t ∈ T

}
, где f : T → R2 — отображение числового интервала T = (t̂, ť),

−∞ < t̂ < ť < ∞, на плоскость. Будем полагать, что y = f(t) является один раз непре-
рывно дифференцируемой функцией и имеет конечное число точек, в которых существуют
односторонние не равные друг другу производные второго порядка.

Приведем необходимые определения (подробнее см. [19]).

О п р е д е л е н и е 1.1. Скалярный локальный диффеоморфизм t2 = t2(t1) непре-
рывен слева в точке t1 = t0 ∈ T и отображает левую полуокрестность этой точки в ее
правую полуокрестность, если выполняются условия:
(A1) t2

(
(t0 − δ1, t0)

)
= (t0, t0 + δ2), δ1 > 0, δ2 > 0,

(A2) lim
t1→t0−0

t2(t1) = t0.

Заметим, что условие (A1) влечет строгое неравенство t′2(t1) < 0 для всех (t0 − δ1, t0),

δ1 > 0.



ЭЛЕМЕНТЫ АНАЛИТИЧЕСКОГО КОНСТРУКТОРА РЕШЕНИЙ 373

О п р е д е л е н и е 1.2. Псевдовершиной кривой Γ = gr f будем называть точку

(t0, y0) = lim
t1→t0

(t∗, y∗),

где (t∗, y∗) = (t∗(t1), y∗(t1)) ,
(
t∗(t1, t2(t1)), y∗(t1, t2(t1))

)
— однопараметрическое подмно-

жество решений системы уравнений{
y∗ = f ′(t1)(t∗ − t1) + f(t1),

y∗ = f ′(t2)(t∗ − t2) + f(t2),
(1.2)

определяемое локальным диффеоморфизмом t2 = t2(t1) со свойствами (A1), (A2), кото-
рый задается уравнением

G(t1, t2) , ρ2
(
((t1), f(t1)), (x∗, y∗)

)
− ρ2

(
((t2), f(t2)), (x∗, y∗)

)
= 0. (1.3)

О п р е д е л е н и е 1.3. Ветвью L(t0, f(t0)) биссектрисы L(Γ) кривой Γ = gr f, где
(t0, y0) = (t0, f(t0)) — псевдовершина Γ = gr f, будем называть множество точек (t, y) на
плоскости, удовлетворяющих системе уравнений{

−t+ t1 − f ′(t1)
(
y − f(t1)

)
= 0,

−t+ t2 − f ′(t2)
(
y − f(t2)

)
= 0,

(1.4)

где t2 = t2(t1) — локальный диффеоморфизм t2 = t2(t1) со свойствами (A1), (A2), кото-
рый задается уравнением (1.3).

О п р е д е л е н и е 1.4. Конечный односторонний предел (t0, y0) = lim
t1→t0−0

(
t1, f(t1)

)
решений системы (1.4) будем называть крайней точкой биссектрисы. Если означенный
предел равен бесконечности или не существует, то будем говорить, что псевдовершина
(t0, y0) =

(
t0, f(t0)

)
не порождает крайнюю точку биссектрисы.

О п р е д е л е н и е 1.5. Левая односторонняя производная

t′2(t0 − 0) , lim
t1→t0−0

t2(t1)− t0
t1 − t0

(1.5)

называется левым маркером псевдовершины x(0) ∈ Γ, здесь t2 = t2(t1) удовлетворяет
(A1), (A2).

Локальный диффеоморфизм t2 = t2(t1) имеет обратный локальный диффеоморфизм
t1 = t1(t2), t2 ∈ (t0, t0 + δ2), со свойствами, аналогичными свойствам (A1), (A2), а именно,
выполняются соотношения:
(A3) t1

(
(t0, t0 + δ2)

)
= (t0 − δ1, t0), δ2 > 0, δ1 > 0,

(A4) lim
t2→t0+0

t1(t2) = t0.

О п р е д е л е н и е 1.6. Правая односторонняя производная

t′1(t0 + 0) , lim
t2→t0+0

t1(t2)− t0
t2 − t0

(1.6)

называется правым маркером псевдовершины x(0) ∈ Γ, здесь t1 = t1(t2) — локальное
решение (1.4) со свойствами (A3), (A4).
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З а м е ч а н и е 1.1. Левый и правый маркеры псевдовершины образуют пару взаи-
мообратных величин

(
t′1(t0 + 0), t′2(t0 − 0)

)
=
(
t′1(t0 + 0), 1

t′1(t0+0)

)
=
(

1
t′2(t0−0)

, t′2(t0 − 0)
)
.

При этом общее для односторонних маркеров множество возможных значений (спектр)
есть «отрезок» [−∞, 0].

Теоретически не исключен случай пар маркеров с несобственным значением, т. е. пар
вида

(
t′1(t0 +0), t′2(t0−0)

)
= (0,−∞) и

(
t′1(t0 +0), t′2(t0−0)

)
= (−∞, 0). Ниже покажем, что

при рассматриваемых в рамках настоящего исследования условиях реализуется именно
этот случай.

Диффеоморфизм t2 = t2(t1), удовлетворяющий набору условий (A1), (A2), и опреде-
ляющий псевдовершину x(0) = x(t0), кривой Γ является локальным решением уравне-
ния типа уравнения гармонической пропорции с двухпараметрическими коэффициентами
(формула (3.5) из [19]), к которому сводится уравнение (1.4). Для скалярных функций
редуцированное уравнение принимает вид [20]:

Q(t1, t2) ,
f(t2)− f(t1)

t2 − t1
− −1 + f ′(t1)f ′(t2) + s(t1)s(t2)

f ′(t2) + f ′(t1)
= 0. (1.7)

Здесь s(t) =
√

1 + (f ′(t))2 — длина касательного вектора.
Задача нахождения функций со свойствами (A1), (A2) связана с преодолением неедин-

ственности множества локальных решений уравнения (1.7), стягивающихся в общую пре-
дельную точку вследствие вырождения каустики (подробнее см. [21]). Здесь изучение ука-
занной проблемы проводится не только средствами классического анализа. Выявление
свойств локального диффеоморфизма t2 = t2(t1) осуществляем с помощью предельного
соотношения

lim
t1→t0−0

(
∂Q
(
t1, t2(t1)

)
∂t1

+ t′2
∂Q
(
t1, t2(t1)

)
∂t2

)
= 0, (1.8)

которое выражает условие трансверсального («протыкающего») пересечения замыкания
графика локального диффеоморфизма t2 = t2(t1) с графиком тождественного диффео-
морфизма t2 = t1 в общей предельной точке (t1, t2) = (t0, t0). Если левый маркер суще-
ствует, то из (1.8) следует формула его вычисления:

t′2(t0 − 0) = − lim
t1→t0−0

∂Q(t1, t2(t1)
)

∂t1
·

(
∂Q
(
t1, t2(t1)

)
∂t2

)−1
 . (1.9)

Далее найдем ряд свойств псевдовершин, маркеров, крайних точек биссектрисы — основ-
ных конструктивных элементов теории, знание которых позволяет в ряде случаев сфор-
мировать сингулярное множество задачи быстродействия в явном аналитическом виде.

2. Основной результат

Теорема 2.1. Если x(0) =
(
t0, f(t0)

)
— псевдовершина плоской регулярной кривой

Γ =
{
x ∈ R2 : x = x(t) =

(
t, f(t)

)
, t ∈ T

}
, ограничивающей целевое множество M в за-

даче управления по быстродействию с динамикой (1.1), где локальный диффеоморфизм
t2 = t2(t1) является решением уравнения (1.7), удовлетворяет условиям (A1), (A2) и
имеет конечный левый маркер λ = t′2(t0− 0) 6 0, а скалярная функция y = f(t) такова,
что

f ′(t0) 6= 0, (2.1)
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у нее существуют конечные односторонние производные второго порядка f ′′(t0 − 0) и
f ′′(t0 + 0), причем

f ′′(t0 − 0) 6= f ′′(t0 + 0), (2.2)

то левый маркер
λ = 0. (2.3)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Найдем асимптотические разложения частных производных
функции Q(t1, t2) вдоль решения t2 = t2(t1) в левой полуокрестности точки t1 = t0 и пе-
рейдем к пределу, воспользовавшись соотношением (1.9). Имеем

∂Q

∂t1
=

(
f(t2)− f(t1)

t2 − t1
− −1 + f ′(t1)f ′(t2) + s(t1)s(t2)

f ′(t2) + f ′(t1)

)′
t1

=

=
−f ′(t1)(t2 − t1) + (f(t2)− f(t1))

(t2 − t1)2
−

−
f ′′(t1) ((f ′(t1))2 − s(t1)s(t2)) + s′(t1)s(t2)

(
f ′(t2) + f ′(t1)

)
+ f ′′(t1)(

f ′(t2) + f ′(t1)
)2 . (2.4)

Для краткости изложения результатов примем ряд соглашений по обозначениям. Для
упорядоченной тройки точек t0, t1, t2 из T, таких, что t1 < t0 < t2, где центральный
узел t0 — аргумент псевдовершины кривой Γ, введем в рассмотрение приращения ∆1 =

t0− t1 > 0, ∆2 = t2− t0 > 0, ∆ = ∆1 + ∆2 > 0. В том случае, когда тройка точек связана
локальным диффеоморфизмом t2 = t2(t1), приращение ∆2 = ∆2(∆1) = t2(t1) − t1, т. е.
∆2 зависит от ∆1, причем

∆2 = ∆2(∆1) = t2(t1)− t0 = t′2(t0 − 0)(t1 − t0) + o0(t1 − t0) = −λ∆1 + o0(∆1). (2.5)

Обозначение o0(∆1) использовано для функции, имеющей более высокий порядок малости
по отношению к аргументу слева от точки рассмотрения, т. е. здесь lim

∆1↓0
o0(∆1)

∆1
= 0. Всю-

ду ниже «о малое» с нижним индексом имеет аналогичный смысл. Обозначение ε0(∆1),

где lim
∆1↓0

ε0(∆1) = 0, и аналогичные обозначения с другими индексами используются для

бесконечно малых величин.
Для рассматриваемой функции y = f(t) и ее производных, вычисленных в централь-

ном узле t0, будем опускать обозначение аргумента. При этом для односторонних произ-
водных уберем обозначения t0 − 0 и t0 + 0 в аргументах функций, опуская соответству-
ющий знак минус или плюс в нижний индекс:

f ′ = f ′(t0), f ′′− = f ′′(t0 − 0), f ′′+ = f ′′(t0 + 0),

s′− =
f ′(t0)f ′′(t0 − 0)

s(t0)
, s′+ =

f ′(t0)f ′′(t0 + 0)

s(t0)
.

Отметим, что частные производные функции Q(t1, t2) зависят от скалярных функций
одного переменного. К каждой из них применим формулу Тейлора в окрестностях соответ-
ствующих точек t1 = t0 и t2 = t0. Определим следующий порядок вычислений. Сначала
строим разложения с независимыми приращениями ∆1 > 0 и ∆2 > 0, получая аппрокси-
мации с порядком малости относительно ∆12 = max{∆1,∆2} > 0. Затем, связывая точки
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t1, t2 локальным диффеоморфизмом t2 = t2(t1), учитывая (2.5), формируем аппроксима-
ции вдоль этого диффеоморфизма с соответствующим порядком малости относительно
∆1 > 0.

Начнем с аппроксимации уменьшаемой дроби в (2.4) до членов второго порядка вклю-
чительно в числителе, пренебрегая членами более высокого порядка малости по отноше-
нию к ∆12 :

−f ′(t1)(t2 − t1) + (f(t2)− f(t1))

(t2 − t1)2
=

=
(
−
(
f ′ −∆1f

′′
− + o1(∆12)

)
(∆2 + ∆2) + f + ∆2f

′+

+
∆2

2

2
f ′′+ − f + ∆1f

′ − ∆2
1

2
f ′′− + o2(∆2

12)
)
/∆2 =

=
∆1f

′′
−(∆2 + ∆1) +

∆2
2

2
f ′′+ −

∆2
1

2
f ′′− + o3(∆2

12)

∆2
=

=
∆1

∆
f ′′− +

∆2
2

2∆2
f ′′+ −

∆2
1

2∆2

f ′′− + ε3(∆12), ε3(∆12) =
o3(∆2

12)

∆2
,∆12 ↓ 0.

Перейдем к аппроксимации вычитаемой дроби в (2.4):

f ′′(t1) ((f ′(t2))2 + 1− s(t1)s(t2)) + s′(t1)s(t2)(f ′(t2) + f ′(t1))

(f ′(t2) + f ′(t1))2
=

=
f ′′(t1) ((f ′(t2))2 + 1− s(t1)s(t2) + s′(t1)s(t2)(f ′(t2) + f ′(t1)))

(f ′(t2) + f ′(t1))2
=

=
(s2 + ∆2s

′
−)
[
f ′′−(∆2s

′
+ + ∆1s

′
−) + s′−(f ′ + ∆2f

′′
+f
′ −∆1f

′′
−)
]

4(f ′)2 + 4∆2f ′f ′′+ − 4∆1f ′f ′′− + o8(∆12)
=

=
2f ′s′−s+ 2∆2f

′(s′−)2 + ∆2f
′′
−s
′
+s+ ∆2f

′′
−s
′
−s+ ε1(∆12)

4(f ′)2 + 4∆2f ′f ′′+ − 4∆1f ′f ′′− + o8(∆12)
.

Получили
∂Q

∂t1
(t1, t2) =

∆1

∆
f ′′− +

∆2
2

2∆2
f ′′+ −

∆2
1

2∆2

f ′′− + ε3(∆12)−

−
2f ′s′−s+ 2∆2f

′(s′−)2 + ∆2f
′′
−s
′
+s+ ∆2f

′′
−s
′
−s+ ε1(∆12)

4(f ′)2 + 4∆2f ′f ′′+ − 4∆1f ′f ′′− + o8(∆12)
=(

4
∆1

∆
f ′′− + (f ′)2 + 2

∆2
2

∆2
f ′′+(f ′)2 − 2

∆2
1

∆2
f ′′−(f ′)2 + 4

∆1∆1

∆
f ′′−f

′f ′′+ +
2∆3

2

∆2
f ′(f ′′+)2−

+
2∆3

2

∆2
f ′(f ′′+)2 − 2∆2

1∆2

∆2
f ′f ′′−f

′′
+ −

4∆2
1

∆
f ′(f ′′−)2 − 2∆2

2∆1

∆2
f ′f ′′+f

′′
− +

4∆3
1

∆
f ′(f ′′−)2−

−2f ′s′−s− 2∆2f ′(s′−)2 −∆2f ′′−s
′
+s−∆2f ′′+s

′
−s+ ε2(∆12)

)
/

/
(

4(f ′)2 + 4∆2f
′f ′′+ − 4∆1f

′f ′′− + o8(∆12)
)
.

Вычислим

∂Q

∂t2
(t1, t2) =

(
f(f2)− f(t1)

t2 − t1
− 1 + f ′(t1)f ′(t2) + s(t1)s(t2)

f ′(t2) + f ′(t1)

)′
t2

=
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=
f ′(t2)(t2 − t1)− (f(f2)− f(t1))

(t2 − t1)2
−

− f ′′(t2) ((f ′(t1))2 + 1− s(t1)s(t2)) + s(t1)s′(t1)(f(t2)− f(t1))

(f ′(t2) + f ′(t1))2
. (2.6)

Найдем аппроксимацию уменьшаемой дроби в (2.6):

f ′(t2)(t2 − t1)− (f(f2)− f(t1))

(t2 − t1)2
=
[
(f ′ + ∆2f

′′
+ + o5(∆12))(∆2 + ∆1)−

−
(
f + ∆2f

′ +
∆2

2

2
f ′′+ − f + ∆1f

′ − ∆2
1

2
f ′′− + o6(∆2

12)
)]
/∆2 =

=
(f ′ + ∆2f

′′
+ + o5(∆12))∆−

(
∆f ′ +

∆2
2

2
f ′′+ −

∆2
1

2
f ′′− + o6(∆2

12)
)

∆2
=

=
∆∆2f

′′
+ −

∆2
2

2
f ′′+ +

∆2
1

2
f ′′− + o7(∆2

12)

∆2
=

=
∆2

∆
f ′′+ −

∆2
2

2∆2
f ′′+ +

∆2
1

2∆2
f ′′− + ε7(∆12), ε7(∆12) =

o7(∆2
12)

∆2
,∆12 ↓ 0.

Аппроксимируем вычитаемую дробь в (2.6):

f ′′(t2)
(
(f ′(t1))2 + 1− s(t1)s(t2)

)
+ s(t1)s′(t1)

(
f(t2)− f(t1)

)(
f ′(t2) + f ′(t1)

)2 =

=
s(t1) [f ′′(t2)(s(t1)− s(t2)) + s′(t2)(f ′(t2) + f ′(t1))](

f ′(t2) + f ′(t1)
)2 =

=
[
(s−∆1s

′
−)
[
f ′′+(s−∆1s

′
− − s−∆2s

′
+) + s′+(f ′ + ∆2f

′′
+ + f ′ −∆1f

′′
−)
]

+ ε6(∆12)
]
/

/
(

4(f ′)2 + 4∆2f
′f ′′+ − 4∆1f

′f ′′− + o8(∆12)
)

=

=

(
s−∆1s

′
−
) [
−∆1f

′′
+s
′
− −∆2f

′′
+s
′
+ + 2f ′s′+ + ∆2f

′′
+s
′
+ −∆1f

′′
−s
′
+

]
+ ε6 (∆12)

4 (f ′)2 + 4∆2f ′f ′′+ − 4∆1f ′f ′′− + o8 (∆12)
=

=
(
− 2∆1f

′s′−s
′
+ −∆1f

′′
+s
′
−s−∆2f

′′
+s
′
+s+ 2f ′s′+s+ ∆2f

′′
+s
′
+s−

−∆1f
′′
−s
′
+s+ ε6 (∆12)

)
/
(
4 (f ′)

2
+ 4∆2f

′f ′′+ − 4∆1f
′f ′′− + o8 (∆12)

)
=

=
2f ′s′+s− 2∆1f

′s′−s
′
+ −∆1f

′′
+s
′
−s−∆1f

′′
−s
′
+s+ ε6 (∆12)

4 (f ′)2 + 4∆2f ′f ′′+ − 4∆1f ′f ′′− + o8 (∆12)
.

Тогда
∂Q

∂t2
(t1, t2) =

∆2

∆
f ′′+ −

∆2
2

2∆2
f ′′+ +

∆2
1

2∆2
f ′′− + ε7 (∆12) =

=
2f ′s′+s− 2∆1f

′s′−s
′
+ −∆1f

′′
+s
′
−s−∆1f

′′
−s
′
+s+ ε6 (∆12)

4 (f ′)2 + 4∆2f ′f ′′+ − 4∆1f ′f ′′− + o8 (∆12)
=

=

(
4

∆2

∆
f ′′+ (f ′)

2 − 2
∆2

2

∆2
f ′′+ (f ′)

2
+ 2

∆2
1

∆2
f ′′− (f ′)

2
+ 4

∆2
2

∆
f ′
(
f ′′+
)2 − 2

∆3
2

∆2
f ′
(
f ′′+
)2

+
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+2
∆2

1∆2

∆2
f ′f ′′−f

′′
+ − 4

∆2∆1

∆
f ′f ′′+f

′′
− + 2

∆2
2∆1

∆2
f ′f ′′+f

′′
− − 2

∆3
1

∆2
f ′
(
f ′′−
)2−

−2f ′s′+s+ 2∆1f
′s′−s

′
+ + ∆1f

′′
+s
′
−s+ ∆1f

′′
−s
′
+s+ ε6 (∆12)

)
/

/
(
4 (f ′)

2
+ 4∆2f

′f ′′+ − 4∆1f
′f ′′− + o8 (∆12)

)
.

Реализуя намеченный план, привлечем разложение первого порядка для левого марке-
ра (2.5) и найдем аппроксимации частных производных вдоль диффеоморфизма. Учтем
также, что в этом случае члены разложений, стоящие в числителях дробей, содержащие
∆3

2

∆2 ,
∆3

1

∆2 ,
∆2

1∆2

∆2 ,
∆2

2∆1

∆2 , ∆2∆1

∆
, имеют порядок малости o(∆1) и, стало быть, ими можно пре-

небречь. Имеем

∂Q
(
t1, t2(t1)

)
∂t1

=

(
4

∆1

∆1(1− λ) + o0(∆1)
f ′′−(f ′)2 + 2

(−λ∆1 + o0(∆1))2

(∆1(1− λ) + o0(∆1))2
f ′′+(f ′)2−

−2
∆2

1

(∆1(1− λ) + o0(∆1))2
f ′′−(f ′)2 − 2f ′s′−s− 2 (−λ∆1 + o0 (∆1)) f ′

(
s′−
)2−

− (−λ∆1 + o0 (∆1)) f ′′−s
′
+s− (−λ∆1 + o0 (∆1)) f ′′+s

′
−s+ ε2 (∆1)

)
/

/
(

4 (f ′)
2

+ 4 (−λ∆1 + o0 (∆1)) f ′f ′′+ − 4∆1f
′f ′′− + o9 (∆1)

)
.

Стало быть,

lim
t1→t0−0

∂Q
(
t1, t2(t1)

)
∂t1

=

=

(
4

1

(1− λ)
f ′′−(f ′)2 + 2

λ2

(1− λ)2
f ′′+(f ′)2 − 2

1

(1− λ)2f
′′
− (f ′)

2 − 2f ′s′−s

)
/
(
4(f ′)2

)
.

Здесь существенно условие нестационарности (2.1), благодаря которому этот предел
конечен.

Поскольку

∂Q

∂t2

(
t1, t2(t1)

)
=

4 (−λ∆1+o0(∆1))
(∆1(1−λ)+o0(∆1))

f ′′+ (f ′)2 − 2 (−λ∆1+o0(∆1))2

(∆1(1−λ)+o0(∆1))2
f ′′+ (f ′)2

4 (f ′)2 + 4 (−λ∆1 + o0 (∆1)) f ′f ′′+ − 4∆1f ′f ′′− + o9 (∆1)
+

+
2

∆2
1

(∆1(1−λ)+o1(∆1))2
f ′′−(f ′)2 − 2f ′s′+s+ ε9(∆1)

4 (f ′)2 + 4 (−λ∆1 + o1 (∆1)) f ′f ′′+ − 4∆1f ′f ′′− + o9 (∆1) ,

то

lim
t1→t0−0

∂Q
(
t1, t2(t1)

)
∂t2

=

=

(
4
−λ

(1− λ)
f ′′+ (f ′)

2 − 2
λ2

(1− λ)2f
′′
+ (f ′)

2
+ 2

1

(1− λ)2f
′′
− (f ′)

2 − 2f ′s′+s

)
/
(
4 (f ′)

2 )
.
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Здесь также важно, что в силу (1.2) выполняется неравенство f ′(t0) 6= 0, которое влечет
конечность предела. Тогда вследствие условия (1.9)

λ = −
4 1

(1−λ)
f ′′− (f ′)2 + 2 λ2

(1−λ)2
f ′′+ (f ′)2 − 2 1

(1−λ)2
f ′′− (f ′)2 − 2f ′s′−s

4 −λ
(1−λ)

f ′′+ (f ′)2 − 2 λ2

(1−λ)2
f ′′+ (f ′)2 + 2 1

(1−λ)2
f ′′− (f ′)2 − 2f ′s′+s

.

Преобразуем это равенство, воспользовавшись тем, что s′−s = f ′f ′′−, s
′
+s = f ′f ′′+ :

λ = −
4

(1−λ)
f ′′− (f ′)2 + 2 λ2

(1−λ)2
f ′′+ (f ′)2 − 2 1

(1−λ)2
f ′′− (f ′)2 − 2 (f ′)2 f ′′−

4 −λ
(1−λ)

f ′′+ (f ′)2 − 2 λ2

(1−λ)2
f ′′+ (f ′)2 + 2 1

(1−λ)2
f ′′− (f ′)2 − 2 (f ′)2 f ′′+

.

Сократим на (f ′)2 6= 0, после чего равенство упростим:

λ = −
2 1

(1−λ)
f ′′− + λ2

(1−λ)2
f ′′+ − 1

(1−λ)2
f ′′− − f ′′+

2 −λ
(1−λ)

f ′′+ − λ2

(1−λ)2
f ′′+ + 1

(1−λ)2
f ′′− − f ′′+

,

−2λ2

(1− λ)
f ′′+ −

λ3

(1− λ)2f
′′
+ +

λ

(1− λ)2f
′′
− +

2

(1− λ)
f ′′− +

λ2

(1− λ)2f
′′
+ −

1

(1− λ)2f
′′
− = λf ′′+ + f ′′−,

−2λ2 (1− λ) f ′′+ − λ3f ′′+ + λf ′′− + 2 (1− λ) f ′′− + λ2f ′′+ − f ′′− =
(
λf ′′+ + f ′′−

)
(1− λ)2 ,(

−2λ2 + 2λ3 − λ3 + λ2
)
f ′′+ + (λ+ 2− 2λ− 1) f ′′− =

(
λf ′′+ + f ′′−

)
(1− λ)2 ,(

λ3 − λ2
)
f ′′+ + (1− λ) f ′′− =

(
λf ′′+ + f ′′−

)
(1− λ)2 ,

λ2 (λ− 1) f ′′+ + (1− λ) f ′′− =
(
λf ′′+ + f ′′−

)
(1− λ)2 ,

−λ2f ′′+ + f ′′− =
(
λf ′′+ + f ′′−

)
(1− λ) ,

−λ2f ′′+ + f ′′− = λf ′′+ + f ′′− − λ2f ′′+ − λf ′′−,

−λ2f ′′+ + f ′′− − λf ′′+ − f ′′− + λ2f ′′+ + λf ′′− = 0,

λ
(
f ′′− − f ′′+

)
= 0.

Согласно условию (2.2) f ′′+ − f ′′− 6= 0, поэтомуλ = 0. Равенство (2.3) обосновано. �

Следствие 2.1. В условиях теоремы 2.1 для правого маркера µ , t′1(t0 + 0) справед-
ливо равенство

µ = −∞. (2.7)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу свойства обратимости локальных диффеоморфиз-
мов, отрицательности t′2(t1), когда t1 ∈ (t0 − δ, t0), δ1 > 0 и Замечания 1.1 имеем:

µ , t′1(t0 + 0) =
1

t′2(t0 − 0)
= lim

t1→t0−0

1

t′2(t1)
=

1

lim
t1→t0−0

t′2(t1)
= −∞.

�

Следствие 2.2. В условиях теоремы 2.1 крайняя точка ветви L
(
t0, f(t0)

)
биссек-

трисы L(Γ) при f ′′(t0 − 0) 6= 0 вычисляется по формуле

(t0, y0) =

(
t0 −

f ′(t0)
(
1 + (f ′(t0))2

)
f ′′(t0 − 0)

, f(t0) +
1 + (f ′(t0))2

f ′′(t0 − 0)

)
. (2.8)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользуемся известным результатом [22], согласно кото-
рому в рамках условий доказанной теоремы координаты крайней точки (t0, y0) биссектри-
сы L(Γ) (т. е. сингулярного множества решения задачи управления по быстродействию)
вычисляется по формулам:

t0 = t0 −
f ′(t0)

(
1 + (f ′(t0))2

)
β1f ′′(t0 − 0) + β2f ′′(t0 + 0)

, y0 = f(t0) +
1 + (f ′(t0))2

β1f ′′(t0 − 0) + β2f ′′(t0 + 0)
.

Здесь β1 = 1
1−λ , β2 = −λ

1−λ , β1 + β2 = 0. Поскольку левый маркер λ = 0, то весовые
коэффициенты β1 = 1, β2 = 0. Подставив их в равенства, получим (2.8). �

З а м е ч а н и е 2.2. Крайняя точка ветви биссектрисы определяет начальные усло-
вия задачи Коши для дифференциального уравнения первого порядка в нормальной фор-
ме при построении этой ветви в виде интегральной кривой. Процедуры формирования
правой части уравнения, методы его численного решения приведены в [12].

3. Пример задачи управления по быстродействию

Рассмотрим пример задачи управления по быстродействию с динамикой (1.1), в ко-
торой определенный выше перечень структурных элементов является достаточным для
аналитического конструирования сингулярного множества решения не только локально,
в окрестности цели, но и на всей области рассмотрения.

П р и м е р 3.1. Примем в качестве целевого множества M подграфик функции

f(t) =

{
1/t, t ∈ (0, 1],

−t+ 2, t ∈ (1,+∞).
(3.1)

Заметим, что M является невыпуклым множеством. Построим функцию оптимального
результата на множестве D = {(x1, x2) ∈ R2 : x1 ∈ (0,+∞), x2 > f(x1)}. Анализ показы-
вает, что кривая Γ = gr f имеет одну псевдовершину x(0) =

(
t0, t2(t0)

)
= (1, 1), причем

ею является единственная точка кривой, в которой кривизна разрывна.
Докажем, что x(0) = (1, 1) — псевдовершина Γ = gr f. Выберем в окрестности t0 ∈ R

произвольно точки t1 и t2 так, чтобы выполнялось тройное неравенство 0 < t1 < t0 < t2.

Система уравнений касательных (1.2) при 0 < t1 < t0 = 1 имеет вид{
y∗ = − 1

t21
(t∗ − t1) + 1

t1
,

y∗ = (t∗ − t2)− t2 + 2.

Ее решением является полупрямая Π =
{

(t∗, y∗) ∈ R2 : t∗ = 2t1
t1+1

, y∗ = 2
t1+1

, t1 ∈ (0, 1)
}
,

лежащая в подграфике функции (3.1).
Уравнение (1.3) для длин подкасательных здесь(

t1 −
2t1
t1 + 1

)2

+

(
1

t1
− 2

t1 + 1

)2

=

(
t2 −

2t1
t1 + 1

)2

+

(
1

t2
− 2

t1 + 1

)2

.

Откуда после преобразований получаем

2t22 − 8
t1t2
t1 + 1

− t51 − 3t41 − 4t31 + 4t21 − 3t1 + 1

2t21(t1 + 1)
= 0.
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Среди двух ветвей вида t2 = t2(t1) решения этого уравнения выделяем ту, что удовлетво-
ряет условиям (А1), (А2), а именно

t2(t1) =
1

1 + t1

(
2t1 +

(
1

t1
− 1

)√
t41 + 1

2

)
, t1 < t0 = 1. (3.2)

Непосредственным счетом убеждаемся, что левый маркер

λ = lim
t1→1−0

t′2 =

[
− 1

(1 + t1)2

(
2t1 +

(
1

t1
− 1

)√
t41 + 1

2

)
+

+
1

1 + t1

(
2− 1

t21

√
t41 + 1

2
+

(
1

t1
− 1

)
t31/

√
t41 + 1

2

)]
= −1

2
+

1

2
(2− 1) = 0,

что соответствует доказанной теореме 2.1.
Средствами классического анализа не трудно установить ряд свойств этой функции. Ее

график (в плоскости параметров t1, t2 ) представлен на Рис. 1. Очевидно, что lim
t1→1−0

t2(t1)=

1 = t0. При этом t2(t1) отображает интервал (0, 1) на интервал (1,+∞). Таким обра-
зом, t2(t1) параметризует всю область рассмотрения исходной функции (3.1). Это важное
свойство диффеоморфизма, которое позволяет построить разбиение области рассмотрения
функции (3.1). Примем

Γ0 ,
{
x(0) =

(
t0, t2(t0)

)
= (1, 1)

}
, Γ1 ,

{
x(0) = (x1, x1) ∈ Γ, x1 ∈ (0, 1)

}
,

Γ2 ,
{
x(0) = (x1, x1) ∈ Γ, x1 ∈ (1,+∞)

}
.

Таким образом, Γ = Γ0 ∪ Γ1 ∪ Γ2, причем эти фрагменты границы целевого множества
попарно не пересекаются. Поскольку, производная t′2(t1) < 0 для всех t1 ∈ (0, 1), то t2(t1)

является не локальным, а «глобальным» диффеоморфизмом, что дает возможность по-
строить сингулярное множество не только в окрестности цели, но в целом на всей области
рассмотрения задачи управления.

0 0.5 1 1.5 2
0

0.5

1

1.5

2
t2

t1

Рис. 1. Негладкая склейка графиков локальных диффеоморфизмов
t2 = t2(t1) и t1 = t1(t2).
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Построим ветвь L(t0, f(t0)) биссектрисы L(Γ), заметив, что в силу единственности
псевдовершины (t0, f(t0)) ∈ Γ здесь L(Γ) = L(t0, f(t0)). Другими словами, биссектриса
подграфика функции (3.1) состоит из одной ветви. Ее крайняя точка (t0, y0) = (2, 2)

находится по формулам (2.8). Система (1.4), определяющая биссектрису, т. е. сингулярное
множество рассматриваемой задачи, имеет вид{

−x1 + t1 − f ′(t1)
(
x2 − f(t1)

)
= 0,

−x1 + t2 − f ′(t2)
(
x2 − f(t2)

)
= 0.

В нестационарном случае, когда f ′(t0) 6= 0, она локально (в нашем случае – глобально)
разрешима. Действительно, поскольку система линейная, то{

x2 = f(t1) + t1−x1
f ′(t1)

,

x2 = f(t2) + t2−x1
f ′(t2)

.

Тогда ее решением является
x1 =

f ′(t1)f ′(t2)
(
f(t1)− f(t2)

)
+ t1f

′(t2)− t2f ′(t1)

f ′(t2)− f ′(t1)
,

x2 =
t2 − t1 + f ′(t2)f(t2)− f ′(t1)f(t1)

f ′(t2)− f ′(t1)
.

(3.3)

В рассматриваемом примере формулы (3.3) позволяют построить сингулярное множество
(см. Рис. 2) в явном виде:

L
(
t0, f(t0)

)
=

{
(x1, x2) ∈ R2 : x1 =

1

1− t21
(2t2 − 2− t31 + t−1

1 ),

x2 =
1

1− t21

(
2t21(t2 − 1)− t31 + t−1

1

)
, t2 =

1

t1 + 1

(
2t1 + (t−1

1 − 1)

√
t41 + 1

2

)
, t1 ∈ (0, 1)

}
=

=

{
(x1, x2) ∈ R2 : x1 =

2

(1 + t1)2

(
−1 + t−1

1

√
t41 + 1

2

)
+ t1 + t−1

1 ,

x2 =
2

(1 + t1)2

(
−1 + t−1

1

√
t41 + 1

2

)
+ t1 + t−1

1 , t1 ∈ (0, 1)

}
.

Важно отметить, что по построению сингулярное множество L
(
t0, f(t0)

)
решения за-

дачи управления состоит из точек, имеющих ровно две проекции (ближайшие точки) на
целевое множество M. Тогда множество D̆ = D \ L

(
t0, f(t0)

)
, т. е. область определения

функции оптимального результата за вычетом сингулярного множества, состоит из точек,
имеющих ровно одну проекцию на M.

Здесь D̆ не удовлетворяет строгому определению «солнца» [23,24], тем не менее явля-
ется множеством, на котором оператор проецирования PM(x) точек x ∈ D̆ на M имеет
сугубо одноэлементные значения.

Найденная перепараметризация (3.2) границы Γ = ∂M и осуществленное на ее ос-
нове разбиение такое, что Γ = Γ0 ∪ Γ1 ∪ Γ2, позволяют разбить область D̆ на подобла-
сти, в каждой из которых ближайшая точка находится по своей формуле. Примем D̆0 =((
t0, f(t0)

)
, (t0, y0)

]
— «полуотрезок» прямой, соединяющий псевдовершину

(
t0, f(t0)

)
=
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( 1, 1) с к р а й н е й т о ч к о й (t0 , y 0 ) = ( 2, 2) б и с с е к т р и с ы, з д е с ь ( 1, 1) /∈ D̆ 0 , ( 2, 2) ∈ D̆ 0 . С о-

с т а в н а я к р и в а я L̆ = L t0 , f(t0 ) ∪ D̆ д е л и т о б л а с т ь р а с с м о т р е н и я D р е ш е н и я з а д а ч и н а

д в е п о д о б л а с т и у с л о в н о в е р х н ю ю D̆ 1 , с о с т о я щ у ю и з т о ч е к, л е ж а щ и х в ы ш е L̆, и у с л о в н о

н и ж н ю ю D̆ 2 , с о с т о я щ у ю и з т о ч е к, л е ж а щ и х н и ж е L̆. П о п о с т р о е н и ю D̆ = D̆ 0 ∪ D̆ 1 ∪ D̆ 2 .

П р и э т о м д л я т о ч е к x ∈ D̆ 0 б л и ж а й ш е й н а M я в л я е т с я п с е в д о в е р ш и н а t0 , f(t0 ) = ( 1 , 1)

к р и в о й Γ , д л я т о ч е к x ∈ D̆ 1 б л и ж а й ш е й н а M я в л я е т с я т о ч к а н а д у г е Γ 1 , н а к о н е ц д л я

т о ч е к x ∈ D̆ 2 б л и ж а й ш е й н а M я в л я е т с я т о ч к а н а д у г е Γ 2

− 1 0 1 2 3 4

0
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1
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3
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t

y

Γ

L

Φ

.

Р и с. 2. С и н г у л я р н о е м н о ж е с т в о L, л и н и и у р о в н я Φ ф у н к ц и и о п т и м а л ь н о г о р е з у л ь т а т а

и к р и в а я Γ .

В к а ж д о й и з в ы д е л е н н ы х п о д о б л а с т е й, р а с с т о я н и е д о M в ы ч и с л я е т с я п о с в о е й ф о р-

м у л е, а и м е н н о:

u (x ) =






u 0 (x ) ρ (x , Γ 0 ), x ∈ D̆ 0 ,

u 1 (x ) ρ (x , Γ 1 ), x ∈ D̆ 1 ,

u 2 (x ) ρ (x , Γ 2 ), x ∈ D̆ 2 .

т. е.

u (x ) =






(x 1 − 1) 2 + ( x 2 − 1) 2 , x ∈ D̆ 0 ,

i nf ρ (x 1 , x2 ), (t1 , t− 1
1 ) : t1 ∈ ( 0, 1) , x ∈ D̆ 1 ,

i nf { ρ ((x 1 , x2 ), (t1 , 2 − t1 )) : t1 ∈ ( 1, + ∞ )} , x ∈ D̆ 2 .

( 3. 4)

З а м ы к а я п о н е п р е р ы в н о с т и о п е р а т о р о м м и н и м у м а, п о л у ч а е м ф о р м у л у ф у н к ц и и о п т и м а л ь-

н о г о р е з у л ь т а т а н а в с е й о б л а с т и D :

u (x ) = mi n { u 0 (x ), u1 (x ), u2 (x )} , x ∈ D.

Г р а ф и к р е ш е н и я п р е д с т а в л е н н а Р и с. 3. О т м е т и м, ч т о з а к л ю ч е н н ы е в ф о р м у л е ( 3. 4 )

д в е о п т и м и з а ц и о н н ы е з а д а ч и д о п у с к а ю т а н а л и т и ч е с к о е р е ш е н и е. Т р и в и а л ь н ы м и р а с с у ж-

д е н и я м и м о ж н о п о к а з а т ь, ч т о

u 2 (x ) = i nf { ρ ((x 1 , x2 ), (t1 , 2 − t1 )) : t1 ∈ ( 1, + ∞ )} = |x 1 + x 2 − 2 |/
√

2 .
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Отыскание значений функции u1(x),x ∈ D̆1 требует существенно больших усилий, свя-
занных с поиском корней многочлена четвертого порядка. Принципиально это задача ре-
шается методом Феррари на основе кубической резольвенты. Имеем

inf
{
ρ
(
(x1, x2), (t1, t

−1
1 )
)

: t1 ∈ (0, 1)
}

= ρ

(
(x1, x2),

(
t
(0)
1 ,

1

t
(0)
1

))
.

Здесь t1 = t
(0)
1 — корень уравнения

t41 − x1t
3
2 + x2t1 − 1 = 0. (3.5)

При этом t
(0)
1 = y(0) + x1/4, где y = y(0) — максимальный отрицательный корень ал-

гебраического уравнения 4-го порядка, полученного из (3.5) с помощью преобразования
Чирнгаузена (см. [10, с. 119]). На практике y = y(0) выбирается перебором действительных
корней двух квадратичных уравнений:

y2 −
√

2s0 +
3

8
x2

1 · y +
x2 − x3

1/8

2
√

2s0 + 3
8
x2

1

+ s0 = 0,

y2 +

√
2s0 +

3

8
x2

1 · y −
x2 − x3

1/8

2
√

2s0 + 3
8
x2

1

+ s0 = 0.

В этих уравнениях s = s0 — любой (например, действительный) корень резольвенты
уравнения 4-го порядка, полученного из (3.5) преобразованием Чирнгаузена. В рассмат-
риваемом примере резольвента — алгебраическое уравнение третьего порядка

s3 +
3x2

1s
2

16
−
(
x1x2

4
− 3x4

1

256
− 1

)
s+

x8
1

4096
− x3

1x2

64
+

3x2
1

16
− x2

2

8
= 0.

0
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Рис. 3. График функции оптимального результата u(x).
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Abstract. The traditional numerical process to tackle a linear Fredholm integral equation on
a large interval is divided into two parts, the first is discretization, and the second is the use of
the iterative scheme to approach the solutions of the huge algebraic system. In this paper we
propose a new method based on constructing a generalization of the iterative scheme, which is
adapted to the system of linear bounded operators. Then we don’t discretize the whole system,
but only the diagonal part of the system. This system is built by transforming our integral
equation. As discretization we consider the product integration method and the Gauss–Seidel
iterative method as iterative scheme. We also prove the convergence of this new method. The
numerical tests developed show its effectiveness.

Keywords: Fredholm equation of the second kind; weakly singular kernel; large integration
interval; Gauss–Seidel method; bounded operators matrix; product integration method
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the numerical solution of the Fredholm linear integral equation on a large interval]. Vestnik
rossiyskikh universitetov. Matematika – Russian Universities Reports. Mathematics, 2020, vol.
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Аннотация. Традиционное численное решение линейного интегрального уравнения Фред-
гольма на большом интервале делится на два этапа: первый — дискретизация, второй —
использование итерационной схемы для приближения к решению алгебраической системы
большой размерности (полученной на первом этапе). В этой статье мы предлагаем новый
метод, основанный на построении обобщения итерационной схемы, которая адаптирована к
системе линейных ограниченных операторов, при этом мы не дискретизируем всю систему,
а только ее диагональную часть. Рассматриваемая система строится путем преобразования
исходного интегрального уравнения. В качестве дискретизации мы рассматриваем метод
интегрирования произведения, а в качестве итерационной схемы — итерационный метод
Гаусса–Зайделя. Мы также анализируем сходимость этого нового метода. Численные те-
сты показывают его эффективность.
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Introduction

Numerical approximation of linear Fredholm integral equations leads to linear algebraic
systems. The size of the matrices obtained in the linear systems depends on the order of
convergence. So, we have to solve a huge system to get a small error. However, this system can
not be solved directly, so we use the Gauss–Seidel iterative scheme to approach its solutions.
For this iterative method, many variants have been developed [1–6].

In this paper we propose a new method. First we make our integral equation into a system
of the following form: 

λu1 = T11u1 + T12u2 + . . .+ T1NuN + f1,

λu2 = T21u1 + T22u2 + . . .+ T2NuN + f2,
...

...
λuN= TN1u1 + TN2u2 + . . .+ TNNuN + fN ,

(0.1)

where {Tij}1≤i,j≤N is a family of bounded operators. Next we construct a generalization of the
Gauss–Seidel method adapted to (0.1), after that we discretize only the diagonal part of this
system to approach a solution of the initial equation.

In [7] and [8], a generalization of Jacobi’s method adapted to the same system (0.1) has been
constructed in order to approach a regular and a weakly singular Frehdolm integral equation,
respectively. The numerical study of those papers presents very good results. In this paper,
in a similar way, we construct a generalization of Gauss–Seidel method to approach a linear
Fredholm integral equation of the second kind with weakly singular kernel defined on a large
interval.

Let X = C ([0, τ ]) be the Banach space of continuous functions equipped with the norm

∀x ∈ X ‖x‖X = max
0≤t≤τ

|x(t)| ,

where [0, τ ] is a large interval of R , i.e. τ >> 0 . Let T : X → X be the integral operator
defined by

∀x ∈ X Tx(t) =

∫ τ

0

g(|s− t|)x(s)ds, t ∈ [0, τ ],

where g : (0, τ ]→ R is a weakly singular function in the following sense:

(H) the function g is continuous and decreasing on (0, τ ], summable on [0, τ ], g(s) ≥ 0 for
all s ∈ (0, τ ], lims→0+ g(s) = +∞.

Then T : X → X is a bounded operator [9], and the norm of T is given by

‖T‖BL(X) = sup
‖x‖X=1

‖Tx‖X = max
0≤t≤τ

∫ τ

0

g(|s− t|)ds = 2

∫ τ/2

0

g(s)ds,
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where BL (X) is the Banach space of all bounded operators from X to itself. Let λ ∈ C∗ be
such that

|λ| = 2µ

∫ τ/2

0

g(s)ds, µ > 1,

then λ is in the resolvent set of T . By Neumann’s theorem, we obtain that (λI − T )−1 exists,
and ∥∥(λI − T )−1∥∥

BL(X)
≤ 1

|λ| − ‖T‖BL(X)

,

where I is the identity operator on X . Then the integral equation

λu(t) =

∫ τ

0

g(|s− t|)u(s)ds+ f(t), t ∈ [0, τ ], (0.2)

has a unique solution u ∈ X for every f ∈ X . Equation (0.2) is of great interest to
mathematicians [9–11]. Our goal is to research this equation.

The paper is organized as follows. In Section 2, we introduce some notation and preliminary
results. In Section 3, by using the previous results, we show how to formulate system (0.1) .
In Section 4, we treat our method of generalization of the Gauss–Seidel method in collocation
with the product integration method. Finally, we give numerical results developed and compare
our method with the conventional Gauss–Seidel method.

1. Notions and preliminary results

For N ≥ 2 , we define a subdivision of the interval [0, τ ] by:

H =
τ

N
, tj = (j − 1)H, 1 ≤ j ≤ N + 1.

Let
{(
Xj, ‖·‖j

)}N
j=1

, N ≥ 2 , be a family of Banach spaces, where Xj = C ([tj, tj+1]) is

associated with the following norm:

∀x ∈ Xj ‖x‖j = max
tj≤t≤tj+1

|x(t)| .

For 1 ≤ i, j ≤ N , we specify the Banach space Bij = BL (Xj, Xi) of all bounded operators
from Xj to Xi with the operator norm

∀S ∈ Bij ‖S‖ij = sup
‖x‖j=1

‖Sx‖i .

Let X̃N =
N∏
j=1

Xj be the product Banach space equipped with the norm

∀Z = (z1, ..., zN) ∈ X̃N ‖Z‖X̃N
= max

1≤j≤N
‖zj‖j.

Let B̃N = BL
(
X̃N

)
be the Banach space of all bounded operators from X̃N to itself

associated with the operator norm

∀S ∈ B̃N ‖S‖ = sup
‖x‖

X̃N
=1

‖Sx‖X̃N
.
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Let {Tij}1≤i,j≤N be a family of operators defined by:

Tij : C([tj, tj+1])→ C([ti, ti+1]), x 7→ Tijx(t) =

∫ tj+1

tj

g(|s− t|)x(s)ds, t ∈ [ti, ti+1].

It is clear that Tij ∈ Bij for all 1 ≤ i, j ≤ N , and

‖Tij‖ij = max
t∈[ti,ti+1]

∫ tj+1

tj

g(|s− t|)ds.

For all 1 ≤ i ≤ N , ‖Tii‖ii < |λ| , then (λIii−Tii) is a bijection on Xi , its inverse is a bounded
linear operator (see [11]), and

‖(λIii − Tii)−1‖ii ≤
1

|λ| − ‖Tii‖ii
,

where Iii is the identity operator on Xi .

Lemma 1.1. For all 1 ≤ i, j ≤ N , we have:

‖Tij‖ij =



2

∫ H/2

0

g(s)ds, if i = j,∫ tj+1−ti+1

tj−ti+1

g(s)ds, if i < j,∫ ti−tj

ti−tj+1

g(s)ds, if i > j.

P r o o f. Consider the following function G : [0, τ ] → R that will play an important role
in the proof:

G(t) :=

∫ t

0

g(s)ds.

Case 1: i=j. Let y(t) : [ti, ti+1]→ R be defined by

y(t) :=

∫ ti+1

ti

g(|s− t|)ds =
∫ t

ti

g(t− s)ds+
∫ ti+1

t

g(s− t)ds = G(t− ti) +G(ti+1 − t).

The function y(t) is symmetric with respect to ti+ti+1

2
, and

y′(t) = g(t− ti)− g(ti+1 − t).

Obviously, y′(t) > 0 if ti < t < ti+ti+1

2
, and y′(t) < 0 if ti+ti+1

2
< t < ti+1. Hence

‖Tii‖ii = max
ti≤t≤ti+1

y(t) = y
(ti + ti+1

2

)
= 2

∫ H/2

0

g(s)ds.

Case 2: i<j. Let y(t) : [ti, ti+1]→ R be defined by

y(t) :=

∫ tj+1

tj

g(s− t)ds = G(tj+1 − t)−G(tj − t).
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Then
y′(t) = g(tj − t)− g(tj+1 − t) > 0 for all ti < t < ti+1.

Hence

‖Tij‖ij = max
ti≤t≤ti+1

y(t) = y(ti+1) =

∫ tj+1−ti+1

tj−ti+1

g(s)ds.

Case 3: i>j. Let y(t) : [ti, ti+1] −→ R be defined by

y(t) :=

∫ tj+1

tj

g(t− s)ds = G(t− tj)−G(t− tj+1).

Then
y′(t) = g(t− tj)− g(t− tj+1) < 0 for all ti < t < ti+1.

Hence

‖Tij‖ij = max
ti≤t≤ti+1

y(t) = y(ti) =

∫ ti−tj

ti−tj+1

g(s)ds.

Theorem 1.1. For integers N ≥ 2, 1 ≤ i ≤ N, consider the positive parameters γ
i
, γi,

βH(i, N) and β∗ given by:

γ
i
=

∑
j<i

‖Tij‖ij

|λ| − ‖Tii‖ii
, γi =

∑
j>i

‖Tij‖ij

|λ| − ‖Tii‖ii
,

βH(i, N) = γ
i
+ γi, β∗ = max

1≤i≤N

γi
1− γ

i

.

We have
βH(i, N) < 1 and β∗ < 1.

P r o o f. Using the formulae obtained in Lemma 1.1, we get

βH(i, N) =

N∑
j=1,j 6=i

‖Tij‖ij

|λ| − ‖Tii‖ii
=

i−1∑
j=1

‖Tij‖ij +
N∑

j=i+1

‖Tij‖ij

|λ| − ‖Tii‖ii

=

i−1∑
j=1

∫ ti−tj

ti−tj+1

g(s)ds+
N∑

j=i+1

∫ tj+1−ti+1

tj−ti+1

g(s)ds

|λ| − ‖Tii‖ii

=

∫ ti

0

g(s)ds+

∫ τ−ti+1

0

g(s)ds

2µ

∫ τ/2

0

g(s)ds− 2

∫ H/2

0

g(s)ds

=
yH(ti)

2µ

∫ τ/2

0

g(s)ds− 2

∫ H/2

0

g(s)ds

,

where

yH(ti) :=

∫ ti

0

g(s)ds+

∫ τ−ti+1

0

g(s)ds = G(ti) +G(τ − ti+1), 1 ≤ i ≤ N.

The sequence yH(ti) is symmetric with respect to τ
2
or τ

2
−H , and

y′H(ti) = g(ti)− g(τ − ti+1).
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It is obvious, that y′H(t) > 0 if 0 < ti <
τ
2
−H, and y′H(t) < 0 if τ

2
< ti < τ. Hence

max
1≤i≤N

yH(ti) = yH
(τ
2
−H

)
= yH

(τ
2

)
=

∫ τ/2

0

g(s)ds+

∫ τ/2 −H

0

g(s)ds.

As N ≥ 2 then H ≤ τ
2
, so we obtain

βH(i, N) ≤
max
1≤i≤N

yH(ti)

2µ

∫ τ/2

0

g(s)ds− 2

∫ H/2

0

g(s)ds

,

≤

∫ τ/2

0

g(s)ds+

∫ τ/2 −H

0

g(s)ds

2µ

∫ τ/2

0

g(s)ds− 2

∫ H/2

0

g(s)ds

≤ 1

µ
< 1.

Finally, since βH(i, N) < 1 , it is clear that β∗ < 1 .

2. Formulation of system (0.1)
In this section, we see how to formulate system (0.1) according to our integral equation.

Let {uj}1≤j≤N be a family of continuous functions such that

uj ∈ Xj, ∀t ∈ [tj, tj+1] uj(t) = u(t).

We have

λu(t) =

∫ τ

0

g(|s− t|)u(s)ds+ f(t) =
N∑
j=1

∫ tj+1

tj

g(|s− t|)uj(s)ds+ f(t), t ∈ [0, τ ] ,

which is equivalent to the same system (0.1) described in the introduction:
λu1(t) = T11u1(t) + T12u2(t) + . . .+ T1NuN(t) + f1(t), t ∈ [t1, t2],

λu2(t) = T21u1(t) + T22u2(t) + . . .+ T2NuN(t) + f2(t), t ∈ [t2, t3],
...

...
...

λuN(t) = TN1u1(t) + TN2u2(t) + . . .+ TNNuN(t) + fN(t), t ∈ [tN , tN+1],

where

fj ∈ Xj, ∀t ∈ [tj, tj+1] fj(t) = f(t).

This system is equivalent to the following linear equation:

λU =MTU + F,

where MT : X̃N → X̃N is the operator matrix defined by

MT =


T11 T12 ... T1N
T21 T22 ... T2N
... ... ... ...

TN1 TN2 ... TNN

 ,
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F = (f1, ..., fN) is given in X̃N and U = (u1, ..., uN) is to be found in the same space.
It is clear that MT is a bounded operator. We have

‖MT‖ = max
1≤i≤N

N∑
j=1

‖Tij‖ij = max
1≤i≤N

N∑
j=1

max
t∈[ti,ti+1]

∫ tj+1

tj

g(|s− t|)ds

= max
0≤t≤τ

∫ τ

0

g(|s− t|)ds < |λ| .

We use Neumann’s theorem [12] to conclude that (λIN −MT )
−1 exists and∥∥(λIN −MT )

−1∥∥ ≤ 1

|λ| − ‖MT‖
,

where IN is the identity operator on X̃N . This assures the existence and uniqueness of the
solution U = (u1, ..., uN) of the system (0.1) for all F = (f1, ..., fN) in X̃N .

3. Generalized Gauss–Seidel method

In this section, we construct a generalization of the Gauss–Seidel method suitable for our
system (0.1) .

3.1. Definition of an iterative sequence and its convergence

Consider the following iterative scheme:{
λUk = LTU

k + (MT − LT )Uk−1 + F, k ≥ 1,

U0 ∈ X̃N ,

where LT is the lower triangular matrix part of MT defined by

LT =


T11 O12 ... O1N

T21 T22 ... O2N

. . ... .

TN1 TN2 ... TNN

 .

For 1 ≤ i, j ≤ N , Oij : Xj → Xi is the null operator, i.e. ∀x ∈ Xj, Oijx = 0Xi
. We can write

the precedent iterative scheme in a simple and clear formula: for 1 ≤ i ≤ N, λuki (t) = Tiiu
k
i (t) +

i−1∑
j=1

Tiju
k
j (t) +

N∑
j=i+1

Tiju
k−1
j (t) + fi(t), t ∈ [ti, ti+1], k ≥ 1,

u0i ∈ Xi,

with
0∑
j=1

Tiju
k
j =

N∑
j=N+1

Tiju
k
j = 0Xi

.

Our goal is to prove that Uk → U for k →∞.

Theorem 3.1. We have

limk→∞ ‖Uk − U‖X̃N
= 0.



394 S. Lemita, H. Guebbai, I. Sedka, M.Z. Aissaoui

P r o o f. For all 1 ≤ i ≤ N ,

λui = Tiiui +
i−1∑
j=1

Tijuj +
N∑

j=i+1

Tijuj + fi,

(λIii − Tii)ui =
i−1∑
j=1

Tijuj +
N∑

j=i+1

Tijuj + fi,

ui = (λIii − Tii)−1
i−1∑
j=1

Tijuj + (λIii − Tii)−1
N∑

j=i+1

Tijuj + (λIii − Tii)−1fi.

In the same way, we get

uki = (λIii − Tii)−1
i−1∑
j=1

Tiju
k
j + (λIii − Tii)−1

N∑
j=i+1

Tiju
k−1
j + (λIii − Tii)−1fi.

Then

(uki − ui) = (λIii − Tii)−1
i−1∑
j=1

Tij(u
k
j − uj) + (λIii − Tii)−1

N∑
j=i+1

Tij(u
k−1
j − uj).

Therefore

‖uki − ui‖i ≤ ‖(λIii − Tii)−1‖ii
i−1∑
j=1

‖Tij‖ij‖ukj − uj‖j + ‖(λIii − Tii)−1‖ii
N∑

j=i+1

‖Tij‖ij‖uk−1j − uj‖j

≤

i−1∑
j=1

‖Tij‖ij

|λ| − ‖Tii‖ii
‖ukj − uj‖j +

N∑
j=i+1

‖Tij‖ij

|λ| − ‖Tii‖ii
‖uk−1j − uj‖j

≤ γ
i
‖Uk − U‖X̃N

+ γi‖Uk−1 − U‖X̃N
.

Let im ∈ N be such that
‖ukim − uim‖Xim

= ‖Uk − U‖X̃N
.

We obtain

‖Uk − U‖X̃N
≤ γ

im
‖Uk − U‖X̃N

+ γim‖U
k−1 − U‖X̃N

,

(1− γ
im
)‖Uk − U‖X̃N

≤ γim‖U
k−1 − U‖X̃N

,

‖Uk − U‖X̃N
≤

γim
1− γ

im

‖Uk−1 − U‖X̃N
,

‖Uk − U‖X̃N
≤ β∗‖Uk−1 − U‖X̃N

.

Repeating this operation k times, we find that

‖Uk − U‖X̃N
≤ βk∗‖U0 − U‖X̃N

.

Now we use the fact that β∗ < 1 to conclude the proof.

To get an approximation of the solution u , we construct it, for the k -th iteration, using
the following formula:

∀t ∈ [ti, ti+1) u(t) ≈ uki (t), 1 ≤ i ≤ N,

and u(b) = ukN(b) .
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3.2. Product integration method

In practice, for 1 ≤ i ≤ N , (λIii − Tii)−1 can not be found exactly. For that, we need to
approximate it using product integration method [10]. It will be easy, because, for 1 ≤ i ≤ N ,
[ti, ti+1] is not very large compared to [0, τ ] .

First of all, we study the following equation in order to explain the product integration
method: for 1 ≤ i ≤ N

∀t ∈ [ti, ti+1] λui(t) = Tiiui(t) + gi(t).

It is clear that ui ∈ Xi exists and is unique for all gi ∈ Xi . For n ≥ 2 , 1 ≤ i ≤ N , we define
a subdivision of [ti, ti+1] by

hn =
H

n− 1
, si,p = ti + (p− 1)hn, 1 ≤ p ≤ n.

For 1 ≤ i ≤ N , let {ei,p(s)}np=1 ⊂ Xi be such that for 2 ≤ p ≤ n− 1 ,

ei,p(s) =

1− |s− si,p|
hn

, si,p−1 ≤ s ≤ si,p+1

0, otherwise.

ei,1(s) =


si,2 − s
hn

, si,1 ≤ s ≤ si,2

0, otherwise.

ei,n(s) =


s− si,n−1

hn
, si,n−1 ≤ s ≤ si,n

0, otherwise.

Let Tii,n : Xi → Xi be a linear operator defined by

∀x ∈ Xi Tii,nx(t) =
n∑
p=1

wi,p(t)x(si,p), t ∈ [ti, ti+1],

with weights

wi,p(t) =

∫ ti+1

ti

g(|s− t|)ei,p(s)ds.

From [10], it follows that for 1 ≤ i ≤ N , Tii,n ∈ Bii and

‖Tii,n‖ii ≤ 2

∫ H/2

0

g(s)ds.

Let us denote

δH := 2

∫ H/2

0

g(s)ds.

Theorem 3.1. For all 1 ≤ i ≤ N , for n large enough, (λIii − Tii,n)−1 exists and∥∥(λIii − Tii,n)−1∥∥ii ≤ κ,

where κ is a positive constant independent of i and n .
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P r o o f. For all 1 ≤ i ≤ N , using Lemma 4.1.2 [10], we get

lim
n→∞

‖(Tii − Tii,n)Tii,n‖ii = 0.

From Theorem 4.1.2 [10], we obtain that (λIii − Tii,n)−1 exists for n large enough and

∥∥(λIii − Tii,n)−1∥∥ii ≤ 1 + ‖(λIii − Tii)−1‖ii ‖Tii,n‖ii
|λ| − ‖(Tii − Tii,n)Tii,n‖ii

.

But
‖Tii,n‖ii ≤ δH ,

∥∥(λI − Tii)−1∥∥ii ≤ 1

|λ| − ‖Tii‖ii
=

1

|λ| − δH
.

Then

lim
n→∞

1 + ‖(λIii − Tii)−1‖ii ‖Tii,n‖ii
|λ| − ‖(Tii − Tii,n)Tii,n‖ii

≤ |λ|−1
(
1 + (|λ| − δH)−1 δH

)
.

To conclude the proof, we take

κ = 1 + |λ|−1
(
1 + (|λ| − δH)−1 δH

)
.

For 1 ≤ i ≤ N , for n large enough, let ui,n ∈ Xi be a unique solution of the following
equation:

λui,n(t) = Tii,nui,n(t) + gi(t), t ∈ [ti, ti+1].

Theorem 3.2. For 1 ≤ i ≤ N , for n large enough,

‖ui − ui,n‖i ≤ δHκω (hn, ui) ,

where ω (hn, ui) is the modulus of continuity of ui(t) on [ti, ti+1] defined by

ω (hn, ui) = max
|s−t|≤hn

|ui(t)− ui(s)|.

P r o o f. Follows from Theorem 4.2.1 in [10] and the fact that

ui − ui,n = (λIii − Tii,n)−1 (Tii − Tii,n) ui.

For 1 ≤ i ≤ N , ui,n is calculated by the formula

∀t ∈ [ti, ti+1] ui,n(t) =
1

λ

( n∑
p=1

wi,p(t)xp + gi(t)
)
,

where x = (x1, ..., xp) is a unique solution of the system

λx = Ax+ b, Aqp = wi,p(si,q), bq = gi(si,q), 1 ≤ q, p ≤ n.
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We define the iterative scheme of the product integration version of the generalized Gauss–
Seidel method corresponding to our integral equation by λuki,n(t) = Tii,nu

k
i,n(t) +

i−1∑
j=1

Tiju
k
j,n(t) +

N∑
j=i+1

Tiju
k−1
j,n (t) + fi(t), t ∈ [ti, ti+1], k ≥ 1,

u0i ∈ Xi,

for 1 ≤ i ≤ N and n ≥ 2. For k ≥ 0 , we define Uk
n =

(
uk1,n, u

k
2,n, . . . , u

k
N,n

)
∈ X̃N . For

technical reasons, we need to define Ûk
n =

(
ûk1,n, û

k
2,n, . . . , û

k
N,n

)
∈ X̃N : let for 1 ≤ i ≤ N and

n ≥ 2 , λûki,n(t) = Tiiû
k
i,n(t) +

i−1∑
j=1

Tiju
k
j,n(t) +

N∑
j=i+1

Tiju
k−1
j,n + fi(t), t ∈ [ti, ti+1], k ≥ 1,

u0i ∈ Xi.

Theorem 3.3. For k ≥ 1 , n ≥ 2 , we have

‖Uk
n − U‖X̃N

≤ ϑδHκ

1− β∗
max
1≤i≤N

0≤l≤k

ω
(
hn, û

l
i,n

)
+ βk∗‖U0 − U‖X̃N

,

where ϑ :=
|λ|

|λ| − ‖MT‖
.

P r o o f. We have, for n ≥ 2 ,

‖Uk
n − U‖X̃N

≤ ‖Uk
n − Ûk

n‖X̃N
+ ‖Ûk

n − U‖X̃N
.

But, for 1 ≤ i ≤ N ,

(ûki,n − ui) = (λIii − Tii)−1
i−1∑
j=1

Tij(u
k
j,n − uj) + (λIii − Tii)−1

N∑
j=i+1

Tij(u
k−1
j,n − uj).

Therefore

‖ûki,n − ui‖i ≤ ‖(λIii − Tii)−1‖ii
i−1∑
j=1

‖Tij‖ij‖ukj,n − uj‖j

+ ‖(λIii − Tii)−1‖ii
N∑

j=i+1

‖Tij‖ij‖uk−1j,n − uj‖j

≤ γ
i
‖Uk

n − U‖X̃N
+ γi‖Uk−1

n − U‖X̃N
.

Let im ∈ N be such that

‖ûkim,n − u
k
im‖Xim

= ‖Ûk
n − U‖X̃N

.

We obtain

‖Ûk
n − U‖X̃N

≤ γ
im
‖Uk

n − U‖X̃N
+ γim‖U

k−1
n − U‖X̃N

.
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Then

‖Uk
n − U‖X̃N

≤ ‖Uk
n − Ûk

n‖X̃N
+ γ

im
‖Uk

n − U‖X̃N
+ γim‖U

k−1
n − U‖X̃N

,

‖Uk
n − U‖X̃N

≤ 1

1− γ
im

‖Uk
n − Ûk

n‖X̃N
+

γim
1− γ

im

‖Uk−1
n − U‖X̃N

≤ ϑδHκ max
1≤i≤N

ω
(
hn, û

k
i,n

)
+ β∗‖Uk−1

n − U‖X̃N
.

Repeating the last inequality,

‖Uk
n − U‖X̃N

≤ ϑδHκ max
1≤i≤N

ω
(
hn, û

k
i,n

)
+ β∗

(
ϑδHκ max

1≤i≤N
ω
(
hn, û

k−1
i,n

)
+ β∗‖Uk−2

n − U‖X̃N

)
≤ ϑδHκ

k−1∑
l=0

βl∗ max
1≤i≤N

ω
(
hn, û

k−l
i,n

)
+ βk∗‖U0 − U‖X̃N

≤ ϑδHκ

1− β∗
max
1≤i≤N

0≤l≤k

ω
(
hn, û

l
i,n

)
+ βk∗‖U0 − U‖X̃N

.

4. Numerical Results

We illustrate the application of our numerical method by considering the following Fredholm
integral equation of the second kind:

λu(t) =

∫ 100

0

u(s)√
|s− t|

ds+ f(t), λ = 40
√
2, t ∈ [0, 100],

where

f(t) = λt2 − 2(3× 104 + 400t+ 8t2)
√
100− t

15
− 16

15
t5/2,

and the exact solution is u(t) = t2 on [0, 100] . The kernel g(s) = 1√
s
satisfies the hypothesis

(H) . We mention that this equation is the same studied in [8].
In order to give a comprehensive view of the procedure of the generalized versions, we study

this example by applying the following methods:
1. Generalized Gauss–Seidel method, our method described in this paper.
2. Conventional Gauss–Seidel method, the method described in [2], the latter applies the

Gauss–Seidel iterative scheme to approach the huge matrix obtained after using the
product integration method.

3. Generalized Jacobi method, the method described in [8].

We fix H = 1 and we take the null function as a starting point for our method and the null
vector for the conventional Gauss–Seidel method. The stopping condition on the parameter k

is fixed by

‖Unew − Uold‖ ≤ 10−8.

EGGS(hn) , ECGS(hn) and EGJ(hn) denote the absolute error obtained by using the Generali-
zed Gauss–Seidel method, Conventional Gauss–Seidel method and Generalized Jacobi method,
respectively. We vary now hn to compare the results of the methods.
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Table 1. Numerical results

hn ECGS EGGS

0.250 9.86E-3 1.20E-3
0.125 2.47E-3 3.12E-4
0.050 3.97E-4 5.15E-5
0.025 1.01E-4 1.38E-5

Table 2. Numerical results

hn EGJ (Results of [8]) k EGGS k

0.250 1.20E-3 34 1.20E-3 20
0.125 3.12E-4 34 3.12E-4 20
0.050 5.15E-5 34 5.15E-5 20
0.025 1.38E-5 34 1.38E-5 20

Table (1) shows that the error committed by the two methods decreases with the decrease
of hn , but the error order of the generalized version of Gauss–Seidel method is smaller than
the error order of the conventional version of Gauss–Seidel method. Furthermore, in Table (2)
we can also see that the both generalized methods (Gauss-Seidel and Jacobi) give the same
results, but the generalized Gauss-Seidel method is faster than the generalized Jacobi method.
So, we confirm that our vision of generalization is reasonable.

5. Concluding remarks

We have constructed a generalization of the Gauss–Seidel iterative method for a system
of linear operators. We used this new technique, in collocation with the product integration
method, to approximate a solution of the Fredholm linear integral equation of the second kind
with a weakly singular kernel on a large interval. The numerical tests show the efficiency of our
new method compared to the classical Gauss–Seidel method.
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Аннотация. Статья посвящена проблемам распространения результатов и методов теории
дифференциальных игр и оптимального управления на системы дробного порядка. Иссле-
дование мотивировано многочисленными применениями дробного исчисления в задачах
управления промышленными объектами, химическими и биохимическими установками и
др. В статье рассматривается задача преследования в играх, представленных нелинейны-
ми дифференциальными уравнениями произвольного дробного порядка в смысле Капуто.
Для исследования данной задачи преследования мы используем подход, аналогичный ме-
тоду Л.С. Понтрягина, разработанному для линейных дифференциальных игр целых по-
рядков. В работе получены новые достаточные условия для решения задачи преследования
в изучаемом классе игр. Доказано, что при выполнении этих условий можно завершить
игру в течение определенного ограниченного промежутка времени. При решении задачи
преследования нами также использовалось представление решения дифференциального
уравнения через обобщенные матричные функции.
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Введение

В настоящее время дифференциальные уравнения дробного порядка представляют со-
бой быстрорастущую область исследований (см. [1, 2]). В многочисленных публикациях
предложены дробные аналоги традиционных моделей управляемых процессов, которые
успешно применялись к управлению промышленными системами. Известны применения
дробного исчисления в исследованиях диффузии, в задаче идентификации процессов, для
контроля химических процессов и в других областях (см., например, [3, 4]). Благодаря до-
полнительной гибкости модели дробного порядка и контроллеры дробного порядка полу-
чили популярность в сообществе инженеров по контролю различных процессов. Дробный
контроль был успешно применен к механическим и электромеханическим системам. В них
управление использовалось только как альтернативный инструмент для настройки дроб-
ного регулятора [2]. Системы управления играют ключевую роль в работе химических и
биохимических установок, необходимы в высокотехнологичном производстве, обеспечива-
ют контроль качества продукции, безопасность и экологичность.

Целью данной работы является применение дробного исчисления для решения диффе-
ренциальных игр преследования дробного порядка типа Л.С. Понтрягина. Теории управ-
ления и дифференциальных игр посвящены многочисленные публикации (см. [5, 6, 7] и
библиографию этих работ). Решения задач преследования для различных классов диф-
ференциальных игр рассмотрены, например, в [8, 9, 10, 11]). В настоящей работе на основе
аналогов метода [3] изучен новый класс дифференциальных игр дробного порядка с нели-
нейными управлениями.

1. Постановка задачи

Пусть движение точки z в m -мерном евклидовом векторном пространстве описыва-
ется дифференциальным уравнением

Dαz = Az + f(u, v), t ∈ [0, T ], (1.1)

где Dα — оператор дробного дифференцирования порядка α, n−1 < α < n, n ∈ N, A —
постоянная m×m мaтрица, u, v — управляющие параметры, u ∈ P ⊂ Rm — управляю-
щий параметр преследующего игрока, v ∈ Q ⊂ Rm — управляющий параметр убегающего
игрока, P и Q — непустые компактные множества; f — непрерывное отображение мно-
жества P × Q в Rm. Дробную производную будем понимать в смысле, Капуто. Далее в
Rm выделено непустое замкнутое терминальное множество M — множество окончания
игры.
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Предложим, что в игре (1.1) терминальное множество имеет вид M = M0 + M1, где
M0 — линейной подпространство Rm, M1 — подмножество подпространства L — ор-
тогонального дополнения к M0 в Rm . Далее, через Π обозначим матрицу оператора
ортогонального проектирования из Rm на L.

Игра считается оконченной, если выполнено условие z ∈ M. Цель преследующего
игрока вывести z на множества M, убегающий игрок стремится этому помешать.

О п р е д е л е н и е 1.1. Будем говорить, что дифференциальная игра (1.1) может
быть закончена из начального положения z0 = (z00 , z

0
1 , . . . , z

0
m−1) за время T = T (z0), если

существует такая измеримая функция u(t) = u(z0, t, v(t)) ∈ P, t ∈ [0, T ], что решение
уравнений

Dαz = Az + f(u(t), v(t)), z ∈ Rm, n− 1 < α < n, z(0) = z0 (1.2)

удовлетворяет условию z ∈ M , т. е. Πz принадлежит множеству M1 в момент t = T

при любых измеримых функциях v(·), v(t) ∈ Q, t ∈ [0, T ].

Пусть

Eη(G;µ) =
∞∑
k=0

Gk

(kη−1 + µ)
−

обобщенная матричная функция Миттаг-Лефлера, где η > 0, µ ∈ C (C — множество
комплексных чисел) а G — произвольная квадратная матрица порядка m. Рассмотрим
динамическую систему (1.1) с начальными условиями

z(k)(0) = z0k, k = 0, 1, . . . , n− 1. (1.3)

Решение уравнений (1.2) с начальными условиями (1.3) имеет вид

z(t) =
n−1∑
k=0

tkE 1
α
(Atα; k + 1)z0k +

∫ t

0

(t− r)α−1E 1
α
(A(t− r)α;α)f(u(t), v(t))dr. (1.4)

Для r ≥ 0 определим

ŵ(r) =
⋂
v∈Q

Πrα−1E 1
α
(Arα;α)f(p, v),

W (t) =

∫ t

0

ŵ(r)dr, t > 0, W1(t) = −M1 +W (t). (1.5)

Для удобства введем обозначение

hz(z
0, t) =

n−1∑
k=0

tkE 1
α
(Atα; k + 1)z0k.

2. Полученные результаты и их доказательство

Теорема 2.1. Если в игре (1.1) при некотором значении t = t1 выполняется вклю-
чение

− Πhz(z
0, t) ∈ W1(t), (2.1)

то из начального положения z0 можно завершить преследование за время T = t1.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Возможны два случая: 1) t1 = 0 и 2) t1 > 0. Случай 1)
тривиальный, так как при t1 = 0 из (1.5) следует, что включение (2.1) принимает вид
−Πhz(z

0, t) ∈ −M1 или Πz00 ∈M1, что эквивалентно включению z0 ∈M.

Рассмотрим теперь случай 2) t1 > 0. Имеем −Πhz(z
0, t1) ∈ W1(t1). Следователь-

но, найдутся векторы d ∈ M1 и w ∈
∫ τ1
0
ŵ(r)dr такие, что −Πhz(z

0, t1) = −d + w

(см. (1.5), (2.1)). Далее, в соответствии с определением интеграла
∫ t1
0
ŵ(r)dr существу-

ет суммируемая функция w(·), w(r) ∈ ŵ(r), 0 ≤ r ≤ t1 такая, что выполнено равенство
w =

∫ t1
0
w(r)dr. Учитывая это равенство, рассмотрим уравнение

Π(t1 − r)α−1E 1
α
(A(t1 − r)α;α)f(u, v) = w(t1 − r), (2.2)

относительно u ∈ P при фиксированных r ∈ [0, t1] и v ∈ Q. Так как w(r) ∈ ŵ(r), то
уравнение (2.2) имеет решение. Из всех решений уравнения (2.2) выберем наименьшее
в лексикографическом смысле и обозначим его через u(r, v). В силу леммы Филиппова
функция u(r, v(r)), 0 ≤ r ≤ t1, v ∈ Q, является измеримой функцией для любой изме-
римой функции v = v(r), 0 ≤ r <∞, v(r) ∈ Q. Положим u(r) = u(r, v(r)), 0 ≤ r ≤ t1, и
покажем, что при таком способе управления параметром u траектория z(t) попадает на
множество M за время, не превосходящее T = t1.

Действительно, согласно (2.2) для решения z(t), 0 ≤ t <∞, уравнений

Dαz = Az + f(u(t), v(t)), z(k)(0) = z0k, k = 0, 1, . . . , n− 1,

на основании представления (1.4) получаем

Πz(t1) = Πhz(z
0, t1) +

∫ t1

0

Π(t1 − r)α−1E 1
α
(A(t1 − r)α;α)f(u(r), v(r))dr

= Πhz(z
0, t1) +

∫ t1

0

w(t1 − r)dr = d− w +

∫ t1

0

w(t1 − r)dr

= d−
∫ t1

0

w(r)dr −
∫ 0

t1

w(r)dr = d−
∫ t1

0

w(r)dr +

∫ t1

0

w(r)dr = d ∈M1.

Итак, Πz(t1) = d ∈M1, и отсюда получим, что z(t1) ∈M. �

Пусть w — произвольное разбиение отрезка [0, t], w = {0 = τ0 < τ1 < . . . < τp = t},
i = 1, 2, . . . , τi. Определим индуктивно множество Ai+1, положив

Ai =
⋂
v(r)

[Ai−1 +

∫ τi

τi−1

Πrα−1E 1
α
(Arα;α)f(p, v(r))dr], A0 = −M1,

W2(t) =
⋂
w

Ai(M1, t). (2.3)

Теорема 2.2. Если в игре (1.1) при некотором значении t = t2 выполняется вклю-
чение

− Πhz(z
0, t) ∈ W2(t), (2.4)

то из начального положения z0 можно завершить преследование за время T = t2.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Для любых ε ≥ 0, τ > 0, ε ≤ τ имеет место включение

A(τ) ⊂
⋂
v(r)

[
A(τ − ε) +

∫ τ

τ−ε
erCf(P, v(r))dr

]
(2.5)

Рассмотрим следующим специальный класс разбиений отрезка [0, τ ] : одна из точек
разбиения совпадает с точкой τ − ε, остальные точки разбиения произвольны. Пусть для
некоторого разбиения из этого класса τi = τ − ε. Тогда

Ai+2 ⊂
⋂
v(r)

({⋂
ṽ(r)

[
Ai +

∫ τi+1

τi

Πrα−1E 1
α
(Arα;α)f(P, ṽ(r))dr

]}
+

∫ τi+2

τi+1

Πrα−1E 1
α
(Arα;α)f(P, ṽ(r))dr

)
,

и так как, очевидно, для произвольной функции ṽ(r), τi+1 ≤ r ≤ τi+2 выполнено{⋂
v(r)

[
Ai +

∫ τi+1

τi

Πrα−1E 1
α
(Arα;α)f(P, ṽ(r))dr

]}
+

∫ τi+2

τi+1

Πrα−1E 1
α
(Arα;α)f(P, ṽ(r))dr) ⊆

⊆
⋂
v(r)

[
Ai +

∫ τi+1

τi

Πrα−1E 1
α
(Arα;α)f(P, ṽ(r))dr

+

∫ τi+2

τi+1

Πrα−1E 1
α
(Arα;α)f(P, v(r))dr)

]
,

то
Ai+2 ⊂

⋂
v(r)

[
Ai +

∫ τi+2

τi

Πrα−1E 1
α
(Arα;α)f(P, v(r))dr

]
.

Аналогично рассуждая, получим

Ah ⊂
⋂
v(r)

[
Ai +

∫ τ

τ−ε
Πrα−1E 1

α
(Arα;α)f(P, v(r))dr

]
. (2.6)

Переходя в соотношении (2.6) к пределу, получим включение (2.5).
Пусть τ1, τ2, . . . , τj, . . . , 0 ≤ τj+1 < τj ≤ τ — последовательность чисел, сходящаяся к

некоторому числу τ0. Предположим, что

−Πhz(z0; t)z0 ∈ A(τi), j = 1, 2, . . .

Тогда
Πhz(z0; t)z0 ∈ A(τ0). (2.7)

Действительно, из компактности множества

Πrα−1E 1
α
(Arα;α)f(P,Q), 0 ≤ r ≤ τ,

и из включения (2.5) вытекает, что

− Πhz(z0; t)z0 ∈ A(τ0) + ηεjJ, εj = τj − τ0. (2.8)
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Так как множество A(τ0) замкнуто, то отсюда сразу следует включение (2.7). Таким обра-
зом, и наименьшее число τ0, участвующее в формулировке 2.1, удовлетворяет включению
(2.1), если последнее имеет место хотя бы для одного момента τ.

Пусть F (t, u, v) — определенная на множестве [δ, γ] × P × Q и непрерывная на нем
по совокупности (t, u, v) вектор-функция, причем, v(t) ∈ Q и y(t) ∈ F (t, U, v(t)) при
t ∈ [δ, γ]. Тогда существует такая измеримая функция u(·), u(t) ∈ P, t ∈ [δ, γ], что для
почти всех t ∈ [δ, γ] справедливо F (t, u(t), v(t)) = y(t).

Пусть v0(·) — произвольное измеримое управление со значениями v0(t) ∈ Q, 0 ≤ t ≤ ε.

Тогда

A(τ) ⊂
⋂
v(r)

[
A(τ − ε) +

∫ τ

τ−ε
Πrα−1E 1

α
(Arα;α)f(P, v(r))dr

]
⊂ A(τ − ε) +

∫ τ

τ−ε
Πrα−1E 1

α
(Arα;α)f(P, v(τ − r))dr.

Через τ1 обозначим наименьшее из тех τ, τ ≤ ε, для которых

−Πhz(z0; t) ⊂ A(τ − ε) +

∫ τ

τ−ε
A(τ − ε) +

∫ τ

τ−ε
Πrα−1E 1

α
(Arα;α)f(P, v(τ − r))dr.

Ясно, что τ1 ≤ τ0.

Из (2.8) следует существование точки a ∈ Rn и суммируемой функции y(·), со значе-
ниями y(t), t ∈ [τ1 − ε, τ1], из множества Πrα−1E 1

α
(Arα;α)f(P, v0(τ1 − r)) таких, что

−Πhz(z0; t) = a+

∫ τ1

τ1−ε
y(τ1 − r)dr, a ∈ A(τ1 − ε).

Рассмотрим функцию Πrα−1E 1
α
(Arα;α)f(u, v) аргументов t ∈ [τ1 − ε, τ1], v ∈ Q,

u ∈ P. Очевидно, эта функция удовлетворяет всем требуемым выше условиям, и поэтому
существует измеримое решение уравнения

Πrα−1E 1
α
(Arα;α)f

(
u, v0(τ1 − t)

)
= y(τ1 − t), τ1 − ε ≤ t ≤ τ1, u ∈ P.

Имеем Πrα−1E 1
α
(Arα;α)f

(
u0(τ1 − t), v0(τ1 − t)

)
= y(τ1 − t) при почти всех t ∈ [τ1 − ε, τ1].

Следовательно,

−Πhz(z0; t) = a+

∫ τ1

τ1−ε
Πrα−1E 1

α
(Arα;α)f

(
u0(τ1 − r), v0(τ1 − r)

)
dr

или, после элементарных преобразований,

− Πrα−1E 1
α
(Arα;α)z(ε) = a ∈ A(τ1 − ε), (2.9)

где

z(ε) = Πrα−1E 1
α
(Arα;α)z0 +

∫ ε

0

Πrα−1E 1
α
(Arα;α)f

(
u0(r), v0(r)

)
dr.

Из включения (2.9) следует, что

T (z(ε)) ≤ τ1 − ε ≤ τ0 − ε = T (z0)− ε.
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Поэтому
T (z0)− T (z(ε)) ≥ ε. (2.10)

Неравенство (2.10) показывает, что при указанном выше выборе управления преследу-
ющего игрока величина T (z(t)) убывает не медленнее, чем время t, и, следовательно,
обратится в нуль не позднее, чем по прошествии времени, равного T (z0). �

Обозначим через ŵ(r, t) множество⋂
v(r)

[−1

t
M1 + Πrα−1E 1

α
(Arα;α)f(P, v(r))],

определенное при всех r ≥ 0, t > 0. Рассмотрим интеграл

W3(t) =

∫ t

0

ŵ(r, t)dr. (2.11)

Теорема 2.3. Если в игре (1.1) при некотором значении t = t3 выполняется вклю-
чение

− Πhz(z
0, t) ∈ W3(t), (2.12)

то из начального положения z0 можно завершить преследование за время T = t3.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу условия (2.12) теоремы имеем −Πhz(z
0, τ3) ∈ W3(τ3).

Следовательно, существует такая измеримая функция w(·), w(r) ∈ ŵ(r), 0 ≤ r ≤ τ3, что

− Πhz(z; τ) =

∫ τ3

0

w(r)dr, w(r) ∈ ŵ(r, τ3). (2.13)

Пусть v(·) — произвольная измеримая функция со значениями v(t) ∈ Q, 0 ≤ t ≤ τ3. По
определению операции вычитания ∗ , учитывая определение множества ŵ(r, τ), из (2.13)
получаем

w(r) + Π(τ3 − r)α−1E 1
α
(A(τ3 − r)α;α)v(r) ∈ − 1

τ3
M1 + û(τ3 − r), 0 ≤ r ≤ τ3.

Отсюда в силу условия измеримости вытекает существование измеримых функций dr,

u(r), определенных на отрезке 0 ≤ r ≤ τ3, удовлетворяющих соотношениям

d(r) ∈ − 1

τ3
M1,Π(τ3 − r)α−1E 1

α
(A(τ3 − r)α;α)u(r) ∈ û(τ3 − r),

w(r) + Π(τ3 − r)α−1E 1
α
(A(τ3 − r)α;α)v(r)

= d(r) + Π(τ3 − r)α−1E 1
α
(A(τ3 − r)α;α)u(r), 0 ≤ r ≤ τ3.

Измеримую функцию u(r) определим как решение уравнения (18). Тогда для решений
z(t), 0 ≤ r ≤ τ3, соответствующих функциям u(t), v(t), имеем

−Π1x(τ3) = −Πhz(z
0, τ3)−

∫ τ3

0

Π(τ3 − s)α−1E 1
α

(
A(τ3 − s)α;α

)
u(s)ds

+

∫ τ3

0

Π(τ3 − s)α−1E 1
α

(
A(τ3 − s)α;α

)
ṽ(s)ds =

∫ τ3

0

d(s)ds ∈ −M1.

Отсюда, Π1z(τ3) ∈M1, z(τ3) ∈M, т. е. траектория, вышедшая из положения z0 в момент
времени t = τ3 оказывается на множестве M. �
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1. Однородные уравнения

В комплексной банаховой алгебре B [1] рассмотрим линейное однородное дифферен-
циальное уравнение n -го порядка

a0x
(n) + a1x

(n−1) + ...+ an−1ẋ + anx = 0, (1.1)

где a0, a1, ..., an−1, an из B, причем a0 обратим. Такие уравнения возникают при изучении
векторно-матричных дифференциальных уравнений [2] или дифференциальных уравне-
ний высшего порядка в банаховых пространствах с ограниченными операторными коэф-
фициентами [3]. Можно показать, что при любых c1, c2, ..., cn−1, cn из B уравнение (1.1)
имеет единственное решение, удовлетворяющее начальным условиям

x(0) = c1, ẋ(0) = c2, . . . , x(n−2)(0) = cn−1, x(n−1)(0) = cn,

и это решение определено при всех t ∈ R.
Поставим в соответствие уравнению (1.1) скалярный характеристический многочлен

ln(λ) = a0λ
n + a1λ

n−1 + ...+ an−1λ+ an, ln : C→ B. (1.2)

Здесь и в дальнейшем скалярные (числовые) величины набираются обычным шриф-
том, а элементы банаховой алгебры — полужирным.

О п р е д е л е н и е 1.1. Те λ ∈ C, для которых многочлен (1.2) обратим, образу-
ют непустое неограниченное открытое множество R ⊆ C; оно называется резольвентным
множеством, а возникающая при этом функция rn(λ) = l−1n (λ), rn : R→ B — резольвен-
той n -го порядка [4].

О п р е д е л е н и е 1.2. Дополнение S = C \ R является непустым, ограниченным,
замкнутым множеством и называется спектром многочлена.

Если по методу Эйлера искать решение уравнения (1.1) в виде exp(tΛ), где Λ ∈ B, то
мы приходим к уравнению

ln(Λ) = a0Λ
n + a1Λ

n−1 + ...+ an−1Λ + an = 0. (1.3)

Отметим, что здесь ln : B→ B.

О п р е д е л е н и е 1.3. Уравнение (1.3) называется характеристическим уравнени-
ем.

2. Теорема Сильвестра

Теорема 2.1. Спектр любого корня Λ уравнения (1.3) содержится в спектре ска-
лярного характеристического многочлена

S(Λ) ⊆ S. (2.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Доказательство проведем для коммутативного случая.
Пусть Λ ∈ B корень уравнения (1.3) и µ из резольвентного множества R. Выпишем

ln(Λ)− ln(µ) =
n∑
j=0

an−jΛ
j −

n∑
j=0

an−jµ
j =

n∑
j=0

an−j(Λ
j − µj).
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Так как Λ и µ коммутируют, то

ln(Λ)− ln(µ) =
n∑
j=1

an−j(Λ
j − µj) =

n∑
j=1

an−j(Λ
j−1 + Λj−2µ+ ...+ Λµn−2 + µn−1)(Λ− µ).

Поскольку левая часть является обратимой, ибо ln(Λ) = 0, а µ ∈ R, то элемент (Λ− µ)

обратим, и значит, R ⊆ R(Λ) (в коммутативном случае из обратимости произведения
вытекает обратимость его сомножителей). Поэтому S(Λ) ⊆ S, и включение (2.1) установ-
лено. Здесь S(Λ) — это спектр элемента Λ, а R(Λ) = C \ S(Λ).

Доказательство теоремы в общем случае сопряжено с некоторыми дополнительными
трудностями и будет опубликовано позже. Для матричного уравнения теорема 2.1 была
доказана Сильвестром.

3. Тождество Гильберта

Пусть λ, µ ∈ R. Так как

rn(λ)− rn(µ) = rn(λ){r−1n (µ)− r−1n (λ)}rn(µ)

= rn(λ)

{
n∑
j=0

an−jµ
j −

n∑
j=0

an−jλ
j

}
rn(µ) = rn(λ)

{
n∑
j=0

an−j(µ
j − λj)

}
rn(µ)

= rn(λ)

{
n∑
j=1

an−j(µ− λ)(µj−1 + µj−2λ+ ...+ µλj−2 + λj−1)

}
rn(µ),

то

rn(λ)− rn(µ) = (µ− λ)rn(λ)
n∑
j=1

an−j(µ
j−1 + µj−2λ+ ...+ µλj−2 + λj−1)rn(µ). (3.1)

При n = 1 соотношение (3.1) хорошо известно и называется тождеством Гильберта [5];
мы сохраним за ним это название и в случае произвольного n.

Из (3.1) вытекает, что резольвента rn(λ) является на R аналитической функцией,
причем, она представляет собой решение нелинейного дифференциального уравнения типа
Риккати

r′n(λ) = −rn(λ)

(
n∑
j=1

an−jjλ
j−1

)
rn(λ) (λ ∈ R).

4. Функция Коши

О п р е д е л е н и е 4.1. Решение k(t) : R → B уравнения (1.1), удовлетворяющее
начальным условиям

k(0) = 0, k̇(0) = 0, . . . , k(n−2)(0) = 0, k(n−1)(0) = a−10 , (4.1)

называется функцией Коши.
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Приведем различные формулы этого решения. Прежде всего отметим, что имеет место
формула разложения в степенной ряд

(a0 + a1µ+ ...+ an−1µ
n−1 + anµ

n)−1 =
∞∑
k=0

ckµ
k (|µ| < ρ), (4.2)

где ρ (0 < ρ <∞) радиус сходимости написанного степенного ряда. При µ = 0 мы полу-
чаем, что c0 = a−10 . Приведем формулу для остальных коэффициентов этого разложения.

ck =
∞∑
p=1

∑
1 ≤ i1 ≤ n, ..., 1 ≤ ip ≤ n,

k1 ≥ 0, ..., kp ≥ 0,

i1k1 + ... + ipkp = k

(−1)k1+...+kp(a−10 ai1)
k1 ...(a−10 aip)kpa−10 . (4.3)

Здесь порядок сомножителей весьма важен (среди чисел i1, ..., ip могут быть повторяю-
щиеся). Имеем

c1 = −a−10 a1a
−1
0 , c2 = (a−10 a1)

2a−10 − a−10 a2a
−1
0 .

Если банахова алгебра B является коммутативной, то формула (4.3) принимает более
прозрачный вид

ck =
∑

0 ≤ k1, ..., 0 ≤ kn,

1k1 + ... + nkn = k

(−1)k1+...+kn
(k1 + ...+ kn)!

k1!...kn!
(a−10 a1)

k1 ...(a−10 an)kna−10 .

Важность разложения (4.2) заключается в том, что оно позволяет написать разложение
для резольвенты n -го порядка в ряд по обратным степеням параметра λ .

rn(λ) = (a0λ
n + a1λ

n−1 + ...+ an)−1 = λ−n(a0 + a1µ+ ...+ anµ
n)−1

= λ−n
∞∑
k=0

ckµ
k =

∞∑
k=0

ckλ
−(n+k).

Мы считаем, что λ 6= 0 и µ = 1/λ. Поэтому

rn(λ) =
∞∑
k=0

ckλ
−(n+k) (|λ| > 1/ρ). (4.4)

Нетрудно убедиться в том, что функция Коши допускает представление в виде степен-
ного ряда

k(t) =
∞∑
k=0

ck
tn+k−1

(n+ k − 1)!
(−∞ < t < +∞).

Начальные условия (4.1) выполнены очевидным образом, а для проверки того, что k(t)

удовлетворяет (1.1), нужно использовать соотношения:

p∑
j=0

ajcp−j = 0 (p = 0, 1, ...)
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(считая, что aj = 0 при p > n ), которые вытекают из тождества в силу (4.2)

1 = (a0 + a1µ+ ...+ anµ
n)
∞∑
k=0

akµ
k (|µ| < ρ).

Функция Коши может быть представлена в виде контурного интеграла

k(t) =
1

2πi

∫
∂σ

etλrn(λ)dλ. (4.5)

Здесь контур ∂σ лежит в некотором открытом множестве, целиком содержащимся в ре-
зольвентном множестве R и окружающим спектр S скалярного характеристического
многочлена ln(λ) [1].

Проверим справедливость формулы (4.5). Так как

k(j)(t) =
1

2πi

∫
∂σ

etλλjrn(λ)dλ (0 ≤ j ≤ n),

то
n∑
j=0

an−jk
(j)(t) =

1

2πi

∫
∂σ

etλln(λ)rn(λ)dλ =
1

2πi

∫
∂σ

etλ1dλ = 0,

и k(t) является решением дифференциального уравнения (1.1). Так как

k(j)(0) =
1

2πi

∫
∂σ

λjrn(λ)dλ (0 ≤ j ≤ n− 1),

то согласно формуле (4.4) для резольвенты n -го порядка выполнены начальные усло-
вия (4.1) (мы воспользовались тем, что

1

2πi

∫
∂σ

λj−ndλ =

{
0 при 0 ≤ j ≤ n− 2,

1 при j = n− 1,

если контур ∂σ окружает 0).
В простейшем случае, когда в роли банаховой алгебры B выступает поле C, форму-

ла (4.5) принимает вид

k(t) =
1

2πi

∫
∂σ

etλ

a0λn + a1λn−1 + ...+ an−1λ+ an
dλ. (4.6)

Пусть λ1, λ2, ..., λn корни характеристического уравнения (1.3), которые по предполо-
жению попарно различные. Тогда формула (4.6) принимает вид

k(t) =
1

a0

1

2πi

∫
∂σ

etλ

(λ− λ1)...(λ− λn)
dλ

=
1

a0

n∑
j=1

etλj

(λj − λ1)...(λj − λj−1)(λj − λj+1)...(λj − λn)
.
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Последняя сумма представляет собой разделенную разность порядка (n−1), построенную
для функции exp(tλ) по узлам λ1, λ2, ..., λn [6].

Вернемся к общему случаю. Пусть Λ1,Λ2, ...,Λn попарно различные корни характери-
стического уравнения (1.3), причем разности (Λj−Λk) обратимы при j 6= k. Предполагая,
что банахова алгебра B коммутативна, приведем еще одну формулу для функции Коши

k(t) = a−10

n∑
j=1

etΛj

∏
k 6= j,

1 ≤ k ≤ n

(Λj −Λk)
−1.

5. Неоднородные уравнения

В комплексной банаховой алгебре B рассмотрим линейное неоднородное дифференци-
альное уравнение n -го порядка

a0x
(n) + a1x

(n−1) + ...+ an−1ẋ + anx = f(t) (5.1)

при прежних предположениях относительно коэффициентов, где f(t) : R→ B есть непре-
рывная ограниченная функция; последнее означает, что

||f(t)|| ≤ c, −∞ < t < +∞.

Можно показать, что уравнение (5.1) при любых начальных условиях

x(0) = c1, ẋ(0) = c2, . . . , x(n−2)(0) = cn−1, x(n−1)(0) = cn,

имеет единственное решение, и это решение определено при всех t. Нас интересуют усло-
вия, при выполнении которых уравнение (5.1) при любой непрерывной ограниченной
функции f(t) имеет единственное ограниченное решение x(t). В этом случае согласно
лемме Эсклангона [7] все производные x(j)(t) вплоть до n -го порядка включительно бу-
дут ограниченными.

6. Нерезонансное условие и частотные постоянные

О п р е д е л е н и е 6.1. Мы скажем, что выполнено нерезонансное условие, если
ln(iθ) обратим при всех вещественных θ (−∞ < θ < +∞), т. е. спектр S скалярно-
го характеристического многочлена ln(λ) не пересекается с мнимой осью

S
⋂

iR = ∅. (6.1)

О п р е д е л е н и е 6.2. При выполнении нерезонансного условия резольвента n -
го порядка rn(iθ) определяется при всех θ (−∞ < θ < +∞) и называется частотной
характеристикой.

В силу формулы (4.4) имеем

||rn(iθ)|| ≤
∞∑
k=0

||ck|||θ|−(n+k)
(
|θ| > 1

ρ

)
.

Мы видим, что
||rn(iθ)|| = O(|θ|−n). (6.2)
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О п р е д е л е н и е 6.3. Введем частотные постоянные, положив σj = max
−∞<θ<+∞

||(iθ)jrn(iθ)||, 0 ≤ j ≤ n− 1,

σn = sup
−∞<θ<+∞

||(iθ)nrn(iθ)||, j = n.
(6.3)

О п р е д е л е н и е 6.4. Функция (iθ)jrn(iθ) : R → B называется j -й частотной
характеристикой (0 ≤ j ≤ n) .

Из формулы (6.3) вытекает, что

||(iθ)jrn(iθ)|| ≤ σj (−∞ < θ < +∞, 0 ≤ j ≤ n), (6.4)

причем выписанные константы являются наилучшими.
Последовательность положительных частотных постоянных является логарифмически

выпуклой, т. е.
σ2
j ≤ σj−1 · σj+1 (1 ≤ j ≤ n− 1). (6.5)

Действительно, так как в силу (6.4)

||(iθ)jrn(iθ)||2 = ||(iθ)j−1rn(iθ)|| · ||(iθ)j+1rn(iθ)|| ≤ σj−1 · σj+1,

то переходя к максимуму по θ в левой части этой оценки, получаем неравенство (6.5).
Роль нерезонансного условия демонстрирует приводимая ниже теорема.

Теорема 6.1. Для того, чтобы уравнение (5.1) при любой непрерывной ограниченной
функции f(t) имело единственное ограниченное решение x(t), необходимо и достаточно
чтобы выполнялось нерезонансное условие (6.1).

7. Ограниченная функция Грина и интегральные постоянные

О п р е д е л е н и е 7.1. Функция g(t) : R → B называется функцией Грина задачи
об ограниченных решениях для уравнения (5.1), если она позволяет записывать един-
ственное ограниченное решение этого уравнения в виде

x(t) =

+∞∫
−∞

g(t− s)f(s)ds.

Известно, что g(t) : R→ B является ограниченной функцией Грина в том и только в
том случае, если выполнены условия (см., например, [2]):

1) при t 6= 0 она является решением однородного дифференциального уравнения n -го
порядка

a0g
(n) + a1g

(n−1) + . . .+ an−1ġ + ang = 0;

2) производные g(t), ġ(t), ...,g(n−2)(t) непрерывны в нуле, а производная g(n−1)(t) тер-
пит разрыв

g(j)(+0)− g(j)(−0) = 0, 0 ≤ j ≤ n− 2;

g(n−1)(+0)− g(n−1)(−0) = a−10 ;

3) существуют такие постоянные M > 0 и γ > 0 , что справедливы оценки

‖g(j)(t)‖ ≤Me−γ|t|, −∞ < t < +∞, 0 ≤ j ≤ n. (7.1)
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С помощью ограниченной функции Грина ограниченное решение уравнения (5.1) и его
производные допускают представление в виде несобственных интегралов типа свертки

x(j)(t) =
+∞∫
−∞

g(j)(t− s)f(s)ds, 0 ≤ j ≤ n− 1;

x(n)(t) = a−10 f(t) +
+∞∫
−∞

g(n)(t− s)f(s)ds.

(7.2)

Оценки (7.1) говорят о том, что все написанные интегралы абсолютно сходятся.

О п р е д е л е н и е 7.2. Введем интегральные постоянные, положив
æj =

+∞∫
−∞
||g(j)(t)||(t)ds, 0 ≤ j ≤ n− 1;

æn = ||a−10 ||+
+∞∫
−∞
||g(n)(t)||dt.

Значение интегральных постоянных заключается в том, что они позволяют оценивать
норму ограниченного решения и его производных

‖x(j)‖C ≤ æj||f ||C , 0 ≤ j ≤ n. (7.3)

Пусть 0 ≤ j ≤ n− 1. Тогда согласно (7.2) имеем

||x(j)(t)|| =

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
+∞∫
−∞

g(j)(t− s)f(s)ds

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ ≤

+∞∫
−∞

||g(j)(t− s)||||f(s)||ds

≤
+∞∫
−∞

||g(j)(t− s)||ds||f ||C = æj||f ||C .

Мы воспользовались тем, что

+∞∫
−∞

||g(j)(t− s)||ds =

∣∣∣∣ t− s = σ

−ds = dσ

∣∣∣∣ =

−∞∫
+∞

||g(j)(σ)||(−dσ) =

+∞∫
−∞

||g(j)(σ)||dσ = æj.

Оценка (7.3) при 0 ≤ j ≤ n− 1 установлена.
При j = n согласно (7.2) имеем

||x(n)(t)|| = ||a−10 f(t) +

+∞∫
−∞

g(n)(t− s)f(s)ds||

≤ ||a−10 f(t)||+
+∞∫
−∞

||g(n)(t− s)||||f(s)||ds ≤ ||a−10 ||||f ||C +

+∞∫
−∞

||g(n)(t− s)||ds||f ||C

=

||a−10 ||+
+∞∫
−∞

||g(n)(t− s)||ds

 ||f ||C .



418 А.И. Перов, И.Д. Коструб

Оценка (7.3) установлена при j = n.

Для ограниченной функции Грина можно дать представление в виде контурного ин-
теграла [8]

g(t) =


1

2πi

∫
∂σ−

etλrn(λ)dλ, t > 0,

− 1
2πi

∫
∂σ+

etλrn(λ)dλ, t < 0.
(7.4)

Здесь ∂σ−(∂σ+) есть контур, лежащий в левой (правой) открытой полуплоскости в ре-
зольвентном множестве R и окружающий часть спектра многочлена ln(λ), лежащую в
открытой левой (правой) полуплоскости. Если многочлен ln(λ) гурвицев, т. е. весь его
спектр лежит в открытой левой полуплоскости, то интеграл во второй строке форму-
лы (7.4) должен быть заменен нулем. Аналогично поступаем, если спектр лежит в откры-
той правой полуплоскости.

8. Сравнение частотных и интегральных постоянных

Теорема 8.1. Справедлива формула

σj ≤ æj, 0 ≤ j ≤ n. (8.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В основе доказательства лежат формулы

(iθ)jrn(iθ) =
+∞∫
−∞

g(j)(t)e−iθtdt, 0 ≤ j ≤ n− 1,

(iθ)nrn(iθ) = a−10 +
+∞∫
−∞

g(n)(t)e−iθtdt, j = n,

(8.2)

означающие, что преобразование Фурье j -й производной ограниченной функции Грина
совпадает с j -й частотной характеристикой.

Пусть 0 ≤ j ≤ n− 1. Тогда согласно первой строке формулы (8.2) имеем

||(iθ)jrn(iθ)|| =

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
+∞∫
−∞

g(j)(t)e−iθtdt

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ ≤

+∞∫
−∞

||g(j)(t)||dt = æj.

Переходя к максимуму в левой части неравенства, получаем

σj ≤ æj, 0 ≤ j ≤ n− 1.

Пусть j = n. Тогда согласно второй строке формулы (8.2) имеем

||(iθ)nrn(iθ)|| =

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣a−10 +

+∞∫
−∞

g(n)(t)e−iθtdt

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ ≤ ||a−10 ||+

+∞∫
−∞

||g(n)(t)||dt = æn.

Переходя к супремуму в левой части неравенства, получаем

σn ≤ æn.
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Формула (8.2) при j = 0 принимает вид

rn(iθ) =

+∞∫
−∞

g(t)e−iθtdt. (8.3)

Эта формула легко устанавливается. Она означает, что преобразование Фурье ограничен-
ной функции Грина совпадает с частотной характеристикой. Поэтому сама ограниченная
функция Грина в свою очередь является обратным преобразованием Фурье [9]

g(t) =
1

2π

+∞∫
−∞

rn(iθ)eitθdθ.

В силу написанной выше оценки (6.2) для резольвенты n -го все написанные оценки для
интегралов сходятся при n ≥ 2. Из (8.3) интегрированием по частям (при θ 6= 0 ) получаем

rn(iθ) =

+∞∫
−∞

g(t)e−iθtdt =

+∞∫
−∞

g(t)d

(
e−iθt

−iθ

)

= g(t)
e−iθt

−iθ
∣∣+∞
−∞ −

+∞∫
−∞

ġ(t)
e−iθt

−iθ
dt = 0 +

+∞∫
−∞

ġn(t)
e−iθt

iθ
dt.

Поэтому

(iθ)rn(iθ) =

+∞∫
−∞

ġ(t)e−iθtdt.

Повторяя высказанные выше рассуждения, получаем, что j -я производная ограниченной
функции Грина является обратным преобразованием Фурье j -й частотной характеристи-
ки

g(j)(t) =
1

2π

+∞∫
−∞

rn(iθ)(itθ)jeitθdθ, 0 ≤ j ≤ n− 1,

с гарантией это верно при 0 ≤ j ≤ n− 2.

Для конечномерной банаховой алгебры B оценки (8.1) могут быть уточнены, а имен-
но (см. [2]):

σ0 ≤ æ0 и σj < æj, 1 ≤ j ≤ n.

Мы ввели интегральные постоянные æj и показали как они участвуют в оценке ограни-
ченного решения и его производных (7.3). Теперь посмотрим, как в аналогичной ситуации
используются частотные постоянные σj.

Рассмотрим почти периодическую функцию f(t) с абсолютно сходящимся рядом Фу-
рье

f(t) ∼
∑
j

fje
iθjt

( fj из банаховой алгебры B ). Если ввести норму

f =
∑
k

||fk||,
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то получим банахово пространство P. В описываемой нами ситуации уравнение (5.1) име-
ет единственное почти периодическое решение x(t), и ряд Фурье этого решения абсолютно
сходится

x(t) =
∑
k

xke
iθkt, xk = r(iθk)fk,

поэтому
||x|| ≤ σ0 f .

Аналогично, так как
x(j)(t) =

∑
k

xke
iθkt(iθk)

j,

то
x(j) =

∑
k

||xk(iθk)j =
∑
k

||rn(iθk)(iθk)
jfk||

≤
∑
k

||rn(iθk)(iθk)
j||||fk|| ≤ σj f , где 1 ≤ j ≤ n.
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Аннотация. Ранее автором была предложена довольно общая форма описания управляе-
мых начально-краевых задач (УНКЗ) с помощью вольтерровых функциональных уравне-
ний (ВФУ) вида

z(t) = f (t, A[z](t), v(t)) , t ≡ {t1, . . . , tn} ∈ Π ⊂ Rn, z ∈ Lm
p ≡ (Lp (Π))

m
,

где f(., ., .) : Π×Rl ×Rs → Rm; v(.) ∈ D ⊂ Ls
k — управление; A : Lm

p → Ll
q — линейный

оператор, вольтерров на некоторой системе T подмножеств Π в том смысле, что для
любого H ∈ T сужение A [z]|H не зависит от значений z|Π\H ; p, q, k ∈ [1,+∞] . Это опре-
деление вольтерровости — многомерное обобщение известного определения А.Н. Тихонова
функционального оператора типа Вольтерра. К подобным уравнениям естественным об-
разом (обращением главной части) приводятся разнообразные УНКЗ для нелинейных эво-
люционных уравнений (параболических, гиперболических, интегро-дифференциальных, с
разного рода запаздываниями и др.). Переход к эквивалентному ВФУ-описанию УНКЗ
адекватен многим проблемам распределенной оптимизации. В частности, автором была
предложена опирающаяся на это описание схема получения конструктивных достаточных
условий устойчивости (при возмущении управления) существования глобальных реше-
ний (УСГР) УНКЗ. Схема использует продолжение локальных решений ВФУ (то есть
решений на множествах H ∈ T ) вдоль упорядоченной по вложению конечной цепочки
множеств {H1 ⊂ H2 ⊂ . . . ⊂ Hk−1 ⊂ Hk ≡ Π} системы T. При этом используется
опирающаяся на принцип сжимающих отображений специальная теорема существования
локальных решений. В случае p = q = k = ∞ при естественных предположениях воз-
можность применения этого принципа обеспечивается тем, что оператор правой части
Fv[z (.)] (t) ≡ f (t, A[z](t), v(t)) удовлетворяет операторному условию Липшица с квази-
нильпотентным «оператором Липшица». Это позволяет, пользуясь хорошо известными
результатами функционального анализа, ввести в пространстве Lm

∞(H) такую эквива-
лентную обычной норму, в которой оператор правой части будет сжимающим. В общем
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случае 1 ≤ p, q, k ≤ ∞, охватывающем существенно более широкий круг УНКЗ, оператор
правой части подобному операторному условию Липшица, вообще говоря, не удовлетворя-
ет. В этом случае введение требуемой для применения принципа сжимающих отображений
эквивалентной нормы пространства Lm

p (H) обеспечивает доказанная ранее автором тео-
рема об эквивалентной норме, опирающаяся на введенное им понятие суперравностепен-
ной квазинильпотентности семейства линейных операторов, действующих в банаховом
пространстве. В данной статье показано, как эта теорема может быть применена для по-
лучения достаточных условий УСГР ВФУ в указанном случае.

Ключевые слова: вольтеррово функциональное уравнение; распределенная управляе-
мая система; устойчивость существования глобальных решений; суперравностепенно ква-
зинильпотентное семейство операторов; теорема об эквивалентной норме
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Abstract. Earlier the author proposed a rather general form of describing controlled initial–
boundary value problems (CIBVPs) by means of Volterra functional equations (VFE)

z(t) = f (t, A[z](t), v(t)) , t ≡ {t1, . . . , tn} ∈ Π ⊂ Rn, z ∈ Lm
p ≡ (Lp (Π))

m
,

where f(., ., .) : Π×Rl ×Rs → Rm ; v(.) ∈ D ⊂ Ls
k — control function; A : Lm

p (Π)→ Ll
q (Π)

— linear operator; the operator A is a Volterra operator for some system T of subsets of the set
Π in the following sense: for any H ∈ T, the restriction A [z]|H does not depend on the values
of z|Π\H (this definition of the Volterra operator is a direct multidimensional generalization
of the well-known Tikhonov definition of a functional Volterra type operator). Various CIBVP
(for nonlinear hyperbolic and parabolic equations, integro-differential equations, equations with
delay, etc.) are reduced by the method of conversion the main part to such functional equations.
The transition to equivalent VFE-description of CIBVP is adequate to many problems of
distributed optimization. In particular, the author proposed (using such description) a scheme
for obtaining sufficient stability conditions (under perturbations of control) of the existence of
global solutions for CIBVP. The scheme uses continuation local solutions of functional equation
(that is, solutions on the sets H ∈ T ). This continuation is realized with the help of the chain
{H1 ⊂ H2 ⊂ . . . ⊂ Hk−1 ⊂ Hk ≡ Π}, where Hi ∈ T, i = 1,k. A special local existence
theorem is applied. This theorem is based on the principle of contraction mappings. In the
case p = q = k = ∞ under natural assumptions, the possibility of applying this principle is
provided by the following: the right-hand side operator Fv[z (.)] (t) ≡ f (t, A[z](t), v(t)) satisfies
the Lipschitz condition in the operator form with the quasi-nilpotent «Lipschitz operator». This
allows (using well-known results of functional analysis) to introduce in the space Lm

∞(H) such
an equivalent norm in which the operator of the right-hand side will be contractive. In the
general case 1 ≤ p, q, k ≤ ∞ (this case covers a much wider class of CIBVP), the operator Fv,

as a rule, does not satisfy such Lipschitz condition. From the results obtained by the author
earlier, it follows that in this case there also exists an equivalent norm of the space Lm

p (H), for
which the operator Fv is a contraction operator. The corresponding basic theorem (equivalent
norm theorem) is based on the notion of equipotential quasi-nilpotency of a family of linear
operators, acting in a Banach space. This article shows how this theorem can be applied to
obtain sufficient stability conditions (under perturbations of control) of the existence of global
solutions of VFE.

Keywords: functional Volterra equation; controlled distributed system; stability of the existence
of global solutions; equipotential quasinilpotent family of the operators; equivalent norm theorem
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Введение

В [1] была предложена довольно общая форма описания управляемых начально-краевых
задач (УНКЗ) с помощью вольтерровых функциональных уравнений (ВФУ)

z(t) = f (t, A[z](t), v(t)) , t ≡ {t1, ..., tn} ∈ Π, z ∈ Lmp ≡ Lmp (Π) ≡ (Lp(Π))m, (0.1)

где Π ⊂ Rn ограничено и измеримо по Лебегу, f(., ., .) : Π × Rl × Rs → Rm — функ-
ция типа Каратеодори; v(.) — управление из некоторого D ⊂ Lsk ; A : Lmp → Llq —
линейный ограниченный оператор (ЛОО), вольтерров на некоторой системе T измери-
мых подмножеств Π в том смысле, что для любого H ∈ T сужение A [z]|H не зависит от
значений z|Π\H ; p, q, k ∈ [1,+∞] . Это определение вольтерровости — многомерное обоб-
щение хорошо известного определения А.Н. Тихонова функционального оператора типа
Вольтерра. К подобным уравнениям естественным образом (обращением главной части)
приводятся разнообразные УНКЗ для нелинейных эволюционных уравнений (параболи-
ческих, гиперболических, интегро-дифференциальных, с разного рода запаздываниями и
др.). Способ обращения главной части УНКЗ в достаточно общем виде описан в [2, §2];
многочисленные и разнообразные конкретные примеры применения способа см., в частно-
сти, в [3,4], [5, гл.2], [6,7] (краткие обзоры см. в [6,8–11]). Переход к эквивалентному ВФУ-
описанию УНКЗ вида (0.1) адекватен многим проблемам распределенной оптимизации,
позволяя, возможно, достичь разумного компромисса между естественным стремлением
к общности теоретических построений (призванной выявить новые связи и закономер-
ности), с одной стороны, и желанием иметь удобные для приложений формулировки —
с другой (см. обзоры в [6, 8–11]).

В частности, автором была предложена опирающаяся на это описание схема получе-
ния конструктивных достаточных условий устойчивости (при возмущении управления)
существования глобальных решений (УСГР) УНКЗ. Заметим, что понятие локального
решения (0.1) как решения этого уравнения на некотором множестве H системы T —
естественное следствие вольтерровости оператора A в указанном выше смысле; для каж-
дого множества H ∈ T «естественным образом» определяется действие оператора A на
функции y ∈ Lmp (H) (и следовательно, как оператора из Lmp (H) в Llq(H) ) формулой
A[ỹ](t), t ∈ H, где ỹ — любое принадлежащее Lmp продолжение функции y с множества
H на Π ; ниже мы систематически пользуемся этим замечанием. Указанная схема исполь-
зует продолжение локальных решений ВФУ вдоль некоторой цепочки множеств системы
T (цепочкой множеств называем конечную систему множеств T = {H0, H1, . . . , Hk}, ли-
нейно упорядоченную по вложению (H0 ⊂ H1 ⊂ . . . ⊂ Hk) и такую, что H0 = ∅, Hk = Π ;
мы без ограничения общности считаем, что ∅ ∈ T, Π ∈ T ). При этом используется опираю-
щаяся на принцип сжимающих отображений специальная теорема существования локаль-
ных решений. В случае p = q = k = ∞ при естественных предположениях возможность
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применения этого принципа обеспечивается тем, что оператор правой части

Fv[z (.)] (t) ≡ f (t, A[z](t), v(t))

удовлетворяет операторному условию Липшица с квазинильпотентным «оператором Лип-
шица». Это позволяет, пользуясь хорошо известными результатами функционального ана-
лиза, ввести в пространстве Lm∞(H) такую эквивалентную обычной норму, в которой опе-
ратор правой части будет сжимающим (см., например, конкретные реализации в [3, 4], [5,
гл.2], краткие обзоры в [6, 8,9,11]). В общем случае 1 ≤ p, q, k ≤ ∞, охватывающем суще-
ственно более широкий круг УНКЗ, оператор правой части (0.1) подобному операторному
условию Липшица, вообще говоря, не удовлетворяет (это хорошо видно на примере рас-
сматриваемой в [7] нелинейной управляемой системы Гурса-Дарбу). В этом случае введе-
ние требуемой для применения принципа сжимающих отображений эквивалентной нормы
пространства Lmp (H) обеспечивает доказанная в [11] теорема об эквивалентной норме,
опирающаяся на введенное в [12, 13] понятие суперравностепенной квазинильпотентно-
сти семейства линейных операторов, действующих в банаховом пространстве. Сформу-
лируем эту теорему. Пусть B — вещественное банахово пространство с нормой ‖.‖, Γ

— некоторое множество, {G(γ)[.] : B → B}γ∈Γ — семейство зависящих от параметра
γ ∈ Γ квазинильпотентных ЛОО. Достаточно естественно назвать семейство {G(γ)}γ∈Γ

равностепенно квазинильпотентным, если k

√
sup
γ∈Γ

∥∥∥{G(γ)}k
∥∥∥→ 0 при k →∞ [12, 13]. Но

нам требуется следующее определение [12, 13]: семейство {G(γ)}γ∈Γ суперравностепенно
квазинильпотентно, если

k

√
sup

γ1,...,γk∈Γ
‖G(γ1)G(γ2) · . . . ·G(γk)‖ → 0 при k →∞. (0.2)

З а м е ч а н и е 0.1. Число, равное lim
k→∞

k

√
sup

γ1,...,γk∈Γ
‖G(γ1)G(γ2) · . . . ·G(γk)‖, называ-

ется совместным спектральным радиусом (joint spectral radius) семейства {G(γ)}γ∈Γ [14].
Если совместный спектральный радиус семейства операторов равен нулю, то такое семей-
ство часто называют квазинильпотентным (см., например, [15]). Мы для обозначения
свойства (0.2) семейства {G(γ)}γ∈Γ используем название суперравностепенная квазиниль-
потентность, придерживаясь терминологии, предложенной в [12, 13].

Теорема 0.1 (теорема об эквивалентной норме [11–13]). Пусть норма ‖.‖ простран-
ства B монотонна относительно полуупорядоченности B по некоторому конусу K.

Пусть семейство {G(γ)[.] : B → B}γ∈Γ квазинильпотентных ЛОО, для каждого из
которых конус K является инвариантным, равномерно ограничено, то есть

νG ≡ sup
γ∈Γ
‖G(γ)‖ <∞,

и суперравностепенно квазинильпотентно. Тогда для любого ε > 0 существует эквива-
лентная норме ‖.‖ норма ‖.‖(ε) пространства B, монотонная относительно полуупо-
рядоченности B по конусу K такая, что для каждого γ ∈ Γ соответствующая норма
оператора G(γ) не превосходит числа ε (множество K ⊂ B называем конусом, если
оно замкнуто, любая неотрицательная комбинация элементов K лежит в K, никакой
ненулевой вектор не принадлежит K вместе со своим обратным).
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Цель данной статьи — показать, как теорема 0.1 позволяет получить условия УСГР
ВФУ (0.1) при конечных p, q, k в важном для приложений случае регулярного операто-
ра A. Основные ее утверждения были в несколько иной форме депонированы в [13] и без
доказательств анонсированы в [12], их доказательства не публиковались.

Примем следующие соглашения: считаем упомянутые выше множества Π, D, функ-
цию f, оператор A, систему T, числа p, q ∈ [1,+∞) ( q ≥ p ), k ∈ [1,+∞], m, l, s, n ∈ N
фиксированными; r = pq/(q− p) при p < q, r = +∞ при p = q ; модуль вектора (матри-
цы) равен сумме модулей его (соотв. ее) компонент; норма в Lmp (H) задается формулой
‖z‖p,m,H ≡ ‖ |z| ‖p,H , где ‖ · ‖p,H — стандартная норма Lp (H) (при H = Π и/или m = 1

соответствующие значки в обозначениях, как правило, опускаем); Lm×lr (H) — простран-
ство (m × l) -матриц-функций c Lr(H) -компонентами, ‖ · ‖r,m×l,H ≡ ‖ |·| ‖r,H — норма в
Lm×lr (H) ; V (T ) — семейство всех операторов (как линейных, так и нелинейных), действу-
ющих из одного в другое пространство вектор-функций на Π и вольтерровых на системе
T в указанном выше смысле; для любых H ∈ T, M ∈ R+, ẑ ∈ Lmp (H) положим

UAM,H(ẑ) ≡
{
z ∈ Lmp (H) : ‖A[z − ẑ]‖q,l,H ≤M

}
;

T (−) ≡
{
h : h = H1 \H2 : H1, H2 ∈ T, H2 ⊂ H1

}
;

PH — оператор умножения на характеристическую функцию множества H ⊂ Π; SH —
оператор сужения на множество H ⊂ Π функции, определенной на Π, SH [y](t) ≡ y(t),

t ∈ H; QH — оператор продолжения нулем на множество Π функции, определенной
на H ⊂ Π, QH [y](t) ≡

{
y(t), t ∈ H; 0, t ∈ Π \ H

}
; для функции y, определенной на Π,

пишем QH [y] вместо QHSH [y]; L(B1,B2) — класс всех ЛОО, определенных на банаховом
пространстве B1 и действующих в банахово пространство B2; ‖G‖p,m,H→q,l,H — норма
ЛОО G ∈ L(Lmp (H), Llq(H)); Σ ≡ ΣΠ — σ -алгебра измеримых подмножеств Π.

1. Основные формулировки

Требования к уравнению (0.1) формулируем в виде выписываемых ниже условий K0),

K1), K2), K3), a), b), c), d), e), f).

K0) Функция f(t,p,v) дифференцируема по p на Rl для каждого v ∈ Rs при
почти всех (п.в.) t ∈ Π, вместе с производной f ′p(t,p,v) измерима по t на Π для любой
пары {p,v} ∈ Rl ×Rs и непрерывна по {p,v} при п.в. t ∈ Π.

K1) Формула f [y, v](t) ≡ f (t, y(t), v(t)) , t ∈ Π, y ∈ Llq, v ∈ D ⊂ Lsk, определяет
оператор f [., .] : Llq ×D → Lmp .

K2) Формула f1[y, v](t) ≡ f ′p (t, y(t), v(t)) , t ∈ Π, y ∈ Llq, v ∈ D ⊂ Lsk, определяет
ограниченный оператор f1[., .] : Llq×D → Lm×lr . То есть существует неубывающая функция
N (.) : R+ → R+ такая, что

∥∥f1[y, v](.)
∥∥
r,m×l ≤ N

(
max

{
‖y‖q,l, ‖v‖k,s

})
при y ∈ Llq, v ∈ D.

а) Существует ЛОО B : Lp → Lq такой, что |A[z](t)| ≤ B [|z|] (t), t ∈ Π, z ∈ Lmp .
Далее мажоранту B считаем фиксированной и удовлетворяющей условию
b) B ∈ V (T ) (а следовательно и A ∈ V (T ) ).
В силу K1) формула

F [z, v](t) ≡ f (t, A[z](t), v(t)) , t ∈ Π, z ∈ Lmp , v ∈ D,
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определяет оператор F [., .] : Lmp ×D → Lmp . Положим

I(t, x, y,v) ≡
1∫

0

f ′p (t, x+ θy, v) dθ, t ∈ Π, x ∈ Rl, y ∈ Rl, v ∈ Rs.

В силу K2) формула

J [x, y, v](t) ≡ I
(
t, A[y](t), A[x− y](t), v(t)

)
, t ∈ Π, x, y ∈ Lmp , v ∈ D,

задает ограниченный оператор J [., ., .] : Lmp × Lmp × D → Lm×lr и, каковы бы ни были
x ∈ Lmp , y ∈ Lmp , v ∈ D, формула

G(x, y, v)[z](t) ≡ | J [x, y, v](t) | · B[z](t), t ∈ Π, z ∈ Lp,

задает ЛОО G(x, y, v)[.] : Lp → Lp. Так как F, J,G ∈ V (T ) ввиду b), то в силу K2)

‖|J [x, y, v](.)|‖r,H ≤ N (max {‖A[y]‖q,l,H + ‖A[x− y]‖q,l,H , ‖v‖k,s,H}),

t ∈ H, x, y ∈ Lmp (H), v ∈ Lsk(H), H ∈ T.
(1.1)

По теореме о конечных приращениях для любых H ∈ T, x, y ∈ Lmp (H), v ∈ Lsk(H)

F [x, v](t)− F [y, v](t) = {J [x, y, v](t)} · A[x− y](t), t ∈ H. (1.2)

Пусть в Lr = Lr(Π) выделен некоторый класс функций Γ ≡ Γ(Π) такой, что для лю-
бого h ∈ T (−), mes h > 0, справедливо следующее: PhΓ ⊂ Γ ; формальная замена в опре-
делении класса Γ(Π) множества Π на множество h корректна и приводит к некоторому
классу заданных на h функций, который мы обозначим Γ(h) ; элементами класса Γ(h)

являются те и только те определенные на h функции, каждая из которых есть сужение
на h некоторой функции класса Γ(Π) (в приложениях роль Γ может играть, например,
весь класс Lr, некоторый класс Lν , ν > r, класс функций, пересечение которого с каж-
дым шаром из Lr есть множество функций с равностепенно абсолютно непрерывными
Lr -нормами и др.).

K3) |J [x, y, v] (.)| ∈ Γ (Π) для любых x, y ∈ Lmp и v ∈ D.
c) Семейство операторов

W (B,Π, ν) ≡
{

(αB) ∈ L(Lp, Lp) : α ∈ Γ(Π), ‖α‖r ≤ ν
}

суперравностепенно квазинильпотентно при любом ν > 0.

Приведем некоторые следствия сформулированных условий.

Лемма 1.1. Если Γ (Π) = Lν (Π) , r ≤ ν < ∞, то K3) есть следствие условия: для
любых y ∈ Lmp и v ∈ D функция |f1 [A [y] , v] (.)| принадлежит Γ (Π) .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточно заметить, что |J [x, y, v] (t)| , t ∈ Π, мажориру-
ется интегралом Бохнера по отрезку [0, 1] от непрерывной функции со значениями в
Γ(Π). �

При выполнении условия с), для любой α ∈ Γ (Π) существуют операторы

R(αB) ≡ (I −αB)−1≡
∞∑
i=0

(αB)i∈ L(Lp, Lp) и R(Bα) ≡ (I −Bα)−1≡
∞∑
i=0

(Bα)i∈ L(Lq, Lq).

Получаем R(Bα) ≡ I +B ·R(αB)α и следующее утверждение.
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Лемма 1.2. Ввиду условия с) справедливы оценки

‖R(αB)‖p→p ≤ Φ1(ν) ≡ 2

(
1 +

N(ν)∑
i=1

(ν‖B‖)i
)
, α ∈ Γ, ‖α‖r ≤ ν, (1.3)

‖R(Bα)‖q→q ≤ Φ2(ν) ≡ 1 + ‖B‖ · ν · Φ1(ν), α ∈ Γ, ‖α‖r ≤ ν, (1.4)

где N(ν) — некоторое зависящее от ν число, ‖B‖ = ‖B‖p→q.

Лемма 1.3. Семейство операторов {G(x, y, v) ∈ L(Lp(H), Lp(H)) : x, y ∈ UAM,H(ẑ)}
ввиду условий K0)−K3), а), b), c) равномерно ограничено и суперравностепенно квази-
нильпотентно, каковы бы ни были M > 0, H ∈ T, v ∈ D, ẑ ∈ Lmp (H).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем произвольно H ∈T, M > 0, v∈D, ẑ ∈ Lmp (H).

Так как для любых x, y ∈ UAM,H(ẑ) имеем ‖A[y]‖q,l,H ≤ ‖A[ẑ]‖q,l,H +M и ‖A[x−y]‖q,l,H ≤
2 (‖A[ẑ]‖q,l,H +M) , то ‖| J [x, y, v] |‖r,H ≤ ν(M,H, v), где

ν(M,H, v) ≡ N (max{3(‖A[ẑ]‖q,l,H +M), ‖v‖k,s}) .

Указанное в доказываемой лемме семейство операторов принадлежит W (B,H, ν(M,H, v))

(см.K3) и c)). Теперь достаточно сослаться на c) и лемму 1.2. �

Лемма 1.4. Ввиду условий b), c) оператор B̃ ≡ SΠ\HBQΠ\H : Lp(Π \H)→ Lq(Π \H)

при каждом H ∈ T обладает свойством
∼
c ) Семейство

{
αB̃ ∈ L(Lp(Π \H), Lp(Π \H)) : α ∈ Γ(Π \H), ‖α‖r,Π\H ≤ ν

}
суперрав-

ностепенно квазинильпотентно для любого ν > 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для α ∈ Lr(Π \H) через α̃ обозначим функцию QΠ\H [α].

Заметим, что (α1SΠ\HBQΠ\H) · . . . · (αjSΠ\HBQΠ\H) = SΠ\H(α̃1B) · . . . · (α̃jB)QΠ\H при
любых α1, . . . , αj ∈ Γ(Π \H), j ∈ N. Таким образом,∥∥(α1SΠ\HBQΠ\H) · . . . · (αjSΠ\HBQΠ\H)

∥∥
p,Π\H→p,Π\H ≤ ‖(α̃1B) · . . . · (α̃jB)‖p→p

и так как семейство операторов
{

(α̃B) ∈ L(Lp, Lp) : α ∈ Γ(Π \H), ‖α‖r,Π\H ≤ ν
}

принад-
лежит семейству W (B,Π, ν) , то из c) следует

∼
c ). �

З а м е ч а н и е 1.1. Нам потребуется следующее утверждение, являющееся обобще-
нием известной леммы Гронуолла и частным случаем теоремы 1.9.3 из [16].

Утверждение 1.1 (обобщенная лемма Гронуолла). Пусть: B — банахово простран-
ство, полуупорядоченное по некоторому конусу K ⊂ B ; G : B → B — квазиниль-
потентный ЛОО, для которого конус K инвариантен. Если для некоторых x, y ∈ B

имеем x ≤ G [x] + y, то x ≤ R (G) [y] , где R(G) ≡
∞∑
k=0

Gk.

Ниже данное утверждение применяется в случае лебегова пространства и конуса неот-
рицательных функций в нем.

Условие b) позволяет говорить о локальных решениях уравнения (0.1) на множествах
H ∈ T. В силу условий K0),K1), а) такие решения имеет смысл искать в классах Lmp (H).

Функцию z (·) ∈ Lmp (H) назовем отвечающим управлению v (·) ∈ D решением уравнения
(0.1) на H, если она вместе с v(·) обращает (0.1) в тождество п.в. на H.
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Теорема 1.1 (теорема единственности). Если выполняются условия K0) − K3), а),
b), c), то каково бы ни было v ∈ D, уравнение (0.1) не может иметь ни на каком H ∈ T
более одного решения в классе Lmp (H).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если ∆z ≡ z1 − z2 — разность решений z1, z2, отвечающих
v на H, то |∆z(t)| = |F [z1, v](t)− F [z2, v](t)| ≤ |J [z1, z2, v](t)|B[| ∆z |](t), t ∈ H (см.
(1.2)). Так как функция α(.) ≡ | J [z1, z2, v](.) | принадлежит Γ(H), то в силу условия c)
оператор Bα[.] : Lp(H) → Lp(H), задаваемый формулой Bα[x](t) ≡ α(t)B[x](t), t ∈ H,

квазинильпотентен. То есть по обобщенной лемме Гронуолла ∆z(t) ≡ 0, t ∈ H. �
Локальное решение z(.) ∈ Lmp (H), отвечающее управлению v ∈ D, будем обозначать

zv,H . Решение zv,Π будем называть глобальным решением, отвечающим управлению v ;
вместо zv,Π будем писать zv.

Теореме существования локального решения предпошлем лемму об оценочной функции
операторов F [., v] : Lmp (H) → Lmp (H) на множествах UAM,H(ẑ). Для v ∈ D, H ∈ T,

M ∈ R+, ẑ ∈ Lmp (H) положим

Ξ(v,H,M, ẑ) ≡MϕB(H)N
(

max
{
‖A[ẑ]‖q,l,H +M, ‖v‖k,s

})
+ ‖A[F [ẑ, v]− ẑ]‖q,l,H , (1.5)

где использована функция множества ϕB(h) ≡ ‖PhBPh‖p→q = ‖PhBQh‖p,h→q , h ∈ Σ.

Лемма 1.5. Ввиду условий а), b) при любых v ∈ D, H ∈ T, M ∈ R+, ẑ ∈ Lmp (H)

справедлива оценка:

‖A [F [z, v]− ẑ]‖q,l,H ≤ Ξ(v,H,M, ẑ), z ∈ UAM,H(ẑ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для любого z ∈ Lmp (H)

‖A [F [z, v]− ẑ]‖q,l,H ≤ ‖A [F [z, v]− F [ẑ, v]] ‖q,l,H + ‖A [F [ẑ, v]− ẑ] ‖q,l,H . (1.6)

В силу а), b) и (1.2)

‖A [F [z, v]− F [ẑ, v]] ‖q,l,H = ‖A[J [z, ẑ, v]A[z − ẑ]]‖q,l,H ≤

≤ ‖B[| J [z, ẑ, v] | · | A[z − ẑ] |]‖q,H = ‖PHBQH [| J [z, ẑ, v] | · | A[z − ẑ] |‖q.
(1.7)

Так как

‖PHBQH [| J [z, ẑ, v] | · | A[z − ẑ] |]‖q ≤ ‖PHBQH‖p,H→q · ‖ |J [z, ẑ, v]| ‖r,H · ‖ |A[z − ẑ]| ‖q,H ,

а в силу (1.1) для z ∈ UAM,H(ẑ)

‖|J [z, ẑ, v]|‖r,H ≤ N (max {‖A[ẑ]‖q,l,H +M, ‖v‖k,s}) ,

то из (1.6), (1.7) следует доказываемая оценка. �

Теорема 1.2 (теорема существования). Пусть выполняются условия K0)−K3), а),b),
c). Если для некоторых v ∈ D, H ∈ T, M ∈ R+, ẑ ∈ Lmp (H)

Ξ(v,H,M, ẑ) < M, (1.8)

то (0.1) имеет единственное в Lmp (H) решение zv,H и ‖A[zv,H − ẑ]‖q,l,H ≤ Ξ(v,H,M, ẑ).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть для набора v,H,M, ẑ выполняется (1.8). В силу (1.8)
и леммы 1.5 оператор F [., v] : Lmp (H) → Lmp (H) отображает замкнутое множество X ≡
UAM,H(ẑ) само в себя. Покажем, что F [., v] сжимает на X, что в силу теоремы 1.1 за-
вершит доказательство теоремы 1.2. Имеем (см. а), (1.2))

|F [x, v](t)− F [y, v](t)| ≤ G(x, y, v) [|x− y|] (t), t ∈ H, x, y ∈ X. (1.9)

Семейство операторов {G(x, y, v) ∈ L(Lp(H), Lp(H)) : x, y ∈ X} суперравностепенно ква-
зинильпотентно по лемме 1.3. Положим C ≡ 2 sup

x,y∈X
‖G(x, y, v)‖p,H→p,H , что корректно

в силу (1.1). Если C = 0, то в силу (1.9) оператор F [., v] постоянен на X и теорема
доказана. Пусть C 6= 0. Применим к семейству {G(x, y, v) ∈ L(Lp(H), Lp(H)) : x, y ∈ X}
теорему 0.1, взяв в ней Γ = X × X, ε = C−1. Существует норма ‖.‖(ε), эквивалентная
норме ‖.‖p,H , монотонная относительно полуупорядоченности Lp (H) по конусу неотри-
цательных функций и такая, что ‖G(x, y, v)[z]‖(ε) ≤ ε‖z‖(ε) для z ∈ Lp(H). Из (1.9) по-
лучаем, что в норме ‖| . |‖(ε), эквивалентной норме ‖.‖p,m,H , оператор F [., v] является
сжимающим на X с коэффициентом сжатия 1/2. �

Для рассмотрения вопроса о достаточных условиях устойчивости существования гло-
бальных решений уравнения (0.1) нам удобно ввести следующие определения. Если це-
почка множеств T = {H0, . . . , Hk} принадлежит системе T, на которой B вольтерров,
то называем T вольтерровой цепочкой оператора B. Пусть δ > 0 — некоторое число;
говорим, что ЛОО B : Lp → Lq удовлетворяет δ -условию на множестве H ∈ Σ, если
‖PHBPH‖p→q < δ. Цепочку T = {H0, . . . , Hk} назовем δ -цепочкой ЛОО B : Lp → Lq,

если B удовлетворяет δ -условию на каждой разности Hi \Hi−1, i = 1,k. Назовем воль-
террову цепочку T = {H0, . . . , Hk} ЛОО B : Lp → Lq вольтерровой сильной δ -цепоч-
кой оператора B, если

∥∥PHi\Hi−1
BPHj\Hj−1

∥∥
p→q ≤ δ, k ≥ i ≥ j ≥ 1. Назовем цепочку

T = {H0, . . . , Hk} ⊂ Σ δ -малой по мере, если mes(Hi \Hi−1) < δ для всех i = 1, . . . ,k.

Пусть Ω = Ω(Π) — класс тех v ∈ D, каждому из которых отвечает единственное
глобальное решение zv ∈ Lmp уравнения (0.1). Предполагаем, что Ω(Π) 6= ∅. Произвольно
фиксируем некоторый элемент v0 ∈ Ω(Π) и пусть z0 ≡ zv0 . Для v ∈ D положим:

∆vf(z0)(t) ≡ f(t, A[z0](t), v(t))− f(t, A[z0](t), v0(t)), t ∈ Π; r(v, v0) ≡ ‖A[∆vf(z0)]‖q,l.

Сформулируем основную теорему данной статьи.

Теорема 1.3 (теорема устойчивости существования глобальных решений). Пусть вы-
полняются условия K0) − K3), а),b), c). Тогда для любых d > 0, d0 > 0, v0 ∈ Ω(Π)

существуют δ > 0, C > 0 такие, что если некоторое v ∈ D удовлетворяет нера-
венствам: 1) ‖v − v0‖k,s < d0, 2) ‖∆vf(z0)‖p,m < d, 3) r(v, v0) < δ, причем
4) мажоранта B : Lp → Lq имеет вольтеррову δ -цепочку, то v ∈ Ω(Π) и

‖zv − z0‖p,m ≤ C‖∆vf(z0)‖p,m , (1.10)

‖A[zv − z0]‖q,l ≤ C · r(v, v0). (1.11)

Теорема 1.3 имеет условный характер и удобнее применять ее следствие, получающееся
из нее заменой условия 4) следующим более сильным условием

d) Для любого δ > 0 оператор B : Lp → Lq имеет вольтеррову δ -цепочку.
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Следствие 1.1. Пусть выполняются условия K0) − K3), а), b), с), d). Тогда для
любых d > 0, d0 > 0 и v0 ∈ Ω(Π) существуют δ > 0, C > 0 такие, что если v ∈ D
удовлетворяет неравенствам 1), 2), 3) теоремы 1.3, то v принадлежит классу Ω(Π) и
справедливы оценки (1.10), (1.11).

Заменяя в следствии 1.1 условия с) и d) теми или иными конкретными условиями,
достаточными для выполнения с) и d), получаем конкретные признаки УСГР уравнения
(0.1). Приведем примеры. Воспользуемся достаточными условиями суперравностепенной
квазинильпотентности семейства ЛОО Bα : Lp → Lp (α ∈ Γ ), задаваемых формулой
Bα[z](t) ≡ α(t)B[z](t), t ∈ Π, z ∈ Lp, полученными в [11, §4]. Введем следующие условия
e) и f).

e) Для любого δ > 0 оператор B : Lp → Lq имеет вольтеррову сильную δ -цепочку.
f) Для любого δ > 0 оператор B : Lp → Lq имеет δ−малую по мере вольтеррову

цепочку.
Непосредственно из следствия 1.1 и [11, Предложение 2] получаем

Следствие 1.2. Пусть Γ ограничено в Lr и выполняются K0) − K3), а), b), e).
Тогда справедливы все выводы следствия 1.1.

Напомним, что семейство Γ ⊂ Lr(Π) ( r ∈ [1,∞) ) называется семейством функций
с равностепенно абсолютно непрерывными нормами, если для любого ε > 0 существует
δ > 0 такое, что для каждого H ∈ Σ с мерой mesH < δ имеем ‖α‖r,H < ε при всех
α ∈ Γ. Как следует из неравенства Гельдера, семейством с равностепенно абсолютно
непрерывными Lr -нормами является, например, любое ограниченное в некоторой норме
Lν , ν ∈ (r,∞], множество из Lr. Следующие два следствия получаем непосредственно
из следствия 1.1 и предложений [11, Предложения 1 и 3].

Следствие 1.3. Пусть p < q, Γ — семейство функций с равностепенно абсолютно
непрерывными Lr -нормами и выполняются K0)−K3), а), b), f). Тогда справедливы все
выводы следствия 1.1.

Следствие 1.4. Пусть Γ ограничено в Lr, B как оператор из Lp в Lq вполне
непрерывен и выполняются K0)−K3), а), b), f). Тогда справедливы все выводы следствия
1.1. Условие вполне непрерывности здесь может быть ослаблено до условия:{

ЛОО B : Lp → Lq переводит единичный шар в множество
функций с равностепенно абсолютно непрерывными нормами.

(1.12)

Приведем полезное обобщение следствия 1.2, получающееся «объединением» условий
f) и (1.12). Пусть H ⊂ Σ, M⊂ Lq. Будем говорить, что семейство функций M обладает
H -равностепенно абсолютно непрерывными Lq -нормами, если для любого ε > 0 суще-
ствует δ > 0 такое, что для каждого H ∈ H , mesH < δ имеем ‖α‖q,H < ε при всех
α ∈M. Из следствия 1.1 и [11, Предложение 4] вытекает

Следствие 1.5. Пусть Γ ограничено в Lr и выполнены условия K0) −K3), а), b),
а также f), которое запишем следующим образом: для любого δ > 0 ЛОО B : Lp → Lq
имеет δ -малую по мере вольтеррову цепочку Tδ. Пусть H ≡

⋃
δ>0

T (−)
δ . Если ЛОО

B : Lp → Lq переводит единичный шар в множество функций с H -равностепенно абсо-
лютно непрерывными Lq -нормами, то справедливы все выводы следствия 1.1.
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2. Доказательство основной теоремы

Доказательство теоремы 1.3 опирается на доказываемые ниже леммы об оценке разно-
сти решений и о продолжении решений. Далее считаем выполненными условия K0)−K3),

а), b), c), управление v0 ∈ Ω(Π) фиксированным, примем обозначения

z0 ≡ zv0 , κ0 ≡ ‖v0‖k,s, κ ≡ ‖z0‖p,m, κA ≡ ‖A[z0]‖q,l, ‖A‖ ≡ ‖A‖p,m→q,l, ‖B‖ ≡ ‖B‖p→q.

Лемма 2.1 (лемма об оценке разности решений). Существует зависящая лишь от
v0, оператора B и функции N (.) неубывающая функция γ(.) : R+ → R+ такая, что
если некоторым v ∈ D и H ∈ T отвечает решение z = zv,H уравнения (0.1), то

‖z − z0‖p,m,H ≤ γ(M0)‖∆vf(z0)‖p,m,H , (2.1)

‖A[z − z0]‖q,l,H ≤ γ(M0)r(v, v0), (2.2)

где M0 — любая постоянная, удовлетворяющая неравенству

M0 ≥ max
{
‖A[z − z0]‖q,l,H , ‖v − v0‖k,s

}
. (2.3)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть ∆z(t) ≡ z(t)− z0(t), t ∈ H. Имеем

∆z(t) =
{
F [z, v](t)− F [z0, v](t)

}
+ ∆vf(z0)(t), t ∈ H,

откуда (см.(1.2))

∆z(t) = {J [z, z0, v](t)}A[∆z] (t) + ∆vf(z0)(t), t ∈ H, (2.4)

и следовательно,

|∆z(t)| ≤ α(t)B[| ∆z |](t) + |∆vf(z0)(t)| , t ∈ H, (2.5)

где принято обозначение α(t) ≡ |J [z, z0, v](t)| , t ∈ H. В силу (1.1)

‖α‖r,H ≤ N
(

max
{
κA + ‖A[∆z]‖q,l,H , κ0 + ‖v − v0‖k,s

})
и при любой постоянной M0, удовлетворяющей (2.3), выполняется неравенство

‖α‖r,H ≤ ν(M0), (2.6)

в котором
ν(M) ≡ N

(
max

{
κA +M, κ0 +M

})
, M ∈ R+. (2.7)

Из (2.5) получаем |∆z(t)| ≤ R(αB) [|∆vf(z0)|] (t), t ∈ H, и, следовательно,

‖∆z‖p,m,H ≤ ‖R(αB)‖p→p · ‖∆vf(z0)‖p,m,H . (2.8)

Из (2.6), (2.8) и леммы 1.2, получаем

‖∆z‖p,m,H ≤ Φ1(ν(M0)) · ‖∆vf(z0)‖p,m,H . (2.9)
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Подействовав на (2.4) оператором A, с учетом а) находим

|A[∆z](t)| ≤ B[α |A[∆z](.)|] + |A[∆vf(z0)](t)| , t ∈ H,

откуда |A[∆z](t)| ≤ R(Bα) [|A [∆vf(z0)]|] (t), t ∈ H, и, следовательно,

‖A[∆z]‖q,l,H ≤ ‖R(Bα)‖q→q · r(v, v0). (2.10)

Из (2.6), (2.10) и леммы 1.2

‖A[∆z]‖q,l,H ≤ Φ2(ν(M0)) · r(v, v0). (2.11)

Положив γ(M) ≡ max {Φ1(ν(M)), Φ2(ν(M))} , M ∈ R+, из (2.9) получаем неравен-
ство (2.1), а из (2.11) — неравенство (2.2). �

Пусть теперь управлению v ∈ D отвечает на некотором H ∈ T, 0 < mesH < mesΠ,

решение zv,H уравнения (0.1). Если для некоторого H ∈ T, H ⊃ H, существует решение
zv,H , то его сужение zv,H |H есть отвечающее управлению v решение уравнения (0.1) на
H и по теореме 1.1 zv,H (t) = zv,H (t) , t ∈ H. Такое решение zv,H назовем продолжением
решения zv,H с множества H на множество H. Рассмотрим задачу о возможности
продолжения решения zv,H с множества H на более широкое множество системы T. Она
эквивалентна задаче о существовании локального решения уравнения

z(t) = f̃
(
t, Ã[z](t), v(t)

)
, t ∈ Π \H, z ∈ Lmp (Π \H), (2.12)

где f̃(t,p,v) : (Π \H)×Rl ×Rs → Rm — функция, задаваемая формулой

f̃(t,p,v) ≡ f
(
t, p + AQH

[
zv,H

]
(t), v

)
, t ∈ Π \H, p ∈ Rl, v ∈ Rs,

Ã[.] : Lmp (Π \H)→ Llq(Π \H) — оператор, задаваемый формулой

Ã[x](t) ≡ AQΠ\H [x](t), t ∈ Π \H, x ∈ Lmp (Π \H),

и имеющий мажоранту B̃[.] : Lp(Π \H)→ Lq(Π \H), задаваемую формулой

B̃[x](t) ≡ BQΠ\H [x](t), t ∈ Π \H, x ∈ Lp(Π \H).

Очевидно, оператор B̃ удовлетворяет условию

B̃ ∈ V (T−H), (2.13)

где T−H ≡ {H \ H : H ∈ T}, являющемуся аналогом условия b). По лемме 1.4 для
оператора B̃ выполняется условие

∼
c ), аналог условия c). Для функции f̃ выполняются

точные аналоги условий K0)−K3). При этом роль функции N (.) играет функция

Ñ (M) ≡ N
(
M + ‖AQH [zv,H ]‖q,l,Π\H

)
, M ∈ R+. (2.14)

Последнее утверждение вытекает из следующей леммы.

Лемма 2.2. Для любого h ∈ Σ и любых y(.) ∈ Lmp (h), v(.) ∈ Lsk(h) справедливо
неравенство

∥∥f ′p (., y(.), v(.))
∥∥
r,m×l,h ≤ N

(
max

{
‖y‖q,l,h, ‖v‖k,s,h

})
.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу K2) имеем∥∥f ′p(., y(.), v(.))
∥∥
r,m×l,h =

=
∥∥Qh

[
f ′p (., Qh[y](.), Qh[v](.))

]∥∥
r,m×l ≤

∥∥f ′p (., Qh[y](.), Qh[v](.))
∥∥
r,m×l ≤

≤ N (max {‖Qh[y]‖q,l, ‖Qh[v]‖k,s}) = N (max {‖y‖q,l,h, ‖v‖k,s,h}) .

�
Из леммы 2.2 при h = Π\H получаем для любых y(.) ∈ Lmp (Π\H), v(.) ∈ Lsk(Π\H) :∥∥f ′p (., y(.) + AQH

[
zv,H

]
(.), v(.)

)∥∥
r,m×l,Π\H ≤

≤ N
(

max
{
‖y‖q,l,Π\H+‖AQH [zv,H ]‖q,l,Π\H , ‖v‖k,s,Π\H

})
≤ Ñ

(
max

{
‖y‖q,l,Π\H , ‖v‖k,s,Π\H

})
,

что означает справедливость высказанного выше утверждения относительно функции
(2.14).

Таким образом, уравнение (2.12) подобно уравнению (0.1) и задачу о продолжении
решений уравнения (0.1) можно решать, применяя к (2.12) теорему 1.2, взяв в этой теореме
вместо Π, T, f,D, v соответственно Π \ H, T−H , f̃ , D̃ ≡

{
v
∣∣∣
Π\H

: v ∈ D
}
, ṽ ≡ v

∣∣∣
Π\H

.

Для уравнения (2.12) аналогом функции Ξ из (1.5) является функция

Ξ̃(ṽ, h,M, ẑ) ≡M · ϕB̃(h) ˜·N
(

max
{∥∥Ã[ẑ]

∥∥
q,l,h

+M,
∥∥ṽ∥∥

k,s,Π\H

})
+
∥∥Ã[F̃ [ẑ, ṽ]− ẑ

]∥∥
q,l,h
≡

≡ Ξ̃1(ṽ, h,M, ẑ) + Ξ̃2(ṽ, h,M, ẑ), ṽ ∈ D̃, h ∈ T−H , M ∈ R+, ẑ ∈ Lmp (h),

где ϕB̃(h) ≡
∥∥P̃hB̃P̃h∥∥p,Π\H→q,Π\H (h ∈ ΣΠ\H ), P̃h — оператор умножения на характери-

стическую функцию χ̃h(t) ≡
{

1, t ∈ h; 0, t /∈ h
}
, t ∈ Π \H,

F̃ [ẑ, ṽ](t) ≡ f̃(t, Ã[ẑ](t), ṽ(t)), t ∈ Π \H, ẑ ∈ Lmp (Π \H), ṽ ∈ D̃.

Оценим величину Ξ̃(ṽ, h,M, z0). Имеем

ϕB̃(h) = ‖P̃hSΠ\HBQΠ\HP̃h‖p,Π\H→q,Π\H =

= ‖P̃hSΠ\HBPh‖p→q,Π\H = ‖PhBPh‖p→q = ϕB(h), h ∈ ΣΠ\H ; (2.15)

‖Ã[z0]‖q,l,h ≤ ‖A‖ · κ; (2.16)

‖ṽ‖k,s,Π\H ≤ κ0 + ‖v − v0‖k,s; (2.17)

‖AQH [zv,H ]‖q,l,Π\H ≤ ‖AQH [z0]‖q,l,Π\H + ‖AQH [zv,H − z0]‖q,l,Π\H ≤

≤ ‖A‖ · κ+ ‖A‖ · ‖zv,H − z0‖p,m,H . (2.18)

Из (2.14)–(2.18) получаем

Ξ̃1(ṽ, h,M, z0) ≤MϕB(h) · σ
(∥∥zv,H − z0

∥∥
p,m,H

, ‖v − v0‖k,s , M
)
, (2.19)

где принято обозначение

σ(ξ, η,M) ≡ N
(
σ1(η,M) + ‖A‖(κ+ ξ)

)
, (2.20)

σ1(η,M) ≡ max
{
‖A‖ · κ+M, κ0 + η

}
, ξ, η,M ∈ R+. (2.21)
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Оценим величину Ξ̃2(ṽ, h,M, z0). Имеем∥∥∥Ã [F̃ [z0, ṽ]− z0

]∥∥∥
q,l,h
≤
∥∥∥Ã [F̃ [z0, ṽ]− F [z0, ṽ]

]∥∥∥
q,l,h

+
∥∥∥Ã[∆vf(z0)]

∥∥∥
q,l,h

, (2.22)

∥∥∥Ã[∆vf(z0)]
∥∥∥
q,l,h

=
∥∥∥AQΠ\H [∆vf(z0)]

∥∥∥
q,l,h
≤ ‖B‖ · ‖∆vf(z0)‖p,m . (2.23)

По теореме о конечных приращениях при t ∈ Π \H имеем

F̃ [z0, ṽ](t)− F [z0, ṽ](t) = I
(
t, A[z0](t), AQH

[
zv,H − z0

]
(t), v(t)

)
· AQH

[
zv,H − z0

]
(t),

что вместе с (2.13), (2.15) дает∥∥∥Ã [F̃ [z0, ṽ]− F [z0, ṽ]
]∥∥∥

q,l,h
≤ ϕB(h) ·

∥∥AQH [zv,H − z0]
∥∥
q,l,h
·

·
∥∥I(., A[z0](.), AQH [zv,H − z0](.), v(.))

∥∥
r,m×l,h . (2.24)

По лемме 2.2 ∥∥I(., A[z0](.), AQH [zv,H − z0](.), v(.))
∥∥
r,m×l,h ≤

≤ N
(

max
{
‖A[z0]‖q,l,h +

∥∥AQH [zv,H − z0]
∥∥
q,l,h

, ‖v‖k,s
})
≤

≤ N
(

max
{
‖A‖ ·

(
κ+

∥∥zv,H − z0

∥∥
p,m,H

)
, κ0 + ‖v − v0‖k,s

})
. (2.25)

Из (2.22)–(2.25) получаем

Ξ̃2(ṽ, h,M, z0) ≤ ‖B‖ · ‖∆vf(z0)‖p,m + ϕB(h) · σ2

(∥∥zv,H − z0

∥∥
p,m,H

, ‖v − v0‖k,s
)
, (2.26)

где
σ2(ξ, η) ≡ ‖A‖ · ξ · N (max {‖A‖ (κ+ ξ), κ0 + η}) , ξ, η ∈ R+. (2.27)

Из (2.19), (2.26) окончательно находим

Ξ̃(ṽ, h,M, z0) ≤ ‖B‖ · ‖∆vf(z0)‖p,m + ϕB(h) · Φ
(∥∥zv,H − z0

∥∥
p,m,H

, ‖v − v0‖k,s , M
)
,

ṽ ∈ D̃, h ∈ T−H , M ∈ R+,
(2.28)

где принято обозначение

Φ(ξ, η,M) ≡M · σ(ξ, η,M) + σ2(ξ, η), ξ, η,M ∈ R+. (2.29)

Таким образом, нами доказано следующее утверждение.

Лемма 2.3. Существует зависящая лишь от управления v0 и функции N (.) неубы-
вающая по каждому из своих аргументов (при фиксированных остальных) функция
Φ(., ., .) : R+×R+×R+ → R+ такая, что если для некоторых v ∈ D, H ∈ T уравнение
(0.1) имеет решение zv,H , то для любых h ∈ T−H , M ∈ R+ справедлива оценка (2.28).
Такой функцией является, например, функция, определяемая формулами (2.29), (2.20),
(2.21), (2.27).

Лемма 2.3 позволяет доказать следующий результат.
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Лемма 2.4 (лемма о продолжении решений). Пусть заданы числа d > 0, d0 > 0. Для
любого числа M0 > 0 и любого достаточно большого числа M1 > 0 существует δ > 0

такое, что если управлению v ∈ D, удовлетворяющему неравенствам

‖v − v0‖k,s < d0, (2.30)

‖∆vf(z0)‖p,m < d, (2.31)

на множестве H ∈ T, 0 < mesH < mesΠ, отвечает локальное решение zv,H уравнения
(0.1), подчиняющееся неравенству∥∥A[zv,H − z0]

∥∥
q,l,H

< M0, (2.32)

то это решение продолжимо с множества H на множество H = H ∪ h при

h ∈ T−H , ϕB(h) < δ, (2.33)

причем ∥∥∥AQΠ\H [zv,H − z0]
∥∥∥
q,l,h

< M1. (2.34)

Указанными свойствами для любой пары чисел M0 > 0,

M1 > ‖B‖ · d (2.35)

обладает число δ > 0 такое, что

δ · Φ (d · γ (max{M0, d0}) , d0, M1) < M1 − ‖B‖ · d, (2.36)

где γ(.) и Φ(., ., .) — функции из лемм 2.1 и 2.3 соответственно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользуемся, как указано выше, теоремой 1.2. Фиксируем
произвольно M0 > 0, M1, удовлетворяющее неравенству (2.35), и некоторое δ > 0, удо-
влетворяющее неравенству (2.36). Достаточно применить теорему 1.2 к уравнению (2.12),
проверив выполнение неравенства

Ξ̃(ṽ, h,M1, z0) < M1, (2.37)

аналог неравенства (1.8). Докажем, что из (2.30)–(2.33), (2.35), (2.36) следует (2.37). В
силу (2.30)–(2.31) и оценки (2.1) леммы 2.1

‖zv,H − z0‖p,m,H ≤ γ(max{M0, d0}) · d. (2.38)

Из (2.38), (2.28), (2.30), (2.33) получаем неравенство

Ξ̃(ṽ, h,M1, z0) ≤ d · ‖B‖ + δ · Φ (d · γ (max{M0, d0}) , d0, M1) ,

которое вместе с (2.36) дает (2.37). �
Переходим к доказательству теоремы 1.3. Произвольно фиксируем d > 0, d0 > 0.

Выберем M0 > 0 так, что
M0 > ‖B‖ · d, M0 > d0. (2.39)
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Пусть γ(.) — некоторая функция, существующая по лемме 2.1, Φ(., ., .) — функция (2.29)
из леммы 2.3, а δ > 0 — некоторое число, удовлетворяющее неравенствам

δ · Φ(d · γ(M0), d0,M0) < M0 − ‖B‖ · d, (2.40)

δ · γ(M0 + ‖A‖ · γ(M0) · d) < M0, (2.41)

а также условию 4) теоремы 1.3: оператор B имеет вольтеррову δ -цепочку. Докажем,
что указанное число δ обладает требуемыми свойствами, то есть при условиях 1), 2),
3) теоремы 1.3 управление v ∈ D принадлежит классу Ω(Π) (условие 4) теоремы 1.3
выполняется по предположению).

Пусть T = {H0, H1, . . . , Hk} — δ -цепочка оператора B, существующая по условию
4). Будем считать, что mes(Hi \ Hi−1) > 0, i = 1, . . . ,k. В силу теоремы 1.2 существует
решение zv,H1 и ‖A[zv,H1 − z0]‖q,l,H1

< M0. Действительно, по определению δ -цепочки и
в силу (1.5), условий 1) и 2) имеем

Ξ(v,H1,M0, z0) ≤M0 · δ · N (max {‖A‖ · κ+M0, d0 + κ0}) + d · ‖B‖. (2.42)

Так как M0 · N (max {‖A‖ · κ+M0, d0 + κ0}) ≤ Φ (d · γ(M0), d0, M0) (см. (2.20), (2.21),
(2.29)), то из (2.40), (2.42) получаем неравенство Ξ(v,H1,M0, z0) < M0, означающее вы-
полнение для уравнения (0.1) условий теоремы 1.2 при H = H1, M = M0, ẑ = z0.

Докажем, что решение zv,H1 можно последовательными продолжениями с H1 на H2,

с H2 на H3, . . . распространить на все Π = Hk, причем для глобального решения zv
будет

‖A[zv − z0]‖q,l < M0. (2.43)

Действуя по индукции, предположим, что для некоторого i = 2,k уже доказано суще-
ствование решения zv,Hi−1

, причем∥∥A[zv,Hi−1
− z0]

∥∥
q,l,Hi−1

< M0; (2.44)

для i = 2 это доказано. Применим лемму 2.4, взяв в ней H = Hi−1, h = Hi \ Hi−1,

фиксированное нами число M0 и число M1 = M0. Лемма 2.4 применима, так как в дан-
ном случае выполняются условия (2.30)–(2.33), (2.35), (2.36). Действительно: условия 1)
и 2) теоремы 1.3 тождественны условиям (2.30) и (2.31) леммы 2.4; предположение (2.44)
эквивалентно условию (2.32); (2.33) выполняется по свойству вольтерровой δ -цепочки T
оператора B ; условие (2.35) выполняется в силу (2.39) и выбора M1 = M0 ; условие (2.36)
выполняется в силу (2.39), (2.40) и выбора M1 = M0. По лемме 2.4 решение zv,Hi−1

продол-
жимо на Hi = Hi−1 ∪ h, причем продолженное решение zv,Hi

удовлетворяет неравенству∥∥AQΠ\Hi−1
[zv,Hi

− z0]
∥∥
q,l,h

< M0. (2.45)

Покажем, что
‖A[zv,Hi

− z0]‖q,l,Hi
< M0. (2.46)

В соответствии с методом индукции это и будет означать, что решение zv,H1 продолжимо
на все Π = Hk и выполняется (2.43). Имеем

‖A[zv,Hi
− z0]‖q,l,Hi

≤
∥∥AQHi−1

[zv,Hi
− z0]

∥∥
q,l,Hi

+ ‖AQh[zv,Hi
− z0]‖q,l,Hi

. (2.47)
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Так как B ∈ V (T ), то A ∈ V (T ) и AQh[x](t) = 0, t ∈ Hi−1, x ∈ Lmp (Hi). Следовательно,
для любого x ∈ Lmp (Hi) имеем ‖AQh[x]‖q,l,Hi

= ‖AQh[x]‖q,l,h =
∥∥AQΠ\Hi−1

[x]
∥∥
q,l,h

. Беря
теперь x = zv,Hi

− z0, из (2.45) получаем для второго слагаемого правой части (2.47)

‖AQh[zv,Hi
− z0]‖q,l,Hi

< M0. (2.48)

Для первого слагаемого правой части (2.47) имеем∥∥AQHi−1
[zv,Hi

− z0]
∥∥
q,l,Hi

≤ ‖A‖ · ‖zv,Hi
− z0‖p,m,Hi−1

. (2.49)

Так как zv,Hi
(t) = zv,Hi−1

(t), t ∈ Hi−1, то

‖zv,Hi
− z0‖p,m,Hi−1

=
∥∥zv,Hi−1

− z0

∥∥
p,m,Hi−1

. (2.50)

Оценка (2.1) леммы 2.1, взятая при H = Hi−1, z = zv,Hi−1
, дает вместе с (2.44), (2.39) и

условиями 1), 2) теоремы 1.3

‖zv,Hi
− z0‖p,m,Hi−1

≤ γ(M0) · d. (2.51)

Из (2.49)–(2.51) получаем∥∥AQHi−1
[zv,Hi

− z0]
∥∥
q,l,Hi

≤ ‖A‖ · γ(M0) · d. (2.52)

Неравенства (2.47)–(2.49), (2.52) дают оценку

‖A[zv,Hi
− z0]‖q,l,Hi

< M0 + ‖A‖ · γ(M0) · d. (2.53)

Применим еще раз лемму 2.1, взяв теперь H = Hi, z = zv,Hi
и заменив число M0 на

число (M0 + ‖A‖ · γ(M0) · d), что можно сделать ввиду неравенства (2.53). Оценка (2.2)
леммы 2.1 дает

‖A[zv,Hi
− z0]‖q,l,Hi

< γ(M0 + ‖A‖ · γ(M0) · d) · r(v, v0). (2.54)

Неравенства (2.54), (2.41) вместе с условием 3) теоремы 1.3 и дают доказываемое неравен-
ство (2.46).

С учетом (2.43) из оценок (2.1), (2.2) леммы 2.1, взятых при H = Π, z = zv, получаем
оценки (1.10), (1.11), в которых C = γ(M0). �
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Аннотация. Исследуется задача Коши для управляемой дифференциальной системы
с параметром — элементом некоторого метрического пространства Ξ, содержащей фа-
зовые ограничения на управление. Предполагается, что в заданные моменты времени
tk, k = 1, 2, . . . , p, решение x непрерывно слева и терпит разрыв, величина которого
x(tk + 0) − x(tk) принадлежит некоторому непустому компакту пространства Rn. Вве-
дены понятия допустимой пары этой управляемой импульсной системы. Рассмотрены во-
просы продолжаемости допустимых пар. Даны определения априорной ограниченности и
априорной ограниченности в совокупности на заданном множестве S × K ( S ⊂ Rn —
множество начальных значений, K ⊂ Ξ — множество значений параметра) множества
фазовых траекторий. Доказано, что если в какой-то точке (x0, ξ) ∈ Rn×Ξ множество фа-
зовых траекторий априорно ограничено, то оно будет априорно ограничено и в некоторой
окрестности этой точки.
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Abstract. We study the Cauchy problem for a controlled differential system with a parameter
which is an element of some metric space Ξ containing phase constraints on the control. It is
assumed that at the given time instants tk, k = 1, 2, . . . , p, the solution x is continuous from
the left and suffers a discontinuity, the value of which is x(tk + 0) − x(tk), belongs to some
non-empty compact set of the space Rn. The notions of an admissible pair of this controlled
impulsive system are introduced. The questions of continuity of admissible pairs are considered.
Definitions of a priori boundedness and a priori collective boundedness on a given set S ×K
(where S ⊂ Rn is a set of initial values, K ⊂ Ξ is a set of parameter values) of the set of
phase trajectories are considered. It is proved that if at some point (x0, ξ) ∈ Rn ×Ξ the set of
phase trajectories is a priori bounded, then it will be a priori bounded in some neighborhood
of this point.
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Введение

Дифференциальные уравнения с многозначными импульсными воздействиями возни-
кают при исследовании явлений, подчиняющихся физическим законам, которые выража-
ются разрывными функциями (например, при разрывной зависимости силы трения от
скорости в случае сухого трения в модели Прагера–Ишлинского упруго-пластического
элемента), или технических систем, когда в связи с отказом тех или иных приборов и
устройств объекты мгновенно «перескакивают» с одной фазовой траектории на другую.
Ряд процессов в механике, электротехнике характеризуются тем, что правые части диф-
ференциальных уравнений, которые описывают их динамику, претерпевают мгновенные
разрывы, значения которых могут варьироваться в некоторой замкнутой области, кото-
рая в свою очередь также может меняться в зависимости от текущего состояния процесса.
В случае, когда подобными физическими процессами нужно управлять, возникает необ-
ходимость в применении математической модели, которая сводится к дифференциальным
уравнениям или включениям с многозначными импульсными воздействиями. Эти моде-
ли могут найти приложения в теории автоматического управления, в теории автоколе-
бательных систем, в экономических моделях долгосрочного прогнозирования, в задачах
биологии, медицины, социологии, во многих других областях науки и техники. Изучение
дифференциальных уравнений и включений с многозначными импульсными воздействи-
ями представляет не только теоретический интерес, но и важное практическое значение.

В работе рассмотрены вопросы существования, продолжаемости и априорной ограни-
ченности множества допустимых пар управляемой дифференциальной системы, содержа-
щий параметр, с многозначными импульсными воздействиями.

1. Основные понятия

Пусть Rn — n -мерное пространство с нормой | |, comp[Rn] — множество непустых
компактов пространства Rn. Обозначим через coA выпуклую замкнутую оболочку мно-
жества A ⊂ comp[Rn]. Пусть Ξ — метрическое пространство; BΞ(y, δ) — открытый шар
в пространстве Ξ с центром в точке y ∈ Ξ радиуса δ > 0.

Пусть tk ∈ [a, b], k = 1, 2, . . . , p, ( a < t1 < . . . < tp < b ) — конечный набор то-
чек. Обозначим через C̃

n
[a, b] банахово пространство всех непрерывных на каждом из

интервалов [a, t1], (t1, t2], . . . , (tp, b] ограниченных функций x : [a, b] → Rn, имеющих
пределы справа в точках tk, k = 1, 2, . . . , p, с нормой ‖x‖C̃n

[a,b] = sup{|x(t)| : t ∈ [a, b]}.
Для τ > a обозначим через C̃

n
[a, τ ] множество сужений на отрезок [a, τ ] функций, при-

надлежащих пространству C̃
n
[a, b]. Это множество является линейным пространством, а
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снабженное нормой ‖x‖C̃n
[a,τ ] = sup{|x(t)| : t ∈ [a, τ ]}, очевидно, становится банаховым

пространством.
Пусть отображение f : [a, b]× Rn × Rm × Ξ→ Rn удовлетворяет условиям:

1) при каждом фиксированном (x, u, ξ) ∈ Rn × Rm × Ξ функция f(·, x, u, ξ) измерима по
Лебегу;
2) при почти всех t ∈ [a, b] отображение f(t, ·, ·, ·) непрерывно;
3) для каждого ограниченного множества W ⊂ Rn × Rm × Ξ существует суммируемая
функция mW : [a, b] → [0,∞) такая, что при почти всех t ∈ [a, b] и всех (x, u, ξ) ∈ W

выполняется неравенство |f(t, x, u, ξ)| 6 mW (t).

Далее, пусть задано многозначное отображение U : [a, b]× Rn × Ξ→ comp[Rm], обла-
дающее следующими свойствами:
4) при каждом (x, ξ) ∈ Rn×Ξ отображение U(·, x, ξ) измеримо (определение измеримости
многозначного отображения см., например, в [1, с. 65] или [2, с. 300]);
5) при почти всех t∈ [a, b] отображение U(t,·,·) непрерывно по Хаусдорфу (определение
см., например, в [3, с. 117]);
6) для каждого ограниченного множества V ⊂ Rn × Ξ существует cV ∈ [0,∞) такое, что
что при почти всех t ∈ [a, b] и всех (x, ξ) ∈ V выполняется неравенство |U(t, x, ξ)| 6 cV .

Будем также предполагать, что заданы локально ограниченные и непрерывные по Ха-
усдорфу многозначные отображения Ik : Rn × Ξ→ comp[Rn], k = 1, 2, ..., p.

Рассмотрим задачу Коши для дифференциального уравнения с параметром ξ ∈ Ξ ,
управлением и многозначными импульсными воздействиями:

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t), ξ), (1.1)

u(t) ∈ U(t, x(t), ξ), (1.2)

x(tk + 0)− x(tk) ∈ Ik(x(tk), ξ), k = 1, . . . , p, (1.3)

x(a) = x0. (1.4)

О п р е д е л е н и е 1.1. Пусть τ ∈ (a, b]. Под допустимым управлением на отрезке
[a, τ ] системы (1.1)–(1.4) будем понимать измеримую по Лебегу функцию u : [a, τ ] →
Rm, для которой существует функция x ∈ C̃

n
[a, τ ] такая, что при почти всех t ∈ [a, τ ]

выполняется включение (1.2) и при всех t ∈ [a, τ ] имеет место представление

x(t) = x0 +

t∫
a

f(s, x(s), u(s), ξ)ds+
∑

k: tk∈[a,τ)

∆kχ(tk,τ ](t), (1.5)

где векторы ∆k = x(tk + 0)− x(tk) удовлетворяют включениям (1.3), χ(tk,τ ] — характери-
стическая функция интервала (tk, τ ] ( k такие, что tk ≤ τ ). Пару (u, x) будем называть
допустимой на отрезке [a, τ ], а функцию x ∈ C̃

n
[a, τ ] — фазовой траекторией отрезке

[a, τ ].

Систему (1.1)–(1.4) будем называть управляемой системой с фазовыми ограничениями
на управление, поскольку выбор управления зависит от состояния управляемого объекта, и
с многозначными импульсными воздействиями (или коротко — управляемой импульсной
системой).
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Определим отображение F : [a, b]× Rn × Ξ→ comp[Rn] равенством

F (t, x, ξ) = f(t, x, U(t, x, ξ), ξ).

В силу теоремы об измеримом выборе (см., например, [3, с. 127]), система (1.1)–(1.4) эк-
вивалентна задаче Коши для дифференциального включения

ẋ(t) ∈ F (t, x(t), ξ) (1.6)

с многозначными импульсными воздействиями (1.3) и начальным условием (1.4).

З а м е ч а н и е 1.1. Множество решений задачи (1.6), (1.3), (1.4) совпадает с мно-
жеством всех фазовых траекторий управляемой импульсной системы (1.1)–(1.4).

О п р е д е л е н и е 1.2. Допустимую пару (u0, x0) на отрезке [a, τ0] ( τ0 ∈ (a, b) )
будем называть продолжаемой, если найдется такая допустимая пара (u1, x1) на отрезке
[a, τ1] (τ1 ∈ (τ0, b]), что u1(t) = u0(t) при почти всех t ∈ [a, τ0] и x1(t) = x0(t) при всех
t ∈ [a, τ0].

О п р е д е л е н и е 1.3. Будем говорить, что (u, x) — допустимая пара на интервале
[a, c) ( c ∈ (a, b) ), если для любого τ ∈ (a, c) сужения на [a, τ ] функций u, x образуют
допустимую пару на [a, τ ] .

О п р е д е л е н и е 1.4. Будем говорить, что допустимая пара (u, x) на интервале
[a, c) ( c ∈ (a, b) ) непродолжаема, если не существует такой допустимой пары (u1, x1) на
интервале [a, c1) (c1 ∈ (c, b]), что u1(t) = u(t) и x1(t) = x(t) на [a, c). Допустимую пару
на всем [a, b] будем также считать непродолжаемой.

Для управляемой импульсной системы (1.1)–(1.4) обозначим H(x0, τ, ξ) — множество
всех допустимых пар на отрезке [a, τ ] ( τ ∈ (a, b] ); H(x0, ξ) — множество всех непродол-
жаемых допустимых пар; H̃(x0, τ, ξ) — множество всех фазовых траекторий на отрез-
ке [a, τ ] ( τ ∈ (a, b] ); H̃(x0, ξ) — множество всех непродолжаемых фазовых траекторий
(см. [4, Определение 2.3]).

Согласно замечанию 1.1, при любом τ ∈ (a, b] множество H̃(x0, τ, ξ) совпадает с мно-
жеством определенных на [a, τ ] решений включения (1.6) с импульсными воздействиями
(1.3) и начальным условием (1.4) .

О п р е д е л е н и е 1.5. [5, Определение 2] Будем говорить, что множество непро-
должаемых фазовых траекторий априорно ограничено в точке (x0, ξ) ∈ Rn × Ξ (или,
что множество H̃(x0, ξ) априорно ограничено), если найдется такое число r > 0 , что для
всякого τ ∈ (a, b] не существует x ∈ H̃(x0, τ, ξ) , для которого выполняется неравенство
‖x‖C̃n

[a,τ ] > r .

О п р е д е л е н и е 1.6. [5, Определение 3] Пусть S ⊂ Rn , K ⊂ Ξ . Будем говорить,
что множество непродолжаемых фазовых траекторий априорно ограничено в совокупно-
сти на множестве S×K (или, что множество H̃(S,K) априорно ограничено), если оно
априорно ограничено в каждой точке (x0, ξ) ∈ S × K и константа r > 0 в определении
1.5 является общей для всех точек из множества S ×K.
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Рассмотрим для дифференциального включения (1.6) «овыпукленное» включение:

ẋ(t) ∈ coF (t, x(t), ξ), t ∈ [a, b]. (1.7)

Обозначим через H̃co(x0, τ, ξ) множество решений задачи (1.7), (1.3), (1.4) на отрезке
[a, τ ] ( τ ∈ (a, b] ), а через H̃co(x0, ξ) — множество всех непродолжаемых решений этой же
задачи (1.7), (1.3), (1.4).

Лемма 1.1 (см. [4]). Пусть множество H̃(x0, ξ) априорно ограничено. Тогда най-
дется такой выпуклый компакт K ⊂ C̃n[a, b] , что для любого τ ∈ (a, b] выполнено
H̃co(x0, τ, ξ) ⊂ K |τ , где K |τ — множество сужений функций из множества K на
отрезок [a, τ ].

Следствие 1.1 (см. [4], [5]). Если множество H̃(x0, ξ) априорно ограничено, то мно-
жество H̃co(x0, ξ) также априорно ограничено.

2. Основные результаты

Теорема 2.1. Пусть множество непродолжаемых фазовых траекторий априорно
ограничено в точке (x0, ξ) ∈ Rn × Ξ . Тогда для любого τ ∈ (a, b] множество H(x0, τ, ξ)

допустимых пар на отрезке [a, τ ] не пусто.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как множество H̃(x0, ξ) априорно ограничено, то, со-
гласно [4, теорема 2.1], для всякого τ ∈ (a, b] множество H̃(x0, τ, ξ) не пусто, а значит и
множество H(x0, τ, ξ) также не пусто. �

З а м е ч а н и е 2.2. Согласно теореме 2.1 из априорной ограниченности множества
H̃(x0, ξ) следует, что для любого τ ∈ [a, b] существует фазовая траектория управляемой
импульсной системы (1.1)–(1.4) на отрезке [a, τ ] и любая фазовая траектория на отрезке
[a, τ ] продолжаема на весь отрезок [a, b].

Теорема 2.2. Пусть множество непродолжаемых фазовых траекторий априорно
ограничено в точке (x0, ξ) ∈ Rn × Ξ . Тогда существует такое ε > 0, что множество
непродолжаемых фазовых траекторий априорно ограничено в совокупности на множе-
стве BRn(x0, ε)× BΞ(ξ, ε).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Каждое непродолжаемое решение x : [a, c)→ Rn, как пока-
зано в [4], обладает следующим свойством: lim

t→c−0
|x(t)| =∞.

Предположим, что утверждение теоремы не выполнено, т. е. множество H̃(x0, ξ) апри-
орно ограничено и не существует такого ε > 0, что множество непродолжаемых фазовых
траекторий априорно ограничено в совокупности на BRn(x0, ε) × BΞ(ξ, ε) . Иначе говоря,
предположим, что множество непродолжаемых фазовых траекторий априорно ограниче-
но в точке (x0, ξ) , но не является априорно ограниченным в совокупности ни на одном
шаре пространства Rn × Ξ с центром в точке (x0, ξ).

Это означает, что для любых mi > 0 найдутся такие числа τi ∈ (a, b] и последователь-
ности {xi} ⊂ H̃(xi0, τi, ξi) , где ξi → ξ , xi0 → x0 при i → ∞ , что для любого i = 1, 2, . . .

выполняется неравенство
|xi(τi)| > mi. (2.8)
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Для задачи (1.6), (1.3), (1.4) в [5] было показано, что любое решение xi ∈ H̃(xi0, τi, ξi)

можно продолжить до непродолжаемого решения x̃i ∈ H̃(xi0, ξi) , i = 1, 2, . . . . Обозначим
σ(x̃i) правую точку интервала, на котором определено решение x̃i ∈ H̃(xi0, ξi) . Поставим
в соответствие последовательности {x̃i} ⊂ H̃(xi0, ξi) , i = 1, 2, . . . , число

ν̃ = sup
{
d ∈ (a, b] : d < σ(x̃i), i = 1, 2, . . . , и множество

{x̃i |d, i = 1, 2, . . .} ограничено в C̃n[a, d]
}
.

(2.9)

Не уменьшая общности, будем считать, что при i→∞ последовательность {τi} схо-
дится к τ0 монотонно. Из оценки (2.8) и и определения числа ν̃ соотношением (2.9) выте-
кают неравенства a < ν̃ 6 τ0 6 b. Далее, из (2.9), как показано в [6], вытекает, что для лю-
бого d ∈ (a, ν̃) последовательность функций x̃i |d, i = 1, 2, . . . , компактна в пространстве
C̃n[a, d] и из нее диагональным процессом можно извлечь сходящуюся подпоследователь-
ность функций x̃jj, j = 1, 2, . . . , т. е. что для любого d ∈ (a, ν̃) x̃jj → x в пространстве
C̃n[a, d] при j →∞ . Не уменьшая общности, будем считать, что сама последовательность
x̃i , i = 1, 2, . . . , для любого d ∈ (a, b] сходится при i → ∞ к x в пространстве C̃n[a, d].

Отметим, что, согласно [4], сужение x на любой отрезок [a, d] ⊂ [a, ν̃) — это решение
овыпукленной задачи (1.7) , (1.3) , (1.4) на отрезке [a, d] .

По следствию 1.1, из априорной ограниченности множества H̃(x0, ξ) вытекает, что
множество H̃co(x0, ξ) также априорно ограничено. Из определения числа ν (см. (2.9))
и соотношения (2.8) следует, что найдется монотонная последовательность {di} ⊂ [a, b],

di → ν̃ при i→∞ такая, что lim
i→∞
|x̃i(di)| =∞ .

Далее покажем, что функция x ∈ H̃co(x0, ν̃, ξ) удовлетворяет равенству

lim
t→ν̃−0

|x(t)| =∞. (2.10)

Предположим противное. Тогда функция x ∈ H̃co(x0, τ0, ξ) ограничена на [a, ν̃) . Пусть
для любого t ∈ (a, ν̃) выполнено |x(t)| < k̃. Зафиксируем некоторое m̃ > k̃. В силу ком-
пактности последовательности x̃i ∈ H̃(xi0, ξi) для положительного числа m̃− k̃ найдется
такое число δ > 0, что для любого x̃i ∈ H̃(xi0, ξi) и любых t1, t2 ∈ (a, ν̃] , принадлежащих
одному и тому же интервалу, в котором функции непрерывны и удовлетворяют неравен-
ству

|x̃i(t1)− x̃i(t2)| < m̃− k̃. (2.11)

Будем считать, что все числа di принадлежат интервалу (ν̃ − δ, ν̃) непрерывности функ-
ций x̃i ∈ H̃(xi0, ξi) , причем |x̃i(di)| > m̃ . Выберем i столь большим, что для всех t ∈ [a, d1]

выполняется неравенство |x̃i(t)| < k̃ . Тогда для любого x̃i ∈ H̃(xi0, ξi) справедлива оценка

|x̃i(d1)− x̃i(di)| > m̃− k̃,

которая противоречит неравенству (2.11). Следовательно, выполняется (2.10), что проти-
воречит априорной ограниченности множества H̃co(x0, ξ) . Полученное противоречие до-
казывает теорему. �

Следствие 2.2. Пусть для некоторой точки (x0, ξ) ∈ Rn × Ξ множество H̃(x0, ξ)

априорно ограничено. Тогда существует такое ε > 0, что для любых x0 ∈ BRn(x0, ε),

ξ ∈ BΞ(ξ, ε) и τ ∈ (a, b] множество H(x0, τ, ξ) допустимых пар на отрезке [a, τ ] не
пусто.
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