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УДК 519.245

Универсальный метод Монте–Карло
для процессов Леви и его экстремумов

Александр Сергеевич ГРЕЧКО1 , Олег Евгеньевич КУДРЯВЦЕВ1,2

1 ООО НПФ «ИнВайз Системс»
344015, Российская Федерация, г. Ростов-на-Дону, ул. Еременко, 58/11
2 ГКОУ ВО «Ростовский филиал Российской таможенной академии»

344002, Российская Федерация, г. Ростов-на-Дону, пр. Буденновский, 20

Аннотация.В статье предложен универсальный подход построения методов Монте–Карло
для вычисления цен опционов с выплатами, зависящими от совместного распределения
конечного положения процесса Леви XT и его инфимума IT (или супремума ST ). Мы
выводим приближенные формулы для условных функций распределения процесса Леви
P(XT < x|ST = y) (P(XT < x|IT = y) ), которые выражаются через частную производ-
ную по y функции совместного распределения P(XT < x,ST < y) (P(XT < x, IT < y))
и плотности инфимума (или супремума) в конечный момент времени. Применив преоб-
разование Лапласа к функции совместного распределения процесса Леви и его экстре-
мума, мы используем приближенную факторизацию Винера–Хопфа для представления
образа ее частной производной. Обращая преобразование Лапласа с помощью алгоритма
Гавера–Стехфеста, мы находим искомую условную функцию распределения. Разработан-
ный алгоритм симуляции совместного положение процесса Леви и его экстремума в задан-
ный момент времени состоит из двух ключевых этапов. На первом этапе мы симулируем
значение экстремума процесса Леви на основе аппроксимации его функции распределе-
ния P(ST < x) (или P(IT < x) ). На втором этапе мы симулируем конечное значение
процесса Леви на основе аппроксимации условной функции распределения конечного по-
ложения процесса Леви относительно его экстремума. Универсальность разработанного
нами метода Монте–Карло заключается в реализации единообразного подхода для широ-
кого класса процессов Леви, в отличие от классических подходов, когда симуляции суще-
ственным образом опираются на особенности вероятностного распределения, связанного с
моделируемым случайным процессом или его экстремумами. В нашем подходе достаточ-
но знать характеристическую экспоненту процесса Леви. Наиболее затратный по времени
вычислительный блок по симуляции случайной величины на основе известной функции
распределения может быть эффективно реализован с помощью нейросетей и ускорен за
счет параллельных вычислений. Таким образом, с одной стороны, предлагаемый нами под-
ход подходит для широкого класса моделей Леви, с другой — допускает комбинирование
с методами машинного обучения.

Ключевые слова: процессы Леви, метод Монте–Карло, процессы экстремума, интеграль-
ные преобразования, факторизация Винера–Хопфа
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Universal Monte Carlo method for Lévy processes and their extrema
Alexander S. GRECHKO1 , Oleg E. KUDRYAVTSEV1,2

1 InWise Systems, LLC
58/11 Eremenko St., Rostov-on-Don 344015, Russian Federation

2 Rostov Branch of the Russian Customs Academy
20 Budennovskiy Av., Rostov-on-Don 344002, Russian Federation

Abstract. The article proposes a universal approach to constructing Monte Carlo methods
for pricing options with payoffs depending on the joint distribution of the final position of the
Lévy process XT and its infimum IT (or supremum ST ). We derive approximate formulas
for the conditional cumulative distribution functions of the Lévy process P(XT < x|ST = y)

(P(XT < x|IT = y) ), which are expressed through the partial derivative with respect to
y of the joint cumulative distribution function P(XT < x,ST < y) (P(XT < x, IT < y))
and the density of the infimum (or supremum) at the final moment of time. By applying the
Laplace transform to the joint cumulative distribution function of the Lévy process and its
extremum, we use the approximate Wiener–Hopf factorization to represent the image of its
partial derivative. By inverting the Laplace transform using the Gaver–Stehfest algorithm,
we find the desired conditional cumulative distribution function. The developed algorithm
for simulating the joint position of the Lévy process and its extremum at a given point in
time consists of two key stages. At the first stage, we simulate the extremum value of the
Lévy process based on the approximation of its cumulative distribution function P(ST < x)

(or P(IT < x) ). In the second step, we simulate the final value of the Lévy process based on
the approximation of the conditional cumulative distribution function of the final position of the
Lévy process relative to its extremum. The universality of the Monte Carlo method we developed
lies in the implementation of a uniform approach for a wide class of Lévy processes, in contrast
to classical approaches, when simulations are essentially based on the features of the probability
distribution associated with the simulated random process or its extrema. In our approach, it
is enough to know the characteristic exponent of the Lévy process. The most time-consuming
computational unit for simulating a random variable based on a known cumulative distribution
function can be effectively implemented using neural networks and accelerated through parallel
computing. Thus, on the one hand, the approach we propose is suitable for a wide class of Lévy
models, on the other hand, it can be combined with machine learning methods.

Keywords: Lévy processes, Monte Carlo method, extremum processes, integral transforms,
Wiener–Hopf factorization
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Введение

Процессы Леви, допускающие скачки и обобщающие модель Блэка–Шоулза, последние
несколько декад активно используются при моделировании финансовых активов (см., на-
пример, [1]). Напомним, что процесс Леви имеет независимые однородные по времени
приращения и траектории, непрерывные справа с левосторонними пределами (подробнее,
см., например, [2]). Простейшим примером процесса Леви является винеровский процесс.

В задачах вычисления цен опционов метод Монте–Карло является наиболее простым
с точки зрения практической реализации. Методы симуляции специальных классов про-
цессов Леви на основе особенностей их построения можно найти в [1]. В рамках общего
подхода к построению классических методов Монте–Карло моделирование приращений
процесса Леви осуществляется на основе обращения соответствующей функции распреде-
ления, которую можно вычислить через характеристическую функцию процесса с помо-
щью интеграла Фурье (см., например, [3]). Вместе с тем, в случае опционов, выплаты по
которым зависят от траектории базового актива, в моделях со скачками необходимо осу-
ществлять симуляцию положения процесса через достаточно короткие промежутки вре-
мени, чтобы фиксировать возможные изменения процессов супремума и инфимума. Этот
факт делает стандартные методы Монте–Карло для процессов Леви слишком затратным
с вычислительной точки зрения. На основе факторизационного тождества (факторизация
Винера–Хопфа), связывающего исходный процесс Леви с его супремумом и инфимумом,
в [4–6] были построены плотности распределений экстремумов процесса Леви в рандоми-
зированный момент времени, позволяющие разработать более передовые методы Монте–
Карло для экзотических опционов. Однако реализация этих методов требовала знания
явных формул факторизации, которые известны только для ограниченного числа моде-
лей Леви. Более того, как доказано в [7], в этом случае остается и проблема большого
количества шагов по времени. В статье [8] был предложен метод Монте–Карло вычис-
ления вероятности выхода из полосы гауссового процесса, для которого также известна
факторизация Винера–Хопфа в явном виде.

В [7] был разработан более универсальный подход к построению методов Монте–Карло
для общих моделей Леви, предполагающий непосредственное моделирование процессов
экстремума на основе приближенной факторизации Винера–Хопфа. Приближенная фак-
торизация Винера–Хопфа применялась при вычислении цен барьерных опционов в моде-
лях Леви с непрерывным и дискретным мониторингом барьеров (см., например, [9, 10]).
Разработанный в [7] метод Монте–Карло с факторизацией Винера–Хопфа для процессов
Леви, как показали численные эксперименты в [3], эффективен для симуляции процес-
са экстремума. Однако для совместного распределения положений экстремума и самого
процесса метод нуждается в дальнейшем развитии. В работах [3,11] предложены подходы
по встраиванию искусственных нейросетей в методы Монте–Карло при моделировании
случайных величин на основе приближения их функций распределения.

Цель данной статьи — предложить универсальный подход построения методов Монте–
Карло для вычисления цен опционов с выплатами, зависящими от совместного распреде-
ления конечного положения процесса Леви и его экстремума. В рамках данной работы мы
выводим приближенные формулы для условных функций распределения процесса Леви
относительно его экстремума, которые выражаются через соответствующую частную про-
изводную функции совместного распределения и плотности инфимума (или супремума)
в конечный момент времени.
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Преобразование Лапласа функции совместного распределения процесса Леви и его экс-
тремума позволяет нам использовать факторизацию Винера–Хопфа для представления
образа ее частной производной. Обращая преобразование Лапласа с помощью алгоритма
Гавера–Стехфеста, мы находим искомую условную функции распределения. С помощью
функций распределения процесса экстремума и условной функции распределения про-
цесса Леви относительно его экстремума мы сначала симулируем положение процесса
экстремума, а затем положение самого процесса при известном экстремуме. В результате
мы получаем совместное положение процесса Леви и его экстремума в заданный момент
времени. Наиболее затратный по времени вычислительный блок по симуляции случайной
величины на основе известной функции распределения может быть эффективно реализо-
ван с помощью нейросетей. Таким образом, с одной стороны, предлагаемый нами подход
подходит для широкого класса моделей Леви, с другой — допускает комбинирование с ме-
тодами машинного обучения.

Остальная часть статьи организована следующим образом. В разделе 1 мы дадим
основные понятия теории процессов Леви, включающие в себя факторизации Винера–
Хопфа. Во втором разделе мы выведем приближенные формулы для функций условно-
го распределения процесса Леви относительно его экстремума в фиксированный момент
времени. В третьем разделе мы сформулируем алгоритм универсального метода Монте–
Карло для общих процессов Леви.

1. Основные понятия теории процессов Леви

Пусть (Ω,F ,P) — вероятностное пространство, на котором определен одномерный
процесс Леви {Xt, t ≥ 0}. Напомним, что характеристическая экспонента ψ, которая
находится из соотношения E[eiξXt ] = e−tψ(ξ), полностью определяет Xt. Согласно хорошо
известной формуле Леви–Хинчина (см. [2]), ψ(ξ) допускают следующее представление

ψ(ξ) =
σ2

2
ξ2 − iγξ +

∫
R

(1− eiξx + iξx1[−1,1](x))Π(dx), (1.1)

где σ ≥ 0 и γ ∈ R — константы, а Π — мера на R \ {0}, удовлетворяющая свойству∫
R

min{1, x2}Π(dx) < +∞.

О п р е д е л е н и е 1.1. [2, Definition 45.1] Определим

St = sup
0≤s≤t

Xs и It = inf
0≤s≤t

Xs.

Процессы {St} и {It} называются процессами супремума и инфимума, соответственно.

Отметим, что для любого t > 0 имеют место следующие полезные соотношения
[2, Remark 45.9]

St
d∼ Xt − It, It

d∼ Xt − St.

Введем случайное время Tq, имеющее показательное распределение с параметром ин-
тенсивности q > 0, и рассмотрим характеристическую функцию распределения XTq

E
[
eiξXTq

]
= q(q + ψ(ξ))−1.

Имеет место следующий результат (факторизация Винера–Хопфа).
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Теорема 1.1. (см. [2, Theorem 45.2]) Существует единственная пара характери-
стических функций φ+

q (ξ) и φ−q (ξ) бесконечно делимых распределений с носителями на
[0,+∞) и (−∞, 0], соответственно, таких, что выполняется тождество

q(q + ψ(ξ))−1 = φ+
q (ξ)φ−q (ξ), ξ ∈ R.

Согласно [2, Theorem 45.7], функции φ+
q (ξ) и φ−q (ξ) — это характеристические функции

распределений STq и ITq , соответственно:

φ+
q (ξ) = E

[∫ ∞
0

qe−qteiξStdt

]
= E

[
eiξSTq

]
, (1.2)

φ−q (ξ) = E

[∫ ∞
0

qe−qteiξItdt

]
= E

[
eiξITq

]
. (1.3)

2. Факторизация Винера–Хопфа и условные функции распределения
процесса Леви относительно его экстремума

Рассмотрим задачу аппроксимации функций совместного распределения процесса Ле-
ви и процесса экстремума. Обозначим через:

F+(x, T ) = P(ST < x) функцию распределения положения процесса супремума ST ;

F−(x, T ) = P(IT < x) функцию распределения положения процесса инфимума IT ;

F+
X (x, y, T )=P(XT <x,ST <y) функцию совместного распределения величинXT и ST ;

F−X (x, y, T )=P(XT <x, IT <y) функцию совместного распределения величин XT и IT ;

FX|S(x, y, T ) = P(XT < x|ST = y) условную функцию распределения величины XT

относительно ST ;

FX|I(x, y, T ) = P(XT < x|IT = y) условную функцию распределения величины XT

относительно IT .
Применяя преобразование Лапласа L к F+(x, T ) по времени T, получаем

F̂+(x, q) =

∫ +∞

0

e−qtE
[
1(−∞,0)(St − x)

]
dt = q−1E

[
1(−∞,0)(STq − x)

]
= q−1P(STq < x) ≡ q−1P(XTq − ITq < x). (2.1)

Аналогично, применяя преобразование Лапласа к F−(x, T ), получаем

F̂−(x, q) =

∫ +∞

0

e−qtE
[
1(−∞,0)(It − x)

]
dt = q−1E

[
1(−∞,0)(ITq − x)

]
= q−1P(ITq < x) ≡ q−1P(XTq − STq < x). (2.2)

Функции F̂+(x, q) и F̂−(x, q) можно вычислить, например, с помощью [3, Теорема 2.1],
см. также [7].

Теорема 2.1. Определим F̂+(x, q) по формуле (2.1). Фиксируем четное натуральное
число N = 2n, определим точки qk в соответствии с алгоритмом Гавера–Стехфеста

qk =
k ln(2)

T
, k = 1, . . . , N, (2.3)
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и весовые коэффициенты ωk

ωk :=
(−1)n+k

k · n!

min{k,n}∑
j=[(k+1)/2)]

jn+1Cj
nC

j
2jC

k−j
j , (2.4)

где через [x] обозначена целая часть x, а через CK
L = L!

(L−K)!K!
— количество сочетаний

из L элементов по K. Тогда

FX|I(x, y, T ) = 0, y > 0, (2.5)

FX|I(x, y, T ) ≈
∑N

k=1 ωk · F̂+(x− y, qk)p̂−qk(y)

p−T (y)
, y ≤ 0, x ≥ y, (2.6)

где p−t (x) и p̂−q (x) — плотности вероятности It и ITq , соответственно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Учитывая, что ITq принимает неположительные значения,
по определению условной функции распределения случайной величины FX|I(x, y, T ) по-
лучаем, что при y > 0 (2.5) выполняется автоматически.

При y ≤ 0, x ≥ y имеем

P(XT < x, IT < y) =

∫ y

−∞
P(XT < x|IT = ỹ)p−T (ỹ)dỹ, (2.7)

где p−T (y) — плотность распределения вероятностей случайной величины IT . Из (2.7),
с учетом наших обозначений, получаем,

P(XT < x|IT = y) = ∂yF
−
X (x, y, T )/p−T (y). (2.8)

Применяя преобразование Лапласа к F−X (x, y, T ) и учитывая соотношения в (2.1), по-
лучаем

F̂−X (x, y, q) =

∫ +∞

0

e−qtE
[
1(−∞,0)(Xt − x)1(−∞,0)(It − y)

]
dt

= q−1E
[
1(−∞,0)(XTq − x)1(−∞,0)(ITq − y)

]
= q−1E

[
1(−∞,0)((XTq − ITq) + (ITq − x))1(−∞,0)(ITq − y)

]
= E

[
q−1P(XTq − ITq < x− ITq)1(−∞,0)(ITq − y)

]
= E

[
F̂+(x− ITq , q)1(−∞,0)(ITq − y)

]
=

∫ 0

−∞
F̂+(x− z, q)1(−∞,0)(z − y)p−q (z)dz =

∫ y

−∞
F̂+(x− z, q)p−q (z)dz. (2.9)

Дифференцируя интеграл (2.9) по y, мы получаем

∂yF̂
−
X (x, y, q) = F̂+(x− y, q)p−q (y). (2.10)

Обращая преобразование Лапласа в (2.10) с помощью алгоритма Гавера–Стехфеста и под-
ставляя результат в (2.8), завершаем доказательство соотношения (2.6).

По аналогии можно доказать следующую теорему для условной функции распределе-
ния FX|S(x, y, T ).
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Теорема 2.2. Определим F̂−(x, q) по формуле (2.2). Фиксируем четное натуральное
число N = 2n, определим точки qk в соответствии с алгоритмом Гавера–Стехфеста
(см. (2.3), (2.4)) . Тогда

FX|S(x, y, T ) = 0, y < 0,

FX|S(x, y, T ) ≈
∑N

k=1 ωk · F̂−(x− y, qk)p̂+qk(y)

p+T (y)
, y ≥ 0, x ≤ y,

где p+t (x) и p̂+q (x)— плотности вероятности St и STq , соответственно.

Плотности вероятности p−T(x) и p+T(x) можно вычислить с помощью следующей теоремы.

Теорема 2.3. Пусть существуют вещественные числа ω− < 0 < ω+ такие, что при
любых положительных q характеристические функции φ+

q (ξ) (1.2) и φ−q (ξ) (1.3) анали-
тичны при =ξ > ω− и при =ξ < ω+, соответственно. Фиксируем четное натуральное
число N = 2n, определим точки qk в соответствии с алгоритмом Гавера–Стехфеста
(см. (2.3), (2.4)) . Тогда

p−T (x) = 0, x > 0,

p−T (x) =
1

π
<
∫ ∞
0

e−ixξΦ−(ξ, T )dξ, x ≤ 0, (2.11)

p+T (x) = 0, x < 0, (2.12)

p+T (x) =
1

π
<
∫ ∞
0

e−ixξΦ+(ξ, T )dξ, x ≥ 0, (2.13)

где
Φ−(ξ, T ) := E

[
eiξIT

]
≈

N∑
k=1

ωk · q−1k · φ
−
qk

(ξ). (2.14)

Φ+(ξ, T ) := E
[
eiξST

]
≈

N∑
k=1

ωk · q−1k · φ
+
qk

(ξ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Выразим плотность вероятности p−T (y) через характеристи-
ческую функцию Φ−(ξ, T ), применив обратное преобразование Фурье вероятностной меры
(см., например, [12, с. 5]):

p−T (y) = (2π)−1
∫ +∞

−∞
e−iyξΦ−(ξ, T )dξ.

Учитывая, очевидное свойство Φ−(−ξ, T ) = Φ−(ξ, T ) подынтегральной функции, получа-
ем (2.11).

Выразим p−q (y) через функцию φ−q (ξ), применив обратное преобразование Фурье ве-
роятностной меры

p−q (y) = (2π)−1
∫ +∞

−∞
e−iyξφ−q (ξ)dξ.

Из формулы (1.3) следует, что преобразование Лапласа характеристической функции
E
[
eiξIT

]
процесса инфимума IT выражается через φ−q (ξ) следующим образом

Φ̂−(ξ, q) = q−1φ−q (ξ). (2.15)

Обращая преобразование Лапласа в (2.15) с помощью алгоритма Гавера–Стехфеста, мы
получаем формулу (2.14).

Формулы (2.12), (2.13) доказываются аналогично.
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3. Универсальный метод Монте–Карло для вычисления цен опционов

Суммируя вышесказанное, мы получаем следующий алгоритм симуляции совместного
распределения конечного положения процесса Леви и его инфимума:
• В точках qk, определяемых алгоритмом Гавера–Стехфеста (см. (2.3)–(2.4)), с помо-

щью [3, Теорема 2.1] вычисляем значения функций F̂+(x, qk) на плотной равномер-
ной сетке {xj}.
• Функцию распределения F−(xj, T ) вычисляем с помощью [3, Теорема 2.2] на плот-

ной равномерной сетке {xj}.
• Симулируем значения IT = y, решая (с помощью интерполяции или обученной

нейросети [11]) уравнение F−(y, T ) = U, где U — равномерное распределение на
(0, 1).

• Симулируем совместное распределение XT = y + z и IT = y, где положительное
число z находится путем решения (с помощью интерполяции или обученной нейро-
сети [11, Теорема 3]) уравнения

FX|I(y + z, y, T ) = V, (3.1)

где V — равномерное распределение на (0, 1), независимое от U. С помощью теоре-
мы теоремы 2.1 решение (3.1) численно сводится к решению∑N

k=1 ωk · F̂+(z, qk)p̂
−
qk

(y)

p−T (y)
= V,

где V — равномерное распределение на (0, 1), независимое от U.

Уравнение (3.1) можно также решить численно с помощью метода Ньютона. Положим
F (z) :=

∑N
k=1 ωk · F̂+(z, qk)p̂

−
qk

(y). Идея состоит в том, чтобы выбрать начальное прибли-
жение z0 к корню z∗ такое, чтобы F (z0) было достаточно близко к 0. Например, z0
можно выбрать таким, чтобы F̂+(z0, q1) = V. Тогда получим конкретную аппроксимацию
решения как корня z1 уравнения прямой, касательной к кривой w = F (z) в точке z = z0

F ′(z0)(z − z0) = F (z)− F (z0),

где F (z) приближается к 0. Таким образом, новое уточненное предположение z1 опре-
деляется по формуле

z1 = z0 −
F (z0)

F ′(z0)
=

∑N
k=1 ωk · F̂+(z0, qk)p̂

−
qk

(y)∑N
k=1 ωk · p̂−qk(z0)p̂−qk(y)

.

Мы продолжаем уточнять наш приблизительный корень, пока не достигнем заданной
точности. Алгоритм последовательных итераций в методе Ньютона следующий:

zn+1 = zn −
F (zn)

F ′(zn)
=

∑N
k=1 ωk · F̂+(zn, qk)p̂

−
qk

(y)∑N
k=1 ωk · p̂−qk(zn)p̂−qk(y)

.

Поскольку порядок сходимости метода Ньютона равен 2, метод сходится достаточно быст-
ро.

Аналогично можно построить алгоритм симуляции совместного распределения конеч-
ного положения процесса Леви и его супремума:
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• В точках qk, определяемых алгоритмом Гавера–Стехфеста (см. (2.3)–(2.4)), с помо-
щью [3, Теорема 2.1] вычисляем значения функций F̂−(x, qk) на плотной равномер-
ной сетке {xj}.
• Функцию распределения F+(xj, T ) вычисляем на плотной равномерной сетке {xj}

с помощью [3, Теорема 2.2].

• Симулируем значения ST = y, решая (с помощью интерполяции или обученной ней-
росети [11, Теорема 3]) уравнение F+(y, T ) = U, где U — равномерное распределение
на (0, 1).

• Симулируем совместное распределение XT = y + z и ST = y, где отрицательное
число z находится путем решения (с помощью интерполяции или обученной нейро-
сети [11, Теорема 3]) уравнения

FX|S(y + z, y, T ) = V, (3.2)

где V — равномерное распределение на (0, 1), независимое от U. С помощью теоре-
мы 2.2 решение (3.2) численно сводится к решению∑N

k=1 ωk · F̂−(z, qk)p̂
+
qk

(y)

p+T (y)
= V.

З а м е ч а н и е 3.1. Для вычисления функций распределения в теоремах 2.1 и 2.2
нам будут нужны функции φ+

q (ξ) и φ−q (ξ). Если явные формулы для характеристических
функций φ±q (ξ) неизвестны, то их можно найти, используя метод приближенной факто-
ризации (см., например [7, 10]).

Опишем, как предложенные алгоритмы могут быть использованы при построении ме-
тодов Монте–Карло при вычислении цен экзотических опционов. Пусть r > 0 — безри-
сковая процентная ставка, и цена базового актива St = S exp(Xt), где S > 0, a Xt —
процесс Леви относительно выбранной матрингальной меры. Пусть цена экзотического
опциона с моментом исполнения T в момент времени t = 0 определяется по формуле

V (T, S) = e−rTE
[
G(SeST , SeXT )

]
,

где G(M,S) — функция выплат по опциону.
Обозначим через

V̂ (T, S) := e−rTS
1

N

N∑
n=1

G(SeŜn , SeŜn+Ẑn),

где N — количество симуляций, Ŝn — решение уравнения F+(y, T ) = un относительно
y; Ẑn = Sn — решение FX|S(un + z, un, T ) = vn относительно z; (un, vn) — симуляция
с номером n пары независимых равномерно распределенных на (0, 1) случайных величин
U и V. Тогда

V (T, S) = V̂ (T, S) +O(N−
1
2 ).

Будем называть предложенный подход универсальным методом Монте–Карло для про-
цессов Леви. Универсальность разработанного нами метода Монте–Карло заключается
в реализации единообразного подхода для широкого класса процессов Леви, в отличие
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от классических подходов, когда симуляции существенным образом опираются на особен-
ности вероятностного распределения, связанного с моделируемым случайным процессом
или его экстремумами. В нашем подходе достаточно знать характеристическую экспонен-
ту ψ(ξ) (1.1) процесса Леви. Увеличивая количество членов в формуле Гавер–Стехфеста,
мы можем добиться необходимой точности вычислений.

С точки зрения практического применения, данный метод легко распараллеливается на
базе nVidia CUDA API для одновременного расчета цен различных экзотических опционов
на один и тот же базовый актив. В частности, на основе одного набора вероятностей мож-
но одновременно рассчитывать цены нескольких типов опционов для различных значений
начальной цены и уровней предопределенного минимума (максимума). В указанном ключе
метод может успешно конкурировать с детерминированными методами вычисления опци-
онов. Разработанный в работе универсальный алгоритм состоит из двух ключевых этапов:
симуляция положения экстремума процесса Леви на основе аппроксимации его функции
распределения F+(x, T ) (или F−(x, T ) ) и симуляция совместного положения исходного
процесса при известном экстремуме на основе аппроксимации условной функции распре-
деления конечного положения процесса Леви относительно его экстремума FX|S(x, y, T )

(или FX|I(x, y, T ) ).
Основным повторяющимся вычислительным блоком в методе Монте–Карло будет ре-

шение уравнений вида F+(x, T ) = u (или F−(x, T ) = u ) и (3.1) (или (3.2)). В настоящее
время нейронные сети и другие методы машинного обучения активно используют не как
самостоятельные методы решения задач, а как структурные элементы алгоритма, кото-
рые позволяют эффективно выполнять часто повторяющиеся вычислительные блоки. Как
показано в [11, Theorem 3], непрерывные случайную величину можно симулировать, не
обращая функцию распределения, а аппроксимировав ее с помощью монотонной искус-
ственной нейросети, которую можно интерпретировать как функцию распределения смеси
логистических распределений. Таким образом, для реализации метода Монте–Карло нам
понадобится симулировать только логистическое распределение как составной элемент
нашей конструкции.
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[2] K. Sato, Lévy Processes and Infinitely Divisible Distributions, Cambridge Stud. Adv. Math., 68,
Cambridge Univ. Press, Cambridge, 1999.

[3] О. Е. Кудрявцев, А.С. Гречко, И.Э. Мамедов, “Метод Монте–Карло для вычисления цен
опционов типа lookback в моделях Леви”, Теория вероятностей и ее применения, 69:2 (2024),
305–334; англ. пер.:O. E. Kudryavtsev, A. S. Grechko, I. E. Mamadov, “Monte Carlo method for
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Оптимальные оценки количества звеньев
базисных горизонтальных ломаных
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Аннотация. Доказано, что для 2-ступенчатой группы Карно Dn с горизонтальным рас-
пределением коранга 1, dimDn = n + 1, минимальное число NXDn

такое, что любые две
точки u, v ∈ Dn можно соединить базисной горизонтальной k -ломаной (ломаной, состо-
ящей из k звеньев) L

XDn
k (u, v), k ≤ NXDn

, не превосходит n + 2. Построены примеры
групп Dn, для которых NXDn

= n+ i, i = 1, 2. Здесь XDn
= {X1, . . . , Xn} — набор базис-

ных левоинвариантных горизонтальных векторных полей алгебры Ли группы Dn, а звено
ломаной L

XDn
k (u, v) имеет вид exp(asXi)(w), s ∈ [0, s0], a = const.
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Введение

Рассмотрим связное гладкое многообразие M, dimM = N и C∞ -гладкие вектор-
ные поля XM = {X1, . . . , Xm}, m < N, удовлетворяющие условию Хермандера на M
(субриманово многообразие). Векторные поля X1, . . . , Xm и подрасслоение HM ⊂ TM,

натянутое на X1, . . . , Xm, называются горизонтальными. Абсолютно непрерывная кри-
вая γ = γ(s) : [0, s0] → M называется горизонтальной, если γ̇(s) ∈ HM(γ(s)) почти
всюду. Хорошо известна следующая

Теорема 0.1 (Рашевский–Чоу [1,2]). Любые две точки u, v ∈M могут быть соеди-
нены некоторой горизонтальной кривой γ ⊂M, состоящей из конечного числа отрезков
интегральных линий горизонтальных векторных полей X1, . . . , Xm.

Отметим следующий более точный (по сравнению с теоремой 0.1) результат.

Теорема 0.2. [2] Любые две точки u, v ∈M могут быть соединены горизонтальной
кривой в M, состоящей не более чем из 2N отрезков интегральных линий горизонталь-
ных векторных полей X1, . . . , Xm.

Расстояние Карно–Каратеодори на M определяется как

dcc(u, v) = inf{lM(γ) | γ — горизонтальная кривая, соединяющая u, v};

длина lM(γ) абсолютно непрерывной кривой γ = γ(s), s ∈ [0, s0], определяется при
помощи скалярного Риманова произведения обычным способом. Пара (M, dcc) называет-
ся пространством Карно–Каратеодори [1–3]. Важнейшим частным случаем пространств
Карно–Каратеодори являются группы Карно G [3–5].

В контексте теорем 0.1, 0.2 кривую, состоящую из отрезков интегральных линий гори-
зонтальных векторных полей X1, . . . , Xm, естественно называть (горизонтальной) лома-
ной. При этом, при выбранном базисе XM горизонтального подрасслоения HM, также
естественно определять горизонтальную ломаную как кривую, состоящую из отрезков ин-

тегральных линий горизонтальных векторных полей вида
m∑
i=1

aiXi, ai = const.

О п р е д е л е н и е 0.1. Пусть Y = {Y1, . . . , Yr} — гладкие векторные поля, опреде-
ленные на некоторой области U ⊂ RN . Положим

aJY =
r∑
j=1

ajYj, aJ = (a1, . . . , ar) ∈ Rr, ai = const.

Обозначим через exp(aJY )(u), u ∈ U, точку интегральной линии exp(saJY )(u), s ≥ 0,

горизонтального векторного поля aJY, соответствующую значению s = 1; для простоты
мы полагаем, что выражение exp(aJY )(u) корректно определено для каждого вектора
aJ . По индукции определим k -ломаную Lk(x0, xk), состоящую из k сегментов Ii,

i = 1, . . . , k, ( имеющую k звеньев ) и k+1 вершин в точках x0, . . . , xk с началом в точ-
ке x0 и концом в точке xk :

Lk(x0, xk) =
k⋃
i=1

Ii, Ii =
⋃

s∈[0,1]

exp(saJiY )(xi−1), exp(aJiY )(xi−1) = xi, |aJi | 6= 0. (0.1)
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Если в (0.1) мы рассматриваем только такие aJ , где всего лишь одна компонента не
равна 0, то такие ломаные мы будем называть Y -базисными и использовать в этом случае
обозначение LYk (x0, xk).

В серии работ [6–9] была исследована задача о нахождении минимального числа NM
такого, что любые две точки x, y ∈M соединяются горизонтальной k -ломаной, k ≤ NM :

для серии групп Карно G были найдены значения величины NG, и полученные резуль-
таты показывают, что значение 2N из теоремы 0.2 здесь не оптимально. Но, с другой
стороны, подходы работ [6–9] основаны на определении 0.1, тогда как теоремы 0.1, 0.2
доказываются для горизонтальных ломаных вида LXM

k .

Пусть NXM — минимальное натуральное число такое, что любые две точки x, y ∈ M
соединяются горизонтальной ломаной LXM

k , где k ≤ NXM . В настоящей работе для ка-
нонических 2-ступенчатых групп Карно Dn с горизонтальным распределением коранга 1

мы установили, что NXDn
≤ n+2, где XDn — базис горизонтальных левоинвариантных век-

торных полей (базис Якоби) группы Dn (теорема 3.1, следствие 3.1); здесь dimDn = n+1,

n ≥ 2. Отметим, что из общих соображений следует, что NXDn
≥ n+1. При этом для групп

Гейзенберга Hk
α, k ∈ N, (частный случай групп Dn ) мы получили, см. теоремы 2.1, 2.2,

что

NXHkα
=

{
4, k = 1,

2k + 1, k > 1.

Полученные результаты интересно сопоставить со следующим фактом: NDn = 3 для лю-
бого n ≥ 2 [7].

Группы Карно Dn являются предметом специального исследования в геометрическом
анализе, см., например, [10]. В работе [11] были найдены точные значения константы q2
в обобщенном неравенстве треугольника для Box-квазиметрик групп Dn; точные значения
константы q2 играют существенную роль в получении точных оценок в теоремах о точ-
ках совпадения липшицевых и накрывающих отображений в (q1, q2) -квазиметрических
пространствах [12–14].

Полученные в теоремах 2.1, 2.2, 3.1 результаты говорят о том, что универсальная оцен-
ка теоремы 0.2 в контексте настоящей работы не является оптимальной даже при том,
что класс горизонтальных ломаных (определение 0.1) был сужен до класса «базисных»
горизонтальных ломаных. Из доказательства теоремы 2.2 вытекает, что для любой вы-
деленной точки M0 ∈ Dn почти все точки M ∈ Dn, M0 6= M, могут быть соединены
с M0 базисными горизонтальными k -ломаными, k ≤ n + 1. Совершенно правдоподоб-
но выглядит гипотеза о том, что для любой выделенной точки M0 ∈ G почти все точки
M ∈ G, M0 6=M, могут быть соединены с M0 базисными горизонтальными k -ломаными,
k ≤ dimG.

1. Предварительные замечания

В наших рассмотрениях мы будем определять группы Карно как канонические груп-
пы Ли. Канонической N -мерной группой Ли [15, Глава IV] называется аналитическая
группа Ли G такая, что ее экспоненциальное отображение Exp : RN → G является
тождественным; таким образом, любой элемент x ∈ G однозначно определяется коорди-
натной записью x = (x1, . . . , xN), точка OG = (0, . . . , 0) (начало координат RN ) является
нейтральным элементом, x−1 = (−x1, . . . ,−xN), групповая операция PG

x x
′ = x · x′ для

любых x, x′ ∈ G (левый сдвиг элемента x′ на элемент x ) определяется посредством
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формулы Кэмпбелла–Хаусдорфа, а таблица коммутаторов определяется на базисных еди-
ничных векторах {ei}i=1,...,N of RN . Значения базисных левоинвариантных векторных
полей (поля Якоби [4, Section 1.2.2]) {Xi}i=1,...,N алгебры Ли V канонической группы Ли
G в произвольной точке x ∈ G определяется как

(X1, . . . , XN)(x) =
∂PG

x x
′

∂x′
∣∣
x′=0

, x′ = (x′1, . . . , x
′
N).

Мы имеем exp(s
N∑
i=1

x′iXi)(x) = PG
x sx

′ = x · (sx′), s ∈ [0, s0]. Поэтому нам достаточно до-

казывать теоремы о соединимости горизонтальнми ломаными только пар точек OG и M,

где M — произвольная точка рассматриваемой группы Карно G.

2. Горизонтальные ломаные на группах Гейзенберга Hα
n

n -группа Гейзенберга Hn
α определяется в стандартном евклидовом пространстве R2n+1

с системой координат (x1, y1, . . . , xn, yn, t), индуцированной координатным репером

(OHnα , e1, e2, . . . , e2n−1, e2n, e2n+1),

при помощи следующей таблицы коммутаторов{
[e2j−1, e2j] = αe2n+1, j = 1, . . . , n, α > 0,

[ej, e2n+1] = 0, j = 1, . . . , 2n.
(2.1)

Используя формулу Кэмпбелла–Хаусдорфа [16, Лекция 6] и таблицу (2.1), мы получа-
ем следующее аналитическое выражение левого сдвига P

Hnα
w w′ произвольного элемента

w′ = (x′1, y
′
1, . . . , x

′
n, y

′
n, t
′) ∈ Hn

α на произвольный элемент w = (x1, y1, . . . , xn, yn, t) ∈ Hn
α :

PHnα
w w′ = w · w′ =

(
x1 + x′1, y1 + y′1, . . . , xn + x′n, yn + y′n, t+ t′ +

α

2

n∑
i=1

(xiy
′
i − x′iyi)

)
. (2.2)

Используя (2.2), мы получаем выражения для базиса левоинвариантных векторных
полей группы Hn

α в каждой точке (x1, y1, . . . , xn, yn, t) :

Xi = e2i−1 −
α

2
yie2n+1, Yi = e2i +

α

2
xie2n+1, T = e2n+1,

где i = 1, . . . , n. Левоинвариантные векторные поля {X1, Y1, . . . , Xn, Yn} — горизонталь-
ные; полагаем XHnα = {X1, Y1, . . . , Xn, Yn}.

Теорема 2.1.
10 Любая точка M = (x0, y0, t0) ∈ H1

α, x
2
0+y

2
0 6= 0, соединяется с началом координат

OH1
α

некоторой базисной горизонтальной k -ломаной, где k ≤ 3;

20 любая точка M = (0, 0, z0) ∈ H1
α, t0 6= 0, соединяется с началом координат OH1

α

некоторой базисной горизонтальной 4 -ломаной.

Д о к а з а т е л ь с т в о. 10 Мы имеем

(a, 0, 0)(0, b, 0)(c, 0, 0) =
(
a+ c, b,

α

2
b(a− c)

)
.
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Пусть (
a+ c, b,

α

2
b(a− c)

)
= (x0, y0, t0), (2.3)

тогда
x0 = a+ c, y0 = b, z0 =

α

2
y0(2a− x0). (2.4)

Пусть y0 6= 0 — фиксированное число. Тогда, произвольно меняя a при фиксированном
x0, из (2.4) мы получаем, что t0 может принимать любое значение. Таким образом, для
любой точки M = (x0, y0, t0) ∈ H1

α, y0 6= 0, найдутся числа a, b, c такие, что выполня-
ется (2.3). Откуда вытекает, что найдется горизонтальная базисная k -ломаная, k ≤ 3,

соединяющая OH1
α
и M.

Аналогично доказывается, что для любой точки M ′ = (x0, y0, t0) ∈ H1
α, x0 6= 0, най-

дутся числа a, b, c такие, что

(0, a, 0)(b, 0, 0)(0, c, 0) =
(
b, a+ c,

α

2
b(c− a)

)
=M ′.

Откуда вытекает, что найдется горизонтальная базисная k -ломаная, k ≤ 3, соединяющая
OH1

α
и M ′.

П. 20 вытекает из следующего очевидного тождества

(a, 0, 0)(0, b, 0)(−a, 0, 0)(0,−b, 0) = (0, 0, αab).

При этом несложно убедиться в том, что не существует базисной горизонтальной k -ло-
маной, k < 4, соединяющей точки OH1

α
и M = (0, 0, t0) ∈ H1

α, t0 6= 0.

Теорема 2.2.
10 Любая точка M = (x01, y

0
1, . . . , x

0
n, y

0
n, t0) ∈ Hn

α, (x01)
2 + (y01)

2 + . . .+ (x0n)
2
0 + (y0n)

2 6= 0,

соединяется с началом координат OHnα некоторой базисной горизонтальной k -ломаной,
где k ≤ 2n+ 1;

20 любая точка M = (0, . . . , 0, t0) ∈ Hn
α, t0 6= 0, соединяется с началом координат

OHnα некоторой базисной горизонтальной 4 -ломаной.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточно рассмотреть случай H2
α, откуда с очевидностью

вытекает и общий случай.

10 Мы имеем

exp(y01Y1) ◦ exp(x01X1)(OH2
α
) = (x01, y

0
1, 0, 0,

α

2
x01y

0
1) =M ′

1.

Теперь пусть y02 6= 0. Тогда, используя рассуждения п. 10 из теоремы 2.1, мы получаем,
что для любых x02, t0 найдутся числа a, b, c такие, что

exp(cX2)◦exp(bY2)◦exp(aX2)(M
′
1) = (x01, y

0
1, x

0
2, y

0
2,
α

2
y02(2a−x02)+

α

2
x01y

0
1) = (x01, y

0
1, x

0
2, y

0
2, t0).

Аналогично проводятся рассуждения для x02 6= 0.

Случай точки M = (x01, y
0
1, 0, 0, t0) вытекает из теоремы 2.1.

П. 20 доказывается так же, как и п. 20 из теоремы 2.1.
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3. Горизонтальные ломаные на 2-ступенчатых группах Карно Dn

с горизонтальным распределением коранга 1

Каноническая 2-ступенчатая группа Dn с горизонтальным распределением коранга 1

в стандартном евклидовом пространстве Rn+1 с системой координат (x1, . . . , xn, t) и ко-
ординатным репером (ODn , e1, . . . , en, en+1) определяется при помощи следующей таблицы
коммутаторов

[ei, ej] = αijen+1,

n∑
i,j=1

α2
ij 6= 0, (3.1)

все остальные возможные коммутаторы e1, . . . , en+1 равны 0. Пусть x = (x1, . . . , xn, t),

x = (x′1, . . . , x
′
n, t
′). Используя формулу Кэмпбелла–Хаусдорфа [16, Лекция 6], при помо-

щи (3.1) мы получаем

PDn
x x′ = x · x′ =

(
x1 + x′1, . . . , xn + x′n, t+ t′ +

∑
i,j=1,...,n, i<j

αij
2
(xix

′
j − xjx′i)

)
.

Значения базисных левоинвариантных векторных полей X1, . . . , Xn, T группы Dn в каж-
дой точке u = (x1, . . . , xn, t) определяются как

(X1, . . . , Xn, T )(u) =
∂PDn

u (x′1, . . . , x
′
n, t
′)

∂(x′1, . . . , x
′
n, t
′)

∣∣∣
(x′1,...,x

′
n,t

′)=(0,...,0)
.

Левоинвариантные векторные поля {X1, . . . , Xn} — горизонтальные; полагаем XDn =

{X1, . . . , Xn}.

Теорема 3.1.
10 Любая точка Mt0 = (0, . . . , 0, t0) ∈ Dn, t0 6= 0, соединяется с началом координат

ODn некоторой базисной горизонтальной 4 -ломаной.
20 Любая точка M = (x01, . . . , x

0
n, t0) ∈ Dn, (x01)

2 + . . . + (x0n)
2 6= 0, соединяется

с началом координат ODn некоторой базисной горизонтальной k -ломаной, где k ≤ n+2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. 10 Пусть, например, α12 6= 0. Тогда п. 10 вытекает из сле-
дующего тождества

exp(−sX2) ◦ exp(−sX1) ◦ exp(sX2) ◦ exp(sX1)(ODn) = exp(s2T )(ODn).

20 Обозначим α = (α11, α12, . . . , αn−1,n), (x̂0)τ = (x01, . . . , x
0
n). Мы имеем

exp(bX1) ◦ exp(x0nXn) ◦ . . . ◦ exp(x02X2) ◦ exp(aX1)(ODn)

=
(
b+ a, x02, . . . , x

0
n, f1 +

(a− b)
2

n∑
i=2

α1ix
0
i

)
=
(
b+ a, x02, . . . , x

0
n, f1 + (a− b)P1(α, x̂

0)
)
, (3.2)

где выражение f1 не зависит от a, b. Приравнивая правую часть (3.2) к (x01, . . . , x
0
n, t0),

мы получаем x
0
1 = a+ b,

t0 = f1 +
(x01−2b)

2

n∑
i=2

α1ix
0
i .
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Если
n∑
i=2

α1ix
0
i 6= 0, то, меняя b произвольным образом, мы получаем, что t0 принимает

произвольные значения из R.
Теперь предположим, что

n∑
i=2

α1ix
0
i = 0. Мы имеем

exp(bX2) ◦ exp(x0nXn) ◦ . . . exp(x03X3) ◦ exp(x01X1) ◦ exp(aX2)(ODn)

=
(
x01, b+ a, x03, . . . , x

0
n, f2 +

(a− b)
2

(
− α12x

0
1 +

n∑
i=3

α2ix
0
i

))
=
(
x01, b+ a, . . . , x0n, f1 + (a− b)P2(α, x̂

0)
)
, (3.3)

где f2 не зависит от a, b. Приравнивая правую часть (3.3) к (x01, . . . , x
0
n, t0), мы получаемx

0
2 = a+ b,

t0 = f2 +
(x02−2b)

2

(
− α12x

0
1 +

n∑
i=3

α2ix
0
i

))
.

Если −α12x
0
1 +

n∑
i=3

α2ix
0
i 6= 0, то, меняя b произвольным образом, мы получаем, что t0

принимает произвольные значения из R.
Далее по аналогии будем рассматривать композиции

exp(bXi) ◦ . . . ◦ exp(x0i+1Xi+1) ◦ exp(x0i−1Xi−1) ◦ . . . ◦ exp(x01X1) ◦ exp(aXi)(ODn),

где i = 3, . . . , n.

В результате мы получаем, что любая точка M = (x01, . . . , x
0
n, t0) ∈ Dn, (x01)

2 + . . . +

(x0n)
2 6= 0, для которой выполняется

P 2
1 (α, x

0) + . . .+ P 2
n(α, x

0) 6= 0,

может быть соединена с ODn некоторой горизонтальной k -ломаной, где k ≤ n+ 1.

Теперь предположим, что вектор x̂0 таков, что

Pi(α, x̂
0) = 0, i = 1, . . . , n. (3.4)

Условия (3.4) можно записать в следующем виде
0

0
...
0

 =


0 α12 α13 . . . α1n

−α12 0 α23 . . . α2n

... . . . . . . . . .
...

−α1n −α2n . . . . . . 0



x01
x02
...
x0n

 ⇔ ~0 = Ax̂0.

Заметим, что матрица A кососимметрическая, и хорошо известно, что dim Ker A ≤ n−2.
Таким образом, в рассматриваемой ситуации мы имеем x̂0 ∈ Ker A. Но тогда найдется
базисный вектор ei ∈ Rn и число s0 > 0 такие, что

x̂0 + s0ei /∈ Ker A.

Действительно, если, например, α12 6= 0, то подойдет вектор e2. Тогда рассмотрим точку
M1 = exp(s0X2)(M), M = (x̂0, t0). Так как первые n координат совпадают с x̂0 + s0ei,
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то из предыдущих рассуждений мы получаем, что точка M1 соединяется с ODn базис-
ной горизонтальной k -ломаной, где k ≤ n + 1. Поэтому точка M соединяется с ODn
горизонтальной k -ломаной, где k ≤ n+ 2.

Теперь посмотрим на конструкцию подходящих базисных горизонтальных ломаных
немного по-другому. Пусть, например, α12 6= 0. И пусть x02 6= 0. Тогда

exp(bX1) ◦ exp(x02X2) ◦ exp(aX1) ◦ exp(x0nXn) ◦ . . . ◦ exp(x03X3)(ODn)

= (a+ c, x02, . . . , x
0
n, f

′ +
α12

2
x20(a− b))

= (x01, x
0
2, . . . , x

0
n, f

′ +
α12

2
x20(x

0
1 − 2b)),

где f ′ зависит от x01, . . . , x0n, и не зависит от b. Тогда, меняя b произвольно, x01 = a+b мы
получаем, что для любой точки Mx02

= (x01, x
0
2, . . . , xn, t0) ∈ Dn, x

0
2 6= 0, α12 6= 0, найдется

базисная горизонтальная k -ломаная, k ≤ n + 1, соединяющая точки ODn и Mx02
. Точно

так же доказывается, см. теорему 2.1, что для любой точки Mx01
= (x01, x

0
2, . . . , xn, t0) ∈ Dn,

x01 6= 0, α12 6= 0, найдется базисная горизонтальная k -ломаная, k ≤ n + 1, соединяю-
щая точки ODn и Mx02

. Теперь рассмотрим случай, когда x01 = x02 = 0, t0 6= 0, αij = 0

для всех (ij) 6= (12), α12 6= 0. В этом случае горизонтальная (n + 2) -ломаная строит-
ся следующим образом: сначала мы соединяем точки ODn и exp(t0T )(ODn) при помощи
горизонтальной 4 -ломаной из п. 10, далее строим горизонтальную (n− 2) -ломаную, со-
единяющую точки с координатами (0, . . . , 0, t0) и (0, 0, x03, . . . , x

0
n, t0), используя тот факт,

что в рассматриваемой ситуации мы имеем

exp(x0n) ◦ . . . ◦ exp(x03X3) ◦ exp(t0T )(ODn) = (0, 0, x03, . . . , x
0
n, t0).

Теорема 3.1 доказана.

Следствие 3.1. Если группа Dn такова, что α12 6= 0 и αij = 0 для всех (ij) 6= (12)

(к таким группам относится, в частности, группа H1
α ), то NXDn

= n+ 2.

Следствие 3.2. Почти все точки группы Dn соединяются с началом координат ODn
базисными горизонтальными k -ломаными, где k ≤ n+ 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В доказательстве теоремы 3.1 мы получили, что все точки
M = (x01, . . . , x

0
n, t0) ∈ Dn, (x01)

2+ . . .+(x0n)
2 6= 0, (x01, . . . , x

0
n) /∈ Ker A, соединяются с ODn

некоторой базисной горизонтальной (n+ 1) -ломаной.
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[3] S. K. Vodopyanov, “Geometry of Carnot–Carathéodory spaces and differentiability of mappings”,
Contemporary Mathematics, 424 (2007), 247–301.

[4] A. Bonfiglioli, E. Lanconelli, F. Uguzzoni, Stratified Lie Groups and Potential Theory for their
sub-Laplacian, Berlin–Heidelberg, Springer–Verlag, 2007.

[5] P. Pansu, “Métriques de Carnot–Carathéodory et quasiisométries des espaces symétriques de rang
un”, Ann. Math., 129:1 (1989), 1–60.



ОПТИМАЛЬНЫЕ ОЦЕНКИ КОЛИЧЕСТВА ЗВЕНЬЕВ 253

[6] A. Greshnov, “Optimal horizontal joinability on the Engel group”, Atti della Accademia Nazionale
dei Lincei, Classe di Scienze Fisiche, Matematiche e Naturali, Rendiconti Lincei Matematica E
Applicazioni, 32:3 (2021), 535–547.

[7] А.В. Грешнов, Р.И. Жуков, “Горизонтальная соединимость на канонической 3-ступенчатой
группе Карно с горизонтальным распределением коранга 2”, Сиб. матем. журн., 62:4 (2021),
736–746; англ. пер.:A. V. Greshnov, R. I. Zhukov, “Horizontal joinability in canonical 3-step
Carnot groups with corank 2 horizontal distributions”, Siberian Math. J., 62:4 (2021), 598–606.

[8] А.В. Грешнов, Р.И. Жуков, “Горизонтальная соединимость на 5-мерной 2-ступенчатой груп-
пе Карно с горизонтальным распределением коразмерности 2”, Алгебра и логика, 62:2 (2023),
205–218; англ. пер.:A. V. Greshnov, R. I. Zhukov, “Horizontal joinability on 5-dimensional 2-step
Carnot groups with a codimension 2 horizontal distribution”, Algebra and Logic, 62:2 (2023),
137–147.

[9] А.В. Грешнов, “Метод Аграчева–Барилари–Боскайна и оценки числа звеньев горизон-
тальных ломаных, соединяющих точки в канонической группе Карно G3,3 ”, Оптималь-
ное управление и динамические системы, Сборник статей. К 95-летию академика Рева-
за Валериановича Гамкрелидзе, Труды МИАН, 321, МИАН, М., 2023, 108–117; англ.
пер.:A. V. Greshnov, “The Agrachev–Barilari–Boscain Method and Estimates for the Number
of Segments of Horizontal Broken Lines Joining Points in the Canonical Carnot Group G3,3 ”,
Proceedings of the Steklov Institute of Mathematics, 321:1 (2023), 97–106.
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Аннотация. В статье рассматривается уравнение в частных производных вида

∂u

∂t
= f

(
t, x, y, u,

∂u

∂x
,
∂u

∂y
,
∂2u

∂x2
,
∂2u

∂y2
,
∂2u

∂x∂y

)
, (x, y) ∈ D ⊂ R2, t ≥ 0,

относительно неизвестной функции u, определенной в области D пространственных пе-
ременных x, y и при t ≥ 0. Предлагается метод нахождения приближенного решения.
Рассматриваемое уравнение заменяется приближенным за счет введения оператора сдви-
га S : D → D, позволяющего заменить на каждом шаге вычислений неизвестные значения
функции u(x, y, t) в правой части значениями u(S(x, y), t), полученными на предыдущем
шаге. Идея предлагаемого метода восходит к идее метода Тонелли, известного для диф-
ференциальных уравнений относительно функций одной переменной (с обычными, а не
частными производными). Достоинствами предлагаемого метода являются простота по-
лучаемого итерационного соотношения и возможности применений к широкому классу
уравнений и краевых условий. В статье получены итерационные формулы решения кра-
евой задачи с условием Дирихле по пространственным переменным и с начальным или
с краевым условием по переменной t. На основании предложенного метода получено при-
ближенное решение конкретной начально-краевой задачи для уравнения теплопроводно-
сти в квадратной области.
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Abstract. The article considers a partial differential equation of the form
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= f
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∂x2
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∂y2
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∂2u

∂x∂y

)
, (x, y) ∈ D ⊂ R2, t ≥ 0,

with respect to an unknown function u, defined in a domain D of spatial variables x, y and
for t ≥ 0. A method for finding an approximate solution is proposed. The equation under
consideration is replaced by an approximate one by introducing the shift operator S : D → D,

which allows replacing at each step of the calculations the unknown values of the function
u(x, y, t) on the right side with the values u(S(x, y), t), obtained at the previous step. The
idea of the proposed method goes back to the idea of the Tonelli method, known for differential
equations with respect to functions of one variable (with ordinary, not partial derivatives).
The advantages of the proposed method are the simplicity of the obtained iteration relation
and the possibility of application to a wide class of equations and boundary conditions. In the
article, iteration formulas are obtained for solving a boundary value problem with the Dirichlet
condition for spatial variables and with an initial or boundary condition for the variable t. Based
on the proposed method, an approximate solution is obtained for a specific initial-boundary
value problem for the heat conductivity equation in a square domain.
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Введение

Краевыми задачами для дифференциальных уравнений в частных производных опи-
сываются многие физические процессы, в том числе процессы теплопроводности, диф-
фузии, механики сплошных сред и другие процессы с распределенными параметрами
(см. [1]). Точные аналитические решения таких задач возможны лишь для ограниченного
класса уравнений и граничных условий. Приближенное определение решений уравнений
в частных производных является более сложной проблемой, чем соответствующая задача
для обыкновенных дифференциальных уравнений. Очевидно, что определить функцию
нескольких переменных сложнее, чем функцию одного аргумента. Но, кроме этой очевид-
ной трудности, приближенное нахождение решений уравнений в частных производных
осложнено еще и некорректностью ряда задач математической физики (см. [2]).

Основы аналитических и численных методов решения дифференциальных уравнений
в частных производных заложены в известной монографии Л.В. Канторовича и В.И. Кры-
лова [3]. За прошедшие со времени издания этой книги годы приближенным решениям
уравнений в частных производных были посвящены многочисленные работы. Значитель-
ные успехи достигнуты в развитии теории А.Н. Тихонова [4] решения некорректных задач
(см., например, работы [5, 6] и их библиографические списки). В приложениях наиболее
популярными являются различные сеточные методы (см., например, монографию [7] и ра-
боту [8]), методы представления решений в виде рядов (см., например, [9, главы X, XIII,
XVII], методы сведения к дифференциально-разностным уравнениям (см., например, [10]).

Мы предлагаем метод иного типа, приводящий заданное уравнение к приближенному,
аналитическое решение которого выписывается в явном виде. К достоинствам предлагае-
мого метода можно отнести простоту итерационного соотношения, а также возможности
применений к широкому классу уравнений и краевых условий. Например, по переменной
времени можно рассматривать не только начальную, но и краевые задачи.

Идея предлагаемого метода восходит к идее метода Тонелли (см., например, [11]), из-
вестного для дифференциальных и функционально-дифференциальных уравнений отно-
сительно функций одной переменной (с обычными, а не частными производными). Для
получения методом Тонелли приближенного решения уравнения

ẋ(t) = f(t, x(t)), t > 0,

при заданном начальном условии x(0) = α0, это уравнение заменяют уравнением

ẋ(t) = f(t, x(t− τ)), t > 0, x(s) = α(s), s ∈ (−τ, 0], (0.1)

с достаточно малым запаздыванием τ > 0. Здесь α — некоторая определенная на (−τ, 0]

функция такая, что α(0) = α0. Решение такого уравнения определяется последовательно
на каждом полуинтервале Jn = (tn−1, tn], где t0 = 0, tn = nτ, n = 1, 2, . . . , следующими
соотношениями. Положим x0(t) = α(t), t ∈ (−τ, 0] и обозначим через xn : Jn → R ре-
шение рассматриваемой задачи Коши для уравнения (0.1) на полуинтервале Jn,

n = 1, 2, . . . . Тогда решением на следующем полуинтервале Jn+1 будет функция

xn+1(t) = xn(tn) +

∫ t

tn

f
(
s, xn(s− τ)

)
ds, t ∈ Jn+1.

Для получения приближений к уравнению в частных производных мы предлагаем
введение аналогов запаздывания — малого параметра не по переменной времени t, а по
пространственным переменным.
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1. Метод приближенного решения начально-краевой задачи

Для простоты будем рассматривать уравнение, содержащее частную производную пер-
вого порядка по времени t и частные производные не выше второго порядка по двум
пространственным переменным x, y.

Будем обозначать через |M |R2 норму вектора M ∈ R2, через µ(A) меру (площадь)
множества A ⊂ R2 и через A замыкание этого множества в R2.

Пусть задана область D на плоскости R2, имеющая границу Γ0. Положим D = D∪Γ0.

В области D рассмотрим следующую начально-краевую задачу

∂u

∂t
= f

(
t, x, y, u,

∂u

∂x
,
∂u

∂y
,
∂2u

∂x2
,
∂2u

∂y2
,
∂2u

∂x∂y

)
, t > 0, (x, y) ∈ D, (1.1)

u
∣∣
t=0

= ϑ(x, y), (x, y) ∈ D, (1.2)

u
∣∣
(x,y)∈Γ0

= ϕ0(t), t > 0. (1.3)

Здесь f, ϑ, ϕ0 — заданные непрерывные функции.
Пусть задано τ > 0. Определим отображение Sτ : D → D, удовлетворяющее нижепе-

речисленным условиям:
• отображение Sτ : D → D инъективно;
• для любой точки M ∈ D выполнено |SτM −M |R2 ≤ τ ;

• при любом n = 1, 2, . . . множество Snτ (D) является областью с границей Snτ (Γ0);

• при любом n = 1, 2, . . . выполнено

Sn+1
τ (D) $ Snτ (D), Sn+1

τ (Γ0) ∩ Snτ (Γ0) = ∅ и µ
( ∞⋂
n=1

Snτ (D)
)

= 0.

Обозначим D0 = D, Dn = Snτ (D), Γn = Snτ (Γ0), n = 1, 2, . . . . В силу принятых
предположений отображение Snτ : Dn−1 → Dn биективно. Определим обратное к Sτ :

D0 → D1 отображение Λτ = S−1
τ : D1 → D0.

Рассмотрим примеры множеств D и отображений Sτ , обладающих перечисленными
свойствами.

П р и м е р 1.1. Пусть область D ⊂ R2 ограничена, то есть

∃r > 0 ∀M ∈ D |M |R2 ≤ r,

а кроме того, еще выпукла и 0 ∈ D. Выберем k ∈ (0, 1) так, чтобы (1−k)r < τ. Положим
λ = 1

k
. Очевидно, тогда λ > 1 и (λ − 1) r

λ
< τ. Определим операторы Sτ , Λτ = S−1

τ

соотношениями
∀M ∈ D SτM = kM, ∀M ′ ∈ D1 ΛτM

′ = λM ′.

Очевидно, при таком определении области D1 = Sτ (D) и D подобны, и для отображения

Sτ выполнены все требуемые условия. В частности, имеем
∞⋂
n=1

Snτ (D) = {0}.

П р и м е р 1.2. Пусть r > 0, D = {M = (x, y) ∈ R2 : |y| < r}. Рассматриваемая
область D представляет собой полосу на плоскости, а ее граница представляет собой две
прямые: Γ0 = {M = (x, y) : y = ±r}. Выберем k ∈ (0, 1) так, чтобы (1 − k)r < τ, и
положим λ = 1

k
. Определим операторы Sτ , Λτ = S−1

τ соотношениями

∀M = (x, y) ∈ D SτM = (x, ky), ∀M ′ = (x′, y′) ∈ D1 ΛτM
′ = (x′, λy′).
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Очевидно, при таком определении выполнены все требуемые условия. В частности, Dn =

{M = (x, y) : |y| ≤ rkn}, Γn = {M = (x, y) : y = ±rkn}, а множество
∞⋂
n=1

Snτ (D) — это

прямая {M = (x, y) : y = 0}, плоская мера которой равна нулю.

П р и м е р 1.3. Пусть снова задано r > 0. Определим область D ⊂ R2 соотношением
D = {M = (x, y) ∈ R2 : |y| < r, x > 0}. Ее граница — это множество Γ0 = {M = (x, y) :

x = 0, y ∈ [−r, r] или x > 0, y = ±r}. Выберем k ∈ (0, 1) так, чтобы (1 − k)r < τ,

и положим λ = 1
k
. Определим треугольники ∆ = {M = (x, y) ∈ D : 1 − x ≥ |y|} и

∆′ = {M ′ = (x′, y′) ∈ D1 : 1−x′ ≥ |y′|} и зададим операторы Sτ , Λτ = S−1
τ соотношениями

∀M = (x, y) ∈ D SτM =

{ (
x+ 1− k, ky

)
, если M ∈∆,(

x+ 1−k
x+1

, ky
)
, если M ∈ D \∆,

∀M ′=(x′, y′)∈D1 SτM
′=

{ (
x′ − 1 + k, λy′

)
, если M ∈ ∆,(

1
2
(x′ − 1 +

√
(x′ + 1)2 − 4(1− k)), λy

)
, если M ′ ∈ D1 \∆′.

Очевидно, при таком определении выполнены все требуемые условия. В частности, Dn =

{M = (x, y) : x > (1 − k)n, |y| ≤ knr}, Γn = {M = (x, y) : x = (1 − k)n, y ∈ (−knr, knr)
или x > (1−k)n, y = ±knr}, а множество

∞⋂
n=1

Snτ (D) — это луч {M = (x, y) : x ≥ 1, y = 0},
плоская мера которой равна нулю.

Теперь определим приближенное к (1.1) уравнение. Поскольку τ далее считаем неиз-
менным, будем опускать соответствующий индекс в обозначениях отображений, то есть
далее Sτ = S, Λτ = Λ. Пусть на (R2 \D)×R+ задана функция ϕ такая, что при любом
t ∈ R+ функция ϕ(·, t) дважды дифференцируема и ϕ

∣∣
(x,y)∈Γ0

= ϕ0(t). Будем предпола-
гать, что отображение Λ : D1 → D продолжено на все множество D таким образом, что
Λ(D \D1) ⊂ R2 \D. При t > 0, M = (x, y) ∈ D рассмотрим уравнение

∂u

∂t
(M, t)

= f
(
t,M, u(ΛM, t),

∂u

∂x
(ΛM, t),

∂u

∂y
(ΛM, t),

∂2u

∂x2
(ΛM, t),

∂2u

∂y2
(ΛM, t),

∂2u

∂x∂y
(ΛM, t)

)
, (1.4)

u(N, t) = ϕ(N, t), N ∈ R2 \D, t > 0.

Решение приближенного уравнения (1.4) с начально-краевыми условиями (1.2), (1.3)
определяется при любом t > 0 последовательно на каждом множестве Dn = Dn−1 \ Dn,

n = 1, 2, . . . , следующими соотношениями. Положим u0(M, t) = ϕ(M, t), M ∈ R2 \ D0,

t > 0, и обозначим через un(M, t) решение задачи (1.4), (1.2), (1.3) при M ∈ Dn, n =

1, 2, . . . , t > 0. Тогда решение при M ∈ Dn+1, t > 0 будет определяться формулой

un+1(M, t) = ϑ(M)

+

∫ t

0

f
(
s,M, un(ΛM,s),

∂un
∂x

(ΛM,s),
∂un
∂y

(ΛM,s),
∂2un
∂x2

(ΛM,s),
∂2un
∂y2

(ΛM,s),
∂2un
∂x∂y

(ΛM,s)
)
ds.

Из этой формулы следует, что решение u(M, t) в граничных точках M ∈ Γn областей
Dn, n = 1, 2, . . . , определяется следующими рекуррентными соотношениями

u(M, t)
∣∣
M∈Γn+1

= ϑ(M)

+

∫ t

0

f
(
s,M, u(ΛM,s),

∂u

∂x
(ΛM,s),

∂u

∂y
(ΛM,s),

∂2u

∂x2
(ΛM,s),

∂2u

∂y2
(ΛM,s),

∂2u

∂x∂y
(ΛM,s)

)∣∣
ΛM∈Γn

ds.
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2. Приближенное решение уравнения теплопроводности

Проиллюстрируем предлагаемый метод на примере решения начально-краевой задачи
для уравнения теплопроводности.

Пусть D = (−π, π) × (−π, π) ⊂ R2. Границей этого квадрата является множество
Γ0 = {M = (x, y) : x = ±π, y ∈ [−π, π] или x ∈ (−π, π), y = ±π}. Рассмотрим уравнение

∂u

∂t
(x, y, t) =

1

2

(∂2u

∂x2
(x, y, t) +

∂2u

∂y2
(x, y, t)

)
, (x, y) ∈ D, t > 0, (2.1)

при условиях
u
∣∣
t=0

= sin(x) sin(y), u
∣∣
(x,y)∈Γ0

= 0. (2.2)

Заметим, что «точным» решением этой задачи является функция

u = sin(x) sin(y)e−t.

Построим приближенное решение. Будем использовать операторы S, Λ из примера 1.1.
Выберем коэффициент «подобия» k ∈ (0, 1), положим λ = 1

k
. Теперь заменим рассмат-

риваемое уравнение (2.1) приближенным уравнением

∂u

∂t
(x, y, t) =

1

2

(∂2u

∂x2
(λx, λy, t) +

∂2u

∂y2
(λx, λy, t)

)
. (2.3)

Решение приближенной задачи (2.3), (2.2) будем находить последовательно на грани-
цах Γn, n = 1, 2, . . . , квадратов Dn. Для этих границ имеют место следующие равно-
сильные соотношения

Γn+1 = kΓn ⇔ Γn = λΓn+1.

Сначала определим решение u в точках линии Γ1 через известные заданные значения
функции u в точках линии Γ0. Затем определим u в точках Γ2 через уже найденные ее
значения в точках линии Γ1, и т. д. Таким образом, при каждом n = 1, 2, . . . получаем
следующее соотношение для нахождения приближенного решения

∂u

∂t
(x, y, t)

∣∣
(x,y)∈Γn+1

=
1

2

(∂2u

∂x2
(λx, λy, t) +

∂2u

∂y2
(λx, λy, t)

)∣∣
(λx,λy)∈Γn

.

Следовательно,

u(x, y, t)
∣∣
(x,y)∈Γn+1

= u(x, y, 0)
∣∣
(x,y)∈Γn+1

+
1

2

∫ t

0

(∂2u

∂x2
(λx, λy, s) +

∂2u

∂y2
(λx, λy, s)

)∣∣
(x,y)∈Γn

ds. (2.4)

Приведем результаты четырех шагов вычислений по итерационной формуле (2.4).
1) При (x, y) ∈ Γ1 имеем (λx, λy) ∈ Γ0, и в силу (2.2) выполнено u(λx, λy, t) = 0.

Поэтому по формуле (2.4) здесь получаем

u = sin(x) sin(y) при (x, y) ∈ Γ1, t > 0.

2) При (x, y) ∈ Γ2 имеем (λx, λy) ∈ Γ1. Воспользуемся значениями решения, найден-
ными на предыдущем шаге. Получим 1

2

(
∂2u
∂x2

(λx, λy, t) + ∂2u
∂y2

(λx, λy, t)
)

= − sin(λx) sin(λy).

Теперь по формуле (2.4) получаем

u = sin(x) sin(y)−
∫ t

0

sin(λx) sin(λy)ds = sin(x) sin(y)− sin(λx) sin(λy)t.
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3) Теперь пусть (x, y) ∈ Γ3 и поэтому (λx, λy) ∈ Γ2. Тогда

1

2

(∂2u

∂x2
(λx, λy, t) +

∂2u

∂y2
(λx, λy, t)

)
= − sin(λx) sin(λy) + λ2 sin(λ2x) sin(λ2y)t,

и после подстановки этого выражения в (2.4) получаем

u = sin(x) sin(y) +

∫ t

0

(
− sin(λx) sin(λy) + λ2 sin(λ2x) sin(λ2y)s

)
ds

= sin(x) sin(y)− sin(λx) sin(λy)t+
1

2
λ2 sin(λ2x) sin(λ2y)t2.

4) Пусть (x, y) ∈ Γ4 и, соответственно, (λx, λy) ∈ Γ3. В этом случае имеем

1

2

(∂2u

∂x2
(λx, λy, t) +

∂2u

∂y2
(λx, λy, t)

)
= − sin(λx) sin(λy) + λ2 sin(λ2x) sin(λ2y)t− 1

2
λ6 sin(λ3x) sin(λ3y)t2.

Поэтому согласно формуле (2.4) получаем

u = sin(x) sin(y)+

∫ t

0

(
− sin(λx) sin(λy)+ λ2sin(λ2x) sin(λ2y)s− 1

2
λ6 sin(λ3x) sin(λ3y)s2

)
ds

= sin(x) sin(y)− sin(λx) sin(λy)t+
1

2
λ2 sin(λ2x) sin(λ2y)t2 − 1

6
λ6 sin(λ3x) sin(λ3y)t3.

Несложно заметить и показать (методом математической индукции), что на каждом
n -м шаге решение определяется формулой

u = sin(x) sin(y) +
n−1∑
i=1

(−1)i

i!
λi

2−i sin(λix) sin(λiy)ti, (x, y) ∈ Γn, t > 0. (2.5)

В следующих таблицах приведены результаты расчетов по формуле (2.5) для k = 0, 99,

λ = 1
0,99
∼= 1, 0101, n = 10 и, для сравнения, значения при же аргументах точного решения.

Табл. 1. (x, y) ∈ Γ1, x = 0, 99π, y ∈ [−0, 99π, 0, 99π].

время точное решение приближенное решение
t 0, 03141 sin(y)e−t 0, 03141 sin(y)

0 0, 03141 sin(y) 0, 03141 sin(y)

1 0, 01156 sin(y) 0, 03141 sin(y)

Табл. 2. (x, y) ∈ Γ2, x = 0, 9801π, y ∈ [−0, 9801π, 0, 9801π].

время точное решение приближенное решение
t 0, 062477 sin(y)e−t 0, 062477 sin(y)− 0, 031414 sin(1, 010101y)t

0 0, 062477 sin(y) 0, 062477 sin(y)

1 0, 022984 sin(y) 0, 062477 sin(y)− 0, 031414 sin(1, 010101y)
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Табл. 3. (x, y) ∈ Γ3, x = 0, 9703π, y ∈ [−0, 9703π, 0, 9703π].

время точное решение приближенное решение

t 0, 093173 sin(y)e−t
0, 093173 sin(y)− 0, 06248 sin(1, 010101y)t

+0, 016027 sin(1, 020302y)t2

0 0, 093173 sin(y) 0, 093173 sin(y)

1 0, 034276 sin(y)
0, 093173 sin(y)− 0, 06248 sin(1, 010101y)

+0, 016027 sin(1, 020302y)

Табл. 4. (x, y) ∈ Γ4, x = 0, 9606π, y ∈ [−0, 9606π, 0, 9606π].

время точное решение приближенное решение

t 0, 123475 sin(y)e−t
0, 123475 sin(y)− 0, 093176 sin(1, 010101y)t

+0, 031876 sin(1, 020302y)t2 − 0, 005562 sin(1, 030607y)t3

0 0, 123475 sin(y) 0, 123475 sin(y)

1 0, 045424 sin(y)
0, 123475 sin(y)− 0, 093176 sin(1, 010101y)

+0, 031876 sin(1, 020302y)− 0, 005562 sin(1, 030607y)

Табл. 5. (x, y) ∈ Γ5, x = 0, 9510π, y ∈ [−0, 9510π, 0, 9510π].

время точное решение приближенное решение

t 0, 153362 sin(y)e−t
0, 153362 sin(y)− 0, 123478 sin(1, 010101y)t

+0, 047535 sin(1, 020302y)t2 − 0, 011062 sin(1, 030607y)t3

+0, 001477 sin(1, 041016y)t4.

0 0, 153362 sin(y) 0, 153362 sin(y)

1 0, 056419 sin(y)

0, 153362 sin(y)− 0, 123478 sin(1, 010101y)

+0, 047535 sin(1, 020302y)− 0, 011062 sin(1, 030607y)

+ 0, 001477 sin(1, 041016y)

Табл. 6. (x, y) ∈ Γ6, x = 0, 9415π, y ∈ [−0, 9415π, 0, 9415π].

время точное решение приближенное решение

t 0, 182812 sin(y)e−t
0, 182812 sin(y)− 0, 153365 sin(1, 010101y)t

+0, 062994 sin(1, 020302y)t2 − 0, 016496 sin(1, 030607y)t3

+0, 002937 sin(1, 041016y)t4 − 0, 00032 sin(1, 05153y)t5.

0 0, 182812 sin(y) 0, 182812 sin(y)

1 0, 067253 sin(y)

0, 182812 sin(y)− 0, 153365 sin(1, 010101y)

+0, 062994 sin(1, 020302y)− 0, 016496 sin(1, 030607y)

+0, 002937 sin(1, 041016y)− 0, 00032 sin(1, 05153y).

Табл. 7. (x, y) ∈ Γ7, x = 0, 9321π, y ∈ [−0, 9321π, 0, 9321π].

время точное решение приближенное решение

t 0, 211806 sin(y)e−t

0, 211806 sin(y)− 0, 182815 sin(1, 010101y)t

+0, 078241 sin(1, 020302y)t2 − 0, 02186 sin(1, 030607y)t3

+0, 00438 sin(1, 041016y)t4 − 0, 000637 sin(1, 05153y)t5

+0, 000059 sin(1, 062151y)t6.

0 0, 211806 sin(y) 0, 211806 sin(y)

1 0, 077919 sin(y)

0, 211806 sin(y)− 0, 182815 sin(1, 010101y)

+0, 078241 sin(1, 020302y)− 0, 02186 sin(1, 030607y)

+0, 00438 sin(1, 041016y)− 0, 000637 sin(1, 05153y)

+0, 000059 sin(1, 062151y).
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Табл. 8. (x, y) ∈ Γ8, x = 0, 9227π, y ∈ [−0, 9227π, 0, 9227π].

время точное решение приближенное решение

t 0, 240329 sin(y)e−t

0, 240329 sin(y)− 0, 211809 sin(1, 010101y)t

+0, 093265 sin(1, 020302y)t2 − 0, 02715 sin(1, 030607y)t3

+0, 005805 sin(1, 041016y)t4 − 0, 000949 sin(1, 05153y)t5

+0, 000117 sin(1, 062151y)t6 − 0, 00001 sin(1, 072879y)t7.

0 0, 240329 sin(y) 0, 240329 sin(y)

1 0, 088412 sin(y)

0, 240329 sin(y)− 0, 211809 sin(1, 010101y)

+0, 093265 sin(1, 020302y)− 0, 02715 sin(1, 030607y)

+0, 005805 sin(1, 041016y)− 0, 000949 sin(1, 05153y)

+0, 000117 sin(1, 062151y)− 0, 00001 sin(1, 072879y).

Табл. 9. (x, y) ∈ Γ9, x = 0, 9135π, y ∈ [−0, 9135π, 0, 9135π].

время точное решение приближенное решение

t 0, 268363 sin(y)e−t

0, 268363 sin(y)− 0, 240332 sin(1, 010101y)t

+0, 108056 sin(1, 020302y)t2 − 0, 032364 sin(1, 030607y)t3

+0, 00721 sin(1, 041016y)t4 − 0, 001258 sin(1, 05153y)t5

+0, 000175 sin(1, 062151y)t6 − 0, 000019 sin(1, 072879y)t7

+0, 000001 sin(1, 083715y)t8.

0 0, 268363 sin(y) 0, 268363 sin(y)

1 0, 098725 sin(y)

0, 268363 sin(y)− 0, 240332 sin(1, 010101y)

+0, 108056 sin(1, 020302y)− 0, 032364 sin(1, 030607y)

+0, 00721 sin(1, 041016y)− 0, 001258 sin(1, 05153y)

+0, 000175 sin(1, 062151y)− 0, 000019 sin(1, 072879y)

+0, 000001 sin(1, 083715y).

Табл. 10. (x, y) ∈ Γ10, x = 0, 9044π, y ∈ [−0, 9044π, 0, 9044π].

время точное решение приближенное решение

t 0, 295895 sin(y)e−t

0, 295895 sin(y)− 0, 268366 sin(1, 010101y)t

+0, 122607 sin(1, 020302y)t2 − 0, 037497 sin(1, 030607y)t3

+0, 008594 sin(1, 041016y)t4 − 0, 001563 sin(1, 05153y)t5

+0, 000232 sin(1, 062151y)t6 − 0, 000028 sin(1, 072879y)t7

+0, 000003 sin(1, 083715y)t8 − 0, 0000002 sin(1, 0946602y)t9.

0 0, 295895 sin(y) 0, 295895 sin(y)

1 0, 108854 sin(y)

0, 295895 sin(y)− 0, 268366 sin(1, 010101y)

+0, 122607 sin(1, 020302y)− 0, 037497 sin(1, 030607y)

+0, 008594 sin(1, 041016y)− 0, 001563 sin(1, 05153y)

+0, 000232 sin(1, 062151y)− 0, 000028 sin(1, 072879y)

+0, 000003 sin(1, 083715y)− 0, 0000002 sin(1, 0946602y).

3. Некоторые обобщения

Предложенный выше метод решения уравнений в частных производных достаточно
универсален. Он без каких-либо значимых изменений распространяется на область D,

принадлежащую пространству Rn при любом n ≥ 2. Также метод применим к уравне-
нию, полученному из (1.1) заменой в левой части производной ∂u

∂t
линейным дифферен-
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циальным оператором первого порядка

Ltu =
∂u

∂t
+ Pu,

где P — некоторая функция, определенная на D × R+. Также может рассматриваться
и линейный дифференциальный оператор более высокого порядка. Кроме того, вместо
начального условия (1.2) можно рассматривать краевое условие.

Для сокращения записи по-прежнему полагаем область D плоской. Рассмотрим кра-
евую задачу вида

Ltu = f
(
t, x, y, u,

∂u

∂x
,
∂u

∂y
,
∂2u

∂x2
,
∂2u

∂y2
,
∂2u

∂x∂y

)
, t ∈ [0, 1], (x, y) ∈ D, (3.1)

Au(x, y, 0) + Bu(x, y, 1) = ϑ(x, y), (x, y) ∈ D, (3.2)
u
∣∣
(x,y)∈Γ0

= ϕ0(t), t ∈ [0, 1]. (3.3)

Здесь f, ϑ, ϕ0 — заданные непрерывные функции, A,B — заданные числа, из которых
хотя бы одно отлично от нуля.

Будем предполагать, что при всех (x, y) ∈ D выполнено неравенство

A+ Be
∫ 1
0 P(x,y,s)ds 6= 0,

которое необходимо и достаточно для однозначной разрешимости краевой задачи c усло-
вием (3.2) для уравнения

∂u

∂t
+ P(x, y, t)u = f(x, y, t). (3.4)

В этом случае решение задачи (3.4), (3.2) определяется формулой

u(t, x, y) = U(t, x, y)ϑ(x, y) +

∫ 1

0

G(x, y, t, s)f(x, y, s)ds,

где

U(t, x, y) =
e
∫ t
0 P(x,y,s)ds

A+ Be
∫ 1
0 P(x,y,s)ds

, G(x, y, t, s) =


Ae

∫ t
s P(x,y,s)ds

A+ Be
∫ 1
0 P(x,y,s)ds

, 0 ≤ s ≤ t ≤ 1,

− Be
∫ t
s P(x,y,s)ds

A+ Be
∫ 1
0 P(x,y,s)ds

, 0 ≤ t < s ≤ 1,

это, соответственно, фундаментальное решение однородного уравнения и функция Грина
краевой задачи.

Заменим уравнение (3.1) приближенным уравнением

Ltu(M, t)

= f
(
t,M, u(ΛM, t),

∂u

∂x
(ΛM, t),

∂u

∂y
(ΛM, t),

∂2u

∂x2
(ΛM, t),

∂2u

∂y2
(ΛM, t),

∂2u

∂x∂y
(ΛM, t)

)
, (3.5)

u(N, t) = ϕ(N, t), N ∈ R2 \D, t > 0.
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Здесь функция ϕ определена на (R2 \ D) × R+ так, что при любом t ∈ R+ она, как
функция первого аргумента ϕ(·, t), дважды дифференцируема и ϕ

∣∣
(x,y)∈Γ0

= ϕ0(t). Реше-
ние приближенного уравнения (3.5) с краевыми условиями (3.2), (3.3) определяется при
любом t ∈ [0, 1] последовательно на каждом множестве Dn = Dn−1 \ Dn, n = 1, 2, . . . ,

следующими соотношениями. Положим u0(M, t) = ϕ(M, t), M ∈ R2 \ D0, t > 0, и обо-
значим через un(M, t) решение задачи (1.4), (1.2), (1.3) при M ∈ Dn, n = 1, 2, . . . , t > 0.

Тогда решение при M ∈ Dn+1, t > 0 будет определяться формулой

un+1(M, t) = U(M, t)ϑ(M) +

∫ t

0

G(M, t, s)

·f
(
s,M, un(ΛM,s),

∂un
∂x

(ΛM,s),
∂un
∂y

(ΛM,s),
∂2un
∂x2

(ΛM,s),
∂2un
∂y2

(ΛM,s),
∂2un
∂x∂y

(ΛM,s)
)
ds.

Соответственно, решение u(M, t) в граничных точках M ∈ Γn областей Dn, n = 1, 2, . . . ,

определяется следующими рекуррентными соотношениями

u(M, t)
∣∣
M∈Γn+1

= U(M, t)ϑ(M) +

∫ t

0

G(M, t, s)

·f
(
s,M, u(ΛM,s),

∂u

∂x
(ΛM,s),

∂u

∂y
(ΛM,s),

∂2u

∂x2
(ΛM,s),

∂2u

∂y2
(ΛM,s),

∂2u

∂x∂y
(ΛM,s)

)∣∣
ΛM∈Γn

ds.
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Аннотация. Хотя основы теории позиционных дифференциальных игр систем с после-
действием, описываемых функционально-дифференциальными уравнениями (ФДУ), были
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тексту [KC]), представляли бы «завершенную» теорию позиционных дифференциальных
игр с последействием.
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Введение

Теория позиционных дифференциальных игр [1, 2] представляет собой завершенную
теорию построения конструктивных позиционных алгоритмов управления конечномерны-
ми системами в условиях конфликта и неопределенности. Основы теории позиционных
дифференциальных игр систем с последействием

ẋ(t) = f(t, x(t), x(t+ s), u, v), −τ ≤ s < 0, (0.1)

описываемых функционально-дифференциальными уравнениями (ФДУ), разработаны
Н.Н. Красовским, Ю.С. Осиповым и А.В. Кряжимским в работах [3–6], в которых для
систем с последействием получены аналоги ключевых результатов конечномерной теории
позиционных дифференциальных игр [1]. Современные результаты и тенденции разви-
тия теории позиционных дифференциальных систем с последействием представлены в
статьях [7–13], специальные задачи теории ФДУ дифференциальных игр исследованы и
решены в [14–17] (см. также библиографию этих работ).

Однако до сих пор нет работ, которые бы в «замкнутой» форме излагали теорию по-
зиционных дифференциальных игр систем с последействием. Отсутствие таких обобща-
ющих работ, по-видимому, связано с тем, что в рамках обоснованного в [3–6] подхода
не были разработаны такие важные для теории разделы, как «Динамическое програм-
мирование», «Программные конструкции», «Априори стабильные мосты», «Корректность
дифференциальных игр с последействием», «Стабилизация решений дифференциальных
игр с последействием», «Смешанные стратегии в дифференциальных играх с последей-
ствием», «Эффективные мосты для смешанных стратегий в системах с последействием»,
«Стохастическое позиционное управление системами с последействием», «Минимаксная
дифференциальная игра с последействием», «Информационная игровая задача», «Диф-
ференциальные игры с запаздыванием и запоминанием информации». Некоторые аспекты
отмеченных направлений (разделов), естественно, так или иначе, затрагивались в работах
различных авторов, однако не были развиты с такой же полнотой, как в конечномерном
случае [1]. Только игровые конструкции, основанные на методологии динамического про-
граммирования, достаточно полной развиты и представлены в завершенной форме в ра-
ботах [7–9].

Методология i -гладкого анализа, основывается на:
1) концепции разделения конечномерных и бесконечномерных составляющих в струк-

туре и свойствах функционалов и ФДУ;
2) применении инвариантной производной и соответствующих конструкций.
Автор рассматривал дифференциальные игры систем с последействием как первую

область применения i -гладкого анализа. Однако автор «отложил» (в начале 1980-х гг.)
исследования в этом направлении по совету А.В. Кряжимского, считавшего что i -гладкий
анализ был в начальной стадии разработки, дифференциальными играми занимался не
очень широкий круг специалистов, и было целесообразно продемонстрировать сначала
эффективность i -гладкого анализа на «более привычных» всем областях теории ФДУ,
а затем уже «браться» за дифференциальные игры. К идее изложения теории позицион-
ных дифференциальных игр систем с последействием на основе методологии i -гладкого
анализа автор решил вернуться сейчас, когда на основе i -гладкого анализа разработаны —
с такой же полнотой и конструктивностью, как и в конечномерном (ОДУ) случае, разделы
ФДУ: метод функционалов Ляпунова–Красовского, метод динамического программирова-
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ния, численные методы, теория АКОР — аналитического конструирования оптимальных
регуляторов, и дифференциальные игры входят в число приоритетных математических
направлений исследований РАН до 2030 года.

Применяемый в настоящей статье подход позволяет конструктивно перенести на систе-
мы с запаздыванием все результаты теории [1]. При этом, если запаздывание «исчезает»,
то результаты и формулы статьи «переходят» (совпадают) в соответствующие результаты
и формулы книги [1]. Поэтому статья имеет структуру и нумерацию формул соответству-
ющих разделов первой главы книги [1]. Автор также придерживался методики изложения,
применяемой в [1], в частности, если стандартные («легко восстанавливаемые») доказа-
тельства некоторых утверждений не включены в книгу [1], то и в настоящей статье до-
казательства аналогичных (соответствующих) утверждений оставляются читателю в ка-
честве несложных упражнений, позволяющих «прочувствовать» (понять) используемые
конструкции.

1. Стратегии и движения

В дальнейшем будем использовать условную запись [18,19] системы (0.1)

ẋ = f(t, x, y(·), u, v) (1.1)

и предполагать отображение f(t, x, y(·), u, v) инвариантно непрерывным, а управления во
всей области определения стесненными геометрическими ограничениями

u ∈ P, v ∈ G

(P и G — замкнутые множества, характеризующие возможности игроков). Здесь и далее
в статье используются понятия и обозначения из [18,19].

Стратегия U первого игрока отождествляется с отображениями u(t, h) : [t0, ϑ]×H →
P. Соотношение между стратегией U и ее отображением u(t, h) обозначается символом
U

.
= u(t, h). Пусть дана начальная позиция {t∗, h∗} и выбрана стратегия U

.
= u(t, h).

Покроем полуось t∗ ≤ t < ∞ системой ∆ полуинтервалов ηi ≤ t ≤ η(i+1) ( i = 0, 1, . . . ,

η0 = t∗ ). Пусть далее v[t] ∈ Q ( t ≥ t0 ) — какая-то кусочно-непрерывная функция v,

развертывающаяся во времени t на основании тех или иных соображений, которыми за-
хочет воспользоваться противник. Ломаной Эйлера x∆[t] = x∆[t, t∗, h∗, U, v] называется
абсолютно непрерывное решение дифференциального уравнения

ẋ = f(t, x∆
t , u(ηi, x

∆
ηi

), v(t))
(
ηi ≤ t < η(i+1), i = 0, 1, . . .

)
, (1.2)

удовлетворяющее начальному условию x∆
t∗ = h∗, для которого равенство (1.2) выполняется

при почти всех значениях t из интервала существования. Существование такого решения
устанавливается известными теоремами анализа (см. [21, с. 120]). Если при всех возмож-
ных значениях аргументов t, h, u и v выполняется неравенство

‖f(t, h, u, v)‖ ≤ k(1 + ‖h‖H), k = const, (1.3)

то при любом выборе {t∗, h∗}, U, ∆ и v[t] существует решение x∆(t, t∗, h∗, U, v[·]), продол-
жимое на всю полуось [t∗,∞). Всюду в дальнейшем, если не будет оговорено противное,
будем предполагать условие (1.3) выполненным.



272 А.В. Ким

Движением x[t, t∗, h∗, U ], порожденным из позиции {t∗, h∗} стратегией U
.
= u(t, x, y(·)),

будем называть всякую функцию x[t], для которой на всяком отрезке t∗ ≤ t ≤ ϑ найдется
последовательность ломаных x∆(k)

[t, t∗, h
(k), U, v(k)], равномерно сходящаяся к x[t] на от-

резке t∗ ≤ t ≤ ϑ при условиях lim sup
i

(η
(k)
i+1−η

(k)
i ) = 0, когда k →∞. Отметим, что, как и

в конечномерном случае [1], стратегия U, при фиксированной начальной позиции {t∗, h∗},
порождает, вообще говоря, не одно движение x[t, t∗, h∗, U ], а целое множество таких дви-
жений в соответствии с многообразием последовательностей реализаций v(k)[t], ∆(k), h(k),

которые могут случиться при построении ломаных Эйлера x∆(k)
[t, t∗, h

(k), U, v(k)[·]], опре-
деляющих x[t]. От движения x[t] не требуется, чтобы оно было решением дифферен-
циального уравнения ẋ = f(t, x, y(·), v[t]), которое можно получить из уравнения (1.1),
подставляя вместо u функционал u(t, x, y(·)), а вместо v — какую-либо подходящую
функцию v[t]. Движение x[t] просто определяется как предельная функция для какой-
нибудь подходящей последовательности ломаных Эйлера x∆(k)

[t].

Лемма 1.1. Выберем произвольную стратегию U(t, h). Зафиксируем некоторую ог-
раниченную область Ω в пространстве позиций {t, h} и число ϑ. Тогда для любого
числа ε > 0 найдется такое число δ > 0, что при всяком выборе позиции {t∗, h∗} ∈ Ω

( t∗ ≤ ϑ ) для всякой ломаной Эйлера x∆[t, t∗, h∗, U, v[·]] (1.2), удовлетворяющей условию
‖ηi+1−ηi‖ ≤ δ ( i = 0, 1, . . . ), найдется по крайней мере одно движение x[t] = x[t, t∗, h∗, U ],

такое, что
‖x[t]− x∆‖ ≤ ε, t∗ ≤ t ≤ ϑ. (1.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу условия (1.3) любая последовательность ломанных
Эйлера {x∆(j)

[t, t∗, h
(j), U, v(j)[·]]} ( j = 1, 2, . . . ), где lim sup

i
(η

(j)
i+1 − η

(j)
i ) = 0, limh(i) = h∗

при j → ∞, образует на всяком конечном отрезке [t∗, ϑ] множество равномерно ограни-
ченных и равностепенно непрерывных функций. Отсюда, на основании известных теорем
функционального анализа (см. [18, с. 100]) вытекает возможность выбора из последова-
тельности x∆(j)

[t] подпоследовательности {x∆(jk)
[t]} ( k = 1, 2, . . . ), которая будет схо-

диться равномерно на каждом конечном отрезке [t∗, ϑ] к некоторой функции x[t]. Эта
функция x[t] и явится движением x[t, t∗, h∗, U ]. При этом условие (1.4) очевидным обра-
зом следует из равномерной сходимости.

Таким образом, мы видим, что при всяком выборе {t∗, h∗} и U ÷ u(t, h) будет су-
ществовать по крайней мере одно движение x[t, t∗, h∗, U ], продолжимое на всю полуось
t∗ ≤ t <∞. В то же время данное абстрактное определение стратегии U и движения x[t]

допускает разумный переход к реализуемым на практике процедурам управления. Этот
переход осуществляется обращением к ломаным Эйлера x∆[t] (1.2), ибо, как следует из
леммы 1.1, эти ломаные хорошо аппроксимируют движения x[t].

Аналогичным образом определяется класс стратегий V ÷ v(t, h) второго игрока и
порождаемые этими стратегиями движения x[t, t∗, h∗, V ]. Пусть выбрана пара страте-
гий U ÷ u(t, h) и V ÷ v(t, h), и реализации управления v[t] в уравнении (1.2) стро-
ятся по закону v[t] = v[ηj], где {ηj} — какое-либо разбиение полуоси t∗ < t < ∞,
избранное вторым игроком. Тогда уравнение (1.2) будет определять также и ломаные
Эйлера x∆∗ [t] = x∆∗ [t, t∗, h∗, V, u[·]] для второго игрока, для которых первый игрок вы-
бирает реализации своего управления u по закону u[t] = u[ηi] = u(ηi, x

∆
ηi

). Обозначим
символом x[t, t∗, h∗, U, V ] любую непрерывную функцию x[t] ( t∗ < t < ∞ ), которая
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на всяком конечном отрезке [t∗, ϑ] является равномерным пределом для некоторой под-
ходящей последовательности таких ломаных Эйлера x∆(k)

[t] = x∆∗(k) [t] при условии, что,
lim sup

i
(η

(k)
i+1 − η

(k)
i ) = 0, lim sup

i
(η∗(k)

i+1 − η∗(k)
i) = 0 при k →∞.

В силу того, что состоянием системы с последействием мы считаем конечномерный
вектор 1 x[t] ∈ Rn, многие свойства движений системы (1.1) аналогичны свойствам дви-
жений конечномерных систем [1]. В частности, справедливо следующее утверждение, ко-
торое, как и в [1], приводится без доказательства.

Лемма 1.2. Каковы бы ни были позиция {t∗, h∗} и пара стратегий {U, V }, множе-
ство движений x[t, t∗, h∗, U ] содержит все движения x[t, t∗, U, V ], и множество дви-
жений x[t, t∗, h∗, V ] также содержит все движения x[t, t∗, U, V ].

2. Свойства движений

Зафиксируем начальную позицию {t0, h0} и остановимся на какой-то стратегии U. То-
гда можно построить пучок всех возможных движений x[t, t0, h0, V ] ( t0 ≤ t < ∞ ), кото-
рые получаются как пределы при переборе всех возможных сходящихся последовательно-
стей x∆(k)

[t, t0, h
k, U, v(k)[·]], причем перебор всех возможных реализаций v(k)[·] = {v(k)[t],

t0 ≤ t < ∞} отражает всевозможные действия противника. Таким образом, множество
всех движений x[t, t0, h0, U ] при данных {t0, h0} и U отражает в нашей формализации
всевозможные реализации x[t] процесса, стесненные только условием v ∈ G. Справедли-
во следующее утверждение.

Лемма 2.1. Пусть Ξ — некоторая ограниченная область в пространстве позиций
{t, h}, и фиксировано число ϑ. Тогда множество всех движений x[t, t0, h0, U ], отвеча-
ющих всем всевозможным стратегиям U и начальным позициям {t0, h0} ∈ Ξ, t0 ≤ ϑ,

образует совокупность равномерно ограниченных и равностепенно непрерывных функ-
ций x[t].

Под расстоянием ρ(x[·], z[·])[t0,ϑ] между двумя непрерывными вектор-функциями x[t]

и z[t], определенными на отрезке [t0, ϑ], будем понимать их расстояние в метрике про-
странства C[t0, ϑ], т. е. величину

ρ(x[·], z[·])[t0,ϑ] = max
t0≤t≤ϑ

‖x[t]− z[t]‖.

Справедливо следующее утверждение.

Лемма 2.2. На всяком отрезке [t0, ϑ] пучок всех движений x[t, t0, h0, U ] при всяком
выборе [t0, ϑ] и U образует замкнутое множество в метрике пространства C[t0, ϑ].

Из лемм 2.1 и 2.2 вытекает, что пучок всех движений x[t, t0, h0, U ] ( t0 ≤ t ≤ ϑ ) образует
в пространстве C[t0, ϑ] компактное в себе множество. Следуя общепринятой терминоло-
гии [2, с. 222], некоторый функционал x(z) параметра z, значения которого суть множе-
ства x = {p}z, состоящие из элементов p метрического пространства P̃ , полунепрерывен

1 Напомним, что в рамках нашего подхода мы различаем фазовое состояние — фазовый вектор x[t],

характеризующий текущее («физическое») состояния системы, и фазовую позицию xt = {x(t); x(t+ ·)} =

{x(t + s), −τ ≤ s < 0}, определяющую (с учетом запаздывания) дальнейшую динамику (движение)
системы с последействием.
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сверху по включению в точке z = z∗ (в метрике P̃ ), если для всякой последовательности
{z(k)}, сходящейся в метрике пространства {z} к точке z∗, и любой сходящейся в метрике
P̃ последовательности

P (k) ∈ {p}z(k) (k = 1, 2, . . .)

предельная точка p∗ = lim
k→∞

p(k) будет удовлетворять условию p∗ ∈ {p}z∗ . В таких ситуа-
циях принято именовать полунепрерывными сами множества x(z). Если помимо интере-
сующего нас аргумента (здесь z ), множества x(z) зависят от других параметров, то, там
где это требуется, указывается, относительно какого аргумента имеет место полунепре-
рывность.

Обозначим пучок всех движений x[t, t0, h0, U ] ( t0 ≤ t ≤ ϑ ), отвечающих выбранной
стратегии U и некоторой начальной позиции {t0, h0} символом X(h0), так как будем
далее менять только параметр h0. Справедливо следующее утверждение.

Лемма 2.3. При всяком выборе t0, ϑ ≥ t0 и U пучки X(h0) полунепрерывны сверху
по включению в каждой точке h0 = h∗ ( относительно параметра h0 ) и в метрике
C[t0, ϑ]. При этом для любого ε > 0 можно указать δ > 0, такое, что при условии

‖h0 − h∗‖H ≤ δ

для всякого движения x[·] ∈ X(h0) найдется хотя бы одно движение x∗[·] ∈ X(h∗), удо-
влетворяющее условию

ρ(x[·], x∗[·])[t0,ϑ] < ε.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим противное, что лемма 2.3 неверна. Тогда при
некотором выборе t0, ϑ ≥ t0 и U найдутся число ε > 0 и последовательность движений
x(k)[t] ( t0 ≤ t ≤ ϑ, k = 1, 2, . . . ) такие, что limx

(k)
t0 = h∗ при k → ∞. Но в пучке X(h∗)

всякое движение x[t] = x[t, t0, h∗, U ] будет удовлетворять условию

ρ(x[·], x(k)[·])[t0,ϑ] ≥ ε (2.1)

при всяком значении k. В то же время множество {x(k)[·]} ( k = 1, 2, . . . ), согласно
лемме 2.1, состоит из равномерно ограниченных и равностепенно непрерывных функций
x(k)[t] = x[t, t0, x

(k)
t , U ] ( t0 ≤ t ≤ ϑ ), поэтому из последовательности {x(k)[·]} можно вы-

брать подпоследовательность x(kj)[·], равномерно сходящуюся к некоторой функции x∗[·],
так, что

ρ
(
x∗[·], x(kj)[·]

)
< ε (2.2)

при всех достаточно больших значениях j. Однако, опираясь на определение движений
x(kj)[·], нетрудно построить последовательность ломаных Эйлера x∆j

[t] (t0 ≤ t ≤ ϑ), ко-
торая также будет сходиться равномерно к функции x∗[t] ( t0 ≤ t ≤ ϑ ). Стало быть, опять
по определению движения x[t, t0, h∗, U ] функция x∗[t] будет таким движением на отрезке
[t0, ϑ]. Но в таком случае условия (2.1) и (2.2) оказываются противоречивыми. Полученное
противоречие доказывает лемму 2.3.

Лемма 2.3 утверждает, что при приближении точки h0 к точке h∗ все движения пучка
X(h0) равномерно приближаются к совокупности движений, составляющих пучок X(h∗).

Наряду с определенными выше конструктивными идеальными движениями x[t, t0, h0, U ],
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получаемыми предельным переходом от ломаных Эйлера, удобно рассматривать во вспо-
могательных построениях некоторые обобщенные идеальные движения x(t, t0, h0, U), ко-
торые определяются следующим образом. Зафиксируем некоторую позицию {t∗, h∗} и
выберем какую-то стратегию U ÷ u(t, h). Выберем число δ > 0 и построим множество
F

(δ)
v (t∗, h∗, U), которое является выпуклой замкнутой оболочкой совокупности всех векто-

ров f вида
f = f(t, h, u, v), u = u(t, h), v ∈ Q,

‖{t, h} − {t∗, h∗}‖H =
( n∑
i=1

(xi − x∗i)2 +
∑
−τ≤s<0

(yi(s)− y∗i)2 + (t− t∗)2
)1/2

≤ δ. (2.3)

Такие выпуклые замкнутые оболочки F̃ какого-либо множества векторов f будем
обозначать символом F̃ = co{f}. Итак,

F (δ)
v (t∗, h∗, U) = co

[
f : f = f(t, h, u, v), u = u(t, h), v ∈ Q, ‖{t, h} − {t∗, h∗}‖H ≤ δ

]
.

При всяком выборе позиции {t, h}, стратегии U и числа δ > 0 множество F
(δ)
v (t, h, U)

оказывается ограниченным. Кроме того, очевидно, справедливо вложение

F (δ1)
v (t∗, h∗, U) ⊂ F (δ2)

v (t∗, h∗, U)

при δ1 ≤ δ2. Далее можно построить множества

F̃v(t∗, h∗, U) =
⋂
δ>0

F (δ)
v (t∗, h∗, U),

являющиеся, стало быть, пересечениями множеств F
(δ)
v ( δ > 0 ). Из построения множеств

F
(δ)
v вытекает, что множества F̃v(t, h, U) ограничены, выпуклы, замкнуты и содержат

в себе выпуклую оболочку множества всех векторов f(t, h, u(t, h), u, v) ∈ Q. Более того,
можно проверить, что множества Fv(t, h, U), отвечающие одной и той же стратегии U ÷
u(t, h), оказываются полунепрерывными сверху по включению в каждой позиции {t∗, h∗}
(относительно позиции {t, h} и в евклидовой метрике пространства {f} ). Именно, какой
бы ни была стратегия U и какой бы ни была позиция {t∗, h∗}, для всякого ε > 0 можно
указать δ > 0 такое, что при выполнении условия (2.3) множество F̃v(t, h, U) такое,
что при выполнении условия (2.3) множество F̃ (t, h, U) будет содержаться в евклидовой
ε -окрестности множества F̃v(t∗, h∗, U).

Рассмотрим дифференциальное уравнение в контингенциях

ẋ ∈ F̃v(t∗, h∗, U). (2.4)

Его решением x(t) = x(t, t0, h0, U) называется всякая абсолютно непрерывная функция
x(t), которая удовлетворяет начальному условию xt0 = h0 и производная которой при
почти всех значений t ≥ t0 удовлетворяет включению

ẋ ∈ F̃v(t∗, xt, U).

Так как множества F̃v(t∗, xt, U) при всяком выборе стратегии U во всякой возможной
позиции {t, h} ограничены, выпуклы и замкнуты, при изменении позиции меняются по-
лунепрерывно сверху по включению и, кроме того, согласно (1.3), удовлетворяют условию

‖f‖ ≤ κ(1 + ‖xt‖H) при f ∈ Fv(t, h, U),
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то уравнение (2.4) при всяком выборе стратегии U и начальной позиции {t0, h0} име-
ет решения x(t, t0, h0, U), продолжимые для всех значений t ≥ t0. Эти решения будем
называть идеальными обобщенными движениями x(t) системы (1.1).

Аналогичным образом с переменой ролями символов u и v определяются идеальные
обобщенные движения x(t) = x(t, t0, h0, V ), которые являются решениями дифференци-
ального уравнения в контингенциях

ẋ ∈ F̃u(t∗, h∗, U),

аналогичного уравнению (2.4).
Между идеальными конструктивными движениями x[t, t0, h0, U ], которые получают-

ся предельным переходом от ломаных Эйлера (1.2), и идеальными обобщенными дви-
жениями x(t, t0, h0, U), которые определены как решения дифференциальных уравнений
в контингенциях (2.4), существует такая же связь, как и в конечномерном случае [1].
Оказывается, что при всяком выборе стратегии U и начальной позиции {t0, h0} всякое
конструктивное движение x[t, t0, h0, U ] ( t ≥ t0 ) является одновременно обобщенным дви-
жением x(t, t0, h0, U) ( t ≥ t0 ). Иначе говоря, пучок всех конструктивных движений

XK(t0, h0, ϑ, U) = [x[·] : x[t] = x[t, t0, h0, U ], t0 ≤ t ≤ ϑ]

обязательно содержится в соответствующем пучке всех обобщенных движений

X0(t0, h0, ϑ, U) = [x[·] : x(t) = x(t, t0, h0, U), t0 ≤ t ≤ ϑ].

Таким образом, имеем
XK(t0, h0, ϑ, U) ⊂ X0(t0, h0, ϑ, U).

Аналогичным образом справедливо включение

XK(t0, h0, ϑ, V ) ⊂ X0(t0, h0, ϑ, V ).

3. Постановка задачи

После определения стратегий и движений мы можем перейти к формализованной по-
становке игровых задач. Будем предполагать, что в пространстве «точечных» состояний
{t, x} заданы множества M и N и задан функционал

γ = ϕ(x[t], t0 ≤ t ≤ η), (3.1)

который должен минимизироваться первым игроком и максимизироваться вторым. Огра-
ничимся сначала функционалом ϕ (3.1). К более общему случаю

γ = ϕ(x[t], u[t], v[t], t0 ≤ t ≤ η) (3.2)

обратимся позднее. Начальную позицию {t0, h0} будем полагать выбранной произволь-
но в пределах ее допустимых значений, но будем полагать ее затем зафиксированной.
Множество M удобно предполагать замкнутым, а функционал ϕ — имеющим смысл
на непрерывных функциях x[t]. Рассматриваемая задача сближения состоит в приве-
дении конечномерного фазового вектора x(t) (характеризующего физическое состояние
системы) на целевое множество M. Будем сначала считать союзником первого игрока и
сформулируем задачу для него.
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Задача 3.1. Требуется найти стратегию U0÷u0(t, h), которая обеспечивает встре-
чу

{η, x[η]} ∈M, (3.3)

{t, x[t]} /∈M, {t, x[t]} ∈ N, t0 ≤ t ≤ η, (3.4)

для всякого движения x[t] = x[t, t0, h0, U ].

Обратим внимание на то, что момент η, фигурирующий в условиях задачи, не яв-
ляется, вообще говоря, заданным априори, но получает для всякого движения x[t] свое
значение (3.3). Стратегию U ÷ u0(t, h), разрешающую задачу 3.1, будем называть опти-
мальной минимаксной стратегией.

Будем считать союзником второго игрока и сформулируем задачу для него.

Задача 3.2. Требуется найти стратегию V 0÷v0(t, h), которая исключает встречу
(3.3) для всякого движения x[t] = x[t, t0, h0, V

0].

Совокупность двух задач 3.1 и 3.2 будем именовать игрой. Игра в нашей формализации
складывается из двух задач.

4. Игра сближения–уклонения

Изучение задач 3.1 и 3.2, поставленных в предыдущем параграфе, мы начнем с одного
частного случая, который будем именовать в дальнейшем игрой сближения-уклонения.
Эта игра будет складываться из следующих двух задач. Множество N, фигурирующее
в задаче 3.1, равно как и множество M из этой задачи, будем полагать замкнутыми
множествами в пространстве Rn, т. е. конечномерными множествами. Однако, учитывая
бесконечномерность систем с последействием и эффективность функциональных методов,
целесообразно решать рассматриваемую задачу в функциональной постановке. Для при-
менения функционального подхода, целевое множество и фазовые ограничения будем рас-
сматривать в виде Mc = {ϕ(·) ∈ C[−τ, 0] : ϕ(0) ∈M} и Nc = {ϕ(·) ∈ C[−τ, 0] : ϕ(0) ∈ N},
соответственно. Так как из условия xt = {x(t), x(t+ ·)} ∈M (xt = {x(t), x(t+ ·) ∈ Nc ) сле-
дует, что x(t) ∈ M (x(t) ∈ N ), то, решив формулируемые ниже задачи, мы фактически
решаем и задачи 3.1 и 3.2 из предыдущего раздела.

Таким образом, далее рассматриваем следующие задачи.

Задача 4.1. Требуется найти стратегию Uc÷uc(t, h), которая обеспечивает встре-
чу

{η, xη} ∈Mc, {t, xt} /∈Mc, {t, xt} ∈ Nc, t0 ≤ t ≤ η, (4.1)

для всякого движения x[t] = x[t, t0, h0, U ].

Будем обозначать символами H(Nc) и Ω(Mc) некоторые окрестности замкнутых мно-
жеств Nc и Mc в пространстве позиций {t, h}. Иначе говоря, H(Nc) и Ω(Mc) суть неко-
торые открытые множества в пространстве позиций {t, h}, содержащие Nc и Mc соот-
ветственно.

Задача 4.2. Требуется найти какие-либо окрестности H(Nc) и Ω(Mc) и стратегию
Vc ÷ vc(t, h), которая исключает встречу

{η, xη} ∈ Ω(Mc), {t, xt} ∈ H(Nc), t0 ≤ t < η, (4.2)

для всякого движения x[t] = x[t, t0, h0, Vc].
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В частности, нас будут особенно интересовать случаи задач 4.1 и 4.2, когда множество
Mc будет обрываться на некоторой гиперплоскости t = ϑ, т. е. когда это множество Mc

будет лежать целиком в области t ≤ ϑ. В таких случаях мы будем говорить о задаче 4.1
сближения к моменту ϑ . О стратегии Uc, разрешающей тогда задачу 4.1, будем гово-
рить, что она гарантирует сближение позиции {t, xt} с Mc внутри Nc к моменту ϑ, а
о стратегии Vc, разрешающей задачу 4.2, будем говорить, что она гарантирует уклонение
позиции {t, xt} от Ω(Mc) внутри H(Nc) вплоть до момента ϑ.

5. Несколько важных замечаний

В следующем параграфе аналогично конечномерному случаю будет введено понятие
стабильного моста. Для систем с последействием мосты удобно строить в пространстве
C[−τ, 0], так как это пространство является банаховым. В силу свойства сглажи-
вания решений ФДУ, для любого решения x(t) = x[t, t0, h0, U, v] справедливо включение
xt ∈ C[−τ, 0] при t ≥ t0 + τ. Поэтому, не нарушая общности, в дальнейшем можно пред-
полагать ϑ− t0 ≥ τ, что обеспечивает включение xt ∈ C[−τ, 0]. Случай ϑ− t0 < τ можно
считать «вырожденным», так как тогда задача становится фактически конечномерной.
Например, рассмотрим дифференциально-разностную игру

ẋ(t) = f(t, x(t), x(t− τ), u, v) (5.1)

при условии ϑ − t0 < τ. Подставляя функцию y0(·) = y0(s), −τ ≤ s < 0 из начального
условия (t0, h0 = {x0, y0(·)}) в правую часть уравнения (5.1) (так как x(t − τ) = y0(t),

t0 ≤ t ≤ ϑ < t0 + τ ), получаем конечномерную дифференциальную игру на интервале
[t0, ϑ] для обыкновенного дифференциального уравнения ẋ(t) = f(t, x(t), y0(t − τ), u, v)

при t0 ≤ t ≤ ϑ < t0 + τ.

6. Стабильный мост

Для решения задачи 4.1 о сближении достаточно построить некоторое множество Wu,

называемое мостом, которое обладало бы следующими свойствами:
1-u) мост Wu содержит начальную позицию {t0, h0};
2-u) в какой-то момент ϑ ≥ t0 мост Wu обрывается на Mc, т. е. сечение Wu(ϑ) моста

Wu гиперплоскостью t = ϑ содержится в Mc;

3-u) мост Wu содержится целиком в Nc;

4-u) существует некоторая стратегия Uc÷ uc(t, h), которая удерживает всякое движение
x[t, t∗, h∗, Uc] ( t > t∗ ) при любом выборе начальных условий t∗ ≤ ϑ, {t∗, h∗} ∈ Wu

на мосту Wu вплоть до встречи с Mc.

Стратегия U, удовлетворяющая условию 4-u, обозначается Uc, так как она решает
задачу 4.1 и гарантирует сближение состояния {t, xt} с Mc к моменту ϑ. Для решения
задачи 4.2 об уклонении достаточно построить мост Wv, который обладал бы следующими
свойствами:
1-v) мост Wv содержит начальную позицию {t0, h0};
2-v) мост Wv не пересекается с Mc;

3-v) существует некоторая стратегия Vc ÷ vc(t, h), которая удерживает всякое движение
x[t] = x[t, t∗, h∗, Vc] при {t∗, h∗} ∈ Wv на мосту Wv вплоть до выхода позиции {t, xt}
из области Nc.
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Стратегия V, удовлетворяющая условию 3-v для задачи 4.2, обозначается Vc, так
как она решает задачу 4.2. Важным свойством, которым могут обладать мосты, является
стабильность. В дальнейшем будем предполагать, что отображение f(t, h, u, v) в правой
части уравнений движения (1.1) в каждой ограниченной области Ω пространства {t, h}
удовлетворяет условию Липшица по h, т. е.

‖f(t, h(1), u, v)− f(t, h(2), u, v)‖ ≤ ‖h(1) − h(2)‖H

при всех {t, h(1)} и {t, h(2)} из Ω и при всех u ∈ P, v ∈ G.
Обратимся сначала к задаче 4.1 о сближении. Пусть W — некоторое множество в про-

странстве {t, h} ∈ [t0, ϑ]×C[−τ, 0]. Выберем какую-нибудь позицию {t, h}. Предположим
на время, что второй игрок на некоторый будущий интервал времени t∗ ≤ t < t∗ вы-
брал некоторое управление V ÷ v(t) = v∗, характеризуемое постоянным вектором v∗ ∈ Q.
Рассмотрим обобщенные движения x(t), xt∗ = h∗, которые, согласно материалу из раз-
дела 2., являются решениями x(t) = x[t, t∗, h∗, V ] следующего дифференциального урав-
нения в контингенциях:

ẋ(t) ∈ F̃u(t, xt, v∗), (6.1)

где
F̃u(t, xt, v∗) = co[f : f = f(t, h, u, v∗), u ∈ P ].

Множество W является u -стабильным, если при всяком выборе позиции {t∗, h∗} ∈ W,
значения t∗ > t∗ и вектора v∗ ∈ Q среди решений x(t) уравнения (6.1) найдется по
крайней мере одно решение, удовлетворяющее условию

{t∗, xt∗} ∈ W или {η∗, xη∗} ∈Mc

при каком-то значении η∗ ∈ [t∗, t
∗].

Обратимся теперь к задаче 4.2 об уклонении. Пусть опять W — некоторое множество
в пространстве позиций {t, h} и {t∗, h∗} ∈ W. Пусть первый игрок выбрал на некоторый
будущий полуинтервал времени t∗ ≤ t < t∗ некоторое управление U ÷ u(t), характеризу-
емое постоянным вектором u∗ ∈ P. Рассмотрим обобщенные движения x(t, t∗, h∗, U), т. е.
решения x(t) (xt∗ = h∗ ) следующего дифференциального уравнения в контингенциях:

ẋ(t) ∈ F̃v(t, xt, u∗), (6.2)

где
F̃v(t, xt, u∗) = co[f : f = f(t, h, u∗, v), v ∈ Q].

Множество W является v -стабильным, если при всяком выборе позиции {t∗, h∗} ∈ W,
t∗ > t∗ и u∗ ∈ P среди решений x(t) уравнения (6.2) найдется по крайней мере одно
решение, удовлетворяющее условию

{t∗, xt∗} ∈ W или {η∗, hη∗} /∈ Nc

при каком-то η∗ ∈ [t∗, t
∗].



280 А.В. Ким

7. Маленькая игра

Зафиксируем какую-нибудь позицию {t∗, h∗} и вектор s∗. Составим скалярное произ-
ведение s′∗f(t∗, h∗, u, v) = ξ (верхний штрих — транспонирование).

Задача 7.1. Требуется найти вектор u∗ ∈ P, который удовлетворяет условию

max
v∈Q

s′∗f(t∗, h∗, u
∗, v) = min

u∈P
max
v∈Q

s′∗f(t∗, h∗, u, v) = ξ0. (7.1)

Задача 7.2. Требуется найти вектор v∗ ∈ Q, который удовлетворяет условию

min
u∈P

s′∗f(t∗, h∗, u, v
∗) = max

v∈Q
min
u∈P

s′∗f(t∗, h∗, u, v) = ξ0. (7.2)

Эти две задачи составляют маленькую игру в позиции {t∗, h∗} по вектору s∗. Век-
тор u∗, разрешающий задачу (7.1), называется минимаксным вектором маленькой игры
(в позиции {t∗, h∗} по вектору s∗ ), вектор v∗, разрешающий задачу (7.2), называется
максиминным вектором маленькой игры (в позиции {t∗, h∗} по вектору s∗ ).

Если окажется, что в некоторой позиции {t, h} при некотором выборе вектора s для
маленькой игры выполняется равенство ξ0 = ξ0, т. е. равенство

min
u∈P

max
v∈Q

s′f(t, h, u, v) = max
v∈Q

min
u∈P

s′f(t, h, u, v),

то, следуя обычной терминологии, будем говорить, что эта игра имеет седловую точку,
для которой, стало быть, справедливы неравенства

s′f(t, h, u∗, v) ≤ s′f(t, h, u∗, v∗) ≤ s′f(t, h, u, v∗). (7.3)

Заметим, что условие седловой точки (7.3) обязательно выполняется во всякой позиции
{t, h} и при всяком выборе s, если отображение f(t, h, u, v) в правой части уравнения (1.1)
имеет вид суммы

f(t, h, u, v) = f (1)(t, h, u) + f (2)(t, h, v).

Как и в конечномерном случае условие (7.3) имеет следующий геометрический смысл.
Скалярное произведение s′∗f(t∗, h∗, u, v) в позиции {t∗, h∗} при выбранном векторе s∗ и
при фиксированных постоянных u и v с точностью до членов высшего порядка мало-
сти по ∆t характеризует сдвиг ∆ l(u, v), который достигается вдоль решения уравне-
ния (1.1) в направлении вектора s∗ за время ∆ t, ибо ∆ l = s′∗∆t

‖s′∗‖
+ o(∆t). Таким образом,

условие (7.3) означает, что в позиции {t∗, h∗} при данном выборе вектора s∗ игра на
минимакс-максимин по u ∈ P и v ∈ G для сдвига ∆ l(u,v) в направлении вектора s∗ за
время ∆ t вдоль решений уравнения (1.1) с точностью до высшего порядка малости от-
носительно ∆t имеет седловую точку {u∗, v∗}, и при отклонении значения u от u∗ при
сохранении v = v∗ этот сдвиг в линейном приближении по ∆ t может только увеличить-
ся, а при отклонении значения v от v∗ при сохранении u = u∗ этот сдвиг в линейном
приближении по ∆ t может только уменьшиться.
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8. Экстремальная стратегия

Пусть W — какое-нибудь множество в пространстве позиций {t, h}. Построим страте-
гию U÷ue(t, h), которую будем называть экстремальной к этому множеству. Функционал
ue(t, h), определяющий эту стратегию, задается следующим образом. Пусть {t∗, h∗} —
какая-то позиция (h∗ = {x∗, y∗(·)} ). Если гиперплоскость Γt∗ = [{t, h} : t = t∗] не пересе-
кается с множеством W, то в качестве ue(t∗, h∗) можно выбрать любой вектор u ∈ P. Если
же гиперплоскость Γt∗ пересекается с W, то надлежит выбрать позицию {t∗, w∗} ∈ W,

(w∗ = {xw∗}, yw∗(·) ), ближайшую к позиции {t∗, h∗} (таких ближайших позиций {t∗, w∗}
может быть не одна, тогда выбираем любую из них). Теперь в качестве ue(t∗, h∗) следует
выбрать любой из минимаксных векторов u∗ для маленькой игры (7.1) в позиции {t∗, h∗}
по вектору s∗ = x∗ − xw∗ . Иначе говоря, в качестве ue(t∗, h∗) следует выбрать вектор ue,

удовлетворяющий условию минимакса

max
v∈Q

(x∗ − w∗)′f(t∗, h∗, u
e, v) = min

u∈P
max
v∈G

(x∗ − xw∗)f(t∗, h∗, u, v). (8.1)

Геометрический смысл условия (8.1) таков. Будем обозначать символом W (t∗) сечение
множества W гиперплоскостью Γ(t∗), т. е.

W (t∗) = [{t, h} : t = t∗, {t∗, h} ∈ W ]. (8.2)

При построении отрезка ηi ≤ t ≤ ηi+1 ломаной Эйлера x∆[t] = x∆[t, t0, h0, U
e, v[·]] (1.2)

от некоторой реализовавшейся позиции {ηi, x∆
ηi
} = {t∗, h∗}, для которой фазовое состояние

{ηi, x∆
ηi
} не лежит на W, условие (8.1) направляет скорость ẋ∆[t∗] = f(t∗, h∗, u

e[t∗], v[t∗])

фазового вектора x∆[t] в этой позиции {t∗, h∗} так, чтобы обеспечить предельно большой
возможный сдвиг вдоль ломаной x∆[t] в направлении к сечению W (t∗) множества W

при самом упорном сопротивлении v = v[t∗] ∈ G этому со стороны противника — второго
игрока.

Аналогичным образом определяется стратегия V e ÷ ve(t, h), экстремальная к множе-
ству W. При этом условие (8.1) заменяется на условие максимина

min
u∈P

(w∗ − x∗)′f(t∗, h∗, v
e) = max

v∈G
min
u∈P

(xw∗ − x∗)′f(t∗, h∗, u, v), (8.3)

которое назначает в качестве ve(t∗, h∗) максиминный вектор v∗ для маленькой игры (7.2)
в позиции {t∗, h∗} по вектору s∗ = xw∗ − x∗. Следует обратить внимание на то обстоя-
тельство, что в условии (8.1) величина ue определяется из условия минимакса скаляр-
ного произведения s′f(t, h, u, v), а в условии (8.2) величина ve определяется из условия
максимина скалярного произведения s′f(t∗, h∗, u, v). Однако вектор s∗ = xw∗ −w∗, фигу-
рирующий в маленькой игре (8.1), противоположен вектору s∗ = xw∗ − x∗, который фи-
гурирует в маленькой игре (8.3). Поэтому получается, что оба условия (8.1) и (8.3) имеют
один и тот же геометрический смысл. И в случае стратегии V e ÷ ve(t, h) при построении
отрезка ηj ≤ t ≤ ηj+1 ломаной Эйлера x∆[t] = x∆[t, t0, h0, V

e, u[·]] от некоторой реализо-
вавшейся позиции {ηi, x∆

ηi
} = {t∗, h∗}, которая не лежит на W, условие (8.3) направляет

скорость ẋ∆[t∗] = f(t∗, h∗, u[t∗], v
∗(t∗, h∗)) фазового вектора x∆[t] в этой позиции {t∗, h∗}

так, чтобы обеспечить предельно большой возможный сдвиг вдоль ломаной Эйлера x∆[t]

снова в направлении к сечению W (t∗) множества W при самом упорном сопротивлении
u = u[t∗] ∈ P этому со стороны противника — первого игрока.
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9. Оценка

Получим оценку, которая будет используется при доказательстве барьерных свойств
экстремальных стратегий. Рассмотрим два движения x(1)[t] и x(2)(t) ( t ≥ t∗ ). Первое
движение удовлетворяет уравнению

x(1)[t] = f(t, x
(1)
t [t], u∗, v[t]), (9.1)

где v[t] ∈ G — какая-то интегрируемая по Лебегу реализация управления второго игрока.
Второе движение удовлетворяет уравнению в контингенциях (6.1), т. е. уравнению

ẋ(2)(t) ∈ Fu(t, x(2)(t), v∗). (9.2)

Предполагается, что эти оба движения удовлетворяют некоторым начальным условиям
x

(1)
t∗ = h

(1)
∗ , x

(2)
t∗ = h

(2)
∗ , а постоянные векторы u∗ ∈ P и v∗ ∈ G выбраны из условий

max
v∈Q

s′∗f(t∗, h
(1)
∗ , u

∗, v) = min
u∈P

max
v∈Q

s′∗f(t∗, h
(1)
∗ , u, v) (9.3)

min
u∈P

s′∗f(t∗, h
(1)
∗ , u, v

∗) = max
v∈Q

min
u∈P

s′∗f(t∗, h
(1)
∗ , u, v), (9.4)

где s∗ = x
(1)
∗ −x(2)

∗ . Таким образом, u∗ есть минимаксный вектор для маленькой игры (7.1)
в позиции {t∗, h(1)

∗ } при s∗ = x
(1)
∗ − x

(2)
∗ , а v∗ — максиминный вектор для маленькой

игры (7.2) в позиции {t∗, h(1)
∗ } также при s∗ = x

(1)
∗ − x(2)

∗ .

Обозначим через ρ(t) расстояние в C[−τ, 0] между точками (позициями) x(1)
t и x

(2)
t ,

т. е.
ρ(t) = ‖x(1)

t − x
(2)
t ‖C . (9.5)

Справедлива следующая оценка

ρ2(t∗ + δ) ≤ ρ2(t∗)(1 + βδ) + δϕ(δ) (0 ≤ δ ≤ T ), (9.6)

lim
δ→0

ϕ(δ) = 0, (9.7)

равномерная для всех позиций {t∗, h(1)
∗ } и {t∗, h(2)

∗ } из каждой наперед выбранной огра-
ниченной области Ω пространства позиций {t, h}.

Докажем оценку (9.6). Решения уравнений (9.1) и (9.2) — движения x(1)[t] и x(2)[t]

являются абсолютно непрерывными функциями. Поэтому при почти всех t ≥ t∗ функция
ρ2(t) для функции (9.5) имеет производную, которая определяется по формуле диффе-
ренцирования сложной функции

dρ2(t)

dt
= 2(x(1)[t]− x(2)[t])′(f (1)[t]− f (2)(t)), (9.8)

где
f (1)[t] = ẋ(1)[t] = f(t, x

(1)
t , u∗, v[t]), f (2)(t) = ẋ(2)(t) ∈ Fu(t, x(2)(t), v∗).

В ограниченной области, содержащей рассматриваемые движения, справедливы оценки

‖f (1)[t]‖ ≤ κ, ‖f (2)(t)‖ ≤ κ,

‖x(1)
t − h(1)

∗ ‖ ≤ κ(t− t∗), ‖x(2)
t − h(2)

∗ ‖ ≤ κ(t− t∗),
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где κ — некоторое достаточно большое число. Поэтому соотношение (9.8) можно преоб-
разовать к следующему неравенству

dρ2(t)

dt
≤ 2s′∗(f

(1)[t]− f (2)(t)) + 8κ2(t− t∗) (s∗ = x(1)
∗ − x(2)

∗ ). (9.9)

Оценим величину
ξ = s′∗(f

(1)[t]− f (2)(t)). (9.10)

По теореме Каратеодори вектор f (2)(t), который содержится в выпуклой оболочке
Fu(t, x

(2)
t , v∗) = co[f : f = f(t, x

(2)
t , u, v∗), u ∈ P ], можно представить в виде

f (2)(t) =
n+1∑
i=1

α
(i)
t f(t, x

(2)
t , u

(i)
t , v

∗),

α
(i)
t ≥ 0, u

(i)
t ∈ P,

n+1∑
i=1

α
(i)
t = 1.

(9.11)

Учитывая, что отображение f(t, h, u, v) инвариантно непрерывно по t и липшицево по h,

соотношение (9.11) можно переписать следующим образом

f (2)(t) =
n+1∑
i=1

α
(i)
t f(t∗, h

(1)
∗ , u

(i)
t , v

∗) + ∆f (2)(t)∆f (2)(t) ≤ ϕ∗(t− t∗) + λ‖s∗‖.

Здесь λ — постоянная Липшица по h отображения f в рассматриваемой области, а
ϕ∗(δ) — непрерывная функция, удовлетворяющая условию

lim
δ→0

ϕ∗(δ) = 0. (9.12)

Поскольку вектор f (1)[t] также можно представить в виде

f (1)[t] = f(t∗, h
(1)
∗ , u

∗, v[t]) + ∆f (1)[t]‖∆f (1)[t]‖ ≤ ϕ∗(t− t∗), (9.13)

то для величины (9.10) получаем оценку

s′∗(f
(1)[t]−f (2)[t]) ≤ s′∗[f(t∗, x

(1)
∗ , u

∗, v[t])]−
n+1∑
i=1

α
(i)
t f(t∗, x

(1)
t , u

(i)
t , v

∗)]+2‖s∗‖ϕ∗(t−t∗)+λ‖s∗‖2.

(9.14)
Замечаем теперь, что по определению векторов u∗ (9.3) и v∗ (9.4) в силу предполага-

емого нами условия (7.3) имеем неравенство

s′∗f(t∗, h
(1)
i , u∗, v[t]) ≤ s′∗f(t∗, h

(i)
t , u

(i)
t , v

∗) (i = 1, 2, . . . , n+ 1).

Умножая эти неравенства на неотрицательные числа α
(i)
t и суммируя по i, получаем

s′∗[f(t∗, h
(1)
∗ , u

∗, v[t])−
n+1∑
i=1

α
(i)
t f(t, h(1)

∗ , u
(i)
t , v

∗)] ≤ 0. (9.15)

Таким образом, из оценок (9.15), (9.14), (9.9) имеем неравенство

dρ2(t)

dt
≤ 2λ‖s∗‖+ 4‖s∗‖ϕ∗(t− t∗) + 8(t− t∗)κ2. (9.16)
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Учитывая, что ‖s∗‖2 = ρ2(t∗), а функция ϕ∗(t − t∗) удовлетворяет условию (9.12), инте-
грированием неравенства (9.16) получаем теперь нужную оценку (9.6), где β = 2λ.

Поменяв местами буквы u и v, получим снова оценку (9.6), но теперь уже для пары
движений

x(1)[t] = f(t, x
(1)
t , u[t], v∗), x

(1)
t∗ = h(1)

∗ ,

x(2)(t) ∈ Fv(t, x(2)(t), u∗), x
(2)
t∗ = h(2)

∗ .

При этом векторы u∗ и v∗ снова выбираются как минимаксный и максиминный векторы
для маленькой игры (7.1), (7.2) в позиции {t, h(1)

∗ }, но теперь уже при выборе вектора
s∗ = x

(2)
∗ − x(1)

∗ .

10. Экстремальный барьер

В данном разделе будет показано, что стратегия U e ÷ ue(t, h), экстремальная к u -
стабильному замкнутому множеству W ⊂ C[−τ, 0], сохраняет на W позицию (состояние)
{t, xt} (x(t) ) для всякого находящегося на нем движения x[t, t0, h0, U

e] вплоть до встре-
чи позиции с множеством Mc. Точно также будет проверено, что стратегия V e, экстре-
мальная к v -стабильному замкнутому множеству W, сохраняет на W позицию {t, xt}
для всякого начавшегося на нем движения x[t, t0, h0, V

e], вплоть до выхода этой позиции
из окрестности H(Nc), множества Nc. Иначе говоря, мы проверим, что экстремальные
стратегии U e и V e образуют вокруг стабильных мостов W барьеры, которые препят-
ствуют соскальзыванию с них движений x[t] вплоть до момента, когда будет достигнута
цель первого или второго игрока соответственно.

Начнем со случая u -стабильного моста W. Нам надлежит доказать следующее утвер-
ждение.

Лемма 10.1. Пусть замкнутое множество W u -стабильно; U e ÷ ue(t, h) есть
стратегия, экстремальная к множеству W, и пусть {t0, h0} ∈ W. Тогда для всякого
движения x[t] = x[t, t0, h0, U

e] вплоть до встречи {η, xη} ∈ Mc выполнится включение
{t, xt} ∈ W (t0 ≤ t ≤ η). Если для некоторого движения x[t] = x[t, t0, h0, U

e] встреча с
Mc не наступает вообще, то для такого движения {t, xt} ∈ W при всех t ≥ t0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что это утверждение неверно и, следователь-
но, найдется движение x[t] = x[t, t0, h0, U

e], для которого позиция {t, xt} покидает W

раньше, чем она попадает на Mc. Пусть t = t∗ — верхняя грань тех значений t∗∗, для
которых {t, xt} ∈ W при t0 ≤ t ≤ t∗∗. Вследствие замкнутости множества W и отрезка
выбранного движения x[t] ( t0 ≤ t ≤ t∗ ) справедливо включение {t∗, xt∗} ∈ W. В то же
время, по выбору движения x[t] имеем {t∗, xt∗} /∈Mc. Стало быть, на выбранном дви-
жении x[t, t0, h0, U

e] можно указать отрезок t∗ ≤ t ≤ t∗ + η∗ ( η∗ > 0 ), который лежит
на некотором ненулевом расстоянии ρ∗ от замкнутого множества Mc. Более того, отре-
зок t∗ ≤ t ≤ t∗ + η∗ мы можем полагать еще и настолько малым, что и всякое движение
x(t, t∗, h∗, V ) ( t∗ ≤ t ≤ t∗ + η∗ ), являющееся решением уравнения (6.1) в контингенциях,
при всяком выборе V ÷v∗ не будет пересекаться с Mc. Но это, вследствие u -стабильности
W, будет означать, что всякое сечение W (t) множества W при t ∈ [t∗, t∗ + η∗] не пусто,
причем для рассматриваемого движения x[t] расстояние от позиции {t, xt} до множества
W (t) при t∗ ≤ t ≤ t∗ + η∗ будет меньше некоторого числа ξ∗. Рассмотрим ломаные Эйле-
ра x∆(k)

[t] = x∆(k)
[t, t0, h

(k)
0 , U e, v(k)[·]] ( k = 1, 2, . . . ) (1.2), дающие при k → ∞ выбранное

нами движение x[t, t0, h0, U
e].
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Покажем, что утверждение леммы будет доказано, если имеет место оценка

ε2
k ≤ [ε2

k(t0) + (1 + (t− t0))ϕk] exp(β(t−t0)), t0 ≤ t ≤ t∗, k = 1, 2, . . . . (10.1)

Здесь символ εk(t) обозначает расстояние в C[−τ, 0] от точки x∆(k)

t до сечения W (t)

множества W ; ϕk = sup(i,t) ϕ(t − η
(k)
i )) при i = 0, 1, . . . , t ∈ [η

(k)
i , η

(k)
i+1], η

(k)
i — точки

из разбиений ∆
(k)
i , ϕ(δ) и β — величины, определенные в соответствии с оценкой (9.6),

где ограниченная область Ω выбрана так, что она содержит все рассматриваемые ни-
же позиции {t, x∆(k)

t } (вместе с их ξ∗ -окрестностью). Отметим, что величина εk(t) при
t0 ≤ t ≤ t∗ + η∗ по выбору момента t = t∗+η∗ имеет смысл, так как сечения W (t) непусты
при t0 ≤ t ≤ t∗ + η∗.

Заметим, что из условия {t0, h0} ∈ W вытекает сходимость εk(t0)→ 0 при k →∞, а
из соотношения (9.7) — сходимость ϕk → 0 при k →∞. Поэтому оценка (10.1) приводит
к противоречию. В самом деле, оценка (10.1) означает, что функции εk(t) на отрезке
[t, t∗ + η∗] сходятся к нулю при k → ∞, т. е. при k → ∞ все позиции {t, x∆(k)

t } ( t0 ≤
t ≤ t∗ + η∗ ) сходятся к замкнутому множеству W. В то же время все эти позиции при
k → ∞ сходятся к позициям {t, xt}. А это возможно лишь при условии {t, xt} ∈ W

( t0 ≤ t ≤ t∗+η∗ ). Выполнение этого включения при t > t∗ противоречит выбору движения
x[t] и момента t∗. Полученное противоречие доказывает справедливость леммы, если
выполнена оценка (10.1).

Таким образом, для полного доказательства леммы 10.1 остается проверить оцен-
ку (10.1). Рассмотрим предварительно некоторые свойства функции ε = ε(t), где ве-
личина ε(t) есть расстояние от позиции {t, x∆

t } до сечения W (t) множества W, x∆[t] —
некоторая ломаная Эйлера (1.2). Покажем, что на отрезке [t0, t∗ + η∗], где величина ε(t)

имеет смысл, функция ε полунепрерывна снизу и непрерывна справа.
Итак, пусть последовательность точек ti ( i = 1, 2, . . . ) сходится к точке t̂ ∈ [t0, t∗+η∗],

а значения ε(ti), сходятся при i → ∞ к числу εk. Требуется показать, что ε(t̂) ≤ ε.

Действительно, по определению величины ε(t) имеем

ε(ti) = ‖x∆(k)

ti
− wi‖H ,

где {ti, wi} — некоторые подходящие позиции из W. В силу замкнутости W всякая пре-
дельная точка {t̂, w∗} последовательности {ti, wi} ( i = 1, 2, . . . ) содержится в W, поэтому

ε(ti) = ‖x∆(k)

ti
− wi‖ → ε∗ = ‖x∆(k)

t − w∗‖ ≥ ε(t̂).

Полунепрерывность снизу функции ε доказана.
Пусть теперь t̂ ∈ [t0, t∗ + ϑ∗) и ti (i = 1, 2, . . .) — некоторая последовательность то-

чек, сходящаяся к (t̂) справа. Пусть ε(t̂) = ‖x∆(k)

(t̂)
− w∗‖H , где {t̂, w∗} ∈ W. Восполь-

зуемся свойством u -стабильности множества W, из которого вытекает существование
позиций {ti, wi} принадлежащих W ( i = 1, 2, . . . ) на каких-то обобщенных движениях
x(t, t̂, w∗, V

.
= v∗) и поэтому удовлетворяющих условию ‖wi − w∗‖H → 0 при i→∞, т. е.

при ti → t̂+ 0. Имеем следующие соотношения

ε(ti) ≤ ‖x∆(k)

t − wi‖H + ‖x∆(k)

t̂
− w∗‖H + ‖w∗ − wi‖H = ε(t̂) + ‖x∆(k)

t − xt̂‖H‖w∗ − wi‖.

Переходя в этом неравенстве к пределу при i → ∞, получаем, что всякая предельная
точка ε∗ последовательности ε(ti) ( i = 1, 2, . . . ) удовлетворяет оценке ε∗ ≤ ε(t̂). Од-
нако, в силу полунепрерывности снизу функционала ε, справедливо также неравенство
ε∗ ≥ ε(t̂). Следовательно, ε(ti)→ ε(t̂) при i→∞, что и требовалось доказать.
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Вернемся к рассмотрению функций εk(t). Для доказательства от противного оценки
(10.1) предположим, что эта оценка неверна. Тогда при отдельных значениях k на отрезке
t0 ≤ t ≤ t∗ + η∗ будет где-то нарушаться неравенство

ε2
k(t) ≤ ψk(t) = [ε2

k(t0) + (1 + (1− t0))ϕk] exp(β(t− t0)). (10.2)

Итак, пусть для функции εk оценка (10.2) нарушается. Обозначим через t(k) нижнюю
грань чисел t ∈ [t0, t∗ + η∗], для которых справедливо неравенство ε2

k(t) > ψk(t). По-
скольку функция εk полунепрерывна снизу и непрерывна справа, имеет место следующее
равенство ε2

k(t(k)) = ψk(t(k)). Пусть [η
(k)
i , η

(k)
i+1) полуинтервал, содержащий точку t(k). То-

гда по определению числа t(k) имеем

ε2
k(η

(k)
i ) ≤ ψk(η

(k)
i ), ε2

k(t
∗) > ψk(η

∗), (10.3)

где t∗ — некоторая точка полуинтервала [η
(k)
i , η

(k)
i+1], лежащая правее точки t(k). Из нера-

венств (10.3) по определению функции ψ(t) (10.2) получаем соотношение

ε2
k(t
∗) > ε(η

(k)
i ) exp(β(t∗ − η(k)

i )) + (t∗ − η(k)
i )ϕk exp(β(t∗ − t0))

> ε2
k(η

(k)
i )(1 + β(t∗ − η(k)

i )) + (t∗ − η(k)
i )ϕk. (10.4)

Пусть u
(e)
k [t] = u

(e)
k [η

(k)
i ] — экстремальное управление первого игрока, которое осу-

ществляет движение x∆(k)
[t] при t

(k)
i ≤ t < η

(k)
(i+1). Напомним, что u(e)

k [η
(k)
i ] — минимаксный

вектор, разрешающий маленькую игру (7.1) в позиции {η(k)
i , x∆(k)

η
(k)
i

} при s∗ = x∆(k)

η
(k)
i

− w(k),

где w(k) — точка сечения W (η
(k)
i ), ближайшая к точке x∆(k)

η
(k)
i

, т. е. ‖x∆(k)

η
(k)
i

− w(k)‖ =

ε(η
(k)
i ). Выберем максиминный вектор v

(k)
∗ , разрешающий маленькую игру (7.2) в по-

зиции {η(k)
i , x∆(k)

η
(k)
i

} при s∗ = x∆(k)

η
(k)
i

− w(k). Рассмотрим пучок движений x(t, η
(k)
i , w(k), V (k))

(V ÷v(k) ), являющихся решением соответствующего уравнения в контингенциях (6.1) при
v∗ = v(k). Поскольку по выбору числа η∗ этот пучок не пересекается при t ≤ t∗ + η∗ с
Mc, то в силу u -стабильности моста W в таком пучке найдется по крайней мере одно
движение x(t, η(k)i, w

(k), V (k)), для которого

{t∗, xt∗(t, η(k)
i , w(k), V (k))} ∈ W. (10.5)

Поэтому из оценки (9.6) в силу соотношения (10.5) получаем неравенство

ε2
k(t
∗) ≤ ε2

k(η
(k)
i )(1 + β(t∗ − η

(k)
i )) + (t∗ − η(k)

i )ϕ(t∗ − η
(k)
i ). (10.6)

Поскольку по определению числа ϕi справедливо неравенство ϕ(t∗ − η
(k)
i ) ≤ ϕk, то

оценка (10.6) противоречит оценке (10.4). Полученное противоречие доказывает оцен-
ку (10.1), а с ней — лемму 10.1.

Перейдем теперь к случаю v -стабильного моста W. В этом случае нам надлежит
доказать следующее утверждение.

Лемма 10.2. Пусть замкнутое множество W v -стабильно, V e .
= ve(t, h) есть

стратегия, экстремальная к множеству W, и пусть {t0, h0} ∈ W. Тогда {t, xt} ∈ W

при t0 ≤ t ≤ η для всякого движения x[t, t0, h0, V
e] вплоть до момента η, когда {η, xη} /∈

H(Mc). Если для некоторого движения x[t] = x[t, t0, h0, V
e] все время {t, xt} ∈ H(Nc), то

для такого движения {t, xt} ∈ W при всех t ≥ t0.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Справедливость леммы 10.2 вытекает немедленно из леммы
10.1, если заметить, что, поменяв местами буквы u и v, мы из u -стабильного моста,
фигурирующего в лемме 10.1, получим v -стабильный мост W, фигурирующий в лемме
10.2. При этом только роль множества Mc будет теперь играть дополнение к множеству
H(Nc) до всего пространства позиций {t, h}.

Таким образом, в этом параграфе мы установили важные барьерные свойства страте-
гий U e .

= ue(t, h) и V e .
= ve(t, h), экстремальных соответственно к u -стабильному мосту

W или к v -стабильному мосту W.

11. Максимальный стабильный мост

В этом параграфе конструируются предельно широкие стабильные мосты W, которые
только могут существовать в задаче сближения к моменту ϑ и в задаче уклонения вплоть
до момента ϑ.

Обратимся сначала к задаче сближения с множеством Mc к моменту ϑ. В соответ-
ствии с принятым раньше условием множества Mc и Nc будем полагать замкнутыми.
Предельно широкий u -стабильный мост W, который удовлетворяет сформулированным
в разделе 6. для моста Wu условиям (2-u)–(4-u), строится следующим образом.

При данном фиксированном значении ϑ уберем из пространства {t, h} все те пози-
ции {t∗, h∗} ( t∗ ≤ ϑ ), для каждой из которых, как для начальной, разрешима задача об
уклонении хотя бы от одной окрестности Ω(Mc) множества Mc внутри хотя бы одной
окрестности H(Nc) множества Nc на отрезке [t∗, ϑ]. Выброшенные позиции {t∗, h∗} об-
разуют в каждой гиперплоскости t = t∗ = const открытое множество. В самом деле, пусть
{t∗, h∗} — некоторая выброшенная позиция. Стало быть, найдется стратегия V

.
= v(t, h),

которая обеспечит уклонение всех движений x[t, t∗, h∗, V ] от встречи с Ω(Mc) внутри
H(Nc) при t ≤ ϑ. Но эта же стратегия V для всех движений x[t, t∗, h∗, V ] при всяком
выборе h∗∗ из достаточно малой окрестности ‖h∗ − h∗∗‖H < δ точки h∗ обеспечит также
уклонение от встречи с некоторой окрестностью G∗(Mc) множества Mc, лежащей со сво-
им замыканием G

∗ в G(Mc), причем это будет уклонение внутри некоторой окрестности
H∗(Nc), лежащей со своим замыканием H∗ в H(Nc) при t ≤ ϑ. Если бы это было не так,
мы могли бы построить сходящуюся последовательность h(k) → h∗ при k → ∞, такую,
что некоторые соответствующие движения x(k)[t] = x[t, t∗, h

(k), V ] будут удовлетворять
условию

{t, x(k)
t } ∈ H∗(Nc), t∗ ≤ t ≤ η(k) ≤ ϑ, {η(k), x

(k)

η(k)
} ∈ G∗(Mc)

при η(k) → η ≤ ϑ и будут притом при t∗ ≤ t ≤ ϑ сходиться равномерно к некоторому
движению x[t] = x[t, t∗, h∗, V ]. Но тогда и это предельное движение удовлетворит условию

{η, xη} ∈ G∗(Mc), {t, xt} ∈ H∗(Nc), t∗ ≤ t < η ≤ ϑ,

а это противоречит тому, что стратегия V уклоняет все движения x[t] от встречи с Ω(Mc)

внутри H(Nc) при t∗ ≤ t ≤ ϑ. Полученное противоречие и доказывает, что в каждой ги-
перплоскости t = t∗ = const выброшенные нами позиции образуют открытое множество.

Обозначим символом W ϑ множество всех оставшихся позиций {t, h}. Ясно, что всякий
стабильный мост W, лежащий целиком в Nc и обрывающийся на Mc при t = ϑ, должен
содержаться в W ϑ. В самом деле, пусть некоторое состояние {t∗, h∗} не содержится в W ϑ.

Тогда не может существовать стратегия U
.
= u(t, h), которая обеспечила бы встречу всех
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движений x[t, t∗, h∗, U ] с Mc при t ≤ ϑ. Но если бы {t∗, h∗} ∈ W, где W — какой-то u -
стабильный мост, то согласно лемме 10.1 стратегия U e .= ue(t, h), экстремальная к этому
u -стабильному мосту, обеспечивала бы такую встречу.

Важный факт состоит, однако, в том, что все множество W ϑ и составляет нужный нам
максимальный u -стабильный мост W ϑ. Таким образом, справедливо следующее утвер-
ждение.

Лемма 11.1. Множество W ϑ является замкнутым и составляет максимальный
u -стабильный мост W ϑ

u , лежащий целиком в Nc и обрывающийся на Mc при t = ϑ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства леммы, очевидно, достаточно прове-
рить лишь u -стабильность множества W ϑ. В самом деле, два последние его свойства,
утверждаемые леммой 11.1, вытекают очевидным образом из способа его построения. За-
мкнутость W ϑ будет следовать из его u -стабильности согласно лемме 10.1, ибо W ϑ может
быть только максимальным стабильным мостом.

Итак, проверим u -стабильность множества W ϑ. Примем от противного, что таковым
оно не является. Тогда найдутся позиция {t∗, h∗} ∈ W ϑ ( t∗ < ϑ ), вектор v∗ ∈ G и момент
t∗ ∈ [t∗, ϑ] такие, что все решения x(t) = x(t, t∗, h∗, V∗) уравнения (6.1) при t ∈ [t∗, t

∗] не
пересекаются с Mc и образуют замкнутое множество X∗ точек h∗ = xt∗ , не пересекаю-
щееся с замкнутым сечением W ϑ(t∗) множества W ϑ.

Но по определению множества W ϑ для всякой точки h∗ ∈ X∗ найдется стратегия
V ∗, которая обеспечит уклонение всех движений x[t, t∗, h∗∗, V ∗] от некоторой окрестности
Ω∗(Mc) внутри некоторой окрестности H∗(Nc) на отрезке [t∗, ϑ] для всех h∗∗, удовлетво-
ряющих условию

‖h∗ − h∗∗‖H ≤ δ∗ (δ∗ > 0). (11.1)

Покроем множество X∗ конечной системой окрестностей (11.1). Рассмотрим множество
W всех позиций {t, h}, которые удовлетворяют условию

t∗ ≤ t ≤ t∗, x = x(t, t∗, h∗, V∗),

или условию
t∗ ≤ t ≤ η∗(x[·]), x = x[t, t∗, h∗∗, V ].

Здесь h∗∗ — произвольная точка из какой-либо из окрестностей (11.1) нашего покрытия
множества B∗, η∗(x[·]) — момент времени, когда точка {t, xt[t∗, h∗∗, V ∗]} впервые по-
кидает область H∗(Nc). Можно проверить, что замыкание W множества W является
v -стабильным мостом для некоторой задачи об уклонении на отрезке [t∗, ϑ] при подхо-
дящем выборе Ω(Mc) и H(Nc). Но тогда, согласно лемме 10.2 стратегия V e .

= ve(t, h),

экстремальная к W, обеспечит уклонение всех движений x[t, t∗, h∗, V
e] от Ω(Mc) внутри

H(Nc) на отрезке [t∗, ϑ]. Однако, это возможно лишь при условии, что {t∗, h∗} /∈ W ϑ. По-
лученное противоречие с нашим выбором позиции {t∗, h∗}, удовлетворяющей включению
{t∗, h∗} ∈ W ϑ, доказывает лемму.

Обратимся теперь к задаче уклонения от Ω(Mc) внутри H(Nc) на отрезке [t0, ϑ]. Нуж-
ный нам максимальный v -стабильный мост W ϑ

v , который удовлетворяет условиям (2-v)
и (3-v), сформулированным в разделе 6. для моста Wv, построим следующим образом.

При данном фиксированном значении ϑ выбросим из пространства {t, h} все те по-
зиции {t∗, h∗} ( t∗ ≤ ϑ ), для каждой из которых, как для начальной, разрешима задача
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о сближении к моменту ϑ с множеством Ω
∗
(Mc) внутри множества H∗(Nc) по крайней

мере при одном выборе окрестностей Ω∗(Mc) и H∗(Nc), вложенных вместе со своими за-
мыканиями Ω

∗
(Mc) и H

∗
(Nc) в окрестности Ω(Mc) и H(Nc). Множество всех оставшихся

позиций обозначим символом Ωϑ. Ясно, что всякий v -стабильный мост W, не пересека-
ющийся с Ω(Mc), должен содержаться в W ϑ. Важно, однако, что все множество W ϑ и
составляет нужный нам v -стабильный мост W ϑ

v . Это утверждение вытекает немедленно
из леммы 11.1, если мы заметим, что проведенное только что построение множества W ϑ

имеет тот же характер, что и построение множества W ϑ в лемме 11.1. При этом только
при переходе от множества W ϑ, построенного сейчас, к множеству W ϑ, построенному в
лемме 11.1, достаточно поменять местами буквы u и v, и перевести на роль множеств
Mc и Nc дополнения ко всему пространству до множеств H(Nc) и Ω(Mc), соответствен-
но, причем новое множество Mc следует пополнить гиперплоскостью Γϑ. Таким образом,
для построенного сейчас множества W ϑ справедливо следующее утверждение.

Лемма 11.2. Множество W ϑ является замкнутым и составляет максимальный
v -стабильный мост W ϑ

v , не пересекающийся с окрестностью Ω(Mc).

12. Альтернатива

В этом разделе мы получим ключевую теорему об альтернативе, которая при усло-
вии (7.3) характеризует игру сближения-уклонения в классе чистых стратегий U

.
= u(t, h)

и V
.
= v(t, h). Эта теорема, которая является прямым следствием лемм 10.1, 11.1 и опре-

деления моста W ϑ
u , формулируется следующим образом.

Теорема 12.1. Пусть для всех возможных {t, h} и s выполнено условие (7.3), дана
начальная позиция {t0, h0} и выбрано число ϑ ≥ t0. Тогда

(1) либо найдется стратегия Uc
.
= uc(t, h), которая для всех движений x[t] =

x[t, t0, h0, Uc] обеспечит встречу
{η, xη} ∈Mc (12.1)

внутри Nc при условии η ≤ ϑ,

(2) либо найдутся число εϑ > 0 и стратегия Vc
.
= vc(t, h) такие, что для всех

движений x[t] = x[t, t0, h0, Vc] будет обеспечено уклонение вплоть до момента ϑ от
εϑ -окрестности M εϑ

c множества Mc внутри εϑ -окрестности N ε
cϑ

множества Nc.

Из теоремы 12.1 вытекает, таким образом, что при всяком выборе ϑ все полупростран-
ство t ≤ ϑ разбивается на две части W ϑ

u и Eϑ. Часть W ϑ
u слагается из всех позиций {t, h},

для которых как для начальных разрешима задача сближения с Mc внутри Nc к моменту
ϑ. Множество W ϑ

u является множеством открытым и, очевидно, с ростом ϑ это множе-
ство W ϑ

u не уменьшается. Часть Eϑ слагается из всех позиций {t, h}, для каждой из
которых, как для начальной, разрешима задача уклонения от некоторой ε -окрестности
M

(ε)
c множества Mc внутри подходящей ε -окрестности N

(ε)
c множества Nc вплоть до

момента ϑ. Множество Eϑ является множеством открытым в полупространстве t ≤ ϑ,

и с ростом ϑ его сечение гиперплоскостями t = const не увеличиваются. Множество
Eϑ складывается из множеств E[ϑ,ε] ( ε > 0 ), каждое из которых является замкнутым в
полупространстве t ≤ ϑ множеством позиций {t, h}, для которых, как для начальных,
разрешима задача уклонения от M ε

c внутри N ε
c вплоть до момента ϑ.

Прямым следствием из теоремы 12.1 является следующее утверждение.
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Следствие 12.1. Для всякой начальной позиции {t0, h0} справедливо одно из двух
утверждений: либо найдутся число ϑ ≥ t0 и стратегия Uc

.
= uc(t, h), которая для всех

движений x[t] = x[t, t0, h0, Uc] обеспечит встречу (12.1) внутри Nc при условии η ≤ ϑ;

либо при всяком ϑ ≥ t0 найдутся число εϑ > 0 и стратегия V
.
= vc(t, h) такая, что для

всех движений x[t] = x[t, t0, h0, Vc] будет обеспечено уклонение вплоть до момента ϑ от
εϑ -окрестности M

(εϑ)
c множества Mc внутри εϑ -окрестности N

(εϑ)
c множества Nc.

Следствием из теоремы 12.1 и леммы 11.1 является следующая теорема об альтерна-
тиве в аппроксимационной форме.

Теорема 12.2. Пусть для всех {t, h} и s выполнено условие (7.3) и дана начальная
позиция {t0, h0}. Если для этой начальной позиции при некотором значении ϑ выполне-
но утверждение (1) теоремы 12.1, то для любого ε > 0 можно подобрать δε > 0 так,
что для всех ломаных Эйлера x∆[t] = x∆[t, t0, h

∗
0, Uc, v[·]] при условиях

‖h∗0 − h0‖H ≤ δε, sup
i

(ηi+1 − ηi) = δ ≤ δε (12.2)

будет обеспечена встреча
{η, x∆

η } ∈M ε
c (12.3)

с ε -окрестностью M ε
c множества Mc внутри ε -окрестности N ε

c множества Nc при
условии η ≤ ϑ. Если же для данного начальной позиции {t0, h0} задача сближения с Mc

внутри Nc к моменту ϑ не разрешима, то найдется число ε > 0 и к нему число
δ > 0 такие, что для всех ломаных Эйлера x∆[t] = x∆[t, t0, h

∗
0, Vc, u[·]] при условиях

(12.2) встреча (12.3) с M ε
c внутри N ε

c будет исключена вплоть до момента ϑ.

В заключение подчеркнем, что стратегии Uc
.
= uc(t, h) и Vc

.
= vc(t, h), о которых идет

речь в теоремах 12.1 и 12.2, можно строить как экстремальные стратегии U e .= ue(t, h) и
V e .= ve(t, h) к соответствующим стабильным максимальным мостам W ϑ

u и W
[ϑ,ε]
v .

13. Динамическое программирование

Один из путей построения стабильных мостов W ϑ
u и W ϑ

v и соответствующих им спо-
собов экстремального управления Uc

.
= uc(t, h) и Vc

.
= vc(t, h), которые выводят позицию

{t, xt} на Mc, или, напротив, отклоняют ее от встречи с Mc, связан с использованием
инвариантно гладких функционалов ε(t, h), играющих роль потенциала в соответствии
с рецептами динамического программирования.

Поскольку задача 4.2 об уклонении при перемене местами букв u и v превращается в
задачу 4.1 о сближении, мы можем ограничиться здесь только задачей 4.1 о сближении с
замкнутым множеством Mc внутри замкнутого множества Nc. Переход к аналогичным
достаточным критериям, определяющим решение задачи 4.2 об уклонении, получается
понятной трансформацией достаточных критериев, определяющих решение задачи 4.1 о
сближении.

Итак, пусть мы имеем задачу о сближении с заданным замкнутым множеством Mc

внутри заданного замкнутого множества Nc. Предположим, что в области t ≤ ϑ удалось
построить функционал ε(t, x, y(·)), удовлетворяющий неравенствам

ε(t, x, y(·)) > c при {t, h} /∈ Nc (13.1)



ВВЕДЕНИЕ В ТЕОРИЮ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ИГР СИСТЕМ С ПОСЛЕДЕЙСТВИЕМ 291

ε(ϑ, x, y(·)) > c при {ϑ, h} /∈Mc, (13.2)

имеющий непрерывные частные и инвариантные производные

∂ε(t, x, y(·))
∂t

,
∂ε(t, x, y(·))

∂xi
, ∂iε(t, x, y(·)) (i = 1, . . . , n)

в области
t < ϑ, c < ε(t, x, y(·)) < c+ β (β > 0− постоянная), (13.3)

и такой, что в области (13.3) выполняется неравенство

min
u∈P

max
v∈G

(
∂ε(t, x, y(·))

∂x
f(t, x, y(·), u, v) +

∂ε(t, x, y(·))
∂t

+ ∂iε(t, x, y(·))
)
≤ 0. (13.4)

Здесь и в дальнейшем
[
∂ε
∂t

]
=
[
∂ε
∂x1
, . . . , ∂ε

∂xi
, . . . , ∂ε

∂xn

]
.

Справедливо следующее утверждение.

Лемма 13.1. При условиях (13.1)–(13.4) множество W позиций {t, h} ( t ≤ ϑ ), удо-
влетворяющих условию ε(t, h) ≤ c, образуют u -стабильный мост, проходящий внутри
Nc и обрывающийся на Mc при t = ϑ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В соответствии с определением u -стабильности для дока-
зательства леммы 13.1 достаточно показать, что при всяком выборе позиции {t∗, h∗}
( t∗ < ϑ, ε(t∗, h∗) ≤ c ), числа t∗ ∈ [t∗, ϑ] и вектора v∗ по крайней мере одно реше-
ние x(t) = x(t, t∗, h∗, V

.
= v∗) уравнения в контингенциях (6.1) удовлетворит условию

{t∗, xt∗} ∈ W, т. е. условию
ε(t∗, xt∗) ≤ c. (13.5)

Искомое решение x(t, t∗, h∗, V ) мы построим следующим образом. Наряду с уравнением
(6.1) рассмотрим еще одно уравнение в контингенциях

ẋ0(t) ∈ F0
u(t, x

0
t , v
∗), (13.6)

где для области (13.3) символом F0
u обозначена выпуклая оболочка множества векторов

f(t, h, u, v∗), получающегося, когда вектор u ∈ P пробегает все те значения u∗, при
которых выполняется условие[

∂ε

∂x

]′
f(t, h, u∗, v∗) = min

u∈P

([
∂ε

∂x

]′
f(t, h, u, v∗)

)
. (13.7)

Вне области (13.3) полагаем F0
u = Fu. Вследствие инвариантной непрерывности частных

производных ∂ε/∂xi в области (13.3), множества F0
u(t, h, v

∗) оказываются полунепрерыв-
ными сверху относительно включения по изменению позиции {t, h}. Стало быть, для
уравнения (13.6) выполняется теорема о существовании решений x0(t). Кроме того, оче-
видно справедливо вложение

F 0
u (t, h, v∗) ⊂ Fu(t, h, v

∗),

и значит всякое решение уравнения (13.6) одновременно является и решением уравне-
ния (6.1).
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Теперь остается проверить, что всякое решение x0(t) = x0(t, t∗, h∗, V
.
= v∗) уравне-

ния (13.6) удовлетворяет условию (13.5). Проверим это. В предположении противного для
какого-то решения x0(t) = x0(t, t∗, h∗) условие (13.5) не выполняется. Тогда, вследствие
начального условия ε(t∗, x

0
t∗) ≤ c и инвариантной непрерывности функционала ε(t, h) и

функции x0(t), мы можем построить такой отрезок η∗ ≤ t ≤ η∗ ( η∗ ≥ t∗, η∗ ≤ t∗ )
движения x0(t) = x0(t, t∗, h∗, V ), который при η∗ ≥ t∗, η∗ < t ≤ η∗ лежит в области
c < ε(t, h) < c + β и притом удовлетворяет условию ε(η∗, x

0
η∗) = c. Отсюда вытекает, что

для абсолютно непрерывной функции ε0(t) = ε(t, x0
t ) на интервале (η∗, η

∗) должно най-
тись множество T значений t, имеющее ненулевую меру, на котором будет выполняться
неравенство

ε(t)0 > 0 при всех t ∈ T. (13.8)

Однако, вычисляя производную сложной функции ε0(t) = ε0(t, xt) по правилу

ε̇0(t) =

[
∂ε

∂t

]′
ẋ0(t) +

∂ε0

∂t
(13.9)

и учитывая условия (13.6), способ построения множества F0
u по условиям (13.7), а также

условие (13.4), получим из (13.9) неравенство

ε0(t) < 0 при почти всех t ∈ (η∗, η
∗).

Это неравенство противоречит неравенству (13.8). Полученное противоречие доказывает
лемму 13.1.

Из лемм 10.1 и 13.1 вытекает, что при условии ε(t0, h0) ≤ c стратегия U
(ε)
c ÷ u

(ε)
c ,

экстремальная к множеству W = [{t, h} : t0 ≤ t ≤ ϑ, ε(t, h) ≤ c], обеспечивает встре-
чу всякого движения x[t, t0, h0, U

(ε)
c ] с множеством Mc внутри Nc при η ≤ ϑ, т. е.

стратегия U
(ε)
c разрешает здесь задачу о сближении. При этом, если найден функцио-

нал ε(t, h), который удовлетворяет условиям (13.1)–(13.4), то для построения искомой
стратегии Uc

.
= uc(t, h), разрешающей задачу 4.1 о сближении, уже не обязательно надо

обращаться к построению экстремальной стратегии U
(ε)
c ÷u(ε)

c (t, h) на базе u -стабильного
моста W (t, h) = [{t, h} : t0 ≤ t ≤ ϑ, ε(t, h) ≤ c]. Искомую стратегию можно сконструиро-
вать иначе. Покажем это.

Пусть символ Uc(t, h) означает множество векторов uc ∈ P, удовлетворяющих в неко-
торой позиции {t, h} из области (13.3) условию (13.4)

min
u∈P

max
v∈G

[
∂ε

∂x

]′
f(t, h, u, v) = max

v∈G

[
∂ε

∂x

]′
f(t, h, uc, v).

В позиции {t, h}, которая не лежит в области (13.3), в качестве Uc(t, h) можно выбрать все
множество P. Пусть F̃v(t, h, Uc) есть выпуклая оболочка множества векторов f(t, h, u, v),

когда u ∈ Uc(t, h) и v ∈ G. Заметим, что множества F̃v(t, h, Uc) полунепрерывны сверху
относительно включения по изменению позиции {t, h}.

Справедливо следующее утверждение.

Лемма 13.2. Пусть ε(t, h) ≤ 0. Тогда для любого решения x(t) = x(t, t0, h0, Uc) диф-
ференциального уравнения в контингенциях

ẋ(t) ∈ F̃v(t, xt, Uc) (13.10)
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выполняется условие встречи

{η, xη} ∈Mc, {t, xt} ∈ Nc при t0 ≤ t ≤ η, η ≤ ϑ. (13.11)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Доказательство этой леммы основывается на том факте, что
вдоль всякого обобщенного движения x(t), являющегося решением x(t) = x(t, t0, h0, Uc)

уравнения (13.10), выполняется неравенство

ε(t, x(t)) ≤ c при t0 ≤ t ≤ ϑ (13.12)

и, стало быть, ε(ϑ, xϑ) ≤ c. Но последнее неравенство означает, что позиция {ϑ, xϑ} ∈Mc,

а неравенство (13.12) означает, что {t, h} ∈ Nc при всех t0 ≤ t ≤ ϑ. Это и доказывает лем-
му 13.2, остается только проверить выполнение условия (13.12). Проверка этого условия
проводится совершенно по тому же плану, как и проверка условия (13.5) для всех решений
уравнения (13.6) при доказательстве леммы 13.1, и эту проверку мы здесь опустим.

Обозначим теперь символом U0
c ÷ u0

c(t, h) стратегию, задаваемую функционалом
u0
c(t, h), который во всякой позиции {t, h} удовлетворяет условию u0

c(t, h) ∈ Uc(t, h). То-
гда всякое конструктивное движение x[t] = x[t, t0, h0, U

0
c ] явится также и обобщенным

движением x(t) = x(t, t0, h0, Uc), которое является решением уравнения в контингенциях
(13.10). Отсюда и из леммы 13.2 заключаем, что справедливо следующее утверждение.

Теорема 13.1. Предположим, что удалось найти непрерывный и инвариантно диф-
ференцируемый функционал ε(t, h), удовлетворяющий условиям (13.1)–(13.3). Пусть да-
лее стратегия V 0

c (t, h) задана условием

max
v∈G

[
∂ε

∂x

]′
f(t, h, u0

c , v) = min
u∈P

max
v∈G

[
∂ε

∂x

]′
f(t, h, u, v) (13.13)

в области (13.3), а вне этой области u0(t, h) может принимать любые значения. Тогда,
если ε(t0, h0) ≤ c, то для всякого движения x[t] = x[t, t0, h0, U

0] условие встречи (13.11)
будет выполняться при η ≤ ϑ.

Полезно заметить, ссылаясь на рассуждения, которыми мы обосновывали лемму 13.2,
что стратегия U0

c обеспечивает также выполнение условия

{ϑ, xϑ} ∈Mc,

хотя ϑ уже может и не быть первым моментом η встречи позиции {t, xt} с Mc.

Далее, заметим также, что управляющее воздействие u0(t, h), порождаемое стратеги-
ей U0

c , согласно (13.13) опять можно трактовать как некоторое экстремальное управление
относительно u -стабильного моста W = [{t, h} : t0 ≤ t ≤ ϑ, ε(t, h) ≤ c], но имеющее
базой уже не метрику C[−τ, 0] в окрестности W, как это было в разделе 8., а заменяю-
щий здесь эту метрику потенциал ε(t, h). Условие выбора U0

c ÷ u0
c(t, h) (13.13) означает

наискорейший возможный спуск движения x[t, t0, h0, U
0
c ] относительно этого потенциала

ε(t, h) к мосту W при наиболее упорном сопротивлении противника, распоряжающегося
управлением v.

Важно заметить еще, что при доказательстве леммы 13.2 и вытекающей из нее теоре-
мы 13.1 условие (7.3) седловой точки для маленькой игры (7.1), (7.2) нигде не используется
и, стало быть, в условиях леммы 13.2 и теоремы 13.1 это условие предполагать не требу-
ется.

Автор благодарит рецензента и редактора за высококвалифицированные рекоменда-
ции и замечания.
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Омниколесная реализация задачи Суслова с реономной связью:
динамическая модель и управление
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Аннотация. Классическая задача Суслова о движении твердого тела с неподвижной точ-
кой достаточно известна и подробно исследована. В данной работе предлагается омнико-
лесная реализация задачи Суслова. Рассматривается управляемое движение твердого тела
с неподвижной точкой в присутствии склерономных неголономных связей и реономной ис-
кусственной кинематической связи. Твердое тело вращается вокруг неподвижной точки,
обкатывает изнутри сферическую оболочку и контактирует с ней посредством омниколес
с дифференциальным приводом. Считаем, что омниколеса контактируют со сферической
оболочкой только в одной точке. Чтобы подчинить движение твердого тела искусствен-
ной реономной связи, дифференциальный привод создает управляющие крутящие момен-
ты на омниколесах. На основании принципа д’Aламбера–Лагранжа построены уравнения
движения системы с неопределенными множителями, задающими реакции связей. Зада-
ча сводится к исследованию неавтономной двумерной динамической системы. С помощью
преобразования Пуанкаре исследование двумерной динамической системы сводится к ис-
следованию устойчивости однопараметрического семейства неподвижных точек для си-
стемы дифференциальных уравнений с вырожденной линейной частью. Определены чис-
ловые параметры системы, при которых фазовые траектории ограничены и при которых
фазовые траектории неограничены. Результаты исследования проиллюстрированы графи-
чески. На основании численного интегрирования построены отображения за период (се-
чения Пуанкаре) и карта динамических режимов для подтверждения Фейгенбаумовского
сценария перехода к хаотической динамике.

Ключевые слова: динамическая модель, управление, задача Суслова, омниколесо, него-
лономная связь, реономная связь, обратная связь
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Omniwheel implementation of the Suslov problem with a rheonomic
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Abstract. The classical Suslov problem of the motion of a rigid body with a fixed point is
well known and has been studied in detail. In this paper, an omniwheel implementation of the
Suslov problem is proposed. The controlled motion of a rigid body with a fixed point in the
presence of scleronomic nonholonomic constraints and rheonomic artificial kinematic constraint
is considered. The rigid body rotates around a fixed point, rolls around a spherical shell from
the inside and contacts it by means of omniwheels with a differential actuator. We believe that
the omniwheels are in contact with the spherical shell only at one point. In order to subordinate
the motion of the rigid body to an artificial rheonomic constraint, a differential actuator creates
control torques on omniwheels. Based on the d’Alembert–Lagrange principle, equations of
motion of the mechanical system with indeterminate multipliers specifying constraint reactions
are constructed. The problem is reduced to the study of a non-autonomous two-dimensional
dynamical system. Using the generalized Poincaré transformation, the study of a two-dimen-
sional dynamical system is reduced to the study of the stability of a one-parameter family of
fixed points for a system of differential equations with a degenerate linear part. We determine
numerical parameters for which phase trajectories of the system are bounded and for which
phase trajectories of the system are unbounded. The results of the study are illustrated graphi-
cally. Based on numerical integration, maps for the period (Poincaré sections) and a map of
dynamic regimes are constructed to confirm the Feigenbaum scenario of transition to chaotic
dynamics.

Keywords: dynamic model, control, Suslov problem, omniwheel, nonholonomic constraint,
rheonomic constraint, feedback
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Введение

Данная работа посвящена исследованию динамики твердого тела с неподвижной точ-
кой в задаче Суслова. Твердое тело движется в присутствии неоднородной реономной
связи Суслова. Физическая интерпретация однородной склерономной неголономной связи
Суслова [1, с. 593] была предложена Вагнером [2] (рис. 1). Твердое тело движется внутри
сферической оболочки и контактирует с ней посредством «острых» колесиков (рис. 1),
в результате чего возникает неголономная связь Суслова

(ω, e) = 0,

где ω — вектор угловой скорости тела, e — вектор, неподвижный в теле.

Рис. 1. Физическая реализация Вагнера задачи Суслова

Динамика классической задачи Суслова, в том числе с переменными параметрами
(обобщение задачи Суслова), хорошо изучена в работах [3–5]. В работе [3] авторы ис-
следуют динамику системы Суслова с неоднородной склерономной неголономной связью

(ω, e) = const,

однако, физическую интерпретацию этой связи авторы не указывают.
Обобщением склерономной связи Суслова является реономная связь Билимовича [6].

Билимович предложил физическую интерпретацию реономной неголономной связи

(ω,a) = α,

где a = (1, p(t), 0), p(t) — произвольная функция, α — произвольная постоянная, в ви-
де механизма с вращающимся стержнем [6]. Однако данная физическая интерпретация
не совсем корректна. Найти физическую реализацию неоднородной склерономной связи
Суслова также сложно. Динамика низкоразмерной неавтономной динамической системы
в задаче Билимовича достаточно подробно была исследована в [7]. На основе численных
экспериментов были выявлены случаи, когда одна из фазовых переменных или обе фазо-
вые переменные неограничены. Для фазовых переменных в этих случаях были найдены
асимптотики эмпирически.
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В данной работе мы предложим омниколесную реализацию задачи Суслова. Для этого
в механической системе Вагнера (рис. 1) заменим острые колесики на омниколеса с диф-
ференциальным приводом. Управляя крутящим моментом на омниколесах, мы подчиним
движение твердого тела реономной связи

(ω, e) = f(t).

Однако данную связь нельзя считать неголономной, так как неголономные связи ре-
ализуются естественным путем вследствие контакта. Данная связь искусственная. Такие
связи часто называют условными связями (сервосвязями) [8–10]. Для ее реализации требу-
ются управляющие воздействия. В данном случае управляющие воздействия — это управ-
ляющие крутящие моменты на омниколесах, зависящие от искомых механических пара-
метов. Таким образом, получаем задачу с обратной связью.

В работе для заданных управляющих моментов на омниколесах строятся уравнения
движения на основе принципа д’Аламбера–Лагранжа, исследуется динамика системы, для
чего строятся отображения Пуанкаре, которые могут содержать странные хаотические ат-
тракторы. В случае появления хаотического аттрактора мы строим карту динамических
режимов и показываем сценарий Фейгенбаума перехода к хаосу посредством каскада би-
фуркаций удвоения периода. В исследуемой динамической системе может наблюдаться
неограниченный рост фазовых переменных. В работе приводится аналитическое доказа-
тельство этого факта с использованием преобразования Пуанкаре [11, с. 107], в результате
которого мы переходим к исследованию устойчивости однопараметрического семейства
неподвижных точек для системы с вырожденной линейной частью [12, 13]. Причем, в от-
личие от [12], у нас нет необходимости прибегать к нормальным формам. Определяются
механические параметры системы, при которых наблюдается неограниченный рост фа-
зовой переменной, и строятся асимтотики фазовых переменных, а также оцениваются
управляющие крутящие моменты на омниколесах.

Другие качественные методы исследования динамического поведения нелинейной си-
стемы и методы управления представлены в [14,15].

1. Математическая модель

Постановка задачи. Рассмотрим неподвижную сферическую оболочку радиуса R,

внутри которой движется твердое тело массой M с неподвижной точкой O, совпадаю-
щей с центром оболочки и центром масс самого тела (рис. 1). Твердое тело контактирует
с оболочкой посредством двух одинаково ориентированных омниколес радиуса r и мас-
сой m, расположенных диаметрально противоположно. Считаем, что каждое омниколесо
контактирует с оболочкой только в одной точке.

Введем подвижную систему координат Ox1x2x3 с центром в точке O, жестко свя-
занную с телом. Направим ось Ox3 перпендикулярно плоскости омниколес. Тогда ось,
соединяющая центры омниколес, лежит в плоскости Ox1x2. Предполагаем, что геомет-
рические и физические параметры системы и выбор осей системы координат таковы, что
осевой момент инерции омниколеса равен j, а тензор инерции твердого тела вместе с
омниколесами принимает вид

I =

I11 0 0

0 I22 I23
0 I23 I33

 .
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Неголономные условия непроскальзывания омниколес в точках контакта со сфериче-
ской оболочкой принимают вид

(si,ni) · χ̇i +
R

r
(si,ω) = 0, i = 1, 2, (1.1)

где χ̇i — угловая скорость i -го омниколеса, ω = (ω1, ω2, ω3)
T — вектор угловой скорости

тела, si = ri × ai, вектор ni — единичный вектор, нормальный к плоскости омниколе-
са, вектор ai — единичный вектор, направленный вдоль оси ролика, контактирующего
с оболочкой, ri — радиус-вектор, направленный от центра сферы до центра i -го омни-
колеса. Более подробно с неголономной моделью омниколеса можно ознакомиться в [16]
(конструкцию омниколеса см. рис. 2).

Рис. 2. Конструкция омниколеса

Векторы ai,ni, ri, si в системе координат Ox1x2x3 имеют следующие координаты

r1 =

(R− r) cosϕ
(R− r) sinϕ

0

, a1 =

− sinϕ sin ξ

cosϕ sin ξ

cos ξ

, n1 =

0

0

1

, s1 =
 (R− r) sinϕ cos ξ

−(R− r) cosϕ cos ξ

(R− r) sin ξ

,
r2 =

−(R− r) cosϕ−(R− r) sinφ
0

, a2 =

 sinϕ sin ξ

− cosϕ sin ξ

cos ξ

, n2 =

0

0

1

, s2 =
−(R− r) sinϕ cos ξ

(R− r) cosϕ cos ξ

(R− r) sin ξ

,
где угол ξ 6= 0, π — угол между осью ролика и нормалью к плоскости омниколеса, угол
ϕ — угол, между осью, соединяющей центры омниколес и положительным направлением
оси Ox1.

З а м е ч а н и е 1.1. В случаях ξ = 0 и ξ = π неголономные условия приобретают
вид классических неголономных условий Суслова для твердого тела на «острых» колеси-
ках.

Потребуем, чтобы движение твердого тела подчинялось искусственной связи

(ω, e) = f(t), (1.2)

где e = (0, 0, 1)T — координатный вектор оси Ox3, f(t) — заданная периодическая функ-
ция времени t. Для реализации условия (1.2) на каждое i -e омниколесо установим диф-
ференциальный привод, который будет генерировать управляющий крутящий момент Ki.

Требуется оценить возможность физической реализации такого движения и исследо-
вать динамику системы.
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Уравнения движения. Лагранжиан системы имеет вид

L =
1

2
(ω, Iω) +

1

2
j
(
χ̇2
1 + χ̇2

2

)
+ j ((ω,n1)χ̇1 + (ω,n2)χ̇2) .

Уравнения движения с неопределенными множителями для твердого тела строятся
аналогично уравнениям движения в [17]:

d

dt

(
∂L

∂ω

)
=
∂L

∂ω
× ω +

∂L

∂γ
× γ +

R

r

(
µ1

s1
(s1,n1)

+ µ2
s2

(s2,n2)

)
,

d

dt

(
∂L

∂χ̇1

)
=

∂L

∂χ1

+ µ1 +K1,

d

dt

(
∂L

∂χ̇2

)
=

∂L

∂χ2

+ µ2 +K2,

γ̇ = γ × ω,

(1.3)

где γ — единичный вектор абсолютного пространства, направленный вдоль силы тя-
жести, µ1, µ2 — неопределенные множители, задающие реакцию неголономных связей,
K1, K2 — моменты сил, приложенных к осям омниколес. Так как центр масс твердого
тела совпадает с центром системы координат Ox1x2x3, то, отбросив последнее векторное
уравнение (1.3), можно перейти к исследованию системы

Jω̇ = Jω × ω +Q

jχ̈1 + jω̇3 = µ1 +K1,

jχ̈2 + jω̇3 = µ2 +K2,

(1.4)

где J =


I11 0 0

0 I22 I23

0 I23 I33 −
2jR

r

, Q =
R

r

 sinϕ ctg ξ (µ1 − µ2)

− cosϕ ctg ξ (µ1 − µ2)

µ1 + µ2

 .

Неопределенные множители определяем из совместного решения уравнений движения
и производных по времени от уравнений (1.1), а моменты сил, приложенные к осям, на-
ходим из уравнения, являющегося производной по времени от искусственной связи (1.2).
Неопределенные множители µ1, µ2 как функции от K1 и K2 определяются единственным
образом, а вот моменты K1, K2 определяются уже не единственным образом, так как од-
ного уравнения (1.2) недостаточно. Таким образом, накладывая дополнительное условие
на моменты или на систему, можно получить систему с самой разнообразной динамикой.

Потребуем, чтобы Q1 = Q2 = 0, то есть µ1 = µ2. Тогда управляющие крутящие
моменты на омниколесах примут вид:

K1,2 =∓
jR ctg ξ cosϕ

rI22

[
(I11 − I33) f(t)ω1 + I23

(
ḟ(t)− ω1ω2

)]
∓ jR ctg ξ sinϕ

rI11

[
(I22 − I33) f(t)ω2 + I23

(
f(t)2 − ω2

2

)]
− r

2RI22
[(I22 − I11)ω1 (I22ω2 + I23f(t)) + I23ω1 (I23ω2 + I33f(t))]

− 1

2I22

[
2I22j

(
R

r
− 1

)
+
r (I22I33 − I223)

R

]
ḟ(t).
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Тогда система (1.4) и задача в целом сводится к исследованию системы для двух ком-
понент угловой скорости ω1 и ω2 :

ω̇1 = −
I23
I11

ω2
2 +

I22 − Ĩ33
I11

f(t)ω2 +
I23
I11

f(t)2,

ω̇2 =
I23
I22

ω1ω2 −
I11 − Ĩ33
I22

f(t)ω1 −
I23
I22

ḟ(t),

(1.5)

где Ĩ33 = I33 − 2j
R

r
.

В случае ϕ =
πk

2
, k ∈ Z или ξ =

π

2
аналогичная система получится, если в каче-

стве дополнительного условия выбрать равенство управляющих крутящих моментов на
колесах, то есть K1 = K2.

Управляющие крутящие моменты зависят от значений угловых скоростей ω1, ω2. При
неограниченном поведении хотя бы одной из компонент управляющие крутящие моменты
также будут неограничены, что сделает невозможной физическую реализацию задачи,
начиная с некоторого момента времени.

При I23 = 0 для фазовых переменных системы имеет место первый интеграл

I11 − Ĩ33
I22

ω2
1 +

I22 − Ĩ33
I11

ω2
2 = const,

и решение может быть найдено явным интегрированием. При

(I11 − Ĩ33)(I22 − Ĩ33) > 0

обе фазовые переменные являются ограниченными функциями. Физическая реализация
возможна. В противном случае динамика системы зависит от вида функции f(t).

Перейдем к исследованию поведения системы в случае I23 6= 0.

2. Исследование динамики системы при I23 6= 0

Введем замену

ω1 = −
I22
I23

v,

ω2 =
I11 − Ĩ33
I23

f(t) +

√
I11I22
I23

u.

В новых переменных система (1.5) принимает вид

v̇ = u2 + af(t)u+ bf(t)2,

u̇ = −uv − cḟ(t),
(2.1)

где

a =
(I11 − I22) +

(
I11 − Ĩ33

)
√
I11I22

, b =
(I11 − I22)

(
I11 − Ĩ33

)
− I223

I11I22
, c =

I22

(
I11 − Ĩ33

)
+ I223

I22
√
I11I22

.

Фазовое пространство системы (2.1) двумерно.
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Преобразование Пуанкаре и неограниченность фазовых траекторий. Введем
угловую переменную τ = t mod T, где T — наименьший общий период функций f(t),

f(t)2, ḟ(t), τ ∈ [0, T ), и перепишем систему (2.1) в автономном виде

dv

dt
= u2 + af(τ)u+ bf(τ)2,

du

dt
= −uv − cdf(τ)

dτ
,

dτ

dt
= 1.

(2.2)

Считаем, что v > 0. Используем преобразование Пуанкаре, которое переводит беско-
нечно удаленные точки фазовой плоскости в неподвижные точки сферы Пуанкаре [11],

v =
1

x
, u =

y

x
,

масштабируем время ds = vdt и переписываем систему (2.2) в переменных x, y :

dx

ds
= −xy2 − af(τ)x2y − bf(τ)2x3,

dy

ds
= −y − cdf(τ)

dτ
x2 − y3 − af(τ)xy2 − bf(τ)2x2y,

dτ

ds
= x.

(2.3)

Фазовое пространство системы (2.3) уже трехмерно. Эта система обладает семейством
неподвижных точек

x = 0, y = 0, τ = τ ∗, (2.4)

где τ ∗ — любое из области определения. Для анализа их устойчивости определяем соб-
ственные числа матрицы системы, линеаризованной в окрестности (2.4). Одно из собствен-
ных чисел матрицы линеаризованной системы равно −1, а другие собственные числа
равны нулю. Таким образом, требуется учет членов разложения более высоких порядков.

Согласно [14, 18] в окрестности неподвижной точки (2.4) существует центральное ин-
вариантное многообразие, на котором 0 < x < ε, τ mod T, а функция y представима
в виде ряда по степеням x :

y = β2(τ)x
2 + β3(τ)x

3 +O(x4). (2.5)

Подставляя (2.5) во второе уравнение (2.3), получим

y = −cdf(τ)
dτ

x2 + c
d2f(τ)

dτ 2
x3 +O(x4), (2.6)

Подставляя (2.6) в первое уравнение (2.3), получим

dx

ds
= α3(τ)x

3 + α4(τ)x
4 + α5(τ)x

5 +O(x6),

α3(τ) = −b · f(τ)2,

α4(τ) = a · c · f(τ) · df(τ)
dτ

,

α5(τ) = −c2
(
df(τ)

dτ

)2

− a · c · f(τ) · d
2f(τ)

dτ 2
.

(2.7)



304 Е.А. Микишанина

Пусть x� 1. Разделим уравнение (2.7) на третье уравнение (2.3):

dx

dτ
= α3(τ)x

2 + α4(τ)x
3 + α5(τ)x

4 +O(x5)

и выполним преобразование для усреднения коэффициентов:

dx

dt
= 〈α3〉x2 + 〈α4〉x3 + 〈α5〉x4 +O(x5),

где

〈αi〉 =
1

T

∫ T

0

αi(τ)dτ.

Согласно [18], если b > 0, то 〈α3〉 < 0 и точки (2.4) асимптотически устойчивы. Если
b < 0, то 〈α3〉 > 0 и точки (2.4) неустойчивы.

Пусть b = 0. Так как I23 6= 0, то c 6= 0. Тогда

〈α3〉 = 0, 〈α4〉 =
1

T
· a · c

∫ T

0
f(τ)df(τ) = 0.

Перепишем α5(τ) в виде

α5(τ) = −
(
c2 − a · c

)(df(τ)
dτ

)2

− a · c · d
dτ

(
f(τ)

df(τ)

dτ

)
.

Так как f(τ) и
df(τ)

dτ
являются T -периодическими функциями, то

∫ T

0

d

(
f(τ)

df(τ)

dτ

)
= 0.

Легко проверить, что если b = 0, то c2 − a · c < 0. Если f(t) — не постоянная функция,
то 〈α5〉 > 0. Это значит, что, согласно [18], точки (2.4) неустойчивы при b = 0.

В случае b > 0 имеем на центральном инвариантном многообразии следующие асимп-
тотики для x, y при t→ +∞ :

x(t) = (b〈f 2〉t)−1
+ o(t−1),

y(t) = −cḟ(t) (b〈f 2〉t)−2
+ o(t−2),

где

〈f 2〉 = 1

T

∫ T

0

f(t)2dt.

Возвращаясь к переменным v, u, можно сделать следующий вывод без строгих мате-
матических доказательств.

Существует ε > 0 такое, что для начального условия v(0) > ε−1 и b > 0 имеют место
следующие асимптотики фазовых переменных системы (2.1) при t→ +∞ :

v(t) = b〈f 2〉t+ o(t),

u(t) = −cḟ(t)(b〈f 2〉t)−1 + o(t−1).

Перейдем к исходным переменным ω1, ω2 и сформулируем следующее утверждение.
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П р е д л о ж е н и е 2.1. Существует ε > 0 такое, что для начального значения
ω1(0), удовлетворяющего условию −I23I−1

22 ω1(0) > ε−1 > 0, и для параметров системы
(1.5), удовлетворяющих условию

(I11 − I22)
(
I11 − Ĩ33

)
− I223

I11I22
> 0,

имеют место следующие асимптотики фазовых переменных системы (1.5) при t→+∞ :

ω1(t) = −
(I11 − I22)

(
I11 − Ĩ33

)
− I223

I11I23
〈f 2〉t+ o(t), ω2(t) ∼

I11 − Ĩ33
I23

f(t),

причем
– если I23 > 0, то ω1 → −∞ при t→ +∞;

– если I23 < 0, то ω1 → +∞ при t→ +∞.

3. Численные эксперименты

Проиллюстрируем аналитические результаты для случая

f(t) = sin t,

используя методы численного интегрирования.
На рис. 3 изображены отображения за период (сечение Пуанкаре) для системы (1.5)

с заданным тензором инерции

J =

1.5 0 0

0 1.3 I23
0 I23 1.8

 . (3.1)

(a) I23 = −1.2 (b) I23 = 0.5 (c) I23 = 0.8

Рис. 3. Отображения за период системы (1.5) с тензором инерции (3.1)

Эти отображения соответствуют случаю b < 0.

На рис. 4 изображены отображения за период (сечение Пуанкаре) для системы (1.5)
с заданным тензором инерции

J =

1.3 0 0

0 1.5 I23
0 I23 1.8

 . (3.2)
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(a) I23 = −0.2 (b) I23 = 0.1 (c) I23 = 0.9

Рис. 4. Отображения за период системы (1.5) с тензором инерции (3.2)

Рис. 4 (a) и (b) соответствуют случаю b > 0. Области начальных условий системы (1.5)
разделяются на две подобласти (рис. 5). Если начальные условия относятся к внешней
подобласти, фазовая кривая не ограничена и убегает в «бесконечность». Если начальные
условия относятся к внутренней подобласти, фазовая кривая ограничена.

Рис. 5. Разделение области начальных условий

Рис. 4 (c) соответствует случаю b < 0 и содержит странный аттрактор с показателями
Ляпунова

λ1 ≈ 0.073, λ2 = 0, λ3 ≈ −0.106.

Старший показатель Ляпунова положителен, а сумма показателей Ляпунова отрицатель-
на. Это подтверждает, что на рис. 4 (c) изображен странный аттрактор.

На рис. 6 представлена карта динамических режимов на плоскости параметров (I23,Ĩ33),
где параметры лежат в интервалах I23 ∈ [0.7, 1] и Ĩ33 ∈ [1.6, 1.9]. Области черного цвета
с цветными включениями соответствуют параметрам системы со странным аттрактором.
Подтверждается сценарий Фейгенбаума о появлении странного аттрактора в результате
каскада бифуркаций удвоения периода.
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Рис. 6. Карта динамических режимов на плоскости (I23, Ĩ33)

4. Заключение

Результаты, полученные в данном исследовании аналитически, согласуются с результа-
тами, полученными эмпирически в [7]. Найдены механические параметры твердого тела,
для которых модуль угловой скорости тела (а следовательно, и модули угловых скоро-
стей омниколес) будет неограниченно возрастать. Показано, что управляющие крутящие
моменты на омниколесах могут быть заданы не единственным образом. Следовательно,
задавая управляющие крутящие моменты на омниколесах другим образом, может быть
получена система с абсолютно другой динамикой.
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Аннотация. В статье рассматривается система обыкновенных дифференциальных урав-
нений, в которой выделена главная нелинейная часть, являющаяся квазиоднородным отоб-
ражением. Исследуется вопрос о существовании периодических решений. Рассмотрение
квазиоднородного отображения позволяет обобщить ранее известные результаты о суще-
ствовании периодических решений для системы обыкновенных дифференциальных урав-
нений с главной положительно однородной нелинейностью. Доказана априорная оценка
периодических решений в предположении, что соответствующая невозмущенная система
уравнений с квазиоднородной правой частью не имеет ненулевых ограниченных решений.
В условиях априорной оценки получены следующие результаты: 1) доказана инвариант-
ность существования периодических решений при непрерывном изменении (гомотопии)
главной квазиоднородной нелинейной части; 2) решена задача гомотопической классифи-
кации двумерных квазиоднородных отображений, удовлетворяющих условиям априорной
оценки; 3) доказан критерий существования периодических решений для двумерной си-
стемы обыкновенных дифференциальных уравнений с главной квазиоднородной нелиней-
ностью.
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unperturbed system of equations with a quasi-homogeneous right-hand side does not have non-
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Введение

Пусть Rn— пространство n -мерных векторов с вещественными координатами, n ≥ 2.

Пусть заданы положительные числа ω, ν и вектор α = (α1, . . . , αn) с положительными
координатами. Через Pn,ω(α, ν) обозначим множество непрерывных отображений P =

(P1, . . . , Pn) : R1+n 7→ Rn, удовлетворяющих условиям
1) ω -периодичности по t : P (t+ ω, y) ≡ P (t, y),

2) квазиоднородности по y = (y1, . . . , yn) :

Pj(t, λ
α1y1, . . . , λ

αnyn) ≡ λαj+νPj(t, y1, . . . , yn) ∀λ > 0, j = 1, n;

а через Rn,ω(α, ν) — множество непрерывных отображений f = (f1, . . . , fn) : R1+n 7→ Rn,

удовлетворяющих условиям
3) ω -периодичности по t : f(t+ ω, y) ≡ f(t, y);

4) ограниченности на порядок роста по y = (y1, . . . , yn) :

lim
r→+∞

r−(αj+ν) max
0≤t≤ω, |y|≤1

|fj(t, rα1y1, . . . , r
αnyn)| = 0, j = 1, n.

Рассмотрим систему обыкновенных дифференциальных уравнений вида

x′(t) = P (t, x(t)) + f(t, x(t)), x(t) ∈ Rn, t ∈ R, (0.1)

где P ∈ Pn,ω(α, ν), f ∈ Rn,ω(α, ν). Вектор-функцию x ∈ C1(R; Rn) называем ω -периоди-
ческим решением системы (0.1) , если x(t) удовлетворяет этой системе и x(t+ ω) ≡ x(t).

В настоящей работе исследованы условия на P ∈ Pn,ω(α, ν) , обеспечивающие суще-
ствование ω -периодических решений системы уравнений (0.1) при любом f ∈ Rn,ω(α, ν) .
В системе уравнений (0.1) слагаемое P называем главной и квазиоднородной нелинейно-
стью, а f считаем возмущением.

Существование периодических решений для систем уравнений вида (0.1) в случае
положительно однородного отображения P, когда α = (1, . . . , 1), исследовано в рабо-
тах [1, 2] методом априорной оценки и методами вычисления вращения векторных по-
лей. Суть метода априорной оценки состоит в доказательстве ограниченности множества
ω -периодических решений по норме пространства C([0, ω]; Rn) при предположении, что
невозмущенная система уравнений

z′(t) = P (t0, z(t)), z(t) ∈ Rn, (0.2)

при любом фиксированном t0 ∈ [0, ω] не имеет ненулевых ограниченных решений. В этом
случае вполне непрерывное векторное поле

Φ(x) ≡ x(t)− x(ω)−
∫ t

0

(P (s, x(s)) + f(s, x(s))) ds, x ∈ C([0, ω]; Rn),

не обращается в ноль вне шара ‖x‖ < r большого радиуса r пространства C([0, ω]; Rn).

Поэтому, согласно теории векторных полей [3, с. 135], определена целочисленная харак-
теристика γ∞(Φ) — вращение векторного поля Φ на сфере ‖x‖ = r большого ради-
уса r пространства C([0, ω]; Rn). Если γ∞(Φ) 6= 0, то согласно принципу ненулевого
вращения [3, с. 141] имеет место равенство Φ(x0) = 0 при некоторой вектор-функции
x0 ∈ C([0, ω]; Rn), этим самым доказывается существование ω -периодических решений.
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Рассмотрение квазиоднородного отображения P позволяет не только обобщить ре-
зультаты работ [1, 2], но и уточнить их следующим образом. Если для положительно од-
нородного отображения P не при всех возмущениях f имеет место априорная оценка
ω -периодических решений, то класс возмущений можно сужать так, что главная нелиней-
ная часть системы уравнений (0.1) окажется квазиоднородным отображением. Например,
система двух скалярных уравнений

x′1(t) = |x1(t)|m−1x1(t) + f1(t, x1(t), x2(t)), x′2(t) = f2(t, x1(t), x2(t)),

где m > 1, не при всех возмущениях f(t, y1, y2) =
(
f1(t, y1, y2), f2(t, y1, y2)

)
, удовлетворя-

ющих условию
lim

|y1|+|y2|→∞
(|y1|+ |y2|)−m max

0≤t≤ω
|f(t, y1, y2)| = 0,

допускает априорную оценку ω -периодических решений. Если сужать класс возмущений
с дополнительным условием

f2(t, y1, y2) = |y2|q−1y2 + f̃2(t, y1, y2),

где
1 < q < m, lim

ρ→∞
ρ−q(m−1)/(q−1) max

0≤t≤ω, |y1|+|y2|≤1
|f̃2(t, ρy1, ρ(m−1)/(q−1)y2)| = 0,

то в результате получаем систему уравнений вида (0.1) с квазиоднородным отображением
P (y1, y2) = (|y1|m−1y1, |y2|q−1y2), где α = (1, (m− 1)/(q − 1)), ν = m− 1.

Кроме того, к системе уравнений вида (0.1) с квазиоднородной нелинейностью P при-
водятся многие системы нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений с про-
изводными высоких порядков. Такие системы уравнений представляют интерес при иссле-
довании нелинейных краевых задач для дифференциальных уравнений в частных произ-
водных с применением схемы Фаэдо–Галеркина [4, c. 118–132].

В настоящей работе доказана ограниченность множества ω -периодических решений
системы уравнений (0.1) по норме пространства C([0, ω]; Rn) (априорная оценка) в предпо-
ложении, что P ∈ Pn,ω(α, ν), f ∈ Rn,ω(α, ν) и система уравнений (0.2) не имеет ненулевых
ограниченных решений при любом фиксированном t0 ∈ [0, ω]. Далее, в условиях априор-
ной оценки получены следующие результаты: 1) доказана инвариантность существования
периодических решений при непрерывном изменении (гомотопии) главной квазиоднород-
ной нелинейной части; 2) решена задача гомотопической классификации двумерных ква-
зиоднородных отображений, удовлетворяющих условиям априорной оценки; 3) доказан
критерий существования периодических решений для двумерной системы обыкновенных
дифференциальных уравнений с главной квазиоднородной нелинейностью.

Существование периодических решений для систем нелинейных обыкновенных диф-
ференциальных уравнений исследовано в многочисленных работах других авторов. Мож-
но отметить работы [5, 6], где применяются идеи и методы, близкие к настоящей рабо-
те. Например, в работе [6] получены достаточные условия, которым должна удовлетво-
рять асимптотически устойчивая в целом автономная система дифференциальных урав-
нений, заданная в Rn, чтобы при любом ω -периодическом ее возмущении она имела
ω -периодическое решение.
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1. Основные результаты

О п р е д е л е н и е 1.1. Скажем, что для ω -периодических решений системы урав-
нений (0.1) имеет место априорная оценка, если множество ω -периодических решений
системы уравнений (0.1) пусто или ограничено по норме пространства C([0, ω]; Rn).

Справедлива следующая теорема.

Теорема 1.1. Пусть P ∈ Pn,ω(α, ν), f ∈ Rn,ω(α, ν), и при любом фиксированном
t0 ∈ [0, ω] система уравнений (0.2) не имеет ненулевых ограниченных решений. Тогда
имеет место априорная оценка для ω -периодических решений системы уравнений (0.1).

Обозначим через P0
n,ω(α, ν) множество отображений P ∈ Pn,ω(α, ν), удовлетворяю-

щих условиям теоремы 1.1.

О п р е д е л е н и е 1.2. Два отображения P 1, P 2 ∈ P0
n,ω(α, ν) назовем гомотопны-

ми, если существует семейство отображений P̃ (·, ·, λ) ∈ P0
n,ω(α, ν), λ ∈ [0, 1], непрерывно

зависящее от λ и такое, что P̃ (·, ·, 0) = P 1, P̃ (·, ·, 1) = P 2.

Верна следующая теорема об инвариантности существования ω -периодических реше-
ний при гомотопии.

Теорема 1.2. Пусть отображения P 1, P 2 ∈ P0
n,ω(α, ν) гомотопны, и при P = P 1

и любом f ∈ Rn,ω(α, ν) система уравнений (0.1) имеет ω -периодическое решение. То-
гда система уравнений (0.1) при P = P 2 и любом f ∈ Rn,ω(α, ν) также имеет ω -
периодическое решение.

В связи с теоремой 1.2 рассмотрим следующие задачи:
– описание гомотопических классов множества P0

n,ω(α, ν) (задача гомотопической клас-
сификации);
– существование ω -периодического решения в гомотопических классах.

Исследуем эти задачи при n = 2.

Для P = (P1, P2) ∈ P0
2,ω(α, ν) существует единственная функция θP (t, s), непрерывно

зависящая от аргументов t, s ∈ R и удовлетворяющая условиям: θP (0, 0) ∈ [0, 2π),

P1(t, cos s, sin s) = |P (t, cos s, sin s)| cos(θP (t, s)),

P2(t, cos s, sin s) = |P (t, cos s, sin s)| sin(θP (t, s)).

Такую функцию θP (t, s) называют угловой.
Определим числа

γ0(P ) :=
1

2π
(θP (t, s+ 2π)− θP (t, s)) , γ1(P ) :=

1

2π
(θP (t+ ω, s)− θP (t, s)) .

Эти числа целые и не зависят от t и s.

Введем функции

Qα,p0,p1
1 (t, y1, y2) := |y|α1+ν

∗,α Re
(
ei2πp1t/ω

( y1
|y|α1
∗,α

+ i
y2
|y|α2
∗,α

)p0)
,

Qα,p0,p1
2 (t, y1, y2) := |y|α1+ν

∗,α Im
(
ei2πp1t/ω

( y1
|y|α1
∗,α

+ i
y2
|y|α2
∗,α

)p0)
,
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где i =
√
−1, p0, p1 — целые числа, |y|∗,α = λ если y = (λα1 cos s, λα2 sin s), λ ≥ 0. Легко

проверить, что

Qα,p0,p1 = (Qα,p0,p1
1 , Qα,p0,p1

2 ) ∈ P2,ω(α, ν), θQα,p0,p1 (t, s) = p0s+
2πp1
ω

t,

γ0(Q
α,p0,p1) = p0, γ1(Q

α,p0,p1) = p1.

Имеют место следующие теоремы.

Теорема 1.3. Пусть P ∈ P0
2,ω(α, ν). Тогда

а) γ0(P ) ≤ 1;

б) если γ0(P ) = 1, то P гомотопно одному из отображений ±Qα,1,0;

в) если γ0(P ) < 1, то P гомотопно Qα,p0,p1 , где p0 = γ0(P ), p1 = γ1(P ).

Теорема 1.4. Пусть P ∈ P0
2,ω(α, ν). Тогда условие γ0(P ) 6= 0 достаточно для су-

ществования ω -периодического решения системы (0.1) при любом f ∈ R2,ω(α, ν), а при
выполнении дополнительного условия ν > |(α1 − α2)sign(γ1(P ))| условие γ0(P ) 6= 0 еще
и необходимо для существования ω -периодического решения системы (0.1) при любом
f ∈ R2,ω(α, ν).

Теоремы 1.3, 1.4 доказаны по схеме работы [7].

Следствие 1.1. Если P ∈ P0
2,ω(α, ν) и ν > |(α1−α2)sign(γ1(P ))|, то условие γ0(P ) 6= 0

необходимо и достаточно для существования ω -периодического решения системы урав-
нений (0.1) при любом f ∈ R2,ω(α, ν).

2. Доказательства основных результатов

В этом параграфе приведем доказательства всех сформулированных выше теорем,
а также связанных с ними утверждений.

2.1. Теорема 1.1

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1.1. Предположим, что существует неогра-
ниченная последовательность ω -периодических решений xk(t), k = 1, 2, . . . системы урав-
нений (0.1). Рассмотрим вектор-функции yk(t) = (yk1(t), . . . , ykn(t))>, k = 1, 2, . . . , где

ykj(t) = r
−αj
k xkj(tk + r−νk t), j = 1, n, t ∈ R,

rk := max
0≤t≤ω

|xk(t)|α = |xk(tk)|α, |z|α :=
(
(z21)1/α1 + . . .+ (z2n)1/αn

)1/2
.

Для вектор-функций yk(t), k = 1, 2, . . . имеем

y′k(t) = P (tk + r−νk t, yk(t)) + gk(t), |yk(t)|α ≤ |yk(0)|α = 1, t ∈ R, k = 1, 2, . . . ,

где
gkj(t) = r

−αj−ν
k fj(tk + r−νk t, rα1

k y1(t), . . . , r
αn
k yn(t)), j = 1, n.

Переходя к пределу и учитывая условие 4), получаем

y′0(t) = P (t0, y0(t)), |y0(t)|α ≤ |y0(0)|α = 1, t ∈ R.

Пришли к противоречию.
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2.2. Теорема 1.2

Пусть отображения P 1, P 2 ∈ P0
n,ω(α, ν) гомотопны и P̃ (·, ·, λ) ∈ P0

n,ω(α, ν), λ ∈ [0, 1]—
непрерывная линия (путь), соединяющая P 1 и P 2, P̃ (·, ·, 0) = P 1, P̃ (·, ·, 1) = P 2. Прове-
рим справедливость следующей леммы.

Лемма 2.1. Существует σ > 0 такое, что для любой ω -периодической вектор-
функции x ∈ C1(R; Rn), удовлетворяющей условию max{|x(t)|α : 0 ≤ t ≤ ω} > σ−1, верна
оценка

max
0≤t≤ω

∣∣∣x′j0(t)− P̃j0(t, x(t), λ)
∣∣∣ > σ max

0≤t≤ω

∣∣x(t)
∣∣αj0+ν
α

при некотором j0 = j0(x) и любом значении λ ∈ [0, 1].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что такое σ > 0 не существует. Тогда най-
дутся последовательности λk ∈ [0, 1], xk ∈ C1(R; Rn), k = 1, 2, . . . такие, что

xk(t+ ω) ≡ xk(t), rk := max
0≤t≤ω

|xk(t)|α = |xk(tk)|α > k,

max
0≤t≤ω

∣∣∣x′kj(t)− P̃j(t, xk(t), λk)∣∣∣ ≤ 1

k
r
αj+ν
k , j = 1, n.

Рассмотрим вектор-функции yk(t) = (yk1(t), . . . , ykn(t))>, k = 1, 2, . . . , где

ykj(t) = r−αik xkj(tk + r−νk t), j = 1, n, t ∈ R.

Для вектор-функций yk(t), k = 1, 2, . . . имеем

y′kj(t) = Pj(tk + r−νk t, yk(t), λk) + gkj(t), j = 1, n,

|yk(t)|α ≤ |yk(0)|α = 1, |gkj(t)| ≤
1

k
, t ∈ R, k = 1, 2, . . . ,

где
gkj(t) ≡ r

−αj−ν
k

(
x′kj(tk + r−νk t)− P̃j(tk + r−νk t, xk(tk + r−νk t), λk)

)
.

Переходя к пределу, получаем

y′0(t) = P (t0, y0(t), λ0), |y0(t)|α ≤ |y0(0)|α = 1, t ∈ R,

что противоречит условию P̃ (·, ·, λ0) ∈ P0
n,ω(α, ν).

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1.2. Пусть σ— число, удовлетворяющее ус-
ловию леммы 2.1. Покажем, что если для λ, µ ∈ [0, 1] выполнено неравенство

max
0≤t≤ω

∣∣∣P̃j(t, y, λ)− P̃j(t, y, µ)
∣∣∣ ≤ σ

4
|y|αj+να

при любых y ∈ Rn, j = 1, n, то из существования ω -периодического решения системы

x′(t) = P̃ (t, x(t), λ) + g(t, x(t)), t ∈ R (2.1)

при любом g ∈ Rn,ω(α, ν) вытекает существование ω -периодического решения системы

x′(t) = P̃ (t, x(t), µ) + f(t, x(t)), t ∈ R (2.2)
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при любом f ∈ Rn,ω(α, ν). Этим самым теорема 1.2 будет доказана.
Для произвольного f ∈ Rn,ω(α, ν) построим gf ∈ Rn,ω(α, ν) так, чтобы при g = gf

всякое ω -периодическое решение системы (2.1) оказалось решением системы (2.2). Вос-
пользуемся тем, что для f ∈ Rn,ω(α, ν) имеет место неравенство

|fj(t, y)| < σ

4
|y|αj+να +M, y ∈ Rn, j = 1, n,

где M > 0 и зависит лишь от f и σ. Выберем число r, удовлетворяющее условиям
r > 1/σ, rαj+ν > 2M/σ при всех j = 1, n. Положим

gf (t, y) := f(t, y) + ηr(|y|α)(P̃ (t, y, µ)− P̃ (t, y, λ)),

где ηr ∈ C[0,+∞), 0 ≤ ηr(τ) ≤ 1, ηr(τ) = 1 при τ ≤ r и ηr(τ) = 0 при τ ≥ r + 1. Оче-
видно, g ∈ Rn,ω(α, ν). Пусть x(t)— ω -периодическое решение системы (2.1) при g = gf .

Проверим, что A := max{|x(t)|α : 0 ≤ t ≤ ω} ≤ r; тогда x(t) будет решением систе-
мы (2.2). Действительно, если A > r, то согласно лемме 2.1 при некотором j0 = j0(x)

имеет место неравенство

max
0≤t≤ω

∣∣∣x′j0(t)− P̃j0(t, x(t), λ)
∣∣∣ > σAαj0+ν .

С другой стороны, в силу системы уравнений (2.1) имеем;

max
0≤t≤ω

∣∣∣x′j0(t)− P̃j0(t, x(t), λ)
∣∣∣ = max

0≤t≤ω
|(gf )j0(t, x(t))| ≤ σ

2
Aαj0+ν +M.

Следовательно, rαj0+ν < Aαj0+ν < 2M/σ. Полученное противоречит выбору r.

2.3. Теорема 1.3

Пусть Q = (Q1, Q2) : R2 7→ R2 — непрерывное отображение, удовлетворяющее условию
квазиоднородности Q ∈ P2,ω(α, ν) и условию невырожденности Q(cos s, sin s) 6= 0 ∀s ∈ R.

Выясним, при каких дополнительных условиях имеет место включение Q ∈ P0
2,ω(α, ν).

Для этого определим непрерывные угловые функции θQ(s), θα(s) из следующих равенств:

Q1(cos s, sin s) = |Q(cos s, sin s)| cos(θQ(s)),

Q2(cos s, sin s) = |Q(cos s, sin s)| sin(θQ(s)),

cos(θα(s)) =
α1 cos s

bα(s)
, sin(θα(s)) =

α2 sin s

bα(s)
,

где s ∈ R, θQ(0) ∈ [0, 2π), θα(0) = 0, bα(s) = ((α1 cos s)2 + (α2 sin s)2))
1/2
. Определим

число
γ(Q) :=

1

2π
(θQ(s+ 2π)− θQ(s)) ,

которое является целым и не зависит от s.

Пусть x(t) = (x1(t), x2(t)), t ∈ (τ1, τ2)— произвольное ненулевое решение системы
уравнений

x′(t) = Q(x(t)), x(t) ∈ R2. (2.3)
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Cкалярно перемножая на x(t) можно проверить, что x(t) нигде не обращается в ноль.
Произведем замену x1(t) = rα1(t) cosψ(t), x2(t) = rα2(t) sinψ(t). Данная замена обратима
и относительно r(t) и ψ(t) получаем систему уравнений{

ξ′(t)r′(t) = r(t)|Q(cosψ(t), sinψ(t))| cos (θQ(ψ(t))− ψ(t)) ,

ξ′(t)ψ′(t) = |Q(cosψ(t), sinψ(t))|bα(ψ(t)) sin (θQ(ψ(t))− θα(ψ(t))) ,

где

ξ(t) =

∫ t

0

α1 cos2 ψ(s) + α2 sin2 ψ(s)

rν(s)|Q(cosψ(s), sinψ(s))|
ds.

Отсюда для ρ(t) = r(ξ(t)), ϕ(t) = ψ(ξ(t)) получаем систему уравнений{
ρ′(t) = ρ(t) cos (θQ(ϕ(t))− ϕ(t)) ,

ϕ′(t) = bα(ϕ(t)) sin (θQ(ϕ(t))− θα(ϕ(t))) .
(2.4)

Таким образом, установлено, что система уравнений (2.3) не имеет ненулевых ограни-
ченных решений тогда и только тогда, когда система уравнений (2.4) не имеет решений
с ненулевой и ограниченной координатой ρ(t).

Лемма 2.2. Пусть
sin (θQ(s)− θα(s)) 6= 0 ∀s ∈ R. (2.5)

Тогда γ(Q) = 1 и система уравнений (2.3) не имеет ненулевых ограниченных решений
лишь в том случае, когда выполнено условие∫ 2π

0

cos(θQ(s)− s)
bα(s) sin(θQ(s)− θα(s))

ds 6= 0. (2.6)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если выполнено условие (2.5), то

πj0 < θQ(s)− θα(s) < π(j0 + 1)

при некотором целом j0 и всех s ∈ R. Отсюда выводим:

−π < (θQ(s+ 2π)− θQ(s))− (θα(s+ 2π)− θα(s)) < π,

−π < 2πγ(Q)− (θα(s+ 2π)− θα(s)) < π,

следовательно, γ(Q) = 1, так как θα(s + 2π) − θα(s) = 2π. Кроме того, из условия (2.5)
следует, что для произвольного решения системы уравнений (2.4) его координата ϕ(t)

строго монотонна, и для любого целого l существует tl такое, что ϕ(t+ tl) ≡ ϕ(t) + 2πl.

Отсюда, в силу первого уравнения системы (2.5), выводим:

ln ρ(t+ tl) ≡ ln ρ(t) + l

∫ 2π

0

cos(θQ(s)− s)
bα(s) sin(θQ(s)− θα(s))

ds.

Следовательно, координата ρ(t) ограничена лишь при выполнении условия (2.6).

Пусть sin (θQ(s0)− θα(s0)) = 0 при некотором s0 ∈ [0, 2π).
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О п р е д е л е н и е 2.1. Интервал (s1, s2) ⊂ (s0, s0+2π), где sin (θQ(sj)− θα(sj)) = 0,

j = 1, 2, назовем
гиперболическим, если

sin (θQ(s)− θα(s)) > 0 ∀s ∈ (s1, s2), cos (θQ(s1)− s1) < 0, cos (θQ(s2)− s2) > 0

или

sin (θQ(s)− θα(s)) < 0 ∀s ∈ (s1, s2), cos (θQ(s1)− s1) > 0, cos (θQ(s2)− s2) < 0;

эллиптическим, если

sin (θQ(s)− θα(s)) > 0 ∀s ∈ (s1, s2), cos (θQ(s1)− s1) > 0, cos (θQ(s2)− s2) < 0,

или

sin (θQ(s)− θα(s)) < 0 ∀s ∈ (s1, s2), cos (θQ(s1)− s1) < 0, cos (θQ(s2)− s2) > 0;

параболическим, если не пересекается с гиперболическими и эллиптическими интерва-
лами и не содержится в другом более широком интервале, не пересекающимся с гипербо-
лическими и эллиптическими интервалами.

Можно непосредственно проверить справедливость следующих шести утверждений.

Утверждение 2.1. Если ϕ0 принадлежит гиперболическому (эллиптическому, пара-
болическому) интервалу, то среди решений системы уравнений (2.4), удовлетворяющих
начальному условию ϕ(0) = ϕ0, существует решение, у которого координата ρ(t)

а) неограничена при t > 0 и t < 0 — в гиперболическом случае;
б) ограничена при t > 0 и t < 0 — в эллиптическом случае;
в) ограничена при t > 0 ( t < 0 ) и неограничена при t < 0 ( t > 0 ) — в параболическом

случае.

Утверждение 2.2. Число гиперболических, эллиптических и параболических интер-
валов конечно и объединения их замыканий совпадают с отрезком [s0, s0 + 2π].

Утверждение 2.3. Для концов s1, s2 интервала (s1, s2), являющегося гиперболиче-
ским (эллиптическим, параболическим), справедливо равенство

θQ(s2)− θα(s2) = θQ(s1)− θα(s1) + χπ,

где χ равно −1, 1 или 0 соответственно в зависимости от гиперболичности, эллип-
тичности или параболичности интервала (s1, s2).

Утверждение 2.4. Справедлива формула

γ(Q) = 1 +
1

2
(nЭ − nГ) ,

где nГ и nЭ — число гиперболических и эллиптических интервалов соответственно.
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Утверждение 2.5. Если система уравнений (2.3) не имеет ненулевых ограниченных
решений, то

γ(Q) = 1− 1

2
nГ ≤ 1. (2.7)

Утверждение 2.6. Система уравнений (2.3) не имеет ненулевых ограниченных ре-
шений тогда и только тогда, когда nЭ = 0 и (2.3) не имеет ненулевых периодических
решений.

Лемма 2.3. Пусть выполнены следующие условия:
1) γ(Q) = 1;

2) sin (θQ(s0)− θα(s0)) = 0 при некотором s0 ∈ [0, 2π);

3) при любом x0 ∈ R2 единственно решение системы уравнений (2.3), удовлетворя-
ющее начальному условию x(0) = x0.

Тогда система уравнений (2.3) не имеет ненулевых ограниченных решений лишь в том
случае, когда выполнено одно из двух условий: либо

− π < θQ(s)− θα(s) < π ∀s ∈ R, (2.8)

либо
0 < θQ(s)− θα(s) < 2π ∀s ∈ R. (2.9)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что выполнение одного из условий (2.8), (2.9) рав-
носильно равенствам nЭ = nГ = 0.

Если система уравнений (2.3) не имеет ненулевых ограниченных решений, то nЭ = 0 и
в силу условия γ(Q) = 1 и формулы (2.7) получаем nГ = 0. Обратно, если nЭ = nГ = 0,

то для системы уравнений (2.3), согласно утверждению 2.6, отсутствие ненулевых огра-
ниченных решений равносильно отсутствию ненулевых периодических решений. А в силу
условий 2) и 3) ненулевое периодическое решение не существует.

Лемма 2.4. Если γ(Q) < 1, то система уравнений (2.3) не имеет ненулевых огра-
ниченных решений лишь в том случае, когда выполнено условие(
∃s1 ∃j1 − целое θQ(s1)− θα(s1) = πj1

)
=⇒ θQ(s)− θα(s) < πj1 + π ∀s > s1. (2.10)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу условия γ(Q) < 1 и утверждения 2.6 для систе-
мы уравнений (2.3) отсутствие ненулевых ограниченных решений равносильно равенству
nЭ = 0. А это равенство равносильно условию (2.10).

Леммы 2.2–2.4 подытожим следующей теоремой.

Теорема 2.1. Пусть Q ∈ P2,ω(α, ν), Q(cos s, sin s) 6= 0 ∀s ∈ R и пусть при γ(Q) = 1

единственно решение задачи Коши для системы уравнений (2.3) с любым начальным
значением x0 ∈ R2. Тогда система уравнений (2.3) не имеет ненулевых ограниченных
решений лишь в том случае, когда выполнено одно из следующих условий:

У с л о в и е 2.1. γ(Q) = 1, sin (θQ(s)− θα(s)) 6= 0 ∀s ∈ R,∫ 2π

0

cos(θQ(s)− s)
bα(s) sin(θQ(s)− θα(s))

ds 6= 0.
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У с л о в и е 2.2. γ(Q) = 1, sin (θQ(s0)− θα(s0)) = 0 при некотором s0 ∈ [0, 2π), либо
−π < θQ(s)− θα(s) < π ∀s ∈ R, либо 0 < θQ(s)− θα(s) < 2π ∀s ∈ R.

У с л о в и е 2.3. γ(Q) < 1 и
(
∃s1 ∈ R ∃j1 − целое θQ(s1) − θα(s1) = πj1

)
=⇒

θQ(s)− θα(s) < πj1 + π ∀s > s1.

Теорема 2.1 для положительно однородного отображения Q анонсирована в работе [8].

Д о к а з а т е л ь с т в о у т в е р ж д е н и й а), б), в) т е о р е м ы 1.3. Пусть
P ∈ P0

2,ω(α, ν). Без ограничения общности можно считать, что P (t, y) гладко зависит
от y. Утверждение а) теоремы 1.3 следует из утверждения 2.5.

Для доказательства утверждений б) и в) воспользуемся теоремой 2.1. Из теоремы 2.1
вытекает, что включение P ∈ P0

2,ω(α, ν) равносильно одному из следующих трех условий:

У с л о в и е 2.4. γ0(P ) = 1 и при любом t ∈ R либо

sin (θP (t, s)− θα(s)) 6= 0 ∀s ∈ R,

∫ 2π

0

cos(θP (t, s)− s)
bα(s) sin(θP (t, s)− θα(s))

ds > 0,

либо sin (θP (t, s0)− θα(s0)) = 0 при некотором s0 ∈ [0, 2π) и

−π < θP (t, s)− θα(s) < π ∀s ∈ R.

У с л о в и е 2.5. γ0(P ) = 1 и при любом t ∈ R либо

sin (θP (t, s)− θα(s)) 6= 0 ∀s ∈ R,

∫ 2π

0

cos(θP (t, s)− s)
bα(s) sin(θP (t, s)− θα(s))

ds < 0,

либо sin (θP (t, s0)− θα(s0)) = 0 при некотором s0 ∈ [0, 2π) и

0 < θP (t, s)− θα(s) < 2π ∀s ∈ R.

У с л о в и е 2.6. γ0(P ) < 1 и
(
∃sn ∈ R ∃j1 − целое θP (t, s1) − θα(s1) = πj1

)
=⇒

θP (t, s)− θα(s) < πj1 + π ∀s > s1.

Пусть выполнены условия 2.4. Построим семейство угловых функций Θ(t, s, λ), λ ∈
[0, 1], непрерывно зависящее от t, s, λ, удовлетворяющее условиям 2.4 при любых фик-
сированных t, λ и Θ(t, s, 0) = θP (t, s), Θ(t, s, 1) = s. Этим самым будет доказана гомо-
топность отображений P и Q1,0. Семейство Θ(t, s, λ), λ ∈ [0, 1] построим следующими
формулами:

Θ(t, s, λ) = θα(s) + (1− 2λ)(θP (t, s)− θα(s)), λ ∈ [0, 1/2],

Θ(t, s, λ) = (2− 2λ)θα(s) + (2λ− 1)s, λ ∈ [1/2, 1].

При любых фиксированных t, λ функция Θ(t, s, λ) удовлетворяет условиям 2.4.
Если выполнены условия 2.5, то семейство Θ(t, s, λ), λ ∈ [0, 1] определим формулами

Θ(t, s, λ) = θα(s) + (1− 2λ)(θP (t, s)− θα(s)) + 2λπ, λ ∈ [0, 1/2],

Θ(t, s, λ) = (2− 2λ)θα(s) + (2λ− 1)s+ π, λ ∈ [1/2, 1].
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При любых фиксированных t, λ функция Θ(t, s, λ) удовлетворяет условиям 2.5. Отсюда
следует гомотопность отображений P и −Q1,0. Утверждение б) теоремы 1.3 доказано.

Если выполнены условия 2.6, то семейство Θ(t, s, λ), λ ∈ [0, 1] построим следующими
формулами:

Θ(t, s, λ) = θα(s) + (1− 3λ)(θP (t, s)− θα(s))

+ 3λmax

(
θP (t, 2π)− 2π, min

0≤τ≤s
(θP (t, τ)− θα(τ))

)
, λ ∈ [0, 1/3],

Θ(t, s, λ) = θα(s) + (3λ− 1)(θP (t, 0) + (p0 − 1)s)

+ (2− 3λ) max

(
θP (t, 2π)− 2π, min

0≤τ≤s
(θP (t, τ)− θα(τ))

)
, λ ∈ [1/3, 2/3],

Θ(t, s, λ) = (3− 3λ)(θα(s) + θP (t, 0)) + (3λ− 2)(2πp1t/ω + s) + (p0 − 1)s, λ ∈ [2/3, 1],

где p0 = γ0(P ), p1 = γ1(P ). При любых фиксированных t, λ функция Θ(t, s, λ) удовле-
творяет условиям 2.6. Отсюда следует гомотопность отображений P и Qp0,p1 . Утвержде-
ние в) теоремы 1.3 доказано.

2.4. Теорема 1.4

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1.4.
Н е о б х о д и м о с т ь. Пусть P ∈ P0

2,ω(α, ν), ν > |(α1−α2)sign(γ1(P ))| и γ0(P ) = 0. По-
кажем, что для такого P при некотором f ∈ R2,ω(α, ν) система уравнений (0.1) не имеет
ω -периодических решений. Учитывая теоремы 1.2 и 1.3, можно считать, что P = Qα,0,p1 .

В этом случае система уравнений (0.1) принимает вид x′1(t) = |x(t)|α1+ν
∗,α cos 2πp1

ω
t+ f1(t, x1(t), x2(t)),

x′2(t) = |x(t)|α2+ν
∗,α sin 2πp1

ω
t+ f2(t, x1(t), x2(t)),

(2.11)

где p1 = γ1(P ), |y|∗,α = λ, если y = (λα1 cos s, λα2 sin s), λ ≥ 0.

Положим

f1(t, y1, y2) = −2πp1
ω

y2 + cos
2πp1
ω

t, f2(t, y1, y2) =
2πp1
ω

y1 + sin
2πp1
ω

t.

Тогда для любого решения системы (2.11) имеем:(
x1(t) cos

2πp1
ω

t+ x2(t) sin
2πp1
ω

t
)′

= |x(t)|α1+ν
∗,α cos2

2πp1
ω

t+ |x(t)|α2+ν
∗,α sin2 2πp1

ω
t+ 1.

В силу условия ν > |(α1 − α2)sign(p1)| справедливо включение f = (f1, f2) ∈ R2,ω(α, ν).

Следовательно, при таком f ∈ R2,ω(α, ν) система уравнений (2.11) не имеет ω -периоди-
ческих решений.

Д о с т а т о ч н о с т ь. Пусть P ∈ P0
2,ω(α, ν) и γ0(P ) 6= 0. Покажем, что для рассмат-

риваемого P система (0.1) имеет ω -периодическое решение при любом f ∈ R2,ω(α, ν).

Учитывая теоремы 1.2 и 1.3, можно считать, что P = Qα,p0,p1 , где p0 = γ0(P ), p1 = γ1(P ).

В этом случае система уравнений (0.1) принимает вид
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1 (t, x1(t), x2(t)) + f1(t, x1(t), x2(t)),

x′2(t) = Qα,p0,p1
2 (t, x1(t), x2(t)) + f2(t, x1(t), x2(t)).

(2.12)

Существование ω -периодического решения системы уравнений (2.12) равносильно суще-
ствованию нуля вполне непрерывного векторного поля

Φ(x) ≡ x(t)− x(ω)−
∫ t

0

(Qα,p0,p1(s, x(s)) + f(s, x(s))) ds

в банаховом пространстве C([0, ω]; R2) с нормой ‖x‖ := max0≤t≤ω |x(t)|.
Из теоремы 1.1 вытекает, что векторное поле Φ(x) не обращается в ноль вне шара

‖x‖ < r большого радиуса r пространства C([0, ω]; R2). Поэтому, согласно теории век-
торных полей [3, с. 135], определена целочисленная характеристика γ∞(Φ)— вращение
векторного поля Φ на сфере ‖x‖ = r большого радиуса r пространства C([0, ω]; R2).

Покажем, что
γ∞(Φ) 6= 0. (2.13)

Тогда согласно принципу ненулевого вращения [3, с. 141] имеет место равенство Φ(x0) = 0

при некоторой вектор-функции x0 ∈ C([0, ω]; R2). Этим самым будет доказано существо-
вание ω -периодического решения системы уравнений (2.12) при любом f ∈ R2,ω(α, ν).

Из теоремы 1.1 следует, что семейство векторных полей

Φµ(x) ≡ x(t)− x(ω)−
∫ t

0

(Qα,p0,p1(s, x(s)) + µf(s, x(s))) ds, µ ∈ [0, 1],

не обращается в ноль вне шара ‖x‖ < r большого радиуса r пространства C([0, ω]; R2).

Другими словами, векторные поля Φ = Φ0 и Φ1 гомотопны на сфере ‖x‖ = r большого
радиуса r пространства C([0, ω]; R2). Поэтому, согласно свойству сохранения вращения
при гомотопии, имеем:

γ∞(Φ) = γ∞(Φ0). (2.14)

Семейство вполне непрерывных векторных полей

Ψµ(x) ≡ x(t)− x(ω)−
∫ t

0

Qα̃(µ),p0,p1(s, x(s))ds, µ ∈ [0, 1],

где α̃(µ) = (1−µ)α+µ(1, 1), не обращается в ноль при x(t) 6≡ 0. Это следует из включения
Qα̃(µ),p0,p1 ∈ P0

2,ω(α̃(µ), ν), которое верно при любом µ ∈ [0, 1]. Отсюда выводим

γ∞(Φ0) = γ∞(Ψ1). (2.15)

В работе [7] доказано, что γ∞(Ψ1) равно p0 или 1. Учитывая это и условие p0 6= 0, из
(2.14) и (2.15) получаем (2.13).
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Аннотация. Рассмотрено семейство комплексных операторных функций, область опре-
деления и область значений которых включены в вещественную банахову алгебру огра-
ниченных линейных комплексных операторов, действующих в банаховом пространстве
комплексных векторов над полем вещественных чисел. Показано, что исследование дан-
ной функции из этого семейства сводится к изучению пары действительных операторных
функций двух действительных операторных переменных. Рассмотрены основные элемен-
тарные функции данного семейства: степенная функция; экспонента; тригонометрические
функции синус, косинус, тангенс, котангенс, секанс, косеканс; гиперболические синус, коси-
нус, тангенс, котангенс, секанс, косеканс; доказано основное свойство экспоненты. Получе-
на комплексная операторная формула Эйлера. Найдены соотношения, выражающие синус
и косинус через экспоненту. Для тригонометрических функций синус, косинус обоснованы
формулы сложения. Доказана периодичность экспоненты, тригонометрических функций
синус, косинус, тангенс, котангенс; для этих функций указаны формулы приведения. Полу-
чено основное комплексное операторное тригонометрическое тождество. Найдены равен-
ства, связывающие тригонометрические и гиперболические функции. Установлено основ-
ное комплексное операторное гиперболическое тождество. Для гиперболических функций
синус, косинус указаны формулы сложения. В качестве примера элементарной функции из
рассматриваемого семейства комплексных операторных функций приведена рациональная
функция, частным случаем которой является характеристический операторный полином
линейного однородного дифференциального уравнения n -го порядка с постоянными огра-
ниченными операторными коэффициентами в вещественном банаховом пространстве.
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Abstract. We consider a family of complex operator functions whose domain and range of
values are included in the real Banach algebra of bounded linear complex operators acting in
the Banach space of complex vectors over the field of real numbers. It is shown that the study
of a function from this family can be reduced to the study of a pair of real operator functions of
two real operator variables. The main elementary functions of this family are considered: power
function; exponent; trigonometric functions of sine, cosine, tangent, cotangent, secant, cosecant;
hyperbolic sine, cosine, tangent, cotangent, secant, cosecant; the main property of the exponent
is proved. A complex Euler operator formula is obtained. Relations that express sine and cosine
in terms of the exponent are found. For the trigonometric functions of sine and cosine, addition
formulas are justified. The periodicity of the exponent and trigonometric functions of sine,
cosine, tangent, cotangent is proved; reduction formulas for these functions are provided. The
main complex operator trigonometric identity is obtained. Equalities connecting trigonometric
and hyperbolic functions are found. The main complex operator hyperbolic identity is established.
For the hyperbolic functions of sine and cosine, addition formulas are indicated. As an example
of an elementary function from the family of complex operator functions under consideration, a
rational function is considered, a special case of which is the characteristic operator polynomial
of a linear homogeneous differential equation of n -th order with constant bounded operator
coefficients in a real Banach space.
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Введение

Актуальность изучения комплексных операторных функций комплексного оператор-
ного переменного обусловлена тем, что такие функции оказались полезным инструмен-
том при исследовании линейных дифференциальных уравнений в банаховом пространстве
(см. [1, 2]).

Пусть E— вещественное банахово пространство; I, O— соответственно тождественный
и нулевой операторы в пространстве E; L(E)— вещественная банахова алгебра ограничен-
ных линейных операторов, действующих из E в E; GL(E) = {A ∈ L(E) : ∃A−1 ∈ L(E)} ;

E2
R = {w = (x, y) : x, y ∈ E} — банахово пространство комплексных векторов над полем

вещественных чисел с линейными операциями (x1, y1) + (x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2) ,

α (x, y) = (αx, αy) и нормой ‖(x, y)‖ = ‖x‖+ ‖y‖ (см. [3, c. 103]).
Условимся называть элементы алгебры L(E) действительными операторами, а функ-

ции со значениями в L(E) действительными операторными функциями.
Заметим, что GL(E) 6= ∅. Например, любой скалярный оператор αI, α ∈ R, α 6= 0,

принадлежит множеству GL(E), ибо существует (αI)−1 = α−1I и (αI)−1 ∈ L(E).

Пусть X ∈ L(E), r > 0. Обозначим через Or (X) = {F ∈ L(E) : ‖F −X‖ < r} откры-
тый шар пространства L(E) с центром в X радиуса r.

Известно (см. [4, c. 229]), что множество GL(E) открыто: если A0 ∈ GL(E), то

O‖A−1
0 ‖−1 (A0) ⊂ GL(E).

Тогда, при любом α ∈ R, α 6= 0, учитывая равенство
∥∥(αI)−1

∥∥−1 = |α |, получаем

O|α| (αI) ⊂ GL(E). (0.1)

В случае α > 0 имеем |α | = α и включение (0.1) принимает вид

Oα (αI) ⊂ GL(E).

Заметим, что для всех α, β ∈ R, α, β > 0, выполнено

α < β ⇒ Oα (αI) ⊂ Oβ (βI) . (0.2)

Действительно, пусть F ∈ Oα (αI) , т. е. ‖F − αI‖ < α. Тогда

‖F − βI‖ = ‖(F − αI)− (β − α) I‖ ≤ ‖(F − αI)‖+ ‖− (β − α) I‖

< α + (β − α) ‖I‖ = α + β − α = β.

Итак ‖F − βI‖ < β, т. е. F ∈ Oβ (βI) , и включение (0.2) справедливо.
В работе [2] рассмотрена вещественная банахова алгебра

A = LOC
R
(
E2

R
)

= {Z = (A,B) : A,B ∈ L(E)}

ограниченных линейных комплексных операторов, действующих в пространстве E2
R по

закону:
Zw = (A,B)(x, y) = (Ax−By,Ay +Bx),
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с линейными операциями (A1, B1) + (A2, B2) = (A1 + A2, B1 +B2), α(A,B) = (αA, αB),

операцией умножения

(A1, B1) (A2, B2) = (A1A2 −B1B2, A1B2 +B1A2) (0.3)

и нормой ‖Z‖ = ‖(A,B)‖ = ‖A‖+ ‖B‖.
Каждый оператор Z ∈ A непрерывен, ибо, как известно (см. [5, c. 89]), для непрерыв-

ности линейного оператора F, отображающего нормированное пространство N1 в норми-
рованное пространство N2, необходимо и достаточно, чтобы F был ограничен (в нашем
случае N1 = N2 = A).

Алгебра A некоммутативна. Единицей в ней является оператор Î = (I, O) , нулевым
элементом оператор Ô = (O,O).

Рассмотрим в алгебре A подалгебры вида

A1 = {(A,O) : A ∈ L(E)},

A2 = {(O,B) : B ∈ L(E)}.

Алгебра A является прямой суммой A1 и A2 : A = A1 ⊕A2.

Подалгебра A1 изоморфна алгебре L(E) при биекции (A,O) ↔ A, поэтому мож-
но считать, что A— расширение алгебры L(E). Любой элемент (A,O) подалгебры A1

можно отождествлять с соответствующим элементом A ∈ L(E) :

(A,O) = A ∀A ∈ L(E). (0.4)

Учитывая соглашение (0.4) и операцию умножения (0.3), получаем для любых A∈L(E),

(P,Q) ∈ A равенство
A (P,Q) = (A,O) (P,Q) = (AP,AQ) . (0.5)

В силу равенств (A,B) = (A,O) + (O,B) , (O,B) = (O, I) (B,O) и соглашения (0.4)
алгебру A можно представить в виде

A = {Z = A+ JB : A,B ∈ L(E)},

где J = (O, I)— мнимая операторная единица.
В силу соглашения (0.4) A1 можно называть подалгеброй действительных операторов

A алгебры A; A2 это подалгебра чисто мнимых операторов JB алгебры A.
Учитывая (0.3), (0.4), получаем

J2 = J · J = (−I, O) = − (I, O) = −Î = −I, (0.6)

следовательно, допустима запись J =
√
−I.

Заметим, что
J (x, y) = (−y, x) ∀ (x, y) ∈ E2

R.

Для любого Z = A+ JB ∈ A имеем

JZ = Z J = −B + JA, (0.7)

в частности, JB = BJ для любого B ∈ L(E), следовательно, оператор Z = A+JB можно
записывать в виде Z = A+BJ.
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В дальнейшем важное значение будут иметь следующие множества в алгебре A :

AK = {Z = A+ JB ∈ A : AB = BA}, AG =
{
Z ∈ A : ∃Z−1 ∈ A

}
.

Справедливы включения
A1 ⊂ AK , A2 ⊂ AK , (0.8)

ибо FO = OF для любого F ∈ L(E).

Выделим в AK множество вида

Ω∗ =
{
Z = A+ JB ∈ AK : A2 +B2 ∈ GL(E)

}
.

Известно (см. [2]), что для любого Z = A+ JB ∈ Ω∗ существует обратный оператор Z−1

и справедлива формула

Z−1 = A
(
A2 +B2

)−1 − JB
(
A2 +B2

)−1
, (0.9)

из которой видно, что Z−1 ∈ A, т. е. Z ∈ AG. Таким образом,

Ω∗ ⊂ AG. (0.10)

Рассмотрим множества вида

A1G = {(A,O) ∈ A1 : A ∈ GL(E)},

A2G = {(O,B) ∈ A2 : B ∈ GL(E)}.
В силу (0.8) справедливы включения

A1G ⊂ AK , A2G ⊂ AK .

Для любого Z = (A,O) ∈ A1G имеем A2 +B2 = A2, следовательно, существует обратный
оператор (A2 +B2)

−1
= (A−1)

2
, т. е. A2 +B2 ∈ GL(E). Значит, Z ∈ Ω∗. Показано, что

A1G ⊂ Ω∗. (0.11)

Аналогично получаем включение
A2G ⊂ Ω∗. (0.12)

В силу (0.11), (0.12)
A1G ∪ A2G ⊂ Ω∗,

следовательно, в силу (0.10)
A1G ∪ A2G ⊂ AG.

Применяя формулу (0.9), получаем Z−1 = (A−1, O) для любого Z = (A,O) ∈ A1G; Z−1 =

(O,−B−1) для любого Z = (O,B) ∈ A2G.

В работе [6] рассмотрены действительные операторные функции eX , sinX, cosX,

tgX, ctgX, secX, cosecX, shX, chX, thX, cthX, sechX, cosechX действительного
операторного переменного X ∈ L(E), т. е. функции, принадлежащие семейству оператор-
ных функций

S (L(E),L(E)) =
{
f : L(E) ⊇ D(f)

f→R(f) ⊆ L(E)
}
. (0.13)

В данной работе изучаются комплексные операторные функции, принадлежащие се-
мейству

S (A,A) =
{
f : A ⊇ D(f)

f→R(f) ⊆ A
}
. (0.14)
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1. Основные понятия

В силу того, что A представляет собой декартов квадрат алгебры L(E), а предель-
ный переход в декартовом произведении нормированных пространств равносилен покоор-
динатному предельному переходу (см. [7, c. 19]), приходим к следующим заключениям.

Рассмотрим последовательность Zn = Xn + JYn, n ∈ N, элементов из A. Пусть
H = P + JQ ∈ A. Тогда

∃ lim
n→∞

Zn = H ⇔
(
∃ lim
n→∞

Xn = P
)
∧
(
∃ lim
n→∞

Yn = Q
)
,

т. е. вопрос о сходимости последовательности элементов из A сводится к вопросу о схо-
димости двух последовательностей элементов из L(E).

Рассмотрим ряд
∞∑
k=1

Zk с членами Zk = Xk + JYk из A. Пусть S = S(1) + JS(2) при-

надлежит A. Имеем: ряд
∞∑
k=1

Zk сходится и его сумма равна S тогда и только тогда,

когда сходятся ряды
∞∑
k=1

Xk,
∞∑
k=1

Yk и их суммы равны соответственно S(1), S(2). Таким

образом, вопрос о сходимости ряда с членами из A сводится к вопросу о сходимости двух
рядов с членами из L(E).

Рассмотрим функцию W = f(Z) из семейства (0.14). Представляя Z и W в алгеб-
раической форме: Z = X + JY, W = U + JV, получаем U + JV = f (X + JY ) , следо-
вательно, U = U (X, Y ) , V = V (X, Y ) . Тогда функцию W = f(Z) можно записать в
виде W = U (X, Y )+JV (X, Y ) , при этом U (X, Y ) , V (X, Y ) называются соответственно
действительной и мнимой частями функции W = f(Z) :

Re (f(Z)) = U (X, Y ) , Im (f(Z)) = V (X, Y ) .

Например, для функции W = Z2, Z ∈ A, используя формулу (0.3) , получаем

U (X, Y ) = X2 − Y 2, V (X, Y ) = XY + Y X,

в частности, для Z ∈ AK имеем V (X, Y ) = 2XY.

Пусть Z0 = X0 + JY0 — предельная точка множества D(f), H = P + JQ ∈ A. Тогда

∃ lim
Z→Z0

f(Z) = H ⇔
(
∃ lim
X→X0
Y→Y0

U (X, Y ) = P
)
∧
(
∃ lim
X→X0
Y→Y0

V (X, Y ) = Q
)
.

Так как непрерывность функции определяется с помощью предельного перехода, то
непрерывность функции f(Z) в данной точке Z0 ∈ D(f) (на данном множестве Ω ⊆
D(f)) равносильна непрерывности ее действительной и мнимой частей в этой точке (на
этом множестве).

Таким образом, исследование данной комплексной операторной функции из семейства
(0.14) сводится к изучению пары действительных операторных функций двух действи-
тельных операторных переменных.
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2. Основные результаты

Простейшими примерами комплексных операторных функций из семейства (0.14) яв-
ляются следующие функции, определенные на A : комплексная операторная степенная
функция W = Zn, n ∈ N (частный случай этой функции при n = 2 рассмотрен выше);
комплексная операторная рациональная функция

W = Pn(Z) = G0Z
n +G1Z

n−1 + . . .+Gn−1Z +Gn,

где n ∈ N; Gi ∈ A; i = 0;n; G0 6= Ô. При n = 1 получаем линейную функцию
W = G0Z +G1; при n = 2 квадратичную функцию W = G0Z

2 +G1Z +G2.

В частности, коэффициентами полинома Pn(Z) могут быть действительные операторы
Ai ∈ L(E), i = 0;n; A0 6= O :

W = Pn(Z) = A0Z
n + A1Z

n−1 + . . .+ An−1Z + An.

В этом случае коэффициенты Ai нужно рассматривать как комплексные операторы, и
при умножении оператора Ai на оператор Zn−i, i = 0;n− 1, надо использовать формулу
(0.5), так как функция W = Pn(Z) действует в алгебре A.

Примером комплексной операторной рациональной функции с действительными опе-
раторными коэффициентами является характеристический операторный полином линей-
ного однородного дифференциального уравнения n -го порядка в вещественном банахо-
вом пространстве, использованный в работах [1,2] для построения общего решения такого
уравнения.

В дальнейшем понадобится

З а м е ч а н и е 2.1. Известно ( [8, c. 129]), что из абсолютной сходимости ряда
∞∑
k=0

uk

с членами из банахова пространства следует его сходимость и, кроме того,

‖
∞∑
k=0

uk‖ ≤
∞∑
k=0

‖uk‖.

Рассмотрим комплексные операторные функции из семейства (0.14), определяемые
суммами сходящихся комплексных операторных степенных рядов. Такие функции и соот-
ношения между ними аналогичны случаю комплексных функций комплексного перемен-
ного (см. [9]).

1. Комплексная операторная экспоненциальная функция

По определению,

eZ =
∞∑
k=0

Zk

k!
, (2.1)

для любого Z ∈ A (здесь, по определению, Z0 = Î , в частности, Ô0 = Î; 0! = 1 ).
Покажем, что определение (2.1) корректно. Убедимся вначале, что ряд

∞∑
k=0

Zk

k!
(2.2)
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сходится абсолютно, т. е. сходится знакоположительный ряд

∞∑
k=0

∥∥∥∥Zk

k!

∥∥∥∥. (2.3)

При Z = Ô ряд (2.3) имеет вид 1 + 0 + . . . + 0 + . . . и его сумма равна 1. Пусть
Z 6= Ô. Используя неравенство

∥∥Zk
∥∥ ≤ ‖Z‖k, k ∈ N, вытекающее из кольцевого свойства

‖Z1Z2‖ ≤ ‖Z1‖ ‖Z2‖ алгебры A, имеем

ak =

∥∥∥∥Zk

k!

∥∥∥∥ =

∥∥Zk
∥∥

k!
≤ ‖Z‖

k

k!
= bk.

Применяя к ряду с bk признак Даламбера, получаем

D = lim
k→∞

bk+1

bk
= lim

k→∞

[ ‖Z‖k+1

(k + 1)!
:
‖Z‖k

k!

]
= lim

k→∞

‖Z‖
k + 1

= 0 < 1,

следовательно, ряд с bk сходится. Значит, по первому признаку сравнения ряд с ak схо-
дится, т. е. ряд (2.2) является абсолютно сходящимся. Следовательно, ряд (2.2) сходится
(см. замечание 2.1). Корректность определения (2.1) установлена.

При значениях Z = (X,O) ∈ A1 функцию eZ можно записать, в силу соглашения
(0.4), в следующем виде:

eX =
∞∑
k=0

Xk

k!
,

т. е. определение комплексной операторной экспоненциальной функции eZ согласуется с
определением действительной операторной экспоненциальной функции eX .

Аналогично, вводимые ниже определения других комплексных операторных функций
из семейства (0.14) согласуются с определениями соответствующих действительных опе-
раторных функций из семейства (0.13).

Применяя теорему 61 из [8, c. 138] при

B : A×A → A, B (Z1, Z2) = Z1Z2,

получаем

Следствие 2.1. Произведение двух абсолютно сходящихся рядов с членами из алгеб-
ры A является абсолютно сходящимся рядом и, значит, сходящимся рядом (см. заме-
чание 2.1); сумма произведения этих рядов равна произведению сумм перемножаемых
рядов.

Теорема 2.1. Для любых Z1, Z2 ∈ A, удовлетворяющих условию

Z1Z2 = Z2Z1, (2.4)

справедливо основное свойство экспоненциальной функции:

eZ1+Z2 = eZ1eZ2 . (2.5)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим абсолютно сходящиеся ряды, суммы которых
определяют левую и правую части формулы (2.5):

P =
∞∑
k=0

(Z1 + Z2)
k

k!
, P1 =

∞∑
i=0

Zi
1

i!
, P2 =

∞∑
j=0

Zj
2

j!
.

В силу условия (2.4) можно применить операторный бином Ньютона:

(Z1 + Z2)
k =

k∑
s=0

Cs
kZ

k−s
1 Zs

2 . (2.6)

Заметим, что
1

k!
Cs
k =

1

s!(k − s)!
. (2.7)

В силу (2.6), (2.7)

P =
∞∑
k=0

k∑
s=0

Zk−s
1 Zs

2

s!(k − s)!
. (2.8)

Используя произведение рядов в форме Коши, получаем

P1P2 =
∞∑
k=0

∑
i+j=k

Zi
1Z

j
2

i!j!
=

∞∑
k=0

k∑
s=0

Zk−s
1 Zs

2

s!(k − s)!
. (2.9)

В силу (2.8), (2.9) P = P1P2. Значит, в силу следствия 2.1 справедливо равенство (2.5).

Используя формулу (2.5) и равенство eÔ = Î , приходим к выводу: при любом фик-
сированном Z ∈ A оператор e−Z является левым и правым обратным оператором для
оператора eZ , следовательно, существует

(
eZ
)−1

= e−Z , т. е. eZ ∈ AG. Таким образом,
область значений R

(
eZ
)
функции eZ является подмножеством множества AG ⊂ A, сле-

довательно, R
(
eZ
)
6= A, т. е. eZ не является сюръективной функцией. Заметим, что

любой оператор Z ∈ A\AG не принадлежит множеству R
(
eZ
)
. Например, Ô /∈ R

(
eZ
)
,

т. е. функция eZ не имеет нулей: eZ 6= Ô для любого Z ∈ A.
Рассмотрим в алгебре A подалгебру скалярных операторов: As =

{
αÎ : α ∈ R

}
. Заме-

тим, что подалгебра As коммутативна. Выделим в As множество позитивных скалярных
операторов: A+

s =
{
βÎ ∈ As : β > 0

}
. Справедливо включение A+

s ⊂ R
(
eZ
)
, ибо для лю-

бого βÎ ∈ A+
s , используя определение (2.1) и равенство Îk = Î , k ∈ N, получаем

eÎ lnβ =
∞∑
k=0

(
Î ln β

)k
k!

=
∞∑
k=0

Îk (ln β)k

k!
= Îelnβ = βÎ.

Попутно показано, что натуральный логарифм позитивного скалярного оператора βÎ

имеет вид ln
(
βÎ
)

= Î ln β, в частности, ln Î = Ô.

Известно (см. [2]), что при любом Z = X + JY ∈ Ak функция eZ представима в виде

eZ = eX+JY = eX (cosY + J sinY ) . (2.10)
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В этом случае действительная и мнимая части функции eZ имеют вид

U (X, Y ) = eX cosY, V (X, Y ) = eX sinY.

Заметим, что O + JY ∈ Ak для любого Y ∈ L(E). Тогда в силу (2.10) и равенства
eO = I имеем

eJY = cosY + J sinY ∀Y ∈ L(E). (2.11)

Покажем периодичность функции eZ .

Теорема 2.2. Любой комплексный оператор Tm = 2πmJ, m ∈ Z, m 6= 0, является
периодом функции eZ .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Нужно показать, что для любого Z ∈ A справедливо ра-
венство

eZ+2πmJ = eZ . (2.12)

В силу (0.7) операторы Z, 2πmJ коммутируют между собой, следовательно, в силу (2.5)

eZ+2πmJ = eZe2πmJ. (2.13)

В силу (2.11)
e2πmJ = eJ(2πmI) = cos (2πmI) + Jsin (2πmI) . (2.14)

Покажем, что
sin (αI) = I sinα ∀α ∈ R, (2.15)

cos (αI) = Icosα ∀α ∈ R. (2.16)

При α = 0 выполнимость соотношений (2.15), (2.16) следует из равенств sinO = O,

cosO = I, sin 0 = 0, cos 0 = 1. Пусть α 6= 0. Учитывая, что In = I, n ∈ N, получаем

sin (αI) =
∞∑
k=0

(−1)k
(αI)2k+1

(2k + 1)!
= I ·

∞∑
k=0

(−1)k
α2k+1

(2k + 1)!
= I sinα;

cos (αI) =
∞∑
k=0

(−1)k
(αI)2k

(2k)!
= I ·

∞∑
k=0

(−1)k
α2k

(2k)!
= I cosα.

Соотношения (2.15), (2.16) установлены.
Согласно соотношениям (2.15), (2.16) имеем

sin (2πmI) = O, cos (2πmI) = I. (2.17)

Используя соглашение (0.4), получаем

I = (I, O) = Î , J ·O = (O, I) (O,O) = (O,O) = Ô,

следовательно, в силу (2.14), (2.17)
e2πmJ = Î . (2.18)

Из соотношений (2.13), (2.18) следует равенство (2.12).

В качестве основного периода функции eZ берется оператор T1 = 2πJ.
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2. Комплексные операторные тригонометрические функции

По определению,

sinZ =
∞∑
k=0

(−1)k
Z2k+1

(2k + 1)!
, (2.19)

cosZ =
∞∑
k=0

(−1)k
Z2k

(2k)!
(2.20)

для любого Z ∈ A.
Обоснование корректности определений (2.19), (2.20) аналогично случаю функции eZ .

Заметим, что sin Ô = Ô, cos Ô = Î ,

sin (−Z) = − sinZ, (2.21)

cos (−Z) = cosZ. (2.22)

Укажем, какими соотношениями связаны функция eZ и функции sinZ, cosZ. Для
этого потребуются некоторые вспомогательные факты.

Для любых Z1, Z2 ∈ A, удовлетворяющих условию (2.4), справедливы равенства

(Z1Z2)
n = Zn

1Z
n
2 ∀n ∈ N, (2.23)

(Z1 ± Z2)
2 = Z2

1 ± 2Z1Z2 + Z2
2 (2.24)

(равенство (2.24) это частный случай формулы (2.6) при k = 2).

Используя теорему 60 из [8, c. 136], приходим к следующему утверждению.

Лемма 2.1. Пусть ряд
∞∑
k=1

Zk с членами из алгебры A сходится, и его сумма рав-

на S. Тогда при любом фиксированном H ∈ A ряд
∞∑
k=1

(HZk) сходится, и его сумма

равна HS.

З а м е ч а н и е 2.2. Если ряды
∞∑
k=1

ak,
∞∑
k=1

bk с членами из нормированного про-

странства N сходятся:
∞∑
k=1

ak = s1,
∞∑
k=1

bk = s2, то ряд
∞∑
k=1

(ak + bk) сходится и выпол-

нено
∞∑
k=1

(ak + bk) = s1 + s2 (см. [10, c. 52]).

Теорема 2.3. Для любого Z ∈ A справедлива комплексная операторная формула
Эйлера:

eJZ = cosZ + JsinZ. (2.25)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Учитывая соотношения (0.6), (0.7), (2.23), лемму 2.1 при
H = J и замечание 2.2, имеем

JsinZ = J
∞∑
k=0

(−1)k
Z2k+1

(2k + 1)!
=

∞∑
k=0

(
−Î
)k JZ2k+1

(2k + 1)!
=

∞∑
k=0

J2k+1Z2k+1

(2k + 1)!
=

∞∑
k=0

(JZ)2k+1

(2k + 1)!
.



336 В.И. Фомин

Аналогично получаем

cosZ =
∞∑
k=0

(JZ)2k

(2k)!
.

Тогда, используя замечание 2.2, имеем

eJZ =
∞∑

m=0

(JZ)m

m!
=

∞∑
k=0

[(JZ)2k

(2k)!
+

(JZ)2k+1

(2k + 1)!

]
=

∞∑
k=0

(JZ)2k

(2k)!
+
∞∑
k=0

(JZ)2k+1

(2k + 1)!
= cosZ + J sinZ.

В силу (2.21), (2.22), (2.25)

e−JZ = cosZ − JsinZ. (2.26)

Из соотношений (2.25), (2.26) получаем

2JsinZ = eJZ − e−JZ . (2.27)

Заметим, что J ∈ AG и
J−1 = −J. (2.28)

Умножая слева обе части равенства (2.27) на 2−1J−1 и учитывая соотношение (2.28),
имеем

sinZ = −J
eJZ − e−JZ

2
(2.29)

или, в силу (0.7),

sinZ = −e
JZ − e−JZ

2
J.

Согласно (2.25), (2.26), имеем

cosZ =
eJZ + e−JZ

2
. (2.30)

Заметим, что для любого Z ∈ A выполнено

eJZe−JZ = e−JZeJZ = Î . (2.31)

Справедливо основное комплексное операторное тригонометрическое тождество: для
любого Z ∈ A

sin2Z + cos2Z = Î . (2.32)

Действительно, используя соотношения (0.6), (0.7), (2.5), (2.23), (2.24), (2.29)–(2.31), по-
лучаем

sin2Z = −4−1
(
e2JZ − 2Î + e−2JZ

)
, cos2 Z = 4−1

(
e2JZ + 2Î + e−2JZ

)
,

откуда и следует тождество (2.32).
Покажем периодичность функций sinZ, cosZ.

Используя (2.12), (2.29), имеем для любых Z ∈ A, m ∈ Z, m 6= 0 :

sin
(
Z + 2πmÎ

)
= −2−1J

[
eJ(Z+2πmÎ) − e−J(Z+2πmÎ)

]
= −2−1J

[
eJZ+2πmJ − e−JZ+2π(−m)J

]
= −2−1J

(
eJZ − e−JZ

)
= sinZ.
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Получили равенство sin
(
Z + 2πmÎ

)
= sinZ. Аналогично доказывается, что

cos(Z + 2πmÎ) = cosZ.

Таким образом, любой комплексный оператор Tm = 2πmÎ, m ∈ Z, m 6= 0, является пери-
одом функций sinZ, cosZ. В качестве основного периода этих функций берется оператор
T1 = 2πÎ.

Используя равенство (2.5), можно доказать некоторые формулы комплексной опера-
торной тригонометрии.

З а м е ч а н и е 2.3. Пусть операторы Z1, Z2 ∈ A удовлетворяют условию (2.4). То-
гда операторы JZ1, JZ2,−JZ1,−JZ2 попарно коммутируют между собой.

Теорема 2.4. Для любых операторов Z1, Z2 ∈ A, удовлетворяющих условию (2.4),
справедливы формулы сложения

sin (Z1 + Z2) = sinZ1cosZ2 + cosZ1 sinZ2, (2.33)

cos (Z1 + Z2) = cosZ1 cosZ2 − sinZ1 sinZ2. (2.34)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Используя соотношения (2.5), (2.29), (2.30) и учитывая за-
мечание 2.3, получаем

sinZ1cosZ2 + cosZ1 sinZ2 =− 4−1J
(
eJZ1 − e−JZ1

) (
eJZ2 + e−JZ2

)
− 4−1J

(
eJZ1 + e−JZ1

) (
eJZ2 − e−JZ2

)
=− 4−1J

[
eJ(Z1+Z2) + eJ(Z1−Z2) − eJ(Z2−Z1) − e−J(Z1+Z2)

+ eJ(Z1+Z2) − eJ(Z1−Z2) + eJ(Z2−Z1) − e−J(Z1+Z2)
]

=− 2−1J
[
eJ(Z1+Z2) − e−J(Z1+Z2)

]
= sin (Z1 + Z2) .

Формула (2.33) доказана. Справедливость формулы (2.34) проверяется аналогично.

В силу теоремы 2.4, для любого Z ∈ A справедливы формулы двойного аргумента:

sin2Z = 2 sinZcosZ, cos2Z = cos2Z − sin2 Z.

Из теоремы 2.4 и соотношений (2.21), (2.22) следует, что для любых Z1, Z2 ∈ A, удо-
влетворяющих условию (2.4), справедливы равенства

sin (Z1 − Z2) = sinZ1cosZ2 − cosZ1 sinZ2, (2.35)

cos (Z1 − Z2) = cosZ1 cosZ2 + sinZ1 sinZ2. (2.36)

Из (2.33)–(2.36) следуют формулы преобразования произведения комплексных опера-
торных тригонометрических функций в сумму:

sinZ1cosZ2 =
1

2
[sin (Z1 + Z2) + sin (Z1 − Z2)], (2.37)

cosZ1cosZ2 =
1

2
[cos (Z1 + Z2) + cos (Z1 − Z2)], (2.38)
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sinZ1 sinZ2 =
1

2
[cos (Z1 − Z2)− cos (Z1 + Z2)]. (2.39)

Из (2.37)–(2.39) следуют формулы преобразования суммы и разности одноименных
комплексных операторных тригонометрических функций в произведение:

sinZ1 + sinZ2 = 2 sin
Z1 + Z2

2
cos

Z1 − Z2

2
, (2.40)

sinZ1 − sinZ2 = 2 sin
Z1 − Z2

2
cos

Z1 + Z2

2
, (2.41)

cosZ1 + cosZ2 = 2 cos
Z1 + Z2

2
cos

Z1 − Z2

2
, (2.42)

cosZ1 − cosZ2 = −2sin
Z1 − Z2

2
sin

Z1 + Z2

2
. (2.43)

Напомним, что формулы (2.33)–(2.43) верны при выполнении условия (2.4).
Теперь покажем, что для функций sinZ, cosZ справедливы стандартные формулы

приведения.

Теорема 2.5. Для любого Z ∈ A

sin
(
Z + πÎ

)
= − sinZ, cos

(
Z + πÎ

)
= − cosZ; (2.44)

sin
(
Z +

π

2
Î
)

= cosZ, cos
(
Z +

π

2
Î
)

= − sinZ. (2.45)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Операторы Z, πÎ коммутируют между собой, следователь-
но, в силу (2.33), (2.34)

sin
(
Z + πÎ

)
= sinZcos

(
πÎ
)

+ cosZ sin
(
πÎ
)
, (2.46)

cos
(
Z + πÎ

)
= cosZcos

(
πÎ
)
− sinZ sin

(
πÎ
)
. (2.47)

Аналогично равенствам (2.15), (2.16) получаем

sin
(
αÎ
)

= Î sinα ∀α ∈ R, (2.48)

cos
(
αÎ
)

= Î cosα ∀α ∈ R, (2.49)

в частности,
sin
(
πÎ
)

= Ô, cos
(
πÎ
)

= −Î . (2.50)

Из соотношений (2.46), (2.47), (2.50) следуют формулы (2.44). Далее,

sin
(
Z +

π

2
Î
)

= sinZ cos
(π

2
Î
)

+ cosZ sin
(π

2
Î
)
, (2.51)

cos
(
Z +

π

2
Î
)

= cosZ cos
(π

2
Î
)
− sinZ sin

(π
2
Î
)
. (2.52)

В силу (2.48), (2.49)
sin
(π

2
Î
)

= Î , cos
(π

2
Î
)

= Ô. (2.53)

Из соотношений (2.51)–(2.53) следуют формулы (2.45).
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Аналогично показывается, что для любого Z ∈ A

sin
(
Z − π

2
Î
)

= − cosZ, cos
(
Z − π

2
Î
)

= sinZ.

Укажем, как операторы из алгебры A, определяемые суммами сходящихся рядов,
действуют в пространстве E2

R.

З а м е ч а н и е 2.4. Из сходимости (по норме) последовательности Hn, n ∈ N, с чле-
нами из алгебры A к оператору H ∈ A следует ее поточечная сходимость (в иной тер-
минологии сильная сходимость).

Действительно, сходимость по норме означает, что

‖Hn −H‖ → 0. (2.54)

Для любого фиксированного w ∈ E2
R получаем

‖Hnw −Hw‖ = ‖(Hn −H)w‖ ≤ ‖Hn −H‖ ‖w‖. (2.55)

В силу (2.54), (2.55) ‖Hnw −Hw‖ → 0, т. е. последовательность {Hn} сходится поточечно.
Пусть ряд

∞∑
k=1

Zk (2.56)

с членами из алгебры A сходится и его сумма S принадлежит A. Это означает, по

определению, что последовательность частичных сумм Sn =
n∑
k=1

Zk, n ∈ N, ряда (2.56)

сходится к S, т. е. ‖Sn − S‖ → 0. Следовательно, в силу замечания 2.4 имеем для любого
фиксированного w ∈ E2

R
‖Snw − Sw‖ → 0. (2.57)

Заметим, что

Snw =
( n∑
k=1

Zk

)
w =

n∑
k=1

(Zkw)

является n -ой частичной суммой ряда

∞∑
k=1

(Zkw). (2.58)

Следовательно, в силу (2.57) ряд (2.58) сходится, и его сумма равна Sw :

Sw =
∞∑
k=1

(Zkw).

Пусть, например, H ∈ A, H фиксирован. Тогда оператор

eH =
∞∑
k=0

Hk

k!
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действует в пространстве E2
R по правилу: для любого w ∈ E2

R

eHw =
∞∑
k=0

Hkw

k!
.

Комплексные операторные тригонометрические функции tgZ, ctgZ определяются
равенствами

tgZ = sinZ cos−1 Z, ctgZ = cosZ sin−1 Z,

где cos−1 Z = (cosZ)−1 , sin−1 Z = (sinZ)−1 — обратные операторы соответственно для
операторов cos Z, sinZ.

Области определения этих функций имеют вид

D (tgZ) = {Z ∈ A : cosZ ∈ AG}, D (ctgZ) = {Z ∈ A : sinZ ∈ AG}.

Покажем, что

D (tgZ) 6= ∅, D (ctgZ) 6= ∅, D (tgZ) ∩D (ctgZ) 6= ∅. (2.59)

Пусть

M1 =
{
α ∈ R : α 6= π

2
+ πm,m ∈ Z

}
, M2 = {α ∈ R : α 6= πm,m ∈ Z}.

Заметим, что M1, M2 являются соответственно областями определения скалярных функ-
ций tgα, ctgα. Рассмотрим множество

M = M1 ∩M2 =
{
α ∈ R : α 6= π

2
k, k ∈ Z

}
.

Лемма 2.2. Справедливы включения

αÎ ∈ D (tgZ) ∀α ∈M1, (2.60)

αÎ ∈ D (ctgZ) ∀α ∈M2, (2.61)

αÎ ∈ D (tgZ) ∩D (ctgZ) ∀α ∈M. (2.62)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из соотношения (2.49) следует, что при любом α ∈ M1 су-
ществует

cos−1
(
αÎ
)

=
1

cosα
Î, (2.63)

следовательно, определен tg
(
αÎ
)

= sin
(
αÎ
)

cos−1
(
αÎ
)
. Включение (2.60) доказано.

Далее, из соотношения (2.48) видно, что при любом α ∈M2 существует

sin−1
(
αÎ
)

=
1

sinα
Î, (2.64)

значит, определен ctg
(
αÎ
)

= cos
(
αÎ
)

sin−1
(
αÎ
)
. Включение (2.61) установлено.

Включение (2.62) следует из (2.60), (2.61).
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В силу леммы 2.2 справедливы соотношения (2.59).
В силу (2.48), (2.49), (2.63), (2.64) имеем

tg
(
αÎ
)

= Î tgα ∀α ∈M1,

ctg
(
αÎ
)

= Î ctgα ∀α ∈M2.

Для любого Z ∈ D (tgZ) ∩D (ctgZ) справедливо тождество

tgZ ctgZ = Î . (2.65)

Действительно, используя сочетательное свойство Z1 (Z2Z3) = (Z1Z2)Z3 алгебры A, по-
лучаем

tgZ ctgZ =
(
sinZ cos−1 Z

)(
cosZ sin−1 Z

)
= sinZ

(
cos−1 Z

(
cosZ sin−1 Z

))
= sinZ

((
cos−1 Z cosZ

)
sin−1 Z

)
= sinZ

(
Î sin−1 Z

)
= sinZ sin−1 Z = Î .

Для комплексных операторов справедливо следующее утверждение, аналогичное лем-
ме из [10, c. 141]:

Лемма 2.3. Пусть
H1, H2 ∈ AG. (2.66)

Тогда
H1H2 ∈ AG (2.67)

и справедливо равенство
(H1H2)

−1 = H−12 H−11 . (2.68)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем, что уравнение

(H1H2)w = h (2.69)

при любом фиксированном h ∈ E2
R имеет единственное решение w ∈ E2

R. Это будет
означать, что R (H1H2) = E2

R и существует (H1H2)
−1 : E2

R → E2
R.

Применяя к обеим частям уравнения (2.69) оператор H−11 , получаем

H2w = H−11 h. (2.70)

Применяя к обеим частям уравнения (2.70) оператор H−12 , имеем

w =
(
H−12 H−11

)
h, (2.71)

т. е. уравнение (2.69) при любом фиксированном h ∈ E2
R имеет единственное решение

(2.71), принадлежащее пространству E2
R.

Из равенства (2.71) следует формула (2.68). В силу (2.66) H−12 , H−11 ∈ A, следова-
тельно, в силу (2.68) оператор (H1H2)

−1 принадлежит алгебре A как произведение двух
операторов из этой алгебры. Справедливость включения (2.67) установлена.
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Применяя лемму 2.3, для любого Z ∈ D (tgZ) ∩D (ctgZ) , получаем

ctg−1Z =
(
cosZ sin−1 Z

)−1
= sinZ cos−1 Z = tgZ,

tg−1 Z =
(
sinZ cos−1 Z

)−1
= cosZ sin−1 Z = ctgZ,

т. е.
tgZ = ctg−1Z, ctgZ = tg−1Z. (2.72)

Покажем периодичность функций tgZ, ctgZ.

Теорема 2.6. Любой комплексный оператор Tm = πmÎ, m ∈ Z, m 6= 0, является
периодом функций tgZ, ctgZ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно определению периодической функции нужно по-
казать, что для любого Z ∈ D (tgZ) выполнено

Z + πmÎ ∈ D (tgZ) , (2.73)

tg
(
Z + πmÎ

)
= tgZ, (2.74)

а для любого Z ∈ D (ctgZ) выполнено

Z + πmÎ ∈ D (ctgZ) , (2.75)

ctg
(
Z + πmÎ

)
= ctgZ. (2.76)

Любой оператор Z ∈ A коммутирует с любым оператором πmÎ, m ∈ Z, следователь-
но, в силу (2.33), (2.34)

sin
(
Z + πmÎ

)
= sinZcos

(
πmÎ

)
+ cosZ sin

(
πmÎ

)
, (2.77)

cos
(
Z + πmÎ

)
= cosZ cos

(
πmÎ

)
− sinZ sin

(
πmÎ

)
. (2.78)

В силу (2.48), (2.49)
sin
(
πmÎ

)
= Ô, cos

(
πmÎ

)
= (−1)mÎ . (2.79)

В силу (2.77)–(2.79)
sin
(
Z + πmÎ

)
= (−1)m sinZ, (2.80)

cos
(
Z + πmÎ

)
= (−1)m cosZ. (2.81)

Пусть Z ∈ D (tgZ) . Тогда, в силу (2.81) существует

cos−1
(
Z + πmÎ

)
= (−1)−m cos−1 Z, (2.82)

следовательно, определен

tg
(
Z + πmÎ

)
= sin

(
Z + πmÎ

)
cos−1

(
Z + πmÎ

)
,

т. е. справедливо включение (2.73). В силу (2.80), (2.82)

tg
(
Z + πmÎ

)
= (−1)m sinZ (−1)−m cos−1 Z = sinZ cos−1 Z = tgZ.

Равенство (2.74) доказано. Пусть Z ∈ D (ctgZ) . Тогда, в силу (2.80) существует

sin−1
(
Z + πmÎ

)
= (−1)−m sin−1 Z, (2.83)

значит, определен ctg
(
Z + πmÎ

)
= cos

(
Z + πmÎ

)
sin−1

(
Z + πmÎ

)
, т. е. справедливо вклю-

чение (2.75). Из соотношений (2.81), (2.83) следует равенство (2.76).
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В качестве основного периода функций tgZ, ctgZ берется оператор T1 = πÎ.

Покажем, что для функций tgZ, ctgZ верны стандартные формулы приведения.

Теорема 2.7. Для любого Z ∈ D (tgZ) ∩D (ctgZ) справедливы равенства

tg
(
Z +

π

2
Î
)

= −ctgZ, ctg
(
Z +

π

2
Î
)

= −tgZ. (2.84)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу (2.45) существуют

sin−1
(
Z +

π

2
Î
)

= cos−1 Z, (2.85)

cos−1
(
Z +

π

2
Î
)

= − sin−1 Z. (2.86)

Из соотношений (2.45), (2.85), (2.86) следуют формулы (2.84).

Комплексные операторные тригонометрические функции secZ, cosecZ определяются
равенствами

secZ = cos−1 Z, cosecZ = sin−1 Z.

Для этих функций

D (secZ) = {Z ∈ A : cosZ ∈ AG}, D (cosecZ) = {Z ∈ A : sinZ ∈ AG}.

Таким образом, D (secZ) = D (tgZ) , D (cosecZ) = D (ctgZ) . Следовательно, в силу лем-
мы 2.2

αÎ ∈ D (secZ) ∀α ∈M1,

αÎ ∈ D (cosecZ) ∀α ∈M2,

αÎ ∈ D (secZ) ∩D (cosecZ) ∀α ∈M,

и для таких значений аргумента получаем в силу (2.63), (2.64)

sec
(
αÎ
)

= Î secα, cosec
(
αÎ
)

= Î cosecα.

Заметим, что
sec Ô = Î , Ô /∈ D (cosecZ) , sec (−Z) = secZ,

cosec (−Z) = −cosecZ, cosZ secZ = Î , sinZ cosecZ = Î .

Для любого Z ∈ D (secZ) ∩D (cosecZ) , используя лемму 2.3, получаем равенство

secZ cosecZ = (sinZ cosZ)−1

или в силу формулы sinZ cosZ = 2−1 sin 2Z равенство

secZ cosecZ = 2 sin−1 2Z.

Функции secZ, cosecZ периодичны: любой комплексный оператор Tm = 2πmÎ, m ∈ Z,
m 6= 0, является периодом этих функций:

sec
(
Z + 2πmÎ

)
= secZ ∀Z ∈ D (secZ) ,
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cosec
(
Z + 2πmÎ

)
= cosecZ ∀Z ∈ D (cosecZ)

(это следует из периодичности функций sinZ, cosZ). В качестве основного периода функ-
ций secZ, cosecZ берется оператор T1 = 2πÎ.

Для функций secZ, cosecZ справедливы формулы приведения

sec
(
Z + πÎ

)
= −secZ ∀Z ∈ D (secZ) ,

cosec
(
Z + πÎ

)
= −cosecZ ∀Z ∈ D (cosecZ) ,

sec
(
Z +

π

2
Î
)

= −cosecZ, cosec
(
Z +

π

2
Î
)

= secZ, ∀Z ∈ D (secZ) ∩D (cosecZ)

(это следует из формул (2.44), (2.45)).

3. Комплексные операторные гиперболические функции

По определению, для любого Z ∈ A

shZ =
∞∑
k=0

Z2k+1

(2k + 1)!
, chZ =

∞∑
k=0

Z2k

(2k)!
. (2.87)

Обоснование корректности определений (2.87) аналогично случаю функции eZ .

Заметим, что sh Ô = Ô, ch Ô = Î ,

sh (−Z) = −shZ, ch (−Z) = chZ. (2.88)

Для любого Z ∈ A, используя замечание 2.2, имеем

eZ =
∞∑

m=0

Zm

m!
=

∞∑
k=0

[
Z2k

(2k)!
+

Z2k+1

(2k + 1)!

]
=

∞∑
k=0

Z2k

(2k)!
+
∞∑
k=0

Z2k+1

(2k + 1)!
= chZ + shZ.

Получили соотношение
eZ = shZ + chZ. (2.89)

В силу (2.88), (2.89)
e−Z = −shZ + chZ. (2.90)

Из соотношений (2.89), (2.90) получаем равенства

shZ =
eZ − e−Z

2
, (2.91)

chZ =
eZ + e−Z

2
. (2.92)

Найдем соотношения, связывающие комплексные операторные тригонометрические
функции sinZ, cosZ и комплексные операторные гиперболические функции shZ, chZ.

В силу (2.29), (2.30), (2.91), (2.92)

sinZ = −J sh (JZ) , (2.93)

cosZ = ch (JZ) . (2.94)
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Заменяя в равенствах (2.93), (2.94) Z на −JZ и используя соотношение (0.6), получаем

− J shZ = sin (−JZ) , (2.95)

chZ = cos (−JZ) . (2.96)

Умножая слева обе части равенства (2.95) на J и учитывая соотношение (2.21), имеем

shZ = −J sin (JZ) . (2.97)

В силу (2.22) равенство (2.96) принимает вид

chZ = cos (JZ) . (2.98)

Из равенства (2.97) получаем
sin (JZ) = J shZ. (2.99)

Формулу (2.98) можно записать в виде

cos (JZ) = chZ. (2.100)

В силу (2.93), (2.94)
sh (JZ) = J sinZ, (2.101)

ch (JZ) = cosZ. (2.102)

Покажем справедливость основного комплексного операторного гиперболического тож-
дества: для любого Z ∈ A

ch2 Z − sh2 Z = Î . (2.103)

Используя соотношения (0.6), (0.7), (2.23), (2.32), (2.97), (2.98), получаем

ch2 Z − sh2 Z = cos2 (JZ)− (−J sin (JZ))2

= cos2 (JZ)− J2 sin2 (JZ) = cos2 (JZ) + sin2 (JZ) = Î .

Тождество (2.103) доказано.
Для любых Z1, Z2 ∈ A, удовлетворяющих условию (2.4), справедливы формулы сло-

жения:
sh (Z1 + Z2) = shZ1chZ2 + chZ1shZ2, (2.104)

ch (Z1 + Z2) = chZ1chZ2 + shZ1shZ2. (2.105)

Доказательство формул (2.104), (2.105) идентично: с помощью соотношений (2.5), (2.91),
(2.92) показывается, что правая часть формулы равна ее левой части.

В силу (2.104), (2.105) справедливы формулы двойного аргумента: для любого Z ∈ A

sh 2Z = 2shZ chZ, ch 2Z = ch2 Z + sh2 Z.

Из соотношений (2.88), (2.104), (2.105) следует, что для любых Z1, Z2 ∈ A, удовлетво-
ряющих условию (2.4), справедливы равенства

sh (Z1 − Z2) = shZ1chZ2 − chZ1shZ2, (2.106)

ch (Z1 − Z2) = chZ1chZ2 − shZ1shZ2. (2.107)
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Из (2.103)–(2.107) следуют формулы преобразования произведения комплексных опе-
раторных гиперболических функций в сумму:

shZ1chZ2 =
1

2
[sh (Z1 + Z2) + sh (Z1 − Z2)], (2.108)

chZ1chZ2 =
1

2
[ch (Z1 + Z2) + ch (Z1 − Z2)], (2.109)

shZ1shZ2 =
1

2
[ch (Z1 + Z2)− ch (Z1 − Z2)]. (2.110)

Из последних трех равенств следуют формулы преобразования суммы и разности од-
ноименных комплексных операторных гиперболических функций в произведение:

shZ1 + shZ2 = 2sh
Z1 + Z2

2
ch
Z1 − Z2

2
, (2.111)

shZ1 − shZ2 = 2sh
Z1 − Z2

2
ch
Z1 + Z2

2
, (2.112)

chZ1 + chZ2 = 2ch
Z1 + Z2

2
ch
Z1 − Z2

2
, (2.113)

chZ1 − chZ2 = 2sh
Z1 − Z2

2
sh
Z1 + Z2

2
. (2.114)

Напомним, что формулы (2.104)–(2.114) справедливы при выполнении условия (2.4).
В дальнейшем потребуется следующее утверждение.
Пусть P,Q ∈ A, P,Q фиксированы, комплексные операторные степенные ряды

R1 =
∞∑
i=1

αiP
i, R2 =

∞∑
j=1

βjQ
j, (2.115)

где αi, βj ∈ R; i, j ∈ N, сходятся абсолютно, и их суммы равны соответственно SP , SQ.

Напомним (см. замечание 2.1), что в этом случае ряды (2.115) являются сходящимися.

Лемма 2.4. При выполнении условия

PQ = QP (2.116)

справедливо равенство
SPSQ = SQSP . (2.117)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Применяя сочетательное свойство операции умножения ал-
гебры A и условие (2.116), получаем

PmQn = QnPm ∀m,n ∈ N. (2.118)

Используя произведение рядов в форме Коши и формулу (2.118), получаем

R1R2 =
∞∑
k=2

∑
i+j=k

[(
αiP

i
) (
βjQ

j
)]

=
∞∑
k=2

∑
j+i=k

[(
βjQ

j
) (
αiP

i
)]

= R2R1.

Таким образом, R1R2 = R2R1, значит, в силу следствия 2.1 справедливо (2.117).



О КОМПЛЕКСНЫХ ОПЕРАТОРНЫХ ФУНКЦИЯХ 347

Найдем вид действительной и мнимой частей функций sinZ, cosZ для значений
Z ∈ AK .

Пусть Z = X + JY ∈ AK . Используя соотношения (0.6), (0.7), (2.10), (2.21), (2.22),
(2.91)–(2.94), получаем

sinZ = sin (X + JY ) = chY sinX + JshY cosX, (2.119)

cosZ = cos (X + JY ) = chY cosX − JshY sinX. (2.120)

Пусть X, Y фиксированы. Используя условие XY = Y X, лемму 2.4 для комплексных
операторов из подалгебры A1 и соглашение (0.4), приходим к выводу: операторы

sinX =
∞∑
k=0

(−1)2k+1 X2k+1

(2k + 1)!
, cosX =

∞∑
k=0

(−1)k
X2k

(2k)!

попарно коммутируют с операторами

shY =
∞∑
k=0

Y 2k+1

(2k + 1)!
, chY =

∞∑
k=0

Y 2k

(2k)!
.

Следовательно, равенства (2.119), (2.120) можно записать в виде

sinZ = sin (X + JY ) = sinXchY + J cosXshY,

cosZ = cos (X + JY ) = cosXchY − J sinXshY.

Таким образом, для Z = X + JY ∈ AK имеем

Re (sinZ) = sinXchY, Im (sinZ) = cosXshY ;

Re (cosZ) = cosXchY, Im (cosZ) = − sinXshY.

Комплексные операторные гиперболические функции thZ, cthZ определяются ра-
венствами

thZ = shZ ch−1Z, cthZ = chZ sh−1Z,

где ch−1Z = (chZ)−1 , sh−1Z = (shZ)−1 — обратные операторы соответственно для опе-
раторов chZ, shZ. Для этих функций

D (thZ) = {Z ∈ A : chZ ∈ AG},

D (cthZ) = {Z ∈ A : shZ ∈ AG}.

Покажем, что

D (thZ) 6= ∅, D (cthZ) 6= ∅, D (thZ) ∩D (cthZ) 6= ∅. (2.121)

Лемма 2.5. Для любого α ∈ R справедливо включение

αÎ ∈ D (thZ) , (2.122)

а при любом α ∈ R, α 6= 0 — включения

αÎ ∈ D (cthZ) , (2.123)

αÎ ∈ D (thZ) ∩D (cthZ) . (2.124)



348 В.И. Фомин

Д о к а з а т е л ь с т в о. Используя определение функции eZ и равенство În = Î ,

n ∈ N, получаем для любого α ∈ R

eαÎ = eαÎ , e−αÎ = e−αÎ . (2.125)

Применяя соотношения (2.91), (2.92), (2.125), получаем

sh
(
αÎ
)

= Î shα при любом α ∈ R, (2.126)

ch
(
αÎ
)

= Î chα при любом α ∈ R. (2.127)

Заметим, что
shα 6= 0 при любом α ∈ R, α 6= 0, (2.128)

chα 6= 0 при любом α ∈ R. (2.129)

В силу (2.127), (2.129) для любого α ∈ R существует

ch−1
(
αÎ
)

=
1

chα
Î, (2.130)

следовательно, определен th
(
αÎ
)

= sh
(
αÎ
)
ch−1

(
αÎ
)
. Включение (2.122) доказано.

Далее, в силу (2.126), (2.128) для любого α ∈ R, α 6= 0, существует

sh−1
(
αÎ
)

=
1

shα
Î, (2.131)

значит, определен cth (αÎ) = ch (αÎ)sh−1(αÎ).

Включение (2.123) установлено. Включение (2.124) следует из (2.122), (2.123).

В силу леммы 2.5 справедливы соотношения (2.121).
В силу (2.126), (2.127), (2.130), (2.131)

th
(
αÎ
)

= Î thα при любом α ∈ R,

cth
(
αÎ
)

= Î cthα при любом α ∈ R, α 6= 0.

Заметим, что th Ô = Ô, Ô /∈ D (cthZ) , th (−Z) = −thZ, cth (−Z) = − cthZ.

Пусть H ∈ AG. В силу включения J ∈ AG и леммы 2.3 JH ∈ AG и (JH)−1 = H−1J−1

или в силу соотношений (0.7), (2.28)

(JH)−1 = −JH−1. (2.132)

Теорема 2.8. Справедливы тождества:

tg (JZ) = J thZ ∀Z ∈ D (thZ) , (2.133)

ctg (JZ) = −J cthZ ∀Z ∈ D (cthZ) , (2.134)

th (JZ) = J tgZ ∀Z ∈ D (tgZ) , (2.135)

cth (JZ) = −J ctgZ ∀Z ∈ D (ctgZ) . (2.136)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть Z ∈ D (thZ) . В силу (2.100) существует

cos−1 (JZ) = ch−1Z. (2.137)

Используя соотношения (2.99), (2.137), получаем

tg (JZ) = sin (JZ) cos−1 (JZ) = J shZ ch−1Z = J thZ.

Тождество (2.133) доказано.
Пусть Z ∈ D (cthZ) . В силу (2.99), (2.132) существует

sin−1 (JZ) = −Jsh−1Z. (2.138)

Применяя соотношения (0.7), (2.100), (2.138), имеем

ctg (JZ) = cos (JZ) sin−1 (JZ) = chZ
(
−J sh−1Z

)
= −J chZsh−1Z = −J cthZ.

Тождество (2.134) установлено.
Пусть Z ∈ D (tgZ) . В силу (2.102) существует

ch−1 (JZ) = cos−1 Z. (2.139)

Используя соотношения (2.101), (2.139), получаем

th (JZ) = sh (JZ) ch−1 (JZ) = J sinZ cos−1 Z = J tgZ.

Тождество (2.135) доказано. Пусть Z ∈ D (ctgZ) . В силу (2.101), (2.132) существует

sh−1 (JZ) = −J sin−1 Z. (2.140)

Применяя соотношения (0.7), (2.102), (2.140), имеем

cth (JZ) = ch (JZ) sh−1 (JZ) = cosZ(−J sin−1 Z) = −J cosZ sin−1 Z = −J ctgZ.

Тождество (2.136) установлено.

Для любого Z ∈ D(thZ) ∩D(cthZ)

thZ cthZ = Î , (2.141)

thZ = cth−1Z, cthZ = th−1Z. (2.142)

Тождество (2.141) доказывается так же, как тождество (2.65). Доказательство равенств
(2.142) аналогично доказательству соотношений (2.72).

Комплексные операторные гиперболические функции секанс и косеканс определяются
равенствами

sechZ = ch−1 Z, cosechZ = sh−1 Z.

Для этих функций
D (sechZ) = {Z ∈ A : chZ ∈ AG},

D (cosechZ) = {Z ∈ A : shZ ∈ AG}.
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Таким образом, D (sechZ) = D (thZ) , D (cosechZ) = D (cthZ) . Следовательно, в силу
леммы 2.5 для любого α ∈ R выполнено

αÎ ∈ D (sechZ) ,

а любого α ∈ R, α 6= 0 выполнено

αÎ ∈ D (cosechZ) ,

αÎ ∈ D (sechZ) ∩D (cosechZ) ,

и для таких значений аргумента в силу (2.130), (2.131) получаем

sech
(
αÎ
)

= Î sechα, cosech
(
αÎ
)

= Î cosechα.

Заметим, что

sech Ô = Î , Ô /∈ D (cosechZ) , sech (−Z) = sechZ,

cosech (−Z) = − cosechZ, chZ sechZ = Î , shZcosechZ = Î .

Для любого Z ∈ D(sechZ) ∩D(cosechZ), используя лемму 2.3, получаем

sechZcosechZ = (shZchZ)−1

или в силу формулы shZchZ = 2−1sh2Z

sechZcosechZ = 2sh−12Z.

Следующим этапом в изучении комплексных операторных функций из семейства (0.14)
является построение обратных функций LnZ, ArcsinZ, ArccosZ, ArctgZ, ArcctgZ. Эти
функции являются многозначными как функции, обратные периодическим функциям.

В перспективе естественный интерес представляет исследование вопросов, связанных с
дифференцированием и интегрированием комплексных операторных функций семейства
(0.14), в частности, конкретных функций из этого семейства, рассмотренных в данной
работе.

В более отдаленной перспективе видится создание теории комплексных операторных
функций нескольких комплексных операторных переменных.

Результаты данной работы анонсированы в [11,12].
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Аннотация. Рассматриваются вопросы, связанные с реализацией множеств притяжения
(МП) в абстрактных задачах о достижимости с ограничениями асимптотического характе-
ра (ОАХ). Исследуется возможность реализации МП с точностью до произвольной окрест-
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Введение

Настоящая статья продолжает исследование [1]. Основным предметом настоящего ис-
следования являются множества притяжения (МП) в задачах о достижимости в тополо-
гических пространствах (ТП) с ограничениями асимптотического характера (ОАХ). Упо-
мянутые ОАХ могут возникать при последовательном ослаблении стандартных ограни-
чений (неравенства — в задачах математического программирования; краевые и проме-
жуточные условия, фазовые ограничения — в задачах управления), но могут задаваться
и изначально (см., в частности, [2, 3]). Так или иначе возникает непустое семейство мно-
жеств в пространстве обычных (доступных для непосредственного применения) решений,
которое без потери общности можно считать направленным (двойственно к упорядочен-
ности по включению). Предполагая, что каждому обычному решению (или управлению)
сопоставляется точка топологического пространства (ТП), мы имеем некоторое целевое
отображение (ЦО). Образы множеств с точками в виде обычных решений (управлений)
при действии ЦО можно трактовать как аналоги областей достижимости (ОД) в задачах
управления (см. в этой связи [4–6]). Известно, что ослабление стандартных ограничений
в задачах управления зачастую приводит к скачкообразному расширению ОД. Возника-
ющее при этом предельное множество, отвечающее семейству ОД при ослабленных усло-
виях, является МП, реализуемым (в задачах об исследовании ОД управляемой системы
с конечномерным фазовым пространством) в обычной секвенциальной форме, что соответ-
ствует идейно конструкциям на основе приближенных решений Дж. Варги (см. [7, гл. III])
в задачах оптимизации и, в частности, в задачах оптимального управления. Однако под-
ход, связанный с построением МП в задачах о достижимости с ОАХ, является намного
более общим; он охватывает, в частности, и уже упоминавшиеся случаи, когда ОАХ не
связаны с ослаблением каких-либо стандартных ограничений. С другой стороны, в рам-
ках данного подхода, базирующегося на конструкциях общей топологии, неестественным
является и исключительно секвенциальный вариант реализации элементов МП; здесь уже
имеет смысл использовать направленности и фильтры в качестве аналогов приближенных
решений Дж. Варги. Отметим, что при таком (расширенном) определении МП удается
охватить и некоторые, далекие на первый взгляд от ОД управляемых систем, объекты.
Так, в [1] указан вариант МП в пространстве ультрафильтров (у/ф) широко понимаемо-
го измеримого пространства (ИП): имеется в виду «совокупность» у/ф, мажорирующих
наперед заданный фильтр.

Вместе с тем следует отметить, что МП являются по самому смыслу обобщенными
пределами некоторых «настоящих» достижимых множеств (ДМ) (в задачах управления
таковыми следует признать замыкания обычных ОД; замыкание здесь выступает в ро-
ли несущественной «технической» операции, не связанной с ослаблением стандартных
ограничений исходной задачи). Упомянутые ДМ отвечают всякий раз стандартному огра-
ничению на выбор обычного решения (управления) в виде множества из семейства, по-
рождающего ОАХ; при этом соответствующее МП является п/м каждого такого ДМ.
Вполне естественным является вопрос о реализации МП в классе ДМ, соответствующих
семейству, порождающему ОАХ, с точностью до любой наперед выбранной окрестности
исходного МП (т. е. о реализации уже не только в пределе). В этой связи отметим по-
строения [8, § 3.6], естественное развитие которых осуществляется в настоящей работе.
В частности, мы рассматриваем, продолжая [1] , данные построения в пространстве у/ф
при оснащении топологиями стоуновского и волмэновского типов.
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В связи с общими вопросами построения расширений задач о достижимости с ОАХ от-
метим, что здесь вполне применимы методы, использовавшиеся в случае экстремальных
задач и, в частности, задач оптимального управления. Особо отметим подход Дж. Варги
(см. [7, гл. III,IV]); в частности, напомним понятия точных, приближенных и обобщенных
решений в [7, гл. III]. Отметим исследования Р.В. Гамкрелидзе, касающиеся применения
управлений-мер (мерозначных функций) в задачах оптимального управления и, в частно-
сти, в задаче быстродействия (см. [9]).

В задачах теории дифференциальных игр Н.Н. Красовский и А.И. Субботин широко
использовали конструкции решения с приближенным соблюдением фазовых ограничений
в виде сечений стабильных мостов, что позволило установить фундаментальную теоре-
му об альтернативе (см. [10, 11]). Кроме того, в их работах использовались управления-
меры на этапе построения программных конструкций для решения нелинейных диффе-
ренциальных игр (см. [11]). Отметим в этом направлении также монографию [12] и се-
рию журнальных публикаций в связи с методом программных итераций, где применялись
управления-меры.

Для построения расширений в задачах импульсного управления Н.Н. Красовский
предложил использовать аппарат обобщенных функций (см. [4, гл. 4,§ 14]), что впо-
следствии стало основой в конструкциях импульсного управления. Для линейных систем
управления с ограничениями импульсного и моментного характера и разрывностью в ко-
эффициентах при управляющих воздействиях (в [2, 3, 8, 13, 14] и ряде других работ) ис-
пользовались процедуры расширения в классе конечно-аддитивных мер как в случае экс-
тремальных задач, так и в случае задач о достижимости, где с их помощью определялись
МП в классе обобщенных управлений. Этот подход получил естественное развитие в виде
конструкций, использующих у/ф широко понимаемых ИП (см. [1, 15,16]).

1. Основные понятия

В статье используется стандартная теоретико-множественная символика (кванторы,
связки и др.); ∅ — пустое множество, 4= — равенство по определению, def заменяет
фразу «по определению». Семейством называем множество, все элементы которого — мно-
жества. Принимаем аксиому выбора. Если x и y — объекты, то {x; y} есть def непустое
множество, содержащее x, y и не содержащее никаких других элементов. Тогда каждому
объекту z сопоставляется синглетон {z} 4= {z; z}, содержащий z : z ∈ {z}. Множества
— объекты и, следуя [17, с. 67], полагаем для объектов u и v, что (u, v)

4
= {{u}; {u; v}},

получая упорядоченную пару (УП) с первым элементом u и вторым элементом v. Для
каждой УП h через pr1(h) и pr2(h) обозначаем первый и второй элементы h, однозначно
определяемые условием h = (pr1(h), pr2(h)).

Множеству H сопоставляем семейство P(H) всех подмножеств (п/м) H и P ′(H)
4
=

P(H) \ {∅} (семейство всех непустых п/м H ); Fin(H) есть def семейство всех конечных
множеств из P ′(H). В качестве H может использоваться семейство. Множеству M и
(непустому) семейству M∈ P ′(P(M)) сопоставляем семейство

CM[M]
4
= {M \M : M ∈M} ∈ P ′(P(M)), (1.1)

двойственное к M. Если A — непустое семейство и B — множество, то

A|B
4
= { A ∩B : A ∈ A} ∈ P ′(P(B)) (1.2)



356 А. Г. Ченцов

есть след A на B. Используем (1.1), (1.2) в конструкциях, связанных с топологией. Если
H — семейство и S — множество, то

([H](S)
4
= {H ∈ H | S ⊂ H} ∈ P(H))&(]H [ (S)

4
= {H ∈ H | H ⊂ S} ∈ P(H)).

Наконец, множеству X и (непустому) семейству X ∈ P ′(P(X)) сопоставляем семейство

(COV)[X | X ]
4
= {χ ∈ P ′(X ) | X =

⋃
X∈χ

X} ∈ P(P ′(X ))

всех покрытий X множествами из X . Если P и Q — множества, то QP есть def мно-
жество всех функций из P в Q (при f ∈ QP и x ∈ P в виде f(x) ∈ Q имеем значение
функции f в точке x ); при g ∈ QP и C ∈ P(P ) в виде g1(C)

4
= {g(x) : x ∈ C} ∈ P(Q)

имеем образ C при действии g (для прообраза множества M ∈ P(Q) при действии
g используем стандартное обозначение g−1(M) ). Если A и B — непустые множества
и f ∈ BA, то

(f 1[A]
4
= {f 1(A) : A ∈ A} ∈ P ′(P(B)) ∀A ∈ P ′(P(A))) (1.3)

&(f−1[B]
4
= {f−1(B) : B ∈ B} ∈ P ′(P(A)) ∀B ∈ P ′(P(B)));

семейства, определяемые в (1.3), называем образом и прообразом соответствующих под-
семейств P(A) и P(B) соответственно.

Через R обозначаем вещественную прямую, N 4
= {1; 2; . . .} ∈ P ′(R) и

1, n
4
= {k ∈ N | k 6 n} ∈ P ′(N) ∀n ∈ N.

Мы полагаем, что элементы N, т. е. натуральные числа, множествами не являются. С уче-
том этого для каждых множества H и числа n ∈ N вместо H1,n используем более тради-
ционное обозначение Hn для множества всех отображений из 1, n в H, именуемых далее
кортежами («длины» n ). В дальнейшем используем индексную форму записи функций
(см. [18, с. 20,21]) и, в частности, кортежей.

Специальные семейства. Фиксируем до конца настоящего раздела множество I.

В виде

π[I]
4
= {I ∈ P ′(P(I)) | (∅ ∈ I)&(I ∈ I)&(A ∩B ∈ I ∀A ∈ I ∀B ∈ I)} (1.4)

имеем семейство всех π -систем [19, с. 14] п/м I с «нулем» и «единицей». Среди всевоз-
можных π -систем из семейства (1.4) выделяем отделимые:

π̃0[I]
4
= { I ∈ π[I] | ∀L ∈ I ∀x ∈ I \ L ∃Λ ∈ I : (x ∈ Λ)&(Λ ∩ L = ∅)}

есть семейство всех отделимых π -систем из (1.4). В качестве примера π -системы отметим
полуалгебру множеств (см. [20, гл. I]). При этом ∀L ∈ π[I] ∀A ∈ P(I) ∀n ∈ N

∆n(A,L)
4
= { (Li)i∈1,n ∈ Ln | (A =

n⋃
i=1

Li)&(Lp ∩ Lq = ∅ ∀p ∈ 1, n ∀q ∈ 1, n \ {p})}

(введены упорядоченные конечные разбиения A множествами π -системы L ). Тогда

Π[I]
4
= {I ∈ π[I]| ∀J ∈ I ∃n ∈ N : ∆n(I \ J, I) 6= ∅} ∈ P ′(π̃0[I]) (1.5)
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(заметим, что P(I) ∈ Π[I] ). Итак, при I ∈ Π[I] мы имеем вариант отделимой π -системы;
заметим, что (I, I) есть в этом случае измеримое пространство (ИП) с полуалгеброй
множеств (алгебры и σ -алгебры п/м I — суть частные случаи полуалгебр). Вообще, при
I ∈ π[I] мы рассматриваем (I, I) как широко понимаемое ИП; отметим. что в этом случае
в виде

(Cen)[I]
4
= {Z ∈ P ′(I) |

⋂
Z∈K

Z 6= ∅ ∀K ∈ Fin(Z)}

реализуется семейство всех непустых центрированных подсемейств I.

2. Элементы топологии

В настоящем разделе мы сосредоточимся на некоторых представлениях топологиче-
ских пространств (ТП), так или иначе связанных с вопросами отделимости и свойствами
окрестностей. Однако, сначала введем ряд общих обозначений, фиксируя до тех пор, пока
не будет оговорено противное, множество I; тогда в виде

(top)[I]
4
= {τ ∈ π[I] |

⋃
G∈G

G ∈ τ ∀G ∈ P ′(τ)} = {τ ∈ π[I] |
⋃
G∈G

G ∈ τ ∀G ∈ P(τ)}

имеем семейство всех топологий на множестве I. При τ ∈ (top)[I] в виде (I, τ) имеем
ТП, а в виде CI [τ ] — семейство всех замкнутых в (I, τ) п/м I; при x ∈ I полагаем, что
N0
τ (x)

4
= {G ∈ τ | x ∈ G} и

Nτ (x)
4
= {H ∈ P(I) | ∃G ∈ N0

τ (x) : G ⊂ H} = {H ∈ P(I) | ]N0
τ (x) [ (H) 6= ∅} (2.1)

(фильтр [21, гл. I] окрестностей x в ТП (I, τ) ), N0
τ (x) = τ ∩ Nτ (x). По аналогии с (2.1)

вводим окрестности множеств: если τ ∈ (top)[I] и A ∈ P(I), то N0
τ [A]

4
= {G ∈ τ | A ⊂ G}

и

Nτ [A]
4
= {H ∈ P(I) | ∃G ∈ N0

τ [A] : G ⊂ H} = {H ∈ P(I) | ] N0
τ [A] [ (H) 6= ∅}; (2.2)

ясно, что мы получаем два непустых подсемейства P(I). Конечно, при τ ∈ (top)[I] и
x ∈ I имеем равенства

(N0
τ (x) = N0

τ [{x}])&(Nτ (x) = Nτ [{x}]).

Мы полагаем далее, что

(D − top)[I]
4
= {τ ∈ (top)[I] | ∀x ∈ I ∀y ∈ I \ {x} ∃G ∈ N0

τ (x) : y /∈ G}, (2.3)

(top)0[I]
4
= {τ ∈ (top)[I] | ∀x ∈ I ∀y ∈ I \ {x}

∃G1 ∈ N0
τ (x) ∃G2 ∈ N0

τ (y) : G1 ∩G2 = ∅},
(2.4)

(top)0[I]
4
= {τ ∈ (top)[I] | ∀F ∈ CI [τ ] ∀x ∈ I \ F ∃G1 ∈ N0

τ [F ]

∃G2 ∈ N0
τ (x) : G1 ∩G2 = ∅},

(2.5)

(reg − top)[I]
4
= (D − top)[I] ∩ (top)0[I]. (2.6)
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В (2.3) имеем семейство всех достижимых топологий на I (т. е. топологий, превращающих
I в достижимые [22, c. 191] ТП), в (2.4) — семейство всех хаусдорфовых топологий (T2 -
топологий) на I; (2.5) определяет семейство всех топологий на I, превращающих I в T3 -
пространство; (2.6) — семейство всех топологий на I, реализующих каждая регулярное
ТП с «единицей» I. В виде

(c− top)[I] = {τ ∈ (top)[I] | ∀ξ ∈ (COV)[I | τ ] ∃K ∈ Fin(ξ) : I =
⋃
G∈K

G}

= {τ ∈ (top)[I] |
⋂
F∈F

F 6= ∅ ∀F ∈ (Cen)[CI [τ ]]}

(мы учитываем, что CI [τ̃ ] ∈ π[I] при τ̃ ∈ (top)[I] ) имеем семейство всех топологий,
превращающих I в компактное ТП; будем называть такие топологии компактными. Особо
выделяем

(c− top)0[I]
4
= (c− top)[I] ∩ (top)0[I];

при τ ∈ (c− top)0[I] называем ТП (I, τ) компактом. При τ ∈ (top)[I] в виде

(τ − comp)[I]
4
= {K ∈ P(I) | ∀ G ∈ P ′(τ)

(K ⊂
⋃
G∈G

G)⇒ (∃ K ∈ Fin(G) : K ⊂
⋃
G∈K

G)} ∈ P ′(P(I))

имеем семейство всех компактных в ТП (I, τ) п/м I (всегда ∅ ∈ (τ−comp)[I] ). Отметим
теперь ряд простых следствий известных определений (2.3)–(2.6), использующих [23, след-
ствие 3.1.5, теорема 3.1.6] и используемых в дальнейшем. Так, в частности,

(c− top)[I] = {τ ∈ (top)[I] | N0
τ [

⋂
F∈F

F] =
⋃

K∈Fin(F)

N0
τ [
⋂
F∈K

F] ∀F ∈ P ′(CI [τ ])}

= {τ ∈ (top)[I] | Nτ [
⋂
F∈F

F] =
⋃

K∈Fin(F)

Nτ [
⋂
F∈K

F] ∀F ∈ P ′(CI [τ ])}. (2.7)

В представлении (2.7) проявляется эквивалентность открытых и произвольных (см. [21,
гл. I]) окрестностей множеств; по этой причине далее мы будем ограничиваться, как пра-
вило, представлениями в терминах открытых окрестностей.

З а м е ч а н и е 2.1. В связи с (2.7) полезно отметить аналогию, касающуюся условий
счетной компактности. В этой связи заметим, что

(cN − top)[I]
4
= {τ ∈ (top)[I] | ∀ (Gi)i∈N ∈ τN (I =

⋃
i∈N

Gi)⇒ (∃n ∈ N : I =
n⋃
i=1

Gi)}

есть семейство всех топологий, превращающих I в счетно компактное ТП. Тогда, исполь-
зуя аналоги конструкции [8, предложение 3.6.2], получаем, что

(cN − top)[I] = {τ ∈ (top)[I] | N0
τ [
⋂
i∈N

Fi] =
⋃
k∈N

N0
τ [

k⋂
i=1

Fi] ∀ (Fi)i∈N ∈ CI [τ ]N}.

�
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В развитие [23, теорема 3.1.6] отметим весьма очевидное представление

(top)0[I] = {τ ∈ (top)[I] | ∀K1 ∈ (τ − comp)[I] ∀K2 ∈ (τ ∈ comp)[I]

(K1 ∩K2 = ∅)⇒ (∃ G1 ∈ N0
τ [K1] ∃ G2 ∈ N0

τ [K2] : G1 ∩G2 = ∅)}
(2.8)

(в (2.8) имеем понятное свойство: в T2 -пространстве компактные множества ведут себя
как точки). Аналогичное представление реализуется для T3 -пространств:

(top)0[I] = {τ ∈ (top)[I] | ∀A ∈ (τ − comp)[I]

∀B ∈ CI [τ ] (A ∩B = ∅)⇒ (∃ G1 ∈ N0
τ [A] ∃ G2 ∈ N0

τ [B] : G1 ∩G2 = ∅)}.

Отметим здесь полезное следствие, касающееся аналогичных представлений для регуляр-
ных ТП:

(reg − top)[I] = {τ ∈ (D − top)[I] | ∀A ∈ (τ − comp)[I]

∀B ∈ CI [τ ] (A ∩B = ∅)⇒ (∃ G1 ∈ N0
τ [A] ∃ G2 ∈ N0

τ [B] : G1 ∩G2 = ∅)}.

Отметим здесь же, что при τ ∈ (top)[I], n ∈ N и (Ki)i∈1,n ∈ (τ ∈ comp)[I]n

n⋃
i=1

Ki ∈ (τ ∈ comp)[I].

Тогда из (2.8) извлекается полезное следствие: если τ ∈ (top)0[I], n ∈ N и (Ki)i∈1,n ∈
(τ − comp)[I]n, то

(Kr ∩Ks = ∅ ∀ r ∈ 1, n ∀ s ∈ 1, n \ {r})

⇒ (∃ (Gi)i∈1,n ∈
n∏
i=1

N0
τ [Ki] : Gr ∩Gs = ∅ ∀ r ∈ 1, n ∀ s ∈ 1, n \ {r}).

Непрерывные и замкнутые отображения.
Фиксируем в настоящем пункте непустые множества X и Y, а также топологии τ1 ∈

(top)[X] и τ2 ∈ (top)[Y ]. В виде

C(X, τ1, Y, τ2)
4
= {f ∈ Y X | f−1[τ2] ⊂ τ1}

имеем множество всех непрерывных в смысле ТП (X, τ1) и (Y, τ2) функций из Y X . Мно-
жество всех замкнутых отображений из (X, τ1) в (Y, τ2) есть

Ccl(X, τ1, Y, τ2)
4
= {f ∈ C(X, τ1, Y, τ2) | f 1[CX [τ1]] ⊂ CY [τ2]}.

Наконец, почти совершенные отображения [23, с. 287] из (X, τ1) в (Y, τ2) образуют мно-
жество

Cap(X, τ1, Y, τ2)
4
= {f ∈ Ccl(X, τ1, Y, τ2) | f−1({y}) ∈ (τ1 − comp)[X] ∀ y ∈ Y }.

Замыкание.
Если (H, τ) есть ТП, т. е. H — множество и τ ∈ (top)[H], а A ∈ P(H), то

cl(A, τ)
4
= {h ∈ H | G ∩ A 6= ∅ ∀G ∈ N0

τ (h)} = {h ∈ H | S ∩ A 6= ∅ ∀S ∈ Nτ (h)}
=

⋂
F∈[CH [τ ]](A)

F ∈ [CH [τ ]](A),

где [CH [τ ]](A) ∈ P ′(CH [τ ]).
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3. Множества притяжения

В настоящем разделе мы обращаемся к проблеме о достижимости в ТП при ограни-
чениях асимптотического характера (ОАХ). Решение данной задачи естественно связать
с множеством притяжения (МП), которое по сути является регуляризованным вариантом
образа множества. Конкретный вариант данной проблемы можно связать с исследованием
области достижимости (ОД) управляемой системы (см. [4, c. 116], [6, раздел 4.2]).

Фиксируем непустое множество E, точки которого называем обычными решениями
или обычными управлениями в зависимости от контекста; п/м E могут выступать в
качестве способов задания ограничений. Мы допускаем использование в этом качестве
и непустых подсемейств P(E) ; среди последних будем выделять направленные подсемей-
ства. В виде

β[E]
4
= {E ∈ P ′(P(E)) | ∀Σ1 ∈ E ∀Σ2 ∈ E ∃Σ3 ∈ E : Σ3 ⊂ Σ1 ∩ Σ2} (3.1)

имеем семейство всех направленных (двойственно к вложению) подсемейств P(E). Заме-
тим, что β0[E]

4
= {B ∈ β[E] | ∅ /∈ B} есть семейство всех баз фильтров п/м E; данное

семейство играет важную роль в построениях общей топологии (см. [21, гл. I]). Если (X, τ)

есть ТП, X 6= ∅, f ∈ XE и E ∈ β[E], то полагаем, что

(AS)[E;X; τ ; f ; E ]
4
=

⋂
Σ∈E

cl(f 1(Σ), τ); (3.2)

мы называем (3.2) МП при ОАХ в виде направленного семейства E и целевом отображе-
нии f (заметим, что МП рассматривались [24, (2.3)] и для случая произвольных непустых
подсемейств P(E), но мы будем ограничиваться вариантом (3.2) для E ∈ β[E], имея в
виду простую связь [24, (2.2),(2.3)] с более общими построениями (см. также [24, предло-
жение 1])). В связи с выбором целевого отображения f в (3.2) напомним одно полезное
множество, использовавшееся в [25]: для произвольного ТП (X, τ), X 6= ∅,

F0
c[E;X; τ ]

4
= {f ∈ XE | f 1(E) ∈ (τ − comp)0[X]}, (3.3)

где (τ − comp)0[X]
4
= {H ∈ P(X) | ∃K ∈ (τ − comp)[X] : H ⊂ K}. Последнее понятие

содержательно при условии отделимости (X, τ). А именно: для непустого множества X

и топологии τ ∈ (top)0[X] (см. (2.4))

(τ − comp)0[X] = {H ∈ P(X) | cl(H, τ) ∈ (τ − comp)[X]} ∈ P ′(P(X)). (3.4)

Из (3.2)–(3.4) имеем, конечно, свойство: для непустого множества X, τ ∈ (top)0[X] (т. е.
для хаусдорфова ТП (X, τ), X 6= ∅ ), f ∈ F0

c[E;X; τ ] и E ∈ β[E]

(AS)[E;X; τ ; f ; E ] ∈ (τ − comp)[X] (3.5)

(в частности, (AS)[E;X; τ ; f ; E ] ∈ CX [τ ] ). В связи с (3.3) отметим полезную связь с по-
нятием компактификатора [26] (здесь и ниже ◦ используется для обозначения компози-
ции [23, c. 18] функций).

П р е д л о ж е н и е 3.1. Если K и X — непустые множества, τ1 ∈ (c − top)[K],

τ2 ∈ (top)[X], m ∈ KE и g ∈ C(K, τ1, X, τ2), то

g ◦m ∈ F0
c[E;X; τ2]. (3.6)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем E, X, τ1, τ2, m и g в соответствии с условиями.
Тогда g1(K) ∈ (τ2− comp)[X] (см. [23, c. 199]) и (g ◦m)1(E) ⊂ g1(K). Тогда (g ◦m)1(E) ∈
(τ2 − comp)0[X]. Из (3.3) получаем нужное свойство (3.6).

П р е д л о ж е н и е 3.2. Если (X, τ), X 6= ∅, есть T2 -пространство (т. е. τ ∈
(top)0[X] ) и f ∈ F0

c[E;X; τ ], то

N0
τ [(AS)[E;X; τ ; f ; E ]] =

⋃
Σ∈E

N0
τ [cl(f 1(Σ), τ)] ∀ E ∈ β[E]. (3.7)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Будем использовать (2.7). При этом согласно (3.3) для неко-
торого K ∈ (τ − comp)[X]

f 1(E) ⊂ K. (3.8)

Тогда (см. (1.2)) τ |K ∈ (c − top)[K] и (K, τ |K) — непустой (см. (3.8)) компакт. При этом,
в частности, K ∈ CX [τ ]. Пусть E ∈ β[E]; тогда (см. (3.8))

cl(f 1(Σ), τ) ⊂ K ∀Σ ∈ E .

Как следствие получаем, что

cl(f 1(Σ), τ) ∈ CK[τ |K] ∀Σ ∈ E .

В итоге получаем очевидное свойство

F 4
= {cl(f 1(Σ), τ) : Σ ∈ E} ∈ P ′(CK[τ |K]). (3.9)

Теперь воспользуемся свойством (2.7): имеем равенство

N0
τ |K [

⋂
Σ∈E

cl(f 1(Σ), τ)] =
⋃

K∈Fin(F)

N0
τ |K [

⋂
F∈K

F ].

С учетом (3.2) получаем, как следствие, что (AS)[E;X; τ ; f ; E ] ∈ P(K) и

N0
τ |K [(AS)[E;X; τ ; f ; E ]] =

⋃
K∈Fin(F)

N0
τ |K [

⋂
F∈K

F ]. (3.10)

Пусть G ∈ N0
τ [(AS)[E;X; τ ; f ; E ]]. Тогда G∩K ∈ N0

τ |K [(AS)[E;X; τ ; f ; E ]] и, согласно (3.9),
(3.10) для некоторых n ∈ N и (Σi)i∈1,n ∈ En

G ∩K ∈ N0
τ |K [

n⋂
i=1

cl(f 1(Σi), τ)]. (3.11)

При этом (см. (3.1)) рассуждением по индукции устанавливается, что для некоторого
Ξ ∈ E

Ξ ⊂
n⋂
i=1

Σi
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(см. [13, (3.3.16)]). Тогда, как следствие, cl(f 1(Ξ), τ) ⊂
n⋂
i=1

cl(f 1(Σi), τ), а потому (см. (3.11))

cl(f 1(Ξ), τ) ⊂ G ∩K ⊂ G ; это означает, что G ∈ N0
τ [cl(f 1(Ξ), τ)] и, тем более,

G ∈
⋃
Σ∈E

N0
τ [cl(f 1(Σ), τ)].

Поскольку выбор G был произвольным, установлено вложение

N0
τ [(AS)[E;X; τ ; f ; E ]] ⊂

⋃
Σ∈E

N0
τ [cl(f 1(Σ), τ)]. (3.12)

С другой стороны, в силу (3.2) имеем свойство

N0
τ [cl(f 1(Σ̃), τ)] ⊂ N0

τ [(AS)[E;X; τ ; f ; E ]] ∀Σ̃ ∈ E .

Последнее свойство доставляет вложение, противоположное (3.12), и, следовательно, ра-
венство

N0
τ [(AS)[E;X; τ ; f ; E ]] =

⋃
Σ∈E

N0
τ [cl(f 1(Σ), τ)].

Поскольку выбор E был произвольным, (3.7) установлено.

Из (2.1) и предложения 3.2 легко следует свойство: если (X, τ), X 6= ∅, есть T2 -
пространство, f ∈ F0

c[E;X; τ ] и E ∈ β[E], то

Nτ [(AS)[E;X; τ ; f ; E ]] =
⋃
Σ∈E

Nτ [cl(f 1(Σ), τ)]. (3.13)

С учетом (3.2) и (3.13) получаем, конечно, что для всяких T2 -пространства (X, τ), X 6= ∅,
f ∈ F0

c[E;X; τ ], E ∈ β[E] и H ∈ Nτ [(AS)[E;X; τ ; f ; E ]] непременно

∃Σ ∈ E : (AS)[E;X; τ ; f ; E ] ⊂ cl(f 1(Σ), τ) ⊂ H; (3.14)

при этом N0
τ [(AS)[E;X; τ ; f ; E ]] ⊂ Nτ [(AS)[E;X; τ ; f ; E ]]. В (3.14) мы имеем свойство реа-

лизуемости МП с точностью до любой наперед выбранной окрестности в классе замыканий
образов множеств из семейства E ; имеется в виду реализация в виде вилки.

Теорема 3.1. Если (X, τ), X 6= ∅, есть T2 -пространство (X — непустое множество
и τ ∈ (top)0[X] ), f ∈ F0

c[E;X; τ ], E1 ∈ β[E] и E2 ∈ β[E], то

((AS)[E;X; τ ; f ; E1] ∩ (AS)[E;X; τ ; f ; E2] = ∅)⇔ (∃Σ1 ∈ E1 ∃Σ2 ∈ E2

∃G1 ∈ N0
τ [cl(f 1(Σ1), τ)] ∃G2 ∈ N0

τ [cl(f 1(Σ2), τ)] : G1 ∩G2 = ∅).
(3.15)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть (X, τ), f, E1 и E2 удовлетворяют условиям предло-
жения. Тогда, в частности, f ∈ XE; при этом

(cl(f 1(Σ), τ) ∈ P(X) ∀Σ ∈ E1)&(cl(f 1(Σ̃), τ) ∈ P(X) ∀ Σ̃ ∈ E2).

Справедливы (см. (3.2), (3.5)) следующие равенства

((AS)[E;X; τ ; f ; E1] =
⋂

Σ∈E1
cl(f 1(Σ), τ) ∈ (τ − comp)[X])

&((AS)[E;X; τ ; f ; E2] =
⋂

Σ∈E2
cl(f 1(Σ), τ) ∈ (τ − comp)[X]).

(3.16)
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С учетом предложения 3.2 получаем, что (см. (3.16))

N0
τ [(AS)[E;X; τ ; f ; E1]] =

⋃
Σ∈E1

N0
τ [cl(f 1(Σ), τ)], (3.17)

N0
τ [(AS)[E;X; τ ; f ; E2]] =

⋃
Σ∈E2

N0
τ [cl(f 1(Σ), τ)]. (3.18)

Далее, из (2.8) и (3.16) вытекает импликация

((AS)[E;X; τ ; f ; E1] ∩ (AS)[E;X; τ ; f ; E2] = ∅) ⇒

(∃G1 ∈ N0
τ [(AS)[E;X; τ ; f ; E1]] ∃G2 ∈ N0

τ [(AS)[E;X; τ ; f ; E2]] : G1 ∩G2 = ∅).
(3.19)

Пусть истинна посылка импликации (3.19). Тогда для некоторых

(G1 ∈ N0
τ [(AS)[E;X; τ ; f ; E1]])&(G2 ∈ N0

τ [(AS)[E;X; τ ; f ; E2]]) (3.20)

имеем равенство G1 ∩ G2 = ∅. В силу (3.17), (3.18) и (3.20) имеем, что для некоторых
Σ′ ∈ E1 и Σ′′ ∈ E2

(G1 ∈ N0
τ [cl(f 1(Σ′), τ)])&(G2 ∈ N0

τ [cl(f 1(Σ′′), τ)]).

Итак, установлена следующая импликация

((AS)[E;X; τ ; f ; E1] ∩ (AS)[E;X; τ ; f ; E2] = ∅) ⇒

(∃Σ1 ∈ E1 ∃Σ2 ∈ E2 ∃G1 ∈ N0
τ [cl(f 1(Σ1), τ)] ∃G2 ∈ N0

τ [cl(f 1(Σ2), τ)] : G1 ∩G2 = ∅).

С учетом (3.16)–(3.18) легко устанавливается (см. определение раздела 2) противополож-
ная импликация, чем и завершается обоснование (3.15).

П р е д л о ж е н и е 3.3. Если X — непустое множество и τ ∈ (top)0[X], f ∈
F0

c[E;X; τ ], E1 ∈ β[E] и E2 ∈ β[E], то

((AS)[E;X; τ ; f ; E1] ∩ (AS)[E;X; τ ; f ; E2] = ∅) ⇔
(∃Σ1 ∈ E1 ∃Σ2 ∈ E2 : cl(f 1(Σ1), τ) ∩ cl(f 1(Σ2), τ) = ∅).

Доказательство получается комбинацией (3.2) и теоремы 3.1 Итак, в случае хаусдор-
фова ТП (X, τ), X 6= ∅, при f ∈ F0

c[E;X; τ ], E1 ∈ β[E] и E2 ∈ β[E] эквивалентны
следующие три утверждения:

1) (AS)[E;X; τ ; f ; E1] ∩ (AS)[E;X; τ ; f ; E2] = ∅;

2) ∃Σ1 ∈ E1 ∃Σ2 ∈ E2 ∃G1 ∈ N0
τ [cl(f 1(Σ1), τ)] ∃G2 ∈ N0

τ [cl(f 1(Σ2), τ)] : G1 ∩G2 = ∅;

3) ∃Σ′ ∈ E1 ∃Σ′′ ∈ E2 : cl(f 1(Σ′), τ) ∩ cl(f 1(Σ′′), τ) = ∅.
В заключении раздела отметим полезное свойство [27, раздел 2]: если (X, τ), X 6= ∅,

и (K, t), K 6= ∅, — два ТП, m ∈ KE, g ∈ Cap(K, t, X, τ) и E ∈ β[E], то

(AS)[E;X; τ ; g ◦ m; E ] = g1((AS)[E;K; t;m; E ]); (3.21)

отметим в этой связи [28, (2.3), предложение 2.1]. В связи с (3.21) отметим следующий
вариант условий, при которых данное равенство справедливо: (X, τ), X 6= ∅, есть T1 -
пространство (X — непустое множество и τ ∈ (D − top)[X] ), (K, t) — компактное ТП
(т. е. t ∈ (c− top)[K] ), g ∈ Ccl(K, t, X, τ) и E ∈ β[E].
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4. Множества притяжения в пространстве ультрафильтров с топологией
стоуновского типа

Всюду в настоящем разделе фиксируем L ∈ Π[E], получая в виде (E,L) ИП с полу-
алгеброй множеств (в качестве L может, конечно, использоваться алгебра или σ -алгебра
п/м E ). Напомним, что (см. (1.5)), в частности, L ∈ π̃0[E]. В виде

F∗(L)
4
= {F ∈ P ′(L) | (∅ /∈ F)&(A ∩B ∈ F ∀A ∈ F ∀B ∈ F) (4.1)

&(∀F ∈ F ∀L ∈ L : (F ⊂ L)⇒ (L ∈ F))}

имеем множество всех фильтров ИП (E,L). Тогда [29, раздел 3]

F∗0(L)
4
= {U ∈ F∗(L) | ∀F ∈ F∗(L) (U ⊂ F) =⇒ (U = F)}

= {U ∈ F∗(L) | ∀L ∈ L (L ∩ U 6= ∅ ∀U ∈ U)⇒ (L ∈ U)} (4.2)
= {U ∈ (Cen)[L] | ∀V ∈ (Cen)[L] (U ⊂ V)⇒ (U = V)}

есть множество всех ультрафильтров (у/ф) ИП (E,L), совпадающее с множеством всех
максимальных центрированных подсемейств L. В силу отделимости L имеем (см. [30,
(5.9)]), что

(L − triv)[x]
4
= {L ∈ L | x ∈ L} ∈ F∗0(L) ∀x ∈ E; (4.3)

в (4.3) введены тривиальные у/ф ИП (E,L). Далее, при L ∈ L вводим множество

ΦL(L)
4
= {U ∈ F∗0(L) | L ∈ U} = {U ∈ F∗0(L) | L ∩ U 6= ∅ ∀U ∈ U}. (4.4)

Тогда [29, раздел 3] семейство (UF)[E;L]
4
= { ΦL(L) : L ∈ L} ∈ π[F∗0(L)] является, в

частности, (открытой) базой топологии

T∗L[E]
4
= {G ∈ P(F∗0(L)) | ∀U ∈ G ∃L ∈ U : ΦL(L) ⊂ G} ∈ (c− top)0[F∗0(L)]; (4.5)

в связи с (4.5) см. [28, замечание 5.1]. При этом см. [27, (2.9)]

(UF)[E;L] ⊂ T∗L[E] ∩CF∗0(L)[T
∗
L[E]]; (4.6)

в силу (4.6) получаем, что компакт, определяемый в (4.5), является нульмерным. В силу
(4.3) определено отображение

(L − triv)[·] 4= ((L − triv)[x])x∈E ∈ F∗0(L)E. (4.7)

П р е д л о ж е н и е 4.1. Справедливо свойство

(L − triv)[·] ∈ F0
c[E;F∗0(L); T∗L[E]]. (4.8)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу (4.7) имеем, что

(L − triv)[·]1(E) = {(L − triv)[x] : x ∈ E} ∈ P ′(F∗0(L)). (4.9)

Учтем (4.5). При этом (см. (4.5), (4.9))

(L − triv)[·]1(E) ∈ (T∗L[E]− comp)0[F∗0(L)], (4.10)

а потому (см. (3.3), (4.9), (4.10)) имеем требуемое свойство (4.8). �
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Если E ∈ P ′(L), то заключаем в силу (4.6), что

F∗0(L | E)
4
= {U ∈ F∗0(L) | E ⊂ U} =

⋂
Σ∈E

ΦL(Σ) ∈ CF∗0(L)[T
∗
L[E]]. (4.11)

П р е д л о ж е н и е 4.2. Если E ∈ P ′(L) и Σ ∈ E , то

ΦL(Σ) ∈ N0
T∗L[E][F∗0(L | E)]. (4.12)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем E ∈ P ′(L) и Σ ∈ E . Тогда ΦL(Σ) ∈ (UF)[E;L],

а потому (см. (4.6), (4.11))

ΦL(Σ) ∈ T∗L[E] : F∗0(L | E) ⊂ ΦL(Σ).

Поэтому (см. раздел 2) справедливо (4.12).

Рассмотрим теперь важный частный случай, когда в качестве непустого подсемейства
L используется фильтр. Итак, пусть F ∈ F∗(L). Тогда в силу (4.11)

F∗0(L | F) = {U ∈ F∗0(L) | F ⊂ U} =
⋂
F∈F

ΦL(F ) ∈ CF∗0(L)[T
∗
L[E]] (4.13)

есть семейство всех у/ф ИП (E,L), мажорирующих исходный фильтр F ; описание дан-
ного семейства (см. [1]) представляет теоретический интерес. Напомним, что [31, (1.20)]

ΦL(L) = cl((L − triv)[·]1(L),T∗L[E]) = cl({(L − triv)[x] : x ∈ L},T∗L[E]) ∀L ∈ L. (4.14)

В связи с (4.4), (4.14) напомним, что (см. [1, (2.15)])

F∗0(L | F)
4
= {U ∈ F∗0(L) | F ⊂ U} =

⋂
F∈F

ΦL(F ) ∀F ∈ F∗(L). (4.15)

Итак, в частности, при F ∈ F∗(L) определено F∗0(L | F), которое может рассматриваться
[1, (3.5)] как МП:

F∗0(L | F) = (AS)[E;F∗0(L); T∗L[E]; (L − triv)[·];F ] (4.16)

на самом деле данное свойство реализуется и в более общем случае, но мы сейчас ограни-
чимся (4.16), учитывая, что

F∗(L) ⊂ β[E], (4.17)

что позволяет использовать (3.2) (см. в этой связи (4.16)).

П р е д л о ж е н и е 4.3. Если F ∈ F∗(L), то справедливо равенство

N0
T∗L[E][F∗0(L | F)] =

⋃
F∈F

N0
T∗L[E][ΦL(F )]. (4.18)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Требуемое равенство (4.18) легко извлекается из предложе-
ний 3.2, 4.1, а также из (4.14)–(4.16), но мы все же рассмотрим соответствующее рассуж-
дение. Итак, мы рассматриваем (3.2) в случае, когда

(X, τ) = (F∗0(L),T∗L[E]),

где L ∈ Π[E], f = (L − triv)[·] и E = F . Тогда с учетом предложения 3.2, (4.5), (4.14),
(4.16) и (4.17) имеем, что

N0
T∗L[E][F∗0(L | F)] = N0

T∗L[E][(AS)[E;F∗0(L); T∗L[E]; (L − triv)[·];F ]

=
⋃
F∈F

N0
T∗L[E][cl((L − triv)[·]1(F ),T∗L[E])] =

⋃
F∈F

N0
T∗L[E][ΦL(F )].

Теперь из (3.14) следует, при упомянутой в последнем доказательстве конкретизации
параметров, что ∀F ∈ F∗(L) ∀H ∈ NT∗L[E][F∗0(L | F)] ∃F ∈ F :

F∗0(L | F) ⊂ ΦL(F ) ⊂ H. (4.19)

П р е д л о ж е н и е 4.4. Если F1 ∈ F∗(L) и F2 ∈ F∗(L), то

(F∗0(L | F1) ∩ F∗0(L | F2) = ∅)⇔ (∃F1 ∈ F1 ∃F2 ∈ F2 : F1 ∩ F2 = ∅).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем F1 и F2 в соответствии с условиями предложе-
ния. Тогда в силу (4.5), (4.14), (4.16), предложений 3.3 и 4.1 имеем эквивалентность

(F∗0(L | F1) ∩ F∗0(L | F2) = ∅)⇔ (∃F1 ∈ F1 ∃F2 ∈ F2 : ΦL(F1) ∩ ΦL(F2) = ∅). (4.20)

Вместе с тем, ΦL(L1)∩ΦL(L2) = ΦL(L1∩L2) при L1 ∈ L и L2 ∈ L. При этом ΦL(∅) = ∅.
Пусть L1 ∈ L и L2 ∈ L. Тогда имеем, что

(L1 ∩ L2 = ∅)⇒ (ΦL(L1) ∩ ΦL(L2) = ∅). (4.21)

Пусть, напротив, ΦL(L1) ∩ ΦL(L2) = ∅. Покажем, что выполнено L1 ∩ L2 = ∅. В самом
деле, допустим противное: пусть L1∩L2 6= ∅. Выберем и зафиксируем x∗ ∈ L1∩L2. Тогда
V 4= (L − triv)[x∗] ∈ F∗0(L), L1 ∈ V и L2 ∈ V , а потому (см. (4.4))

V ∈ ΦL(L1) ∩ ΦL(L2),

что противоречит предположению. Полученное противоречие доказывает импликацию

(ΦL(L1) ∩ ΦL(L2) = ∅)⇒ (L1 ∩ L2 = ∅).

С учетом (4.21) получаем эквивалентность (ΦL(L1) ∩ ΦL(L2) = ∅) ⇔ (L1 ∩ L2 = ∅).

Поскольку L1 и L2 выбирались произвольно, имеем ∀L1 ∈ L ∀L2 ∈ L

(ΦL(L1) ∩ ΦL(L2) = ∅)⇔ (L1 ∩ L2 = ∅). (4.22)

В частности, в (4.22) может использоваться случай, когда L1 ∈ F1 и L2 ∈ F2. Из (4.20)
и (4.22) имеем тогда эквивалентность

(F∗0(L | F1) ∩ F∗0(L | F2) = ∅)⇔ (∃F1 ∈ F1 ∃F2 ∈ F2 : F1 ∩ F2 = ∅).
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П р е д л о ж е н и е 4.5. Если F ∈ F∗(L), то семейство BF
4
= {ΦL(F ) : F ∈ F}

есть локальная база окрестностей множества F∗0(L | F) :

(BF ⊂ N0
T∗L[E][F∗0(L | F)])&(∀H ∈ NT∗L[E][F∗0(L | F)] ∃G ∈ BF : G ⊂ H). (4.23)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем F ∈ F∗(L) и рассмотрим семейство BF . C уче-
том предложения 4.2 имеем, что

BF ⊂ N0
T∗L[E][F∗0(L | F)]. (4.24)

Пусть H̃ ∈ NT∗L[E][F∗0(L | F)]. С учетом (2.2) подберем

G̃ ∈ N0
T∗L[E][F∗0(L | F)]

со свойством G̃ ⊂ H̃. С учетом (4.18) имеем для некоторого F̃ ∈ F включение

G̃ ∈ N0
T∗L[E][ΦL(F̃ )].

Это означает, что ΦL(F̃ ) ∈ BF и при этом ΦL(F̃ ) ⊂ G̃ ⊂ H̃. Итак, установлено, что
∃G ∈ BF : G ⊂ H̃. Поскольку выбор H̃ был произвольным, мы получаем, что

∀H ∈ NT∗L[E][F∗0(L | F)] ∃G ∈ BF : G ⊂ H.

С учетом (4.24) получаем теперь свойство (4.23).

В заключении раздела отметим один полезный частный случай. А именно: полагаем до
конца настоящего раздела, что L = P(E). Тогда в виде элементов F∗(L) имеем фильтры
семейства всех п/м E, что соответствует [21, гл. I]; у/ф из F∗0(L) будем называть сейчас
стоун-чеховскими. Пусть τ ∈ (top)[E] и x ∈ E. Тогда в нашем случае

Nτ (x) ∈ F∗(L), (4.25)

причем Nτ (x) ⊂ (L − triv)[x]. Стоун-чеховские у/ф из F∗0(L | Nτ (x)) представляют ин-
терес, т. к. они являются по сути дела усовершенствованными вариантами (4.25). Заме-
тим, что в рассматриваемом случае L ∈ Π[E], а потому предложения 4.3–4.5 содержат
полезную информацию о таких у/ф. Заметим, что в терминах фильтров из F∗(L) в рас-
сматриваемом случае вводится [21, гл. I] общее определение сходимости в ТП. При этом
(см. (4.3), (4.13))

(L − triv)[x] ∈ F∗0(L | Nτ (x)),

так что мы имеем простой вариант у/ф, мажорирующего фильтр окрестностей точки x

в ТП (E, τ) (см. (4.25)).

5. Топология волмэновского типа

Пусть далее L ∈ π[E] (рассматриваем случай произвольной π -системы; он является
более общим в сравнении с ИП предыдущего раздела). Исследуем вопросы окрестностной
реализации МП в случае оснащения множества у/ф топологией волмэновского типа. Для
ее введения полагаем, что

F\C[L | H]
4
= {U ∈ F∗0(L) | ∃U ∈ U : U ⊂ H} ∀H ∈ P(E).
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Мы сохраняем определения (4.1)–(4.4), (4.7), (4.11) для рассматриваемого более общего
случая L ∈ π[E] (см. в этой связи [31, раздел 2]). Получаем, что

F\C[L]
4
= {F\C[L | C] : C ∈ CE[L]} ∈ P ′(P(F∗0(L))); (5.1)

легко видеть,что семейство (5.1) есть открытая предбаза, порождающая [32, (2.8)] топо-
логию

T0
L〈E〉 ∈ (c− top)[F∗0(L)] ∩ (D − top)[F∗0(L)]. (5.2)

Итак, T0
L〈E〉 есть слабейшая топология F∗0(L), содержащая семейство (5.1);

F\C[L] ⊂ T0
L〈E〉. (5.3)

В виде (F∗0(L),T0
L〈E〉) имеем (непустое) компактное T1 -пространство. Напомним, что

(см. [32, с. 80]) при L ∈ L

F\C[L | E \ L] = F∗0(L) \ ΦL(L),

а потому ΦL(L) = F∗0(L) \ F\C[L | E \ L] и, как следствие (см. (5.3)),

ΦL(L) ∈ CF∗0(L)[T
0
L〈E〉]; (5.4)

в самом деле E \ L ∈ CE[L], а потому

F\C[L | E \ L] ∈ F\C[L]

и, следовательно (см. (5.3)),

F\C[L | E \ L] ∈ T0
L〈E〉,

откуда в силу (1.1) и вытекает (5.4). Если E ∈ P ′(L), то согласно (5.4)

ΦL(Σ) ∈ CF∗0(L)[T
0
L〈E〉] ∀Σ ∈ E . (5.5)

Заметим, что из (1.4) рассуждением по индукции следует, что при K ∈ Fin(L)⋂
L∈K

L ∈ L; (5.6)

поэтому определено ΦL(
⋂
L∈K

L) ∈ P(F∗0(L)).

П р е д л о ж е н и е 5.1. Если E ∈ P ′(L), то

N0
T0
L〈E〉

[F∗0(L | E)] =
⋃

K∈Fin(E)

N0
T0
L〈E〉

[ΦL(
⋂

Σ∈K

Σ)]. (5.7)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем E ∈ P ′(L). Тогда Fin(E) ⊂ Fin(L); при K ∈
Fin(E) справедливо (5.6) и определено (см. (5.4))

ΦL(
⋂

Σ∈K

Σ) ∈ CF∗0(L)[T
0
L〈E〉]. (5.8)
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Заметим здесь же, что согласно (5.5)

F 4
= {ΦL(Σ) : Σ ∈ E} ∈ P ′(CF∗0(L)[T

0
L〈E〉]). (5.9)

Поэтому (см. (2.7), (5.2)) имеем следующую цепочку равенств

N0
T0
L〈E〉

[
⋂
Σ∈E

ΦL(Σ)] = N0
T0
L〈E〉

[
⋂
F∈F

F] =
⋃

K∈Fin(F)

N0
T0
L〈E〉

[
⋂
F∈K

F]. (5.10)

С учетом (4.11) и (5.10) имеем, однако, равенство

N0
T0
L〈E〉

[F∗0(L | E)] =
⋃

K∈Fin(F)

N0
T0
L〈E〉

[
⋂
F∈K

F]. (5.11)

В связи с рассмотрением множества в правой части (5.11) заметим, что (см. (4.1), (4.2),
(4.4))

ΦL(L1 ∩ L2) = ΦL(L1) ∩ ΦL(L2) ∀L1 ∈ L ∀L2 ∈ L. (5.12)

Из (5.12) рассуждением по индукции следует (см. (5.6)), что⋂
L∈K

ΦL(L) = ΦL(
⋂
L∈K

L) ∀K ∈ Fin(L).

Как следствие получаем полезное свойство

ΦL(
⋂
L∈K

L) =
⋂
L∈K

ΦL(L) ∀K ∈ Fin(E). (5.13)

Сравним теперь множества

(A 4
=

⋃
K∈Fin(F)

N0
T0
L〈E〉

[
⋂
F∈K

F]) & (B 4=
⋃

K∈Fin(E)

N0
T0
L〈E〉

[ΦL(
⋂
L∈K

L)]). (5.14)

Пусть G′ ∈ A. Тогда для некоторого K′ ∈ Fin(F) имеем включение

G′ ∈ N0
T0
L〈E〉

[
⋂
F∈K′

F].

Это означает, что G′ ∈ T0
L〈E〉 и при этом⋂

F∈K′
F ⊂ G′. (5.15)

По выбору K′ имеем для некоторых p ∈ N и (Fi)i∈1,p ∈ Fp равенство

K′ = {Fi : i ∈ 1, p}.

С учетом (5.9) можно указать кортеж (Σ′i)i∈1,p ∈ Ep со свойством

Fj = ΦL(Σ′j) ∀ j ∈ 1, p. (5.16)
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При этом K′′ 4= {Σ′i : i ∈ 1, p} ∈ Fin(E) и согласно (5.13) и (5.16)

ΦL(
⋂
L∈K′′

L) = ΦL(

p⋂
i=1

Σ′i) =

p⋂
i=1

ΦL(Σ′i) =

p⋂
i=1

Fi =
⋂
F∈K′

F.

С учетом (5.15) получаем, как следствие, что

ΦL(
⋂
L∈K′′

L) ⊂ G′.

Это означает, что справедливо включение

G′ ∈ N0
T0
L〈E〉

[ΦL(
⋂
L∈K′′

L)];

тем более, G′ ∈ B, чем завершается проверка вложения

A ⊂ B. (5.17)

Выберем произвольно G0 ∈ B, после чего подберем (см. (5.14)) K0 ∈ Fin(E) со свойством

G0 ∈ N0
T0
L〈E〉

[ΦL(
⋂
L∈K0

L)]. (5.18)

Подберем q ∈ N и (Ξi)i∈1,q ∈ Eq со свойством

K0 = {Ξi : i ∈ 1, q} ∈ Fin(E). (5.19)

Из (5.9) вытекает c очевидностью, что

(ΦL(Ξi))i∈1,q ∈ F q,

а потому реализуется следующее свойство

K0
4
= {ΦL(Ξi) : i ∈ 1, q} ∈ Fin(F).

При этом согласно (5.13) и (5.19)

ΦL(
⋂
L∈K0

L) =
⋂
L∈K0

ΦL(L) =

q⋂
i=1

ΦL(Ξi) =
⋂
F∈K0

F.

Тогда в силу (5.18) получаем вложение
⋂

F∈K0

F ⊂ G0, а потому G0 ∈ N0
T0
L〈E〉

[
⋂

F∈K0

F]. Тем

более (см. (5.14)) G0 ∈ A. Получили, что B ⊂ A, а потому (см. (5.17)) A = B. С учетом
(5.11) и (5.14) получаем теперь цепочку равенств

N0
T0
L〈E〉

[F∗0(L | E)] = B =
⋃

K∈Fin(E)

N0
T0
L〈E〉

[ΦL(
⋂
L∈K

L)],

означающую справедливость (5.7).
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Следствие 5.1. Если семейство E ∈ P ′(L) является направленным, т. е.

∀Σ1 ∈ E ∀Σ2 ∈ E ∃Σ3 ∈ E : Σ3 ⊂ Σ1 ∩ Σ2, (5.20)

то справедливо равенство

N0
T0
L〈E〉

[F∗0(L | E)] =
⋃
Σ∈E

N0
T0
L〈E〉

[ΦL(Σ)]. (5.21)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть E ∈ P ′(L) и выполнено (5.20). Тогда рассуждением
по индукции получаем, что ∀m ∈ N ∀(Σi)i∈1,m ∈ Em ∃ Σ̃ ∈ E

Σ̃ ⊂
m⋂
i=1

Σi. (5.22)

Из (5.22) вытекает очевидное следствие

∀K ∈ Fin(E) ∃ Σ̃ ∈ E : Σ̃ ⊂
⋂

Σ∈K

Σ. (5.23)

Далее, из (4.1), (4.2), (4.4) вытекает, что ∀L1 ∈ L ∀L2 ∈ L

(L1 ⊂ L2)⇒ (ΦL(L1) ⊂ ΦL(L2)). (5.24)

В качестве L1 и L2 в (5.24) могут использоваться множества из E . Возвращаясь к пред-
ложению 5.1, рассмотрим семейство в правой части (5.7), учитывая свойство (5.6). Итак,
пусть

(Ã 4
=

⋃
K∈Fin(E)

N0
T0
L〈E〉

[ΦL(
⋂

Σ∈K

Σ)])&(B̃ 4
=

⋃
Σ∈E

N0
T0
L〈E〉

[ΦL(Σ)]). (5.25)

При этом {Σ} ∈ Fin(E) в случае Σ ∈ E . Поэтому B̃ ⊂ Ã. Осталось установить вложение

Ã ⊂ B̃. (5.26)

Выберем произвольно Γ ∈ Ã. Тогда для некоторого K ∈ Fin(E)

Γ ∈ N0
T0
L〈E〉

[ΦL(
⋂
Σ∈K

Σ)].

Это означает, что Γ ∈ T0
L〈E〉 и при этом

ΦL(
⋂
Σ∈K

Σ) ⊂ Γ. (5.27)

С учетом (5.23) подберем множество Ξ ∈ E со свойством

Ξ ⊂
⋂
Σ∈K

Σ. (5.28)

Здесь Ξ ∈ L и
⋂

Σ∈K
Σ ∈ L (см. (5.6)). Из (5.24) и (5.28) получаем поэтому, что

ΦL(Ξ) ⊂ ΦL(
⋂
Σ∈K

Σ),
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а тогда с учетом (5.27) получаем вложение

ΦL(Ξ) ⊂ Γ,

что означает свойство Γ ∈ N0
T0
L〈E〉

[ΦL(Ξ)]. По выбору Ξ имеем из (5.25), что Γ ∈ B̃, чем

и завершается проверка (5.26), а следовательно, и равенства Ã = B̃. Из предложения 5.1
и (5.25) имеем, однако, равенство

N0
T0
L〈E〉

[F∗0(L | E)] = Ã,

а потому N0
T0
L〈E〉

[F∗0(L | E)] = B̃. С учетом второго определения в (5.25) получаем, как
следствие, требуемое равенство (5.21).

Из (4.1) и следствия 5.1 получаем, конечно, свойство: ∀F ∈ F∗(L)

N0
T0
L〈E〉

[F∗0(L | F)] =
⋃
F∈F

N0
T0
L〈E〉

[ΦL(F )]. (5.29)

Из (5.29) вытекает, с очевидностью, что ∀F ∈ F∗(L) ∀G ∈ N0
T0
L〈E〉

[F∗0(L | E)] ∃F ∈ F :

F∗0(L | F) ⊂ ΦL(F ) ⊂ G; (5.30)

в (5.30) имеем естественный аналог (4.19).

З а м е ч а н и е 5.1. Напомним, что (см. [27, теорема 7.1]) при L ∈ π̃0[E] и F ∈ F∗(L)

(AS)[E;F∗0(L); T0
L〈E〉; (L − triv)[·];F ] = F∗0(L | F).

Итак, в данном (весьма общем) случае F∗0(L | F) есть МП в пространстве у/ф отделимой
π -системы в оснащении топологией волмэновского типа.

6. Некоторые добавления

Сейчас мы рассмотрим тот случай, когда при L ∈ π[E] в качестве непустого подсе-
мейства L мы располагаем базой фильтра (БФ) широко понимаемого ИП (E,L). Итак,
пусть (см. раздел 3)

β0
L[E]

4
= {B ∈ β0[E] | B ⊂ L}. (6.1)

В (6.1) введено множество всех БФ упомянутого типа; ясно, что

F∗0(L) ⊂ F∗(L) ⊂ β0
L[E] ⊂ β0[E].

Кроме того, отметим, что, как легко видеть, при B ∈ β0
L[E]

(E − fi)[B | L]
4
= {L ∈ L | ∃B ∈ B : B ⊂ L} ∈ F∗(L) (6.2)

(фильтр, порожденный базой). Заметим, что β0
L[E] ⊂ P ′(L) и определено множество

F∗0(L | B) ∈ P ′(F∗0(L)) при B ∈ β0
L[E]. Вполне очевидно следующее
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П р е д л о ж е н и е 6.1. Если B ∈ β0
L[E], то

F∗0(L | B) = F∗0(L | (E − fi)[B | L]). (6.3)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем B ∈ β0
L[E]. Из (6.1), (6.2) B ⊂ (E − fi)[B | L].

Поэтому (см. (4.11), (4.13), (6.3)) имеем очевидное вложение

F∗0(L | (E − fi)[B | L]) ⊂ F∗0(L | B). (6.4)

Пусть U ∈ F∗0(L | B). Тогда в силу (4.11) имеем, что U ∈ F∗0(L) и при этом

B ⊂ U. (6.5)

Тогда в силу (4.1), (4.2) и (6.5) имеем с очевидностью ∀B ∈ B ∀L ∈ L

(B ⊂ L)⇒ (L ∈ U). (6.6)

Пусть Ṽ ∈ (E −fi)[B | L]. Тогда в силу (6.2) Ṽ ∈ L и для некоторого B̃ ∈ B имеет место
вложение

B̃ ⊂ Ṽ . (6.7)

Тогда из (6.6), (6.7) получаем, что Ṽ ∈ U. Тем самым установлено вложение

(E − fi)[B | L] ⊂ U,

откуда согласно (4.11) вытекает, что U ∈ F∗0(L | (E − fi)[B | L]). Поскольку выбор U был
произвольным, установлено, что

F∗0(L | B) ⊂ F∗0(L | (E − fi)[B | L]).

С учетом (6.4) получаем требуемое равенство (6.3).

Ниже мы отметим один из полезных вариантов использования предложения 6.1. Итак,
пусть M∈ π[E] и при этом

M⊂ L. (6.8)

Итак, M есть π -система, являющаяся подсемейством L. Отметим одно очевидное поло-
жение.

П р е д л о ж е н и е 6.2. Справедливо свойство F∗(M) ⊂ β0
L[E].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть F ∈ F∗(M). Тогда (см. (4.1)) F ∈ P ′(M) и, в част-
ности, F ∈ P ′(L) согласно (6.8). Далее, из (4.1) имеем, что ∅ /∈ F и, кроме того,

A ∩B ∈ F ∀A ∈ F ∀B ∈ F . (6.9)

Тогда, в частности, F ∈ P ′(P(E)) и с учетом (3.1) и (6.9),

F ∈ β[E] : ∅ /∈ F .
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Тогда F∗(M) ⊂ β0[E] и, как следствие, имеет место F∗(M) ⊂ β0
L[E] ; требуемое свойство

установлено.
Из (6.2) и предложения 6.2 вытекает, что при F ∈ F∗(M) определен фильтр

(E − fi)[F | L] ∈ F∗(L)

и согласно предложению 6.1 F∗0(L | F) = F∗0(L | (E − fi)[F | L]). Учтем следствие 5.1.
Однако, прежде заметим, что при F ∈ F∗(M) имеем F ∈ P ′(L), причем

∀Σ1 ∈ F ∀Σ2 ∈ F ∃Σ3 ∈ F : Σ3 ⊂ Σ1 ∩ Σ2. (6.10)

З а м е ч а н и е 6.1. Проверим данное (очевидное) свойство, фиксируя F ∈ F∗(M).

Тогда в силу предложения 6.2 F ∈ β0
L[E], т. е. F ∈ β0[E] и при этом F ⊂ L. Далее,

из определений раздела 3 следует, что F ∈ β[E], а тогда F ∈ P ′(P(E)) и справедливо
(6.10). Поскольку F 6= ∅, то F ∈ P ′(L); итак, требуемое свойство установлено.

Теперь согласно следствию 5.1 имеем (см. (6.10)), что

N0
T0
L〈E〉

[F∗0(L | F)] =
⋃
F∈F

N0
T0
L〈E〉

[ΦL(F )] ∀F ∈ F∗(M). (6.11)

Напомним (4.11) в связи с (6.10): при F ∈ F∗(M) справедливо равенство

F∗0(L | F) =
⋂
F∈F

ΦL(F ).

Тогда из (6.11) получаем, что ∀F ∈ F∗(M) ∀G ∈ N0
T0
L〈E〉

[F∗0(L | F)] ∃ F̃ ∈ F :

F∗0(L | F) ⊂ ΦL(F̃ ) ⊂ G;

итак, для общего случая широко понимаемого ИП (E,L) мы получили «волмэновский»
вариант реализации множества F∗0(L | F) (см. замечание 5.1) в классе множеств ΦL(F ),

F ∈ F , с точностью до любой наперед выбранной окрестности.
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