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Аннотация.На симметрическом (1, q2) -квазиметрическом пространстве (H1
α,BoxH1

α
), где

BoxH1
α

— Box -квазиметрика первой группы Гейзенберга H1
α, исследована константа LΦ

в оценке устойчивости BoxH1
α

(u, ξ) ≤
LΦBoxH1

α

(
u,Φ(u)

)
1−ε ε -сжимающих отображений Φ по

отношению к тождественному отображению; здесь ξ — неподвижная точка отображения
Φ, u — произвольная точка группы H1

α. В работе установлено, что LΦ = 1 в случае, когда
отображение Φ представляет собой композицию левого сдвига и однородной подгруппы
растяжений. Построены примеры сжимающих отображений Φ первой группы Гейзенбрга
таких, что константа LΦ не менее, чем C

√
q2, где положительная константа C не зависит

от выбора точки u ∈ H1
α.
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Abstract. On a symmetric (1, q2) -quasimetric space (H1
α,BoxH1

α
), where BoxH1

α
is the Box -

quasimetic of the first Heisenberg group H1
α, we studied a constant LΦ in the estimate

BoxH1
α

(u, ξ) ≤
LΦBoxH1

α

(
u,Φ(u)

)
1−ε of stability of the ε -contracting mapping Φ with respect to

the identity mapping; here ξ is a fixed point of the mapping Φ and u is an arbitrary point
of H1

α. In the paper, we got that LΦ = 1 when the mapping Φ is the composition of the left
translation and the homogeneous dilation subgroup. Examples of the contracting mappings Φ

on the first Heisenberg group such that LΦ is not less then C
√
q2 were found; here positive

constant C does not depend on the choice of point u ∈ H1
α.
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Введение

(q1, q2) -квазиметрическим пространством [1–3] называется пара (X, ρX), где X —
некоторое множество, содержащее не менее двух элементов, ρX : X × X → R+ ∪ 0 —
некоторая функция, удовлетворяющая аксиоме тождества

ρX(x, y) = 0⇔ x = y

(в этом случае говорят, что ρX — функция расстояния) и (q1, q2) -обобщенному неравен-
ству треугольника, т. е.

ρX(x, y) ≤ q1ρX(x, z) + q2ρX(z, y) ∀x, y, z ∈ X, q1, q2 > 0.

Если q1 = q2 = 1, тогда (X, ρX) — квазиметрическое пространство [4]. Если для (q1, q2) -
квазиметрического пространства (X, ρX) выполняется условие обобщенной симметрии

ρX(x, y) ≤ q0ρX(y, x) ∀x, y ∈ X,

где константа q0 > 0 не зависит от выбора x, y, то (q1, q2) -квазиметрическое простран-
ство (X, ρX) является q0 -симметрическим; в случае q0 = 1 используется понятие сим-
метрического (q1, q2) -квазиметрического пространства. Метрическое пространство — это
симметрическое (1, 1) -квазиметрическое пространство.

Нетривиальными примерами (q1, q2) -квазиметрических пространств являются прост-
ранства (Lp(E), ρLp(E)), ρLp(E)(f1, f2) = ‖f1−f2‖p, где 0 < p < 1, E — измеримое ограни-
ченное подмножество Rn, ‖·‖p —стандартная норма пространства Lp(E), и пространства
Карно–Каратеодори M, снабженные BoxM -квазиметриками [5–9].

В работах А.В. Арутюнова и А.В. Грешнова [1–3] были введены (q1, q2) -квазимет-
рические пространства и исследованы их свойства, изучены накрывающие отображения,
действующие из одного (q1, q2) -квазиметрического пространства в другое, получены до-
статочные условия существования точек совпадения двух отображений, действующих в
этих пространствах и удовлетворяющих предположению о том, что одно из этих отобра-
жений является накрывающим, а другое удовлетворяет условию Липшица.

Пусть заданы отображения Ψ,Φ : (X, ρX) → (Y, ρY ), а также вещественные числа
α > β ≥ 0.

О п р е д е л е н и е 0.1. Точка x ∈ X называется точкой совпадения Ψ,Φ, если

Ψ(x) = Φ(x).

Пусть BX(x, r) = {y ∈ X | ρX(x, y) ≤ r}.

О п р е д е л е н и е 0.2. Отображение Ψ называется α -накрывающим, если

BY (Ψ(x), αr) ⊆ Ψ(BX(x, r)) ∀r ≥ 0 ∀x ∈ X.

О п р е д е л е н и е 0.3. Отображение Φ называется β -липшицевым, если

ρY
(
Φ(x1),Φ(x2)

)
≤ βρX(x1, x2) ∀x1, x2 ∈ X.

Как обычно, gph (F ) = {(x, y) ∈ X × Y | y ∈ F (x)} — график отображения F :

(X, ρX)→ (Y, ρY ).
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О п р е д е л е н и е 0.4. Отображение F замкнуто, если для любых последователь-
ностей {xi} ⊂ X и {yi} ⊂ Y таких, что они сходятся к точкам x0 и y0 соответственно и
(xi, yi) ∈ gph (F ) ∀ i, выполняется (x0, y0) ∈ gph (F ).

Символом ρ обозначается сопряженная (q2, q1) -квазиметрика, определяемая тожде-

ством ρ(x, y) = ρ(y, x) . Пусть S(θ, n) =
n−1∑
i=0

θi , n ∈ N , S(θ, 0) = 0 и β0 = 1 при β = 0 .

Для произвольных q0, q1, q2 ≥ 1 положим m0 = min{j ∈ N | q2β
j < αj} , а в предположе-

нии, что q2
0β < α положим n0 = min{j ∈ N | q1(q2

0β)j < αj} .

Теорема 0.1 ([1–3]). Пусть (q1, q2) -квазиметрическое пространство (X, ρX) полное,
Ψ — α -накрывающее и замкнутое отображение, Φ — β -липшицево отображение. За-
фиксируем произвольную точку x0 ∈ X. Тогда у отображений Ψ и Φ существует
такая точка совпадения ξ, что имеет место оценка

lim
η→ξ

ρX(x0, η) ≤
q2

1α
m0−1S

(
q2

β
α
,m0 − 1

)
+ q1(q2β)m0−1

αm0 − q2βm0
ρY (Ψ(x0),Φ(x0)).

Если пространство (X, ρX) является q0 -симметрическим, то для ξ также имеет ме-
сто оценка

ρX(x0, ξ) ≤
q3

1α
m0−1S

(
q2

β
α
,m0 − 1

)
+ q2

1(q2β)m0−1

αm0 − q2βm0
ρY (Ψ(x0),Φ(x0)),

а если, кроме того, q2
0β < α, то для ξ также имеют место оценки

ρX(x0, ξ) ≤ q0q
2
2

q2α
n0−1S

(
q1q

2
0
β
α
, n0 − 1) + (q1q

2
0β)n0−1

αn0 − q1(q2
0β)n0

ρY (Ψ(x0),Φ(x0)), (0.1)

lim
η→ξ

ρX(x0, η) ≤ q0q2

q2α
n0−1S

(
q1q

2
0
β
α
, n0 − 1) + (q1q

2
0β)n0−1

αn0 − q1(q2
0β)n0

ρY (Ψ(x0),Φ(x0)). (0.2)

Теорема 0.2 ([1–3]). Пусть (X, ρX) — полное, Ψ — α -накрывающее и замкнутое,
Φ — β -липшицево. Зафиксируем произвольную точку x0 ∈ X.

10 Пусть q1 = 1. Тогда у отображений Ψ и Φ существует такая точка совпадения
ξ, что имеет место оценка

lim
η→ξ

ρX(x0, η) ≤ α− β + q2β

α(α− β)
ρY (Ψ(x0),Φ(x0)). (0.3)

20 Пусть пространство (X, ρX) является q0 -симметрическим, q2
0β < α и q2 = 1.

Тогда существует такая точка совпадения ξ, что имеет место оценка

ρX(ξ, x0) ≤ q0
q1q

2
0β + α− q2

0β

α(α− q2
0β)

ρY (Ψ(x0),Φ(x0)). (0.4)

Пусть X = Y и Ψ = Id — тождественное отображение. Тогда α = 1, условие β < 1

означает, что отображение Φ является сжимающим, а точка совпадения превращается в
неподвижную точку. Используя свойства (q1, q2) -квазиметрических пространств, мы по-
лучаем следующую теорему, см. [1].
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Теорема 0.3 (теорема о неподвижной точке сжимающего отображения). Замкнутое
сжимающее с коэффициентом ε ∈ (0, 1) отображение Φ полного (q1, q2) -квазиметри-
ческого пространства (X, ρX) в себя имеет неподвижную точку ξ, причем единствен-
ную. При этом

10 пусть q1 = 1. Тогда для произвольной точки x0 ∈ X имеет место оценка

ρX(x0, ξ) ≤
1− ε+ q2ε

1− ε
ρX(x0,Φ(x0)), (0.5)

20 пусть q2
0ε < 1 и q2 = 1. Тогда для произвольной точки x0 ∈ X имеет место

оценка

ρX(ξ, x0) ≤ q0
q1q

2
0ε+ 1− q2

0ε

1− q2
0ε

ρX(x0,Φ(x0)). (0.6)

Оценки (0.1)–(0.4) можно рассматривать в некотором смысле как оценки устойчиво-
сти липшицева отображения по отношению к накрывающему отображению. Такие оценки
важны при практическом использовании теорем о точках совпадения накрывающих и лип-
шицевых отображений (теорем о неподвижной точке сжимающих отображений). В рабо-
те [1] были построены примеры, доказывающие, что оценки (0.1)–(0.4) имеют универсаль-
ный характер и в общем случае не улучшаемы. Таким образом, нахождение оптимальных
оценок в (0.1)–(0.4) напрямую связано с нахождением оптимальных значений констант
q1, q2, в частности, минимального значения константы q2, см. (0.3), (0.5). С другой сто-
роны, многое зависит от природы (q1, q2) -квазиметрических пространств и рассматрива-
емых там отображений. Для (важных) частных случаев (q1, q2) -квазиметрических может
так оказаться, что оценки (0.1)–(0.4) можно улучшить, в частности, оценки устойчиво-
сти (0.5), (0.6) из теоремы о неподвижной точке сжимающего отображения. Именно этот
вопрос мы обсуждаем в настоящей работе для сжимающих отображений первой группы
Гейзенберга H1

α, снабженной BoxH1
α
-квазиметрикой, являющейся симметрической (1, q2) -

квазиметрикой, см., например, [8]. А именно, в § 2 мы показываем, что для отображения Φ,

являющегося стандартным сжатием δε, ε ∈ (0, 1), или композицией δε с левым сдвигом
группы Гейзенберга H1

α, выполняется оценка

BoxH1
α
(u, ξ) ≤

BoxH1
α

(
u,Φ(u)

)
1− ε

∀u ∈ H1
α; (0.7)

здесь ξ — единственная неподвижная точка отображения Φ. Как мы видим, оценка
из (0.7) является более точной, чем оценка (0.5), и по форме она совпадает с классиче-
ской оценкой для метрических пространств [10]. Но в оценке (0.7) отсутствует формальная
связь с тем фактом, что мы имеем дело именно с (1, q2) -квазиметрическим пространством.
Естественно, что в этом случае возникает вопрос о существовании на группе Гейзенберга
H1
α сжимающих отображений Φ таких, что

BoxH1
α
(u, ξ) ≤

LΦBoxH1
α

(
u,Φ(u)

)
1− ε

∀u ∈ H1
α,

где константа LΦ зависит от константы q2. В § 3 мы доказали, что для неоднородных
сжатий Dε первой группы Гейзенберга константа LDε зависит от значений константы q2,

причем эта зависимость снизу ведет себя как O(
√
q2) (теоремы 3.1, 3.2, следствие 3.1).

В § 4 эти результаты были обобщены для отображений, являющихся композициями ле-
вых сдвигов и неоднородных растяжений первой группы Гейзенберга (теоремы 4.1, 4.2).
Существенным в наших доказательствах является следующий факт.
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Теорема 0.4 (см. [8]). Пусть α — структурная константа первой группы Гейзен-
берга H1

α. Минимальное значение константы q2 в (1, q2) -обобщенном неравенстве тре-
угольника для группы H1

α определяется как

q2 =

{
1, α ≤ 2,
α
2
, α > 2.

Получение оценок для неподвижных точек и точек совпадения отображений (q1, q2) -
квазиметрических пространств является интересной задачей. В связи с этим отметим ра-
боту [11], где для однозначных и многозначных отображений, действующих в метрическом
пространстве X и удовлетворяющих условию Липшица, получена оценка снизу рассто-
яния от заданной точки x0 ∈ X до неподвижной точки; там же данный результат был
распространен на (q1, q2) -квазиметрические пространства.

1. Каноническая первая группы Гейзенберга H1
α

Канонической конечномерной группой Ли [12] называется аналитическая группа Ли
G, экспоненциальное отображение которой является тождественным. Таким образом, G
отождествляется с некоторым евклидовым пространством RN с координатами (x1, . . . , xN),

индуцированными координатным репером (O, e1, . . . , eN). Поэтому мы можем отождеств-
лять любой элемент u ∈ G с его координатной записью; в частности, нейтральный элемент
группы G — точка O = (0, . . . , 0) (начало координат евклидова пространства RN ), и для
любого u = (x1, . . . , xN) мы имеем u−1 = (−x1, . . . ,−xN). Групповая операция « · » на
G (по-другому, левый сдвиг PG

u u
′ = u · u′ элемента u′ ∈ G на элемент u ∈ G ) опре-

деляется при помощи формулы Кэмпбелла–Хаусдорфа [13] и соответствующей таблицы
коммутаторов, заданной на базисных ортах {ei}i=1,...,N евклидова пространства RN .

Каноническая группа H1
α определяется, см. [8, 14], в стандартном евклидовом про-

странстве R3 с системой координат (x, y, t), индуцированной координатным репером
(O, e1, e2, e3), при помощи следующей таблицы коммутаторов

[e1, e2] = αe3, α > 0. (1.1)

Произвольный элемент u ∈ H1
α отождествляется со своей координатной записью, т. е.

u = xe1 + ye2 + te3 = (x, y, t).

Используя таблицу (1.1), запишем операцию левого сдвига для H1
α. Пусть w = (x, y, t),

w′ = (x′, y′, t′), тогда

PH1
α

w w′ = w · w′ =
(
x+ x′, y + y′, t+ t′ +

α

2
(xy′ − x′y)

)
.

Нейтральный элемент O канонической первой группы Гейзенберга совпадает с началом
координат евклидова пространства R3, т. е. O = (0, 0, 0), и для любого элемента u =

(x, y, t) ∈ H1
α мы имеем u−1 = (−x,−y,−t).

Однопараметрическая подгруппа растяжений δε : H1
α → H1

α, ε ≥ 0, действует на
элементы u = (x, y, t) по правилу

δεu = (εx, εy, ε2t).
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Определим неотрицательную функцию BoxH1
α

: H1
α×H1

α → R+∪0 следующим образом.
Пусть u, v ∈ H1

α, тогда v = u · (u−1v) = uc, где c = (c1, c2, c3) ∈ H1
α. Тогда

BoxH1
α
(u, v) = max{|c1|, |c2|, |c3|

1
2}.

Из определения вытекает, что функция BoxH1
α
удовлетворяет аксиомам тождества и сим-

метрии. Более того, функция BoxH1
α
является (1, q2) -квазиметрикой [8]. Функция BoxH1

α
—

это Box -квазиметрика группы Гейзенберга H1
α.

Следующие свойства, называемые инвариантностью Box -квазиметрики относительно
действий растяжений и левых сдвигов, являются прямым следствием фактов общей тео-
рии групп Карно, см. [15], но их несложно проверить непосредственно:

BoxH1
α
(δεu, δεv) = εBoxH1

α
(u, v), BoxH1

α
(PH1

α
w u, PH1

α
w v) = BoxH1

α
(u, v) ∀u, v, w ∈ H1

α.

2. Однородные сжатия и их композиции с левыми сдвигами группы H1
α

10 Рассмотрим стандартное (субриманово) сжатие δεu = (εx, εy, ε2t), u = (x, y, t),

0 < ε < 1, группы Гейзенберга H1
α. Из определения отображения δε вытекает, что един-

ственная неподвижная точка отображения здесь — начало координат O.

Мы имеем BoxH1
α
(O, u) = max{|x|, |y|, |t| 12},

BoxH1
α

(
u, δεu)

)
= max

{
|(ε− 1)x|, |(ε− 1)y|, |(ε2 − 1)t|

1
2

}
= (1− ε) max

{
|x|, |y|,

∣∣∣1 + ε

1− ε
t
∣∣∣ 12},

откуда мы получаем

BoxH1
α
(O, u) ≤

BoxH1
α

(
u, δε(u)

)
1− ε

.

20 Зафиксируем точку w = (x0, y0, t0). Рассмотрим сжимающее отображение

Φ1(u) = δε ◦ PH1
α

w (u) =
(
ε(x0 + x), ε(y0 + y), ε2t0 + ε2t+

αε2

2
(x0y − y0x)

)
,

где u = (x, y, t), 0 < ε < 1. Найдем неподвижную точку ξ = (xn, yn, tn) отображения Φ1 :

xn = ε(x0 + xn)⇒ xn =
εx0

1− ε
,

yn = ε(y0 + yn)⇒ yn =
εy0

1− ε
,

tn = ε2t0 + ε2tn +
αε2

2
(x0yn − y0xn)⇒ tn =

ε2t0
1− ε2

.

Мы имеем BoxH1
α
(u, ξ) = BoxH1

α
(O, u−1ξ), BoxH1

α
(u,Φ1(u)) = BoxH1

α
(O, u−1Φ1(u)), где

u−1ξ = (−x,−y,−t)(xn, yn, tn) = (−x,−y,−t)
( εx0

1− ε
,
εy0

1− ε
,
ε2t0

1− ε2

)
=
( εx0

1− ε
− x, εy0

1− ε
− y, ε2t0

1− ε2
− t+

αε

2(1− ε)
(−xy0 + x0y)

)
=
( εx0

1− ε
− x, εy0

1− ε
− y, ε

2t0 + t(ε2 − 1)

1− ε2
+

αε

2(1− ε)
(x0y − xy0)

)
, (2.1)
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u−1Φ1(u) = (−x,−y,−t)
(
ε(x0 + x), ε(y0 + y), ε2

(
t0 + t+

α

2
(x0y − y0x)

))
=
(
εx0 − (1− ε)x, εy0 − (1− ε)y, ε2t0 + t(ε2 − 1) + (

αε

2
+
αε2

2
)(x0y − y0x)

)
. (2.2)

Рассмотрим последние координаты в (2.1) и в (2.2); заметим, что

1 + ε

1− ε

(ε2t0 + t(ε2 − 1)

1− ε2
+

αε

2(1− ε)
(x0y − xy0)

)
=

1

(1− ε)2

(
ε2t0 + t(ε2 − 1) + (

αε

2
+
αε2

2
)(x0y − y0x)

)
. (2.3)

Учитывая (2.3), мы выводим

BoxH1
α
(u, ξ) ≤

BoxH1
α
(u,Φ1(u))

1− ε
.

30 Зафиксируем точку w = (x0, y0, t0). Рассмотрим сжимающее отображение

Φ2(u) = PH1
α

w ◦ δε(u) =
(
εx+ x0, εy + y0, t0 + ε2t+

αε2

2
(x0y − y0x)

)
,

где u = (x, y, t), 0 < ε < 1. Найдем неподвижную точку ξ = (xn, yn, tn) отображения Φ2 :

xn = εxn + x0 ⇒ xn =
x0

1− ε
, yn = εyn + x0 ⇒ yn =

y0

1− ε
,

tn = t0 + ε2tn +
αε2

2
(x0yn − y0xn) ⇒ tn =

t0
1− ε2

.

Мы имеем BoxH1
α
(u, ξ) = BoxH1

α
(O, u−1ξ), BoxH1

α
(u,Φ1(u)) = BoxH1

α
(O, u−1Φ1(u)), где

u−1ξ = (−x,−y,−t)(xn, yn, tn) = (−x,−y,−t)
( x0

1− ε
,
y0

1− ε
,

t0
1− ε2

)
=
( x0

1− ε
− x, y0

1− ε
− y, t0

1− ε2
− t+

α

2(1− ε)
(−xy0 + x0y)

)
=
( εx0

1− ε
− x, εy0

1− ε
− y, t0 + t(ε2 − 1)

1− ε2
+

α

2(1− ε)
(x0y − xy0)

)
, (2.4)

u−1Φ2(u) = (−x,−y,−t)
(
εx+ x0, εy + y0, t0 + ε2t+

αε

2
(x0y − y0x)

)
=
(
x0 − (1− ε)x, y0 − (1− ε)y, ε2t0 + t(ε2 − 1) +

(α
2

+
αε

2

)
(x0y − y0x)

)
. (2.5)

Рассмотрим последние координаты в (2.4) и в (2.5); заметим, что

1 + ε

1− ε

(t0 + t(ε2 − 1)

1− ε2
+

α

2(1− ε)
(x0y − xy0)

)
=

1

(1− ε)2

(
ε2t0 + t(ε2 − 1) + (

α

2
+
αε

2
)(x0y − y0x)

)
. (2.6)

Учитывая (2.6), мы выводим

BoxH1
α
(u, ξ) ≤

BoxH1
α
(u,Φ2(u))

1− ε
.
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3. Неоднородные сжатия группы H1
α

О п р е д е л е н и е 3.1. Отображение

Dε : (x, y, t)→ (ε1x, ε2y, ε1ε2t), 0 < ε1, ε2 < 1, ε1 6= ε2, ε = max
i=1,2
{εi},

назовем неоднородным сжатием группы Гейзенберга H1
α.

Далее для определенности полагаем, что ε1 > ε2.

С в о й с т в о 3.1. Отображение Dε : 10 является ε -липшицевым, 20 имеет един-
ственную неподвижную точку, совпадающую с началом координат O.

Д о к а з а т е л ь с т в о.
10 Несложно проверить непосредственно, что

BoxH1
α
(Dε(u), Dε(v)) ≤ εBoxH1

α
(u, v).

Пусть u1 = (x1, 0, 0), u2 = (x2, 0, 0), тогда

BoxH1
α
(Dε(u1), Dε(u2)) = ε1|x1 − x2| = ε1BoxH1

α
(u, v).

20 Очевидно.

Теорема 3.1. Для произвольной точки u = (x, y, t) ∈ H1
α имеет место оценка

BoxH1
α
(O, u) ≤ √q2

BoxH1
α
(u,Dεu)

1− ε
. (3.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Мы имеем BoxH1
α
(O, u) = max{|x|, |y|, |t| 12},

BoxH1
α
(u,Dεu) =

(
x(ε1 − 1), y(ε2 − 1),

α

2
xy(ε1 − ε2)− t(1− ε1ε2)

)
.

Если BoxH1
α
(O, u) = |x| или BoxH1

α
(O, u) = |y|, то в этом случае очевидно выполняется

оценка

BoxH1
α
(O, u) ≤

BoxH1
α
(u,Dεu)

1− ε
. (3.2)

Пусть BoxH1
α
(O, u) = |t| 12 . Если при этом xy = 0, то оценка (3.2) очевидно выполняет-

ся. Далее полагаем, что xy 6= 0. Обозначим k = 1−ε1ε2
ε1−ε2 . Отметим, что k > 1.

Предположим, что
|t|(1− ε1ε2)

k
≤ α

2
|xy|(ε1 − ε2).

Мы имеем
BoxH1

α
(u,Dεu) ≥ max{|x|(1− ε1), |y|(1− ε2)},

тогда

|t| ≤ α

2
|xy| ≤ α

2

Box2
H1
α
(u,Dεu)

(1− ε1)(1− ε2)
⇒ |t|

1
2 ≤

√
α

2

BoxH1
α
(u,Dεu)

1− ε
,

откуда, с учетом теоремы 0.4, вытекает оценка (3.1).
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Теперь пусть
|t|(1− ε1ε2)

k
>
α

2
|xy|(ε1 − ε2),

тогда ∣∣∣α
2
xy(ε1 − ε2)− t(1− ε1ε2)

∣∣∣ ≥ |t|(1− ε1ε2)
(

1− 1

k

)
= |t|(1− ε1)(1 + ε2).

Откуда получаем

|t|
1
2 ≤

BoxH1
α
(u,Dεu)√

(1− ε1)(1 + ε2)
≤

BoxH1
α
(u,Dεu)

1− ε
.

В общем случае оценку (3.1) нельзя назвать более точной, чем оценка (0.5); все зависит
от выбора ε и q2.

Теорема 3.2. Имеет место оценка

LDε ≥
√
q2
ε1 − ε2

1− ε1ε2

. (3.3)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть u = (x, y, t) ∈ H1
α.

Случай 1. Пусть q2
ε1−ε2
1−ε1ε2 ≥ 1. В этом случае всегда найдется точка u такая, что

BoxH1
α
(O, u) = |t| 12 , xy 6= 0, и при этом выполняется тождество

t(ε1ε2 − 1) +
α

2
xy(ε1 − ε2) = 0,

тогда
t =

α

2
xy

ε1 − ε2

1− ε1ε2

,

BoxH1
α
(u,Dεu) = max{|x|(1− ε1), |y|(1− ε2)}.

Можно при этом рассматривать такую точку u, что x = y. Тогда

|t| = α

2

ε1 − ε2

(1− ε1ε2)(1− ε1)2
Box2

H1
α
(u,Dεu),

откуда, учитывая неравенство ε = ε1 > ε2 и теорему 0.4, вытекает тождество

BoxH1
α
(O, u) =

√
q2
ε− ε2

1− εε2

BoxH1
α
(u,Dεu)

1− ε
.

Покажем, см. (0.5), что√
q2
ε− ε2

1− εε2

≤ 1 + ε(q2 − 1) ⇔ q2
ε− ε2

1− εε2

≤ 1 + 2ε(q2 − 1) + ε2(q2 − 1)2. (3.4)

Пусть f(ε2) = q2
ε−ε2
1−εε2 , тогда

f ′(ε2) = q2
−1 + ε

(1− εε2)2
< 0, f(0) = q2ε < 1 + 2ε(q2 − 1) + ε2(q2 − 1)2,

поэтому неравенство (3.4) выполняется.
Случай 2. Теперь пусть q2

ε1−ε2
1−ε1ε2 < 1. Всегда найдется точка u такая, что BoxH1

α
(O, u) =

max{|x|, |y|}, и в этом случае выполняется выполняется неравенство (3.2).
Неравенство (3.3) следует из случаев 1, 2.

Следствие 3.1. √
q2
ε− ε2

1− εε2

≤ LDε ≤ 1 + ε(q2 − 1).
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4. Композиции неоднородных сжатий и левых сдвигов группы H1
α

4.1 Композиция P
H1
α

w ◦Dε

Зафиксируем точку w = (x0, y0, t0), x0y0 6= 0. Рассмотрим сжимающее отображение

Φ̃2(u) = PH1
α

w ◦Dε(u) =
(
ε1x+ x0, ε2y + y0, t0 + ε1ε2t+

α

2
(ε2x0y − ε1y0x)

)
,

где u = (x, y, t). Нетрудно убедиться в том, что отображение Φ̃2 является ε -липшицевым,
где ε = ε1. Найдем неподвижную точку ξ = (xn, yn, tn) отображения Φ̃2. Мы имеем

ε1xn + x0 = xn ⇒ xn =
x0

1− ε1

,

ε2yn + y0 = yn ⇒ yn =
y0

1− ε2

,

tn = t0 + ε1ε2tn +
αx0y0

2

( ε2

1− ε2

− ε1

1− ε1

)
⇒ tn =

t0
1− ε1ε2

− αx0y0(ε1 − ε2)

2(1− ε1ε2)(1− ε1)(1− ε2)
.

Теорема 4.1.

LΦ̃2
≥ C

√
q2
ε1 − ε2

1− ε1ε2

для некоторой положительной константы C = C(x0, y0, ε1, ε2).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть v = (0, 0, t). Тогда

BoxH1
α
(ξ, v) = max

{∣∣∣ x0

1− ε1

∣∣∣, ∣∣∣ y0

1− ε2

∣∣∣, ∣∣∣ t0
1− ε1ε2

− αx0y0(ε1 − ε2)

2(1− ε1ε2)(1− ε1)(1− ε2)
− t
∣∣∣ 12},

BoxH1
α
(v, Φ̃2(v)) = max{|x0|, |y0|,

∣∣t0 + (ε1ε2 − 1)t
∣∣ 12}.

Выберем t таким образом, чтобы выполнялось равенство t0 + (ε1ε2 − 1)t = 0. В этом
случае

BoxH1
α
(ξ, v) = max

{∣∣∣ x0

1− ε1

∣∣∣, ∣∣∣ y0

1− ε2

∣∣∣, ∣∣∣ αx0y0(ε1 − ε2)

2(1− ε1ε2)(1− ε1)(1− ε2)

∣∣∣ 12},
BoxH1

α
(v, Φ̃2(v)) = max{|x0|, |y0|} = m.

В случае, если BoxH1
α
(ξ, v) = max

{∣∣∣ x0

1− ε1

∣∣∣, ∣∣∣ y0

1− ε2

∣∣∣}, то очевидно выполняется оценка

BoxH1
α
(ξ, v) ≤

BoxH1
α
(v, Φ̃2(v))

1− ε
.

Пусть BoxH1
α
(ξ, v) =

∣∣∣ αx0y0(ε1 − ε2)

2(1− ε1ε2)(1− ε1)(1− ε2)

∣∣∣ 12 , тогда
Box2

H1
α
(ξ, v) =

α

2
Box2

H1
α
(v, Φ̃2(v))

(ε1 − ε2)

(1− ε1ε2)

|x0y0|
(1− ε1)2m2

1− ε1

1− ε2

⇒ BoxH1
α
(ξ, v) = C

√
q2

(ε− ε2)

(1− εε2)

BoxH1
α
(v, Φ̃2(v))

(1− ε)
,

где C = C(x0, y0, ε1, ε2) — некоторая положительная константа. Откуда и следует теоре-
ма 4.1.
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4.2 Композиция Dε ◦ PH1
α

w

Зафиксируем точку w = (x0, y0, t0), x0y0 6= 0. Рассмотрим сжимающее отображение

Φ̃1(u) = Dε ◦ PH1
α

w (u) =
(
ε1(x+ x0), ε2(y + y0), ε1ε2

(
t0 + t+

α

2
(x0y − y0x)

))
,

где u = (x, y, t). Нетрудно убедиться в том, что отображение Φ̃1 является ε -липшицевым,
где ε = ε1. Найдем неподвижную точку ξ = (xn, yn, tn) отображения Φ̃1. Мы имеем

xn = ε1(x0 + xn) ⇒ xn =
ε1x0

1− ε1

,

yn = ε2(yn + y0) ⇒ yn =
ε2y0

1− ε2

,

tn = t0 + ε1ε2tn +
αx0y0

2

( ε2

1− ε2

− ε1

1− ε1

)
⇒ tn =

t0
1− ε1ε2

− αx0y0(ε1 − ε2)

2(1− ε1ε2)(1− ε1)(1− ε2)
.

Теорема 4.2.

LΦ̃1
≥ C

√
q2
ε1 − ε2

1− ε1ε2

для некоторой положительной константы C = C(x0, y0, ε1, ε2).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть v = (0, 0, t). Тогда

BoxH1
α
(ξ, v) = max

{∣∣∣ ε1x0

1− ε1

∣∣∣, ∣∣∣ ε2y0

1− ε2

∣∣∣, ∣∣∣ ε1ε2t0
1− ε1ε2

− αε1ε2x0y0(ε1 − ε2)

2(1− ε1ε2)(1− ε1)(1− ε2)
− t
∣∣∣ 12},

BoxH1
α
(v, Φ̃2(v)) = max

{
|ε1x0|, |ε2y0|,

∣∣ε1ε2(t0 + t)− t
∣∣ 12}.

Выберем t таким образом, чтобы выполнялось равенство ε1ε2(t0 + t) − t = 0. Далее,
действуя так же как и при доказательстве теоремы 4.1, получаем теорему 4.2.
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