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Аннотация. Получены условия разрешимости и оценки решений неявного диф-
ференциального уравнения с авторегулируемым (то есть зависящим от искомой
функции) отклонением аргумента. Используются результаты о накрывающих
отображениях частично упорядоченных пространств.
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Введение

Для получения оценок решений дифференциальных уравнений часто применяют
известную теорему Чаплыгина о дифференциальном неравенстве (см. [1]). Проблемам
распространения этой теоремы на различные классы уравнений посвящены многочис-
ленные статьи. В данной работе предлагается аналог теоремы Чаплыгина для неявного
дифференциального уравнения с авторегулируемым отклонением аргумента. Использу-
ются предложенное и исследованное в работах [2, 3] понятие упорядоченного накрыва-
ния и результаты работ [4, 5] об антитонных возмущениях упорядоченно накрывающих
отображений. На основе этих результатов в [6] была доказана теорема типа Чаплы-
гина для неявных дифференциальных уравнений с отклоняющимся аргументом. Дан-
ная работа продолжает это исследование. Рассматриваемое здесь дифференциальное
уравнение с авторегулируемым отклонением аргумента возникает, например, в зада-
чах механики при описании взаимодействия быстро движущихся материальных точек
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или зарядов (см. [7, 8]). Применение к этому уравнению (даже разрешенному относи-
тельно производной) классических методов анализа в нормированных или метрических
пространствах затруднено в силу отсутствия непрерывности операторов, порождаемых
этих уравнением. Этим обстоятельством можно объяснить ряд необычных свойств это-
го уравнения (подробнее см. [9, с. 278). Теорема о дифференциальном неравенстве для
явного уравнения с авторегулируемым запаздыванием получена в [10, 11] методами, ис-
пользующими результаты о вольтерровых операторах и теоремы о неподвижных точках
изотонных операторов.

1. Упорядоченно накрывающие отображения

Пусть заданы упорядоченные пространства (X,≼), (Y,≼). Для элементов u, x ∈ X

в случае x ≼ u используем также обозначение u ≽ x. Если x ≼ u и x ̸= u, то будем
писать x ≺ u. Для элемента u ∈ X обозначим

OX(u)
.
= {x ∈ X : x ≼ u}.

Напомним, что отображение G : X → Y называют антитонным на множестве
U ⊂ X, если для любых x, u ∈ U из x ≼ u следует G(x) ≽ G(u).

О п р е д е л е н и е 1. [2] Отображение G : X → Y называется упорядоченно
накрывающим множество V ⊂ Y, если

∀u ∈ X G(OX(u)) ⊃ V ∩ OY (G(u)).

Отображение G является упорядоченно накрывающим множество V тогда и только
тогда, когда справедливо соотношение

∀u ∈ X ∀y ∈ V y ≼ G(u) ⇒ ∃x ∈ X G(x) = y & x ≼ u.

Рассмотрим уравнение
F (x) = y, (1)

где y ∈ Y, а отображение F : X → Y представимо в виде

F (x) = Υ(x, x), ∀x ∈ X.

Здесь отображение Υ : X2 → Y по одному аргументу обладает свойством упорядочен-
ного накрывания, а по другому является антитонным.

Следуя [2, 3], по отображению Υ : X2 → Y, множеству U ⊂ X и элементу y ∈ Y

определим совокупность S(Υ, U, y) всех цепей S ⊂ U, удовлетворяющих условиям

∀ x ∈ S Υ(x, x) ≽ y,

∀ x1, x2 ∈ S x1 ≺ x2 ⇒ Υ(x1, x2) ≼ y.

Достаточные условия разрешимости уравнения (1) и оценки его решений получены
в работе [4]. Приведем этот результат.
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Теорема 1. Пусть существует такой элемент u0 ∈ X, что

Υ(u0, u0) ≽ y, (2)

и выполнены условия:

(1.1) при любом x ∈ OX(u0) отображение Υ(·, x) : X → Y упорядоченно накрывает
множество V =̇{y} ;

(1.2) при любом x ∈ OX(u0) отображение Υ(x, ·) : X → Y является антитонным на
множестве OX(u0) ;

(1.3) любая цепь S ∈ S
(
Υ,OX(u0), y

)
ограничена снизу, и существует ее нижняя

граница ω ∈ X, удовлетворяющая неравенству Υ(ω, ω) ≽ y.

Тогда множество решений уравнения (1) не пусто, в нем существует минималь-
ный элемент, который принадлежит OX(u0).

Будем обозначать L∞=̇L∞([a, b],R) – пространство существенно ограниченных
функций x : [a, b] → R с нормой ∥x∥ = vrai supt∈[a,b]|x(t)|, W =̇W ([a, b],R) – про-
странство измеримых на [a, b] функций. В перечисленных пространствах измеримых
функций считаем, что задан "обычный" порядок, то есть для функций x, u полагаем
x ≤ u, если x(t) ≤ u(t) при п.в. t ∈ [a, b].

Пусть заданы существенно ограниченные функции r, r : [a, b] → R, r ≤ r, и удовле-
творяющая условиям Каратеодори функция g : [a, b]× R → R. Определим многознач-
ное отображение

B : [a, b] ⇒ R, B(t) = [r(t), r(t)], t ∈ [a, b].

Такое многозначное отображение измеримо (это очевидно следует из [12; теорема 2,
с. 342]). Обозначим через SB множество измеримых сечений этого отображения, то
есть z ∈ SB тогда и только тогда, когда z(t) ∈ [r(t), r(t)] при п.в. t ∈ [a, b]. Очевидно,
что SB ⊂ L∞. Будем полагать, что на SB также задан "обычный" порядок.

Определим оператор Немыцкого

Ng : SB → W, (Ngx)(t) = g
(
t, x(t)

)
, t ∈ [a, b].

В [3, 4] получены утверждения об упорядоченном накрывании оператора Немыцкого
в случае r(t) = const, r(t) = const. Приведем аналог этих утверждений для рассматри-
ваемой здесь более общей ситуации измеримых функций r, r. Пусть задана измеримая
функция y : [a, b] → R.

Теорема 2. Если при п.в. t ∈ [a, b] функция g
(
t, ·) : B(t) → R упорядоченно

накрывает одноточечное множество {y(t)} ⊂ R, то соответствующий оператор
Немыцкого Ng : SB → W упорядоченно накрывает множество {y} ⊂ W.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть для некоторой функции u ∈ SB выполнено нера-
венство Ngu ≥ y, то есть g

(
t, u(t)

)
≥ y(t) для п.в. t ∈ [a, b]. Так как g

(
t, ·) упоря-

доченно накрывает одноточечное множество {y(t)}, то y(t) ∈ g
(
t, [r(t), u(t)]

)
для п.в.
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t ∈ [a, b]. Отсюда, по теореме Филиппова (см., например, [13, п. 1.5.2]), существует
измеримая функция x̄ : [a, b] → R такая, что

x̄(t) ∈ [r(t), u(t)], g
(
t, x̄(t)) = y(t) при п.в. t ∈ [a, b].

Это означает, что имеют место соотношения: x̄ ∈ SB, x ≤ u и Ngx̄ = y. Таким образом,
оператор Ng упорядоченно накрывает множество {y}.

2. Дифференциальное неравенство для уравнения
с авторегулируемым отклонением аргумента

Здесь на основании теорем 1 и 2 получено утверждение о существовании и оцен-
ке решения неявного дифференциального уравнения с авторегулируемым отклонением
аргумента.

Обозначим AC∞=̇AC∞([a, b],R) — пространство таких абсолютно непрерывных
функций x : [a, b] → R, что ẋ ∈ L∞; для произвольного измеримого многозначного
отображения B : [a, b] ⇒ R определим AC∞

(
B)=̇AC∞

(
[a, b],B) — подмножество AC∞,

содержащее функции x : [a, b] → R, производная которых ẋ ∈ SB, то есть ẋ(t) ∈ B(t)

при п.в. t ∈ [a, b].

Пусть заданы функции f : [a, b]×R×R → R, h : [a, b]×R → R, φ : R\[a, b] → R и
число γ ≥ 0. Рассмотрим задачу Коши для уравнения

f
(
t, x

(
h(t, x(t))

)
, ẋ(t)

)
= 0, t ∈ [a, b]; x(ξ) = φ(ξ), если ξ /∈ [a, b], (3)

с начальным условием
x(a) = γ. (4)

Решением (3) будем считать функцию x ∈ AC∞([a, b],R), удовлетворяющую этому
уравнению при п.в. t ∈ [a, b].

Обозначим

H : AC∞ → L∞, (Hx)(t)
.
=

{
x(h(t, x(t))), если h(t, x(t)) ∈ [a, b],

φ(h(t, x(t))), если h(t, x(t)) /∈ [a, b].

Теорема 3. Пусть существуют u0 ∈ AC∞, v0 ∈ AC∞, удовлетворяющие на-
чальному условию u0(a) = v0(a) = γ, для которых при п.в. t ∈ [a, b] справедливы
неравенства:

0 ≤ u̇0(t) ≤ v̇0(t), (5)

f
(
t, (Hv0)(t), v̇0(t)

)
≥ 0, (6)

f
(
t, (Hu0)(t), u̇0(t)

)
≤ 0. (7)

Определим многозначное отображение B : [a, b] ⇒ R равенством B(t) = [u̇0(t), v̇0(t)].

Пусть выполнены условия:
(3.1) для функции f при любых u, v ∈ R и п.в. t ∈ [a, b] имеем: f(·, v, u) : [a, b] → R

измерима, f(t, ·, u) : R → R не возрастает и непрерывна справа, f(t, v, ·) : R → R
непрерывна;
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(3.2) для функции h при любых v ∈ R и п.в. t ∈ [a, b] имеем: h(·, v) : [a, b] → R
измерима, h(t, ·) : R → R не убывает и непрерывна справа;

(3.3) функция φ : R\[a, b] → R не убывает;
(3.4) справедливы неравенства:

φ(a− 0) ≤ u0(a) или h(t, u0(t)) ≥ a при п.в. t ∈ [a, b],

φ(b+ 0) ≥ v0(b) или h(t, v0(t)) ≤ b при п.в. t ∈ [a, b].

Тогда существует решение x ∈ AC∞([a, b],B) задачи Коши (3), (4) (то есть суще-
ствует решение, удовлетворяющее неравенствам u̇0(t) ≤ ẋ(t) ≤ v̇0(t), t ∈ [a, b] )

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из предположения (3.2) следует измеримость функции
t 7→ h(t, x(t)) для любой непрерывной функции x (см. [14]). Отсюда, учитывая пред-
положение (3.3), получаем, что функция Hx также является измеримой. Наконец,
условие (3.1) гарантируют измеримость функции t 7→ f(t, (Hx)(t), ẋ(t)) для любого
x ∈ AC∞ (см. [14]).

Запишем задачу (3), (4) в виде операторного уравнения (1) относительно производ-
ной решения рассматриваемой задачи. Такое представление позволит применить теоре-
му 1 к установлению разрешимости задачи (4), (5). С этой целью определим оператор
Немыцкого

Nf : SB× L∞ → W,
(
Nf (u1, u2)

)
(t)

.
= f

(
t, u2(t), u1(t)

)
, t ∈ [a, b],

и композицию

Υ : SB× SB → W, Υ(u1, u2)
.
= Nf

(
u1, H(γ +

∫ (·)

a

u2(s)ds)
)
.

Тогда задача (3), (4) запишется в виде уравнения

Υ(u, u) ≡ Nf

(
u,H(γ +

∫ (·)

a

u(s)ds)
)
= 0 (8)

относительно неизвестного u ∈ SB. Покажем, что отображение Υ удовлетворяет усло-
виям теоремы 1.

Из неравенства (6) следует неравенство Υ(v̇0, v̇0) ≥ 0, то есть выполнено условие (2).
Для произвольной измеримой функции v : [a, b] → R при п.в. t ∈ [a, b] функция
f(t, v(t), ·) непрерывна на отрезке [u̇0(t), v̇0(t)]. Поэтому из неравенств (6), (7) следует
существование точки ũ ∈ [u̇0(t), v̇0(t)] такой, что f(t, v(t), ũ) = 0, то есть функция
f(t, v(t), ·) упорядоченно накрывает множество V (t) = {0}. Тогда согласно теореме 2
при любом z ∈ SB отображение

Υ(·, z) = Nf

(
·, H(γ +

∫ (·)

a

z(s)ds)
)
: SB → W

упорядоченно накрывает множество {0} ⊂ W. Таким образом, выполнено условие
(1.1) теоремы 1.
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Согласно условиям (3.1) и (3.2) для любого u ∈ SB функция f(t, ·, u(t)) при
п.в. t ∈ [a, b] является невозрастающей. Поэтому, а также в силу предположения (3.4)
отображение Υ(u, ·) : SB → W антитонное, и условие (1.2) теоремы 1 выполнено.

Рассмотрим произвольную цепь S ⊂ SB ⊂ L∞ такую, что для любого w ∈ S

выполнено

Υ(w,w) = Nf (w,H(γ +

∫ (·)

a

w(s)ds)) ≥ 0.

Как и любая ограниченная снизу цепь в L∞, цепь S имеет точную нижнюю границу,
обозначим w = inf S. Очевидно, выполнено w ∈ SB. Выделим из этой цепи убывающую
последовательность {wi} ⊂ S такую, что inf{wi} = inf S = w (см. [15, гл. IV, §12,
следствие 7]). Следовательно, при п.в. t ∈ [a, b] справедливо

w(t) = inf{wi(t)} = lim
i→∞

wi(t).

Так как отображение Υ(wi, ·) : SB → W антитонное, получаем

Nf (wi, H(γ +

∫ (·)

a

w(s)ds)) ≥ Nf (wi, H(γ +

∫ (·)

a

wi(s)ds)) ≥ 0, t ∈ [a, b].

Вследствие непрерывности функции f(t,
(
H(γ +

∫ (·)
a

w(s)ds)
)
(t), ·) выполнено(

Υ(w,w)
)
(t) = f

(
t,
(
H(γ +

∫ (·)

a

w(s)ds)
)
(t), w(t)

)
=

= lim
i→∞

f
(
t,
(
H(γ +

∫ (·)

a

w(s)ds)
)
(t), wi(t)

)
≥ 0, t ∈ [a, b].

Итак, условие (1.3) теоремы 1 также выполнено.
Таким образом, из теоремы 1 следует, что существует решение x ∈ AC∞([a, b],B)

задачи (3),(4).
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