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Аннотация. Рассматривается краевая задача для системы функционально-
дифференциальных уравнений, заданных на геометрическом графе. Краевые
условия задачи определяются условиями связи ребер графа. Приводится алго-
ритм, согласно которому система уравнений на графе сводится к системе, за-
данной на множестве Θ непересекающихся отрезков действительной прямой. К
системе, определенной на множестве Θ, применяется W -метод Н.В.Азбелева,
позволяющий получить эффективные условия однозначной разрешимости ис-
ходной системы. Приведен пример.
Ключевые слова: функционально-дифференциальное уравнение; дифференци-
альное уравнение на геометрическом графе

Одной из классических задач механики является нахождение деформации струны
(системы связанных струн) под действием внешней нагрузки.

С математической точки зрения система связанных струн образует граф. Деформа-
ция в каждой точке струны определяется как решение дифференциального уравнения
второго порядка. Для описания деформации системы связанных струн используется
теория дифференциальных уравнений на геометрическом графе, разработанная груп-
пой математиков под руководством Ю.В. Покорного (см. монографии [1, 2]).

Пусть характеристики упругости струны таковы, что ее деформация представляет
собой решение дифференциального уравнения с отклоняющимся аргументом. Так полу-
чается система функционально-дифференциальных уравнений на геометрическом гра-
фе. Для изучения свойств решения системы функционально-дифференциальных урав-
нений применим теорию абстрактного функционально-дифференциального уравнения,
разработанную группой математиков под руководством Н.В. Азбелева (см. моногра-
фии [3, 4]).
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Рассмотрим вопрос об однозначной разрешимости системы функционально-диффе-
ренциальных уравнений, заданных на геометрическом графе. Предлагается следующая
схема получения эффективных условий однозначной разрешимости указанной системы.

1. Расположим струны вдоль действительной оси так, чтобы они образовывали си-
стему Θ непересекающихся отрезков.

2. Запишем условия связи и закрепления струн как краевые условия.
Далее будем следовать схеме [4, стр. 30].

3. Решим модельную задачу для уравнения ẍ = z, заданного на множестве Θ,

с полученными выше краевыми условиями. Решение этой задачи запишем в виде
x = Wz.

4. С помощью подстановки x = Wz сведем систему функционально-дифферен-
циальных уравнений на графе к операторному уравнению второго рода, задан-
ному на несвязном компакте.

5. Получим условия однозначной разрешимости операторного уравнения. Эти усло-
вия будут гарантировать однозначную разрешимость системы функционально-
дифференциальных уравнений, заданных на геометрическом графе.

Проиллюстрируем применение указанного алгоритма.
Рассмотрим систему из струн, представляющую собой n -угольник. Вершины мно-

гоугольника обозначим B1, B2, . . . Bn. К каждой вершине Bı̇, ı̇ = 1, n, прикреплена
дополнительно ровно одна струна, второй конец которой (обозначим его Aı̇ ) жестко
закреплен. Таким образом, рассматриваемая система состоит из 2n струн: Γı̇ = Bı̇Bı̇+1,

ı̇ = 1, n− 1 ; Γn = BnB1 ; Γn+ȷ̇ = Aȷ̇Bȷ̇, ȷ̇ = 1, n.

Пусть деформация xı̇ каждой струны Γı̇, ı̇ = 1, 2n, под действием внешней силы
f =

(
f1, f2, . . . , fn

)
определяется функционально-дифференциальным уравнением вида

ẍ(t)− pı̇(t)xhı̇
(t) = fı̇(t), t ∈ Γı̇, ı̇ = 1, 2n. (1)

Здесь параметр t определяет положение точки на струне Γı̇, функции pı̇, hı̇ опре-
деляются характеристиками упругости неоднородной струны Γı̇, ı̇ = 1, 2n.

Будем предполагать, что функции pı̇ : Γı̇ → R суммируемы. Функции hı̇ : Γı̇ → R

измеримы, xhı̇
(t) =

{
x
[
hı̇(t)

]
, если hı̇(t) ∈ Γı̇

0, если hı̇(t) /∈ Γı̇

, t ∈ Γı̇, ı̇ = 1, 2n. Функции fı̇ : Γı̇ → R

суммируемы, xı̇ : Γı̇ → R абсолютно непрерывны вместе с первой производной.

Таким образом, на графе Γ =
n∪

ı̇=1

Γı̇ задана система 2n функционально-дифферен-

циальных уравнений второго порядка. Краевые условия определяются условиями связи
струн.

Запишем краевые условия. Для этого на графе введем параметризацию следую-
щим образом. Струнам Γı̇ = Aı̇Bı̇, ı̇ = 1, n, поставим в соответствие отрезки

[
aı̇, bı̇

]
,

ı̇ = 1, n ; струне BnB1 – отрезок
[
c1, c2

]
; струнам Bı̇Bı̇+1, ı̇ = 1, n− 1, – отрезки[

c2ı̇+1, c2ı̇+2

]
, ı̇ = 1, n− 1. Отрезки Θı̇ =

[
aı̇, bı̇

]
, Θn+ı̇ =

[
c2ı̇−1, c2ı̇

]
, ı̇ = 1, n, располо-

жены в произвольном порядке на действительной оси и не имеют общих точек.
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Закрепленным концам соответствуют краевые условия вида

x(aı̇) = 0, ı̇ = 1, n. (2)

Условиям непрерывного соединения сторон многоугольника – условия вида

x(c2ı̇+1)− x(c2ı̇) = 0, ı̇ = 1, n− 1,

x(c1)− x(c2n) = 0.

(3)

Условиям непрерывного соединения струн, образующих многоугольник, и струн с за-
крепленным концом – условия вида

x(bı̇)− x(c2ı) = 0, ı̇ = 1, n. (4)

Кроме того, в вершинах Bı̇ заданы условия связи

ẋ(bı̇) + ẋ(c2ı̇) + ẋ(c2ı̇+1) = 0, ı̇ = 1, n− 1,

ẋ(bn) + ẋ(c2n) + ẋ(c1) = 0.

(5)

Решением системы (1)–(5) будем называть абсолютно непрерывную функцию, пер-
вая производная которой также абсолютно непрерывна на несвязном множестве

Θ =
2n∪
ı̇=1

Θı̇, удовлетворяющую почти всюду уравнениям (1) и условиям (2)–(5).

Рассмотрим на множестве Θ уравнение

ẍ(t) = z(t), t ∈ Θ. (6)

Задачу (6), (2)–(5) будем рассматривать в качестве модельной. Найдем явное пред-
ставление ее решения. Для этого рассмотрим сначала вспомогательную задачу для
уравнений (6) с краевыми условиями

x(aı̇) = 0, x(bı̇) = 0, ı̇ = 1, n,

x(cȷ̇) = 0, ȷ̇ = 1, 2n.

(7)

Решение задачи (6)–(7) имеет вид x(t) =
∫
Θ

Λ(t, s)z(s) ds, где Λ(t, s) – функция Гри-
на, определяемая равенствами

Λ(t, s) =


−(bı̇ − t)(s− aı̇)

bı̇ − aı̇
θ(t− s)− (bı̇ − s)(t− aı̇)

bı̇ − aı̇
θ(s− t), если t, s ∈ [aı̇, bı̇]

−(c2ı̇ − t)(s− c2ı̇−1)

c2ı̇ − c2ı̇−1

θ(t− s)− (c2ı̇ − s)(t− c2ı̇−1)

c2ı̇ − c2ı̇−1

θ(s− t), если t, s ∈ [c2ı̇−1, c2ı̇]

для ı̇ = 1, n, в остальных случаях Λ(t, s) = 0.

Перейдем к задаче для уравнения (6) с краевыми условиями (2)–(5).



534 В.П. Плаксина

В качестве фундаментальной системы решений уравнений (6) рассмотрим функцию

x0(t) =
(
x1(t), x2(t), . . . , x4n(t)

)
. Здесь xı̇(t) =

{
1, если t ∈

[
aı̇, bı̇

]
0, если t /∈

[
aı̇, bı̇

] ,
xn+ı̇ =

{
t− aı̇, если t ∈

[
aı̇, bı̇

]
0, если t /∈

[
aı̇, bı̇

] , x2n+ı̇ =

{
1, если t ∈

[
c2ı̇−1, c2ı̇

]
0, если t /∈

[
c2ı̇−1, c2ı̇

] ,
x3n+ı̇ =

{
t− c2ı̇−1, если t ∈

[
c2ı̇−1, c2ı̇

]
0, если t /∈

[
c2ı̇−1, c2ı̇

] , ı̇ = 1, n.

Пусть краевые условия (2)–(5) определяют вектор-функционал ℓ =
(
ℓ1, ℓ2, . . . , ℓ4n

)T
,

где ℓı̇x = x(aı̇), ı̇ = 1, n ; ℓn+ȷ̇x = x(c2ȷ̇+1) − x(c2ȷ̇), ȷ̇ = 1, n− 1 ; ℓ2nx = x(c1) − x(c2n) ;
ℓ2n+ı̇x = x(bı̇) − x(c2ı̇), ı̇ = 1, n ; ℓ3n+ȷ̇x = ẋ(bȷ̇) + ẋ(c2ȷ̇) + ẋ(c2ȷ̇+1), ȷ̇ = 1, n− 1 ;
ℓ4nx = ẋ(bn) + ẋ(c2n) + ẋ(c1). Матрица ℓx0 является блочной, ее определитель отли-
чен от нуля. Следовательно, задача (6), (2)–(5) является однозначно разрешимой при
любой правой части [4, с. 22].

Построим функцию Грина W (t, s) задачи (6), (2)–(5). Для этого воспользуемся фор-
мулой W (t, s) = Λ(t, s) − x0(t)

(
Λx0

)−1(
ℓΛ
)
(s) [4, с. 27], которая связывает функции

Грина W (t, s) и Λ(t, s) краевых задач для одного и того же уравнения с различными
краевыми условиями.

Преобразование (6), (2)–(5) устанавливает изоморфизм между пространством абсо-
лютно непрерывных на множестве Θ функций и пространством L суммируемых на Θ

функций с нормой
∥∥z∥∥

L
=
∫
Θ

∣∣z(s)∣∣ ds.
Преобразование, обратное к (6), (2)–(5), имеет вид

x(t) =

∫
Θ

W (t, s)z(s) ds. (8)

В качестве примера запишем преобразование (8) для случая n = 3, bı̇ − aı̇ = 1,

c2ı̇ − c2ı̇−1 = 1, ı̇ = 1, 3.

Пусть t ∈
[
aı̇, bı̇

]
, ı̇ = 1, 3. Тогда

x(t) = −
t∫

aı̇

(
bı̇ − t

)(
s− aı̇

)
z(s) ds−

bı̇∫
t

(
bı̇ − s

)(
t− aı̇

)
z(s) ds−

−1

2

(
t− aı̇

)( bı̇∫
aı̇

(
s− aı̇

)
z(s) ds+

bı̇+2∫
aı̇+2

(
s− aı̇+2

)
z(s) ds

)
−

−1

2

(
t− aı̇

)( c2ȷ̇∫
c2ȷ̇−1

(
s− c2ȷ̇−1

)
z(s) ds−

c2ȷ̇∫
c2ȷ̇−1

(
c2ȷ̇ − s

)
z(s) ds

)
−

−1

2

(
t− aı̇

)( c2ȷ̇+2∫
c2ȷ̇+1

(
s− c2ȷ̇+1

)
z(s) ds+

c2ȷ̇+4∫
c2ȷ̇+3

(
s− c2ȷ̇+3

)
z(s) ds

)
.

(9)
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Пусть t ∈
[
c2ȷ̇−1, c2ȷ̇

]
, ȷ̇ = 1, 3. Тогда

x(t) = −
t∫

c2ȷ̇−1

(
c2ȷ̇ − t

)(
s− c2ȷ̇−1

)
z(s) ds−

c2ȷ̇∫
t

(
c2ȷ̇ − s

)(
t− c2ȷ̇−1

)
z(s) ds−

−1

2

(
t− c2ȷ̇−1

)( bı̇∫
aı̇

(
s− aı̇

)
z(s) ds+

bı̇+2∫
aı̇+2

(
s− aı̇+2

)
z(s) ds

)
−

−1

2

(
t− c2ȷ̇−1

)( c2ȷ̇∫
c2ȷ̇−1

(
s− c2ȷ̇−1

)
z(s) ds−

c2ȷ̇∫
c2ȷ̇−1

(
c2ȷ̇ − s

)
z(s) ds

)
+

+
1

2

(
t− c2ȷ̇−1

)( c2ȷ̇+2∫
c2ȷ̇+1

(
c2ȷ̇+2 − s

)
z(s) ds−

c2ȷ̇+4∫
c2ȷ̇+3

(
s− c2ȷ̇+3

)
z(s) ds

)
−

−1

2

(
c2ȷ̇ − t

)( bı̇+1∫
aı̇+1

(
s− aı̇

)
z(s) ds+

bı̇+2∫
aı̇+2

(
s− aı̇+2

)
z(s) ds

)
+

+
1

2

(
c2ȷ̇ − t

)( c2ȷ̇∫
c2ȷ̇−1

(
c2ȷ̇ − s

)
z(s) ds−

c2ȷ̇+2∫
c2ȷ̇+1

(
s− c2ȷ̇+1

)
z(s) ds

)
−

−1

2

(
c2ȷ̇ − t

)( c2ȷ̇+4∫
c2ȷ̇+3

(
s− c2ȷ̇+3

)
z(s) ds+

c2ȷ̇+4∫
c2ȷ̇+3

(
c2ȷ̇+4 − s

)
z(s) ds

)
.

(10)

В формулах (9) и (10) ı̇ = ȷ̇ = 1, 3. Индексы точек aı̇, bı̇ вычисляются по модулю
3 : a4 (b 4) a 1 ( b1 ) соответственно, a5 ( b5 ) равны a2 ( b2 ). Индексы точек cȷ̇ вычисля-
ются по модулю 6 : c7 считаем равным c1, c5 полагаем равным c2, c9 равно c3, c10

совпадает с c4.

Подставим формулы (9) и (10) в уравнение (1). Получим операторное уравне-
ние вида (I − K)z = f, где (Kı̇z)(t) = pı̇(t)

∫
Θ

Whı̇
(t, s)z(s) ds, t ∈ Θı̇, ı̇ = 1, 2n,

K =
(
K1, K2, . . . , K2n

)T
. Оценивая норму оператора K, получим эффективные условия

разрешимости системы уравнений (1)–(6).

В приведенном выше примере условие
∥∥p∥∥

L
<

4

3
гарантирует однозначную разре-

шимость задачи (1)–(6).
Приведенная выше схема в работе [5] применялась для получения условий одно-

значной разрешимости системы функционально-дифференциальных уравнений на гра-
фе, представляющем собой пучок связанных струн. В работах [6–8] – для получения
условий однозначной разрешимости сингулярных уравнений.
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ON OBTAINING EFFECTIVE CONDITIONS FOR THE SOLVABILITY
OF A SYSTEM OF FUNCTIONAL-DIFFERENTIAL EQUATIONS

DETERMINATED ON A GEOMETRIC GRAPH

V.P. Plaksina

Perm National Research Polytechnic University
29 Komsomol’skiy Pr., Perm 614990, Russian Federation

E-mail: vpplaksina@list.ru

Abstract. This paper is devoted to consideration of a boundary value problem for
a system of functional differential equations determined on a geometric graph.
The boundary conditions of the problem are determined by the conditions for the
connection of the edges of the graph. There is an algorithm that reduces the system of
equations on the graph to the system determined on the set Θ of disjoint segments of
the real axis. The Azbelev’s W -method is applied to the system determined on the
set Θ, what makes it possible to obtain effective conditions for the unique solvability
of the original system. An example is given.
Keywords: functional-differential equation; differential equation on a geometric graph
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