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Аннотация. В терминах эргодичности усредненных систем с постоянными ко-
эффициентами (и колмогоровской матрицей) указаны признаки эргодичности
непрерывных марковских цепей с конечным числом состояний с периодически-
ми и почти периодическими коэффициентами.
Ключевые слова: колмогоровские матрицы; непрерывные марковские цепи с пе-
риодическими и почти периодическими коэффициентами

Введение

В [1] дано определение колмогоровских бесконечных матриц в связи с некоторы-
ми задачами теории вероятностей. Изучение непрерывных марковских цепей приводит
к счетным системам дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами.
Предпринята попытка использовать здесь теорию полугрупп операторов в банаховом
пространстве, которая натолкнулась на существенные трудности, преодолеть которые
полностью не удалось и до настоящего времени.

Цель, поставленная в этой статье, значительно скромнее: мы рассматриваем ко-
нечные системы линейных дифференциальных уравнений, описывающих непрерывную
марковскую цепь с конечным числом состояний [2], но с переменными коэффициентами
[3] (см. также [4]).

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (проект
№ 16-01-00197).
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1. Основные понятия

Напомним некоторые определения.

О п р е д е л е н и е 1. Вектор p с компонентами p1, p2, ..., pn называется вероят-
ностным, если p1 ≥ 0, p2 ≥ 0, ..., pn ≥ 0 и p1 + p2 + ...+ pn = 1; короче p ∈ Rn, p ≥ 0

и 1p = 1, где 1 = (1, 1, ..., 1) (строка) [5].

Совокупность всех вероятностных векторов образует симплекс W размерности n−1.

О п р е д е л е н и е 2. Вещественная квадратная матрица M = (mij) ∈ Rn×n на-
зывается марковской, если

mij ≥ 0 при 1 ≤ i, j ≤ n M ≥ 0,
n∑

i=1

mij = 1, 1 ≤ j ≤ n 1M = 1.
(1)

Спектр марковской матрицы лежит в единичном круге комплексной плоскости C,
причем 1 является ее собственным значением. Для приложений особенно важен тот
факт, когда 1 является простым собственным значением марковской матрицы M, а
все остальные собственные значения лежат внутри единичного круга (эргодический слу-
чай). Последнее имеет место тогда и только тогда, когда матрица M является при-
митивной [6]: Mp > 0 при некотором натуральном p. Эргодичность означает, что
Mkx → p при k → ∞ и x ∈ W, где p – вектор финальных вероятностей.

По теореме Хопфа [7], если марковская матрица M положительная: M > 0, и
m = minmij ( 0 < m < 1 ), то

|λ| ≤ 1−m

1 +m
λ ∈ sp M\1. (2)

Свойство эргодичности можно сформулировать иначе. Пусть L – подпространство в
Rn размерности n−1, определяемое равенством 1x = 0. Это подпространство является
инвариантным относительно матрицы (оператора) M : ML ⊆ L. Эргодичность имеет
место в том и только в том случае, если оператор M|L является сжатием

spr M|L < 1. (3)

О п р е д е л е н и е 3. Матрица (оператор) называется сжатием, если ее (его)
спектральный радиус меньше единицы.

Согласно критерию Деблина эргодичность имеет место, если матрица M имеет хотя
бы одну строку, целиком состоящую из положительных элементов.

О п р е д е л е н и е 4. Вещественная квадратная матрица K = (kij) ∈ Rn×n на-
зывается колмогоровской, если

kii ≤ 0, 1 ≤ i ≤ n; kij ≥ 0 при i ̸= j,
n∑

i=1

kij = 0, 1 ≤ i ≤ n 1K = 0.
(4)
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Спектр колмогоровской матрицы лежит в левой полуплоскости, причем 0 является
ее собственным значением (чисто мнимых собственных значений колмогоровская мат-
рица не имеет). Система дифференциальных уравнений

ẋ = Kx (5)

описывает непрерывную марковскую цепь с n состояниями [7]. В силу свойства внедиа-
гональной неотрицательности колмогоровской матрицы kij ≥ 0 при i ̸= j матрицант
etK является неотрицательным при t ≥ 0. Для приложений весьма важен тот случай,
когда etKx при любом x ∈ W и t → ∞ имеет предел p ∈ W и этот предел не зависит
от x (свойство эргодичности). Указанное свойство имеет место тогда и только тогда,
когда 0 является простым собственным значением матрицы K

Kp = 0, p ∈ W, p > 0. (6)

(p – вектор финальных вероятностей).
Свойство эргодичности можно сформулировать иначе. Подпространство L является

инвариантным относительно матрицы (оператора) K : KL ⊆ L. Эргодичность имеет
место в том и только в том случае, когда оператор K|L является гурвицевым

spa K|L < 0. (7)

О п р е д е л е н и е 5. Матрица (оператор) называется гурвицевой, если ее (его)
спектральная абсцисса отрицательна.

Рассмотрим непрерывную марковскую цепь с конечным числом n состояний, опи-
сываемую системой линейных дифференциальных уравнений с переменными коэффи-
циентами

ẋi =
n∑

j=1

kij(t)xj, 1 ≤ i ≤ n; ẋ = K(t)x, (8)

где K(t) = (kij(t)). Мы предположим, что это система ω -периодична

kij(t+ ω) = kij(t), K(t+ ω) = K(t) (9)

(например, суточные, недельные или месячные колебания).
Мы предположим, что kij(t) – измеримые суммируемые на отрезке [0, ω] функции,

причем матрица K(t) при любом t является колмогоровской

kii(t) ≤ 0, 1 ≤ i ≤ n; kij(t) ≥ 0 при i ̸= j,
n∑

i=1

kij(t) = 0, 1 ≤ i ≤ n.
(10)

Наряду с системой с периодическими коэффициентами (8) рассмотрим усредненную
систему дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами

ξ̇i =
n∑

j=1

cijξj, 1 ≤ i ≤ n; ξ̇ = Cξ, (11)
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где

cij =
1

ω

ω∫
0

kij(t)dt, C =
1

ω

ω∫
0

K(t)dt. (12)

Из (10) вытекает, что C – колмогоровская матрица

cii ≤ 0, 1 ≤ i ≤ n; cij ≥ 0 при i ̸= j,
n∑

i=1

cij = 0, 1 ≤ i ≤ n.
(13)

Теорема 1. Пусть колмогоровская матрица C (12) является эргодической. То-
гда система (8) имеет единственное вероятностное решение p(t), которое является
положительным p(t) > 0, и периодическим, p(t+ ω) = p(t), причем

||x(t)− p(t)|| ≤ Ne−ε(t−s)

n−1∑
k=0

||x(s)− p(s)||, (14)

при t ≥ s, где N, ε – некоторые положительные числа, где x(t) любое другое решение
системы (8) с x(0) ∈ W.

Рассмотрим систему (8) в предположении почти периодичности (в смысле Бора [8])
ее коэффициентов. В этом случае коэффициенты усредненной системы (11) определя-
ются по следующему правилу

cij = lim
0<b−a→∞

1

b− a

b∫
a

kij(t)dt, C = lim
0<b−a→∞

1

b− a

b∫
a

K(t)dt. (15)

Из (10) вытекает, что матрица C – колмогоровская. Аналогично теореме 1 имеет место
теорема 2.

Теорема 2. Рассмотрим систему (8) с почти периодическими коэффициентами.
Пусть колмогоровская матрица C, элементы которой получены по правилу (15), яв-
ляется эргодической. Тогда система (8) имеет единственное вероятностное решение
p(t), которое является положительным p(t) > 0, и почти периодическим, причем
имеет место оценка (14). Группа частот почти периодического решения p(t) содер-
жится в группе частот системы (8).

Приведем достаточное условие эргодичности, состоящее в том, что

(−1)n−1C

(
1 ... j − 1 j + 1 ...n

1 ... j − 1 j + 1 ...n

)
> 0, 0 ≤ j ≤ n (15)

(при j = 1 и j = n нужно заменить соответствующие вероятности). Условие (15) озна-
чает, что все главные миноры порядка n−1 матрицы C должны быть положительны.
Заметим, что единственный минор n -го порядка равен нулю.

Если в системе (8) матрица (10) является трехдиагональной (якобиевой), то есть
kij(t) = 0 при |i − j| > 1, то матрицант U(t) при t > 0 (U(0) = I ) является ос-
цилляционной матрицей со всеми вытекающими отсюда спектральными свойствами
(и, в частности, с чисто вещественным спектром) [9].
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Abstract. In terms of ergodicity of averaged systems with constant coefficients (and
Kolmogorov matrix), the signs of ergodicity of continuous Markov chains with a finite
number of States with periodic and almost periodic coefficients are indicated.
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