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Аннотация. Получено решение линеаризованной по скорости системы уравне-
ний Навье–Стокса в сфероидальной системе координат с учетом степенного ви-
да зависимости вязкости, теплопроводности и плотности газообразной среды от
температуры с помощью обобщенных степенных рядов.
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Введение

Уравнения Навье–Стокса являются одними из важнейших в гидродинамике и при-
меняются при математическом моделировании многих природных явлений и техни-
ческих приложений [1, 2]. С чисто математических позиций уравнения Навье–Стокса
относятся к классу нелинейных дифференциальных уравнений в частных производных
второго порядка. Одно из наиболее неприятных из их свойств – нелинейность, обуслов-
ленная наличием конвективного члена ускорения

(
U · ∇

)
U. До сих пор решения этих

уравнений найдены лишь для некоторых частных случаев [3, 4].
Существует обширный класс гидродинамических течений, в которых можно пре-

небречь нелинейным членом [1]. В результате получается система уравнений, называ-
емая в научной литературе линеаризованной по скорости системой уравнений
Навье–Стокса. Изучение решений линеаризованной по скорости системы уравнений
Навье–Стокса представляет большой научный, практический, а также методологиче-
ский интерес и, позволяет развить математический аппарат, необходимый для исследо-
вания уже полной системы уравнений Навье–Стокса.

Использовании современных мощных лазеров в промышленности, медицине, сель-
ском хозяйстве; при описании движения частиц в разнотемпературных каналах; при
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оценке скорости осаждения нагретых частиц, разработке методов тонкой очистки газов
от аэрозольных примесей и т. д. мы сталкиваемся с ситуацией, когда средняя темпера-
тура поверхности частиц, находящихся во взвешенном состоянии в газообразной среде,
существенно отличается от температуры окружающего их газа. В этом случае система
уравнений Навье–Стокса решается уже совместно с уравнениями тепло- и массопере-
носа, газообразная среда называется неизотермической и необходимо уже учитывать
зависимость коэффициентов молекулярного переноса (вязкости, теплопроводности) и
плотности газообразной среды от температуры. В результате мы получаем довольно
сложную краевую задачу.

В ходе исследования авторам удалось при определенном виде поиска решений ком-
понент массовой скорости и допустимых с точки зрения физики упрощениях, линеа-
ризованную по скорости систему уравнений Навье–Стокса свести к однородному обык-
новенному дифференциальному уравнению третьего порядка с изолированной особой
точкой. Решение полученного дифференциального уравнения находилось в виде обоб-
щенных степенных рядов [5].

Основные результаты.

Для нахождения решения линеаризованной по скорости системы уравнений Навье–
Стокса в качестве примера рассмотрим классическую задачу стационарного обтекания
аэрозольной частицы сфероидальной формы плоскопараллельным потоком газа со ско-
ростью U∞ (U∞∥Oz) в случае неизотермической газообразной среды. Описание об-
текания будем проводить в сплюснутой сфероидальной системе координат (τ, η, ϕ) [1],
которая связана с декартовой соотношениями

x = c ch τ sin η cosϕ, y = c ch τ sin η sinϕ, z = c sh τ cos η, (1)

где 0 ≤ τ < ∞, 0 ≤ η ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π, c =
√
a2 − b2 (a > b), a и b – полуоси

сфероида. При этом положение декартовой системы координат фиксировано относи-
тельно частицы таким образом, что ось z совпадает с осью симметрии сфероида. Все
неизвестные функции зависят только от координат τ и η. Фиксированное значение τ

соответствует сфероидальной поверхности с общим центром, совпадающим с началом
координат. Поэтому границе области Ωp с заданными длинами полуосей a и b соответ-
ствует строго определенное значение координаты τ = τ0, которое связано с полуосями

a и b соотношением: τ0 =
1

2
ln

∣∣∣∣a+ b

a− b

∣∣∣∣ [1]. Здесь и далее индексы « g » относится к га-

зообразной среде, а « p »– частице.
Общая система газодинамических уравнений нелинейна, и при ее решении рассмот-

рим следующие дополнительные условия, оправданные, например, с физической точки
зрения, которые реализуются в большинстве прикладных задач.

У с л о в и е 1. Все процессы, происходящие в системе частица–газ, рассматрива-
ются в квазистационарном приближении, что возможно в силу малости времени теп-
ловой релаксации частиц. Считается, что характерные значения времен установления
распределения полей температуры и скорости течения малы по сравнению с характер-
ным временем нагрева поверхности частицы до максимальной температуры.
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У с л о в и е 2. Определяющими параметрами задачи являются коэффициенты
ρ∞, µ∞, λ∞ и сохраняющиеся в процессе движения частицы величины – a, T∞, U∞.

Здесь a− экваториальный радиус сфероида. Из этих параметров можно составить две
безразмерные комбинации: число Рейнольдса Re∞ =

(
ρ∞aU∞

)
/µ∞ ≪ 1 и тепловое

число Пекле – Pe∞ =
(
ρ∞cpgU∞a

)
/λ∞ ≪ 1, где U∞ = |U∞|− характерная скорость

(величина скорости набегающего потока).

У с л о в и е 3. При описании свойств газообразной среды и частицы рассматрива-
ется степенной вид зависимости динамической вязкости, плотности и теплопроводности

от температуры: µg = µ∞

(
Tg
T∞

)β

, ρg = ρ∞
T∞
Tg
, λg = λ∞

(
Tg
T∞

)α

и λp = λ∗

(
Tp
T∞

)ω

,

µ∞ = µg(T∞), ρ∞=ρg(T∞), λ∞=λg(T∞), λ∗=λp(T∞), 0, 5 ≤ α, β ≤ 1, −1 ≤ ω ≤ +1.

У с л о в и е 4. Коэффициент теплопроводности частицы (λp ) по величине мно-
го больше коэффициента теплопроводности газа (λg ), то есть λg ≪ λp. Это условие
приводит к тому, что в коэффициенте вязкости можно пренебречь зависимостью по
углу η в системе «частица –– газ» (предполагается слабая угловая асимметрия рас-
пределения температуры) и считается, что вязкость связана только с температурой
T

(0)
g (τ) , то есть µg(Tg(τ, η)) ≈ µg(T

(0)
g (τ)). При этом Tg(τ, η) = T

(0)
g (τ) + δTg(τ, η),

где δTg(τ, η) ≪ T
(0)
g (τ) ; T (0)

g (τ), δTg(τ, η) определяются из решения тепловой задачи.
Это условие позволяет рассматривать гидродинамическую часть отдельно от тепловой
части, а связь между ними осуществляется через граничные условия.

Вязкая неизотермическая газообразная среда занимает неограниченную область
Ωg = R3 \ Ωp (x ∈ Ωg ), где Ωp – сфероидальная область с центром в нуле евклидо-
ва пространства R3. Требуется найти векторное поле скорости Ug ( x ) и скалярное
поле давления Pg (x ), удовлетворяющие системе уравнений

1

Hi

∂Pg

∂xi
=

1

Hi

3∑
k=1

[
1

H1H2H3

∂

∂xk

(
H1H2H3Hk

Hk

σik

)
− σkk
Hk

∂Hk

∂xi

]
, (2)

1

H1H2H3

∂

∂xi

(
H1H2H3

Hi

ρgU
g
xi

)
= 0, (3)

ρgcpg

(
U g
xi

Hi

∂Tg
∂xi

)
=

1

H1H2H3

∂

∂xi

(
H1H2H3

H2
i

λg
∂Tg
∂xi

)
, Pg = ngkTg, (4)

где через U g
xi , σik – обозначены физические компоненты массовой скорости Ug и тен-

зора полных напряжений σik,

σik = µg

(
1

Hk

∂U g
xi

∂xk
+

1

Hi

∂U g
xk

∂xi
− 1

HiHk

[
U g
xi

∂Hi

∂xk
+ U g

xk

∂Hk

∂xi

]
+

+2δki

3∑
n=1

U g
xn

HiHn

∂Hi

∂xn
− 2

3
δki

3∑
n=1

∂

∂xn

(
H1H2H3

Hn

Uxn

))
,

где Hi – коэффициенты Ламэ, k – постоянная Больцмана, Pg, Tg – давление и темпе-
ратура газообразной среды, ρg, cpg, µg и λg – плотность, удельная теплоемкость при
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постоянном давлении, коэффициенты динамической вязкости и теплопроводности газо-
образной среды, соответственно, ρg = ngmg, ng – концентрация и mg – масса молекул
вязкой среды.

Система (2)–(4) решается со следующими краевыми условиями в системе координат
сплюснутого сфероида (условия обтекания)

lim
τ→∞

Ug = U∞
c ch τ

H1

cos η eτ − U∞
c sh τ

H1

sin η eη, lim
τ→∞

Pg = P∞ . (5)

Исходя из вида краевых условий (5), искать выражения для компонент массовой
скорости в сфероидальной системе координат будем в виде

Uτ (τ, η) =
U∞

c ch τ H1

G (τ) cos η, Uη (τ, η) = − U∞

cH1

g (τ) sin η, (6)

где G(τ) и g(τ) – подлежащие определению функции. Поиск решения в виде (6) поз-
воляет, во-первых, систему уравнений в частных производных свести к системе обык-
новенных дифференциальных уравнений; во-вторых, освободиться от угловой зависи-
мости искомых функций и свести в итоге задачу к обыкновенному однородному диф-
ференциальному уравнению третьего порядка для функции G (τ) .

Связь между функциями G(τ) и g(τ) найдем из уравнения непрерывности (3),
учитывая условия 3 и 4

g(λ) =
1

2

dG(λ)

dλ
− 1

2
f(λ)G(λ), f(λ) =

1

t
(0)
g (λ)

dt
(0)
g (λ)

dλ
. (7)

Функция t(0)g (λ), входящая в (7), определяется из решения стационарного уравнения
теплопроводности (4) методом сращиваемых асимптотических разложений и имеет вид

t(0)g (λ) =

(
1 + γ0 arcctg λ

) 1

1 + α
, (8)

где γ0 – постоянная интегрирования, определяемая из граничных условий на поверхно-
сти нагретой частицы.

С учетом (8), допущений 3 и 4 зависимость вязкости газообразной среды от темпе-
ратуры принимает вид

µg(λ) = µ∞

(
1 + γ0arcctg(λ)

) β

1 + α
. (9)

Записав линеаризованные по скорости уравнения Навье–Стокса в сфероидальной
системе координат, подставив в них выражения для компонент тензора напряжений
и выражения для компонент массовой скорости (11), освобождаясь от давления в ко-
нечном итоге, с учетом (8)–(9), получаем следующее однородное дифференциальное
уравнение третьего порядка для функции G̃(ν) = G(1/ν) = G (sh τ)

ψ3(ν)
d 3G̃

dν3
+ ψ2(ν)

d 2G̃

dν2
+ ψ1(ν)

d G̃

dν
+ ψ0(ν)G̃ = 0, (10)



452 Н.В. Малай, Н.Н. Самойлова

где
ψ3(ν) = ν3

(
1 + ν2

)
,

ψ2(ν) = ν2
(
5 + 7ν2 − γ1νL

)
,

ψ1(ν) = ν

(
2 + 8ν2 −

(
2γ1 −

5γ3 + γ2ν
2

1 + ν2

)
νL+ γ4

ν2L2

1 + ν2

)
,

ψ0(ν)=−2−
(
γ5 + γ6ν

2
) νL

(1 + ν2)2
+
(
5γ3 − γ8 + (γ3 − γ7) ν

2
) ν2L2

(1 + ν2)2
−(2γ3 − γ9)

ν3L3

(1 + ν2)2
,

γ1 =
2− 3β

2(1 + α)
, γ2 =

1− β

1 + α
, γ3 =

1

1 + α
, γ4 =

4(1 + α) + β(β − α− 4)

2(1 + α)2
, γ5 =

4 + β

1 + α
,

γ6=
β

1 + α
, γ7=

β

(1 + α)2
, γ8=

−β(β − α− 4)

(1 + α)2
, γ9=

−β(β − 4α− 4)

2 (1 + α)3
, L=

γ0
1 + γ0 · arctg ν

.

Заметим, что точка ν =0 для уравнения (10) является регулярной особой точкой
[5, 6], поэтому решение однородного дифференциального уравнения можно искать с
помощью обобщенных степенных рядов, разложив в степенные ряды функции ψi(ν),

i = 0, 1, 2, 3, входящие в уравнение (10).
Решение уравнения (10) ищем в виде обобщенного степенного ряда

G̃ = ν ρ

∞∑
n=0

Cnν
n, C0 ̸= 0. (11)

Вычисляя производные и, подставляя их в (10), приравнивая коэффициенты при
νn+ρ, получаем определяющее уравнение ρ3 + 2ρ2 − ρ− 2 = 0, корни которого равны
соответственно: ρ1 = 1, ρ2 = −2, ρ3 = −1.

Заметим, что разность корней равна целому числу, следовательно, согласно общей
теории решения дифференциальных уравнений в виде обобщенных степенных рядов
методом Фробениуса, система линейно независимых решений однородного дифферен-
циального уравнения (10) содержит логарифмические члены [5, 6] и имеет вид

G̃1 (ν) = ν
∞∑
n=0

Cn,1ν
n, G̃2 (ν) =

1

ν2

∞∑
n=0

Cn,2ν
n + ω1 ln

ν

ν0
G̃1 (ν) , (12)

G̃3 (ν) =
1

ν

∞∑
n=0

Cn,3ν
n + ω2 ln

ν

ν0
G̃1 (ν) . (13)

Здесь w1, w2 − const.

Подставляя (12)–(13) в уравнение (10), методом неопределенных коэффициентов
получаем рекуррентные формулы для нахождения коэффициентов Cn, i, i = 1, 2, 3.

Таким образом, общее решение уравнения (10) имеет вид G̃(ν)=A1G̃1 (ν)+A2G̃2 (ν)+

A3G̃3 (ν) . Ряды, определяющие функции G̃i (ν) , i = 1, 2, 3 равномерно сходятся при
ν ∈ (0, 1).

В результате проведенного исследования доказана следующая теорема.
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Теорема 1. Общее решение уравнения (10) имеет вид G̃(ν)=A1G̃1 (ν)+A2G̃2 (ν)+

A3G̃3 (ν) , где коэффициенты A1, A2, A3 – произвольные постоянные, функции G̃1 (ν) ,

G̃2 (ν) , G̃3 (ν) – задаются формулами (12)–(13). Функция G̃ (ν) удовлетворяет крае-
вым условиям (5).

Зная общее решение уравнения (10), мы можем найти компоненты векторного по-
ля Ug(x) и скалярной функции давления Pg(x) в области Ωg = R3 \ Ωp (x ∈ Ωg ),
удовлетворяющих системе уравнений (2)–(4) и краевым условиям (5), при степенном ви-
де зависимости коэффициентов вязкости, теплопроводности и плотности газообразной
среды от температуры (9).

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Хаппель Дж., Бреннер Г. Гидродинамика при малых числах Рейнольдса. М.: Мир, 1960.
2. Котеров В.Н., Шмыглевский Ю.Д., Щепров А.В. Обзор аналитических исследований

установившихся течений вязкой несжимаемой жидкости (2000-2004 гг.) // Журнал вычисли-
тельной математики и математической физики. 2005. Т. 45. № 5. С. 899-920.

3. Ладыженская О.А. Шестая проблема тысячелетия: уравнения Навье–Стокса. Существо-
вание и гладкость // УМН. 2003. Т. 58. Вып. 2 (350). С. 45-78.

4. Малай Н.В., Миронова Н.Н., Глушак А.В. Решение краевой задачи для уравнения
Навье–Стокса при обтекании нагретого сфероида газообразной средой // Дифференциальные
уравнения. 2012. Т. 48. № 6. С. 879-883.

5. Коддингтон Э.А., Левинсон Н. Теория обыкновенных дифференциальных уравнений.
М.: Изд-во иностранной литературы, 1958.

6. Камке Э. Справочник по обыкновенным дифференциальным уравнениям. М.: Государ-
ственное издательство технико-теоретической литературы, 1981. 703 с.

Поступила в редакцию 17 апреля 2018 г.
Прошла рецензирование 22 мая 2018 г.
Принята в печать 19 июня 2018 г.
Конфликт интересов отсутствует.

Малай Николай Владимирович, Белгородский государственный национальный исследова-
тельский университет, г. Белгород, Российская Федерация, доктор физико-математических
наук, профессор кафедры теоретической и математической физики, e-mail: malay@bsu.edu.ru

Самойлова Надежда Николаевна, Белгородский государственный национальный исследо-
вательский университет, г. Белгород, Российская Федерация, старший преподаватель кафедры
теоретической и математической физики, e-mail: mironovanadya@mail.ru

Для цитирования: Малай Н.В., Самойлова Н.Н. Решение линеаризованной по скорости системы уравнений
Навье–Стокса с учетом степенного вида зависимости вязкости, теплопроводности и плотности газообразной среды от
температуры // Вестник Тамбовского университета. Серия: естественные и технические науки. Тамбов, 2018. Т. 23.
№ 123. С. 448–455. DOI: 10.20310/1810-0198-2018-23-123-448-455



454 Н.В. Малай, Н.Н. Самойлова

DOI: 10.20310/1810-0198-2018-23-123-448-455

SOLUTION OF THE SYSTEM OF NAVIER–STOKES EQUATIONS
LINEARIZED WITH RESPECT TO THE VELOCITY WITH REGARD

OF A POWER-LOW DEPENDENCE OF VISCOSITY, THERMAL
CONDUCTIVITY AND THE GASEOUS MEDIUM DENSITY

ON THE TEMPERATURE
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Abstract. We received the solution of the system of Navier–Stokes equations linearized
with respect to the velocity in the spheroidal coordinate system with regard of a
power-law dependence of viscosity, thermal conductivity and the gaseous medium
density on the temperature by means of generalized power series.
Keywords: system of Navier–Stokes equations; a spheroid
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