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Аннотация. Для линейной функционально-дифференциальной системы управ-
ления с последействием и импульсными воздействиями исследуется задача опи-
сания множества достижимости в терминах системы целевых функционалов при
наличии полиэдральных ограничений на управления и импульсные воздействия.
Ключевые слова: функционально-дифференциальные уравнения; задачи управ-
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Введение

Продолжая исследования [1–3], мы рассматриваем линейную функционально-диф-
ференциальную систему управления с последействием и импульсными воздействиями
в заданные моменты времени, следуя при этом точке зрения на импульсные системы,
предложенной в [4] и развитой в последующих работах в рамках теории абстрактно-
го функционально-дифференциального уравнения [5, 6], см. также обзор [7]. Общность
рассматриваемой системы касается как операторов, действующих на фазовую перемен-
ную, так и оператора, реализующего управляющие воздействия классического типа.
Импульсные воздействия тоже рассматриваются как элементы управления рассматри-
ваемой системой. Что касается цели управления, то она формулируется с помощью
заданной конечной системы линейных функционалов общего вида, – целевых функцио-
налов, определенных на траекториях системы, порождаемых обоими видами управляю-
щих воздействий. При отсутствии ограничений на управление общие условия разреши-
мости задачи управления при заданном начальном состоянии установлены в работах
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[8, 9], специальные эффекты использования импульсной составляющей описаны в [3].
Разрешимость задачи управления относительно заданной системы целевых функцио-
налов при некотором наборе их целевых значений означает, что достижимыми явля-
ются любые целевые значения. Очевидно, что наличие ограничений на управляющие
воздействия существенно меняет картину и актуальной становится задача описания
множества достижимых значений целевых функционалов (в классической постановке
– множеств достижимости, см., например [10–12]). В настоящем сообщении мы даем
решение такой задачи для случая полиэдральных ограничений на управляющие воз-
действия.

1. Постановка задачи

Обозначим через Ln[0, T ] = Ln пространство измеримых по Лебегу суммируемых на
конечном отрезке [0, T ] функций со значениями в пространстве Rn n -мерных вектор-
столбцов α = col(α1, ..., αn) и нормой ||z||Ln =

∫ T

0
|z(s)| ds, где | · | – норма в Rn.

Lr
2[0, T ] = Lr

2 – пространство функций u : [0, T ] → Rr суммируемых с квадратом, осна-
щенное скалярным произведением (u, v) =

∫ T

0
u⊤(s)v(s) ds, где ·⊤ – символ транспо-

нирования.
Зафиксируем систему точек t1, ..., tm, 0 < t1 < ... < tm < T, и, следуя [4], введем про-

странство DSn[t1, ..., tm] = DSn(m) кусочно абсолютно непрерывных вектор-функций
x : [0, T ] → Rn, представимых в виде

x(t) = x(0) +
m∑
k=1

χ[tk, T ](t)∆k +

∫ t

0

z(s) ds.

Здесь χ[tk, T ](t) – характеристическая функция отрезка [tk, T ], ∆k = ∆kx = x(tk) −
x(tk − 0), z ∈ Ln. Норма в пространстве DSn(m) определяется равенством

||x||DSn(m) = |x(0)|+
m∑
k=1

|∆kx|+ ||ẋ||Ln .

Определим линейный ограниченный оператор L : DSn(m) → Ln равенством

(Lx)(t) = ẋ(t)−
∫ T

0

K(t, s)ẋ(s) ds− A(t)x(0)−
m∑
k=1

Ak(t)χ[tk, T ](t)∆kx.

Здесь ядро K(t, s) удовлетворяет условию K : его элементы kij(t, s) измеримы на мно-
жестве {(t, s) : 0 6 s 6 t 6 T} и имеют общую, суммируемую на [0, T ], мажоранту:

|kij(t, s)| 6 κ(t) i, j = 1, . . . , n, t ∈ [0, T ],

а (n× n) -матрицы A,A1, . . . , Am имеют суммируемые на [0, T ] элементы.
Рассматривается система управления

(Lx)(t) = (Fu)(t) + f(t), t ∈ [0, T ], (1)
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где F : Lr
2 → Ln – линейный ограниченный вольтерров [6] оператор. Начальное состоя-

ние системы задано: x(0) = α.

Для задания цели управления введем линейный ограниченный вектор-функционал
ℓ : DSn(m) → RN . Общий вид такого вектор-функционала определяется равенством

ℓx = Ψx(0) +
m∑
k=1

Ψk∆kx+

∫ T

0

Φ(s)ẋ(s) ds,

где Ψ,Ψ1, ...,Ψm – постоянные (N × n) -матрицы, элементы (N × n) -матрицы Φ(s)

измеримы и ограничены в существенном.
Целью управления с использованием управления u ∈ Lr

2 и «импульсов» ∆1, ...,∆m ∈
Rn является достижение заданного вектора целевых значений β ∈ RN на траекториях
системы (1):

ℓx = β. (2)

При этом управления стеснены следующими ограничениями:

G1u(t) ≤ γ1, t ∈ [0T ]; G2∆ ≤ γ2, (3)

где ∆ = col(∆1, ...,∆m); постоянные матрицы G1 и G2 размерности N1×r и N2×(mn)

соответственно и векторы γ1 ∈ RN1 и γ2 ∈ RN2 заданы. Предполагается, что множество
V1 решений системы линейных неравенств G1v ≤ γ1 и множество V2 решений системы
линейных неравенств G2∆ ≤ γ2 – непустые и ограниченные.

2. Основной результат

Введем следующие обозначения: X(t), X1(t), ..., Xm(t) – (n×n) -матрицы, составля-
ющие фундаментальную матрицу X (t) однородной импульсной системы (Lx)(t) = 0 :

X (t) = (X(t), X1(t), ... Xm(t));

C(t, s) – матрица Коши, соответствующая ядру K(t, s) [13, 14];

θ(s) = Φ(s) +

∫ T

s

Φ(t)C ′
t(t, s) dt;

M(t) = (F∗θ)(t) (F∗ - оператор сопряженный к оператору F ); Λk = ℓXk, k = 1, ...,m ;
Λ = (Λ1, ...,Λm ) ; µ = ℓX · α +

∫ T

0
θ(t)f(t) dt.

Обозначим через Ai, i = 1, 2 множество всех угловых точек множества Vi. Пусть,
далее, для λ ∈ RN

z(t, λ) = max(λ⊤ ·M(t) · v : v ∈ V1).

Определим v(t, λ) как центр масс системы точек единичной массы, принадлежащих
множеству A1 и доставляющих функционалу z = λ⊤ ·M(t) ·v значение z(t, λ). Будем
предполагать, что v(·, λ) ∈ Lr для каждого λ ∈ RN .
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Определим множество S1 как множество векторов ρ ∈ RN , удовлетворяющих при
каждом λ ∈ RN неравенству

λ⊤ρ ≤
∫ T

0

λ⊤M(t)v(t, λ) dt.

Множество S2 определим как выпуклую оболочку Λ -образа множества A2 : S2 =

conv(ΛA2).

Теорема 1. Пусть элементы матрицы M(t) кусочно непрерывны на [0, T ]. Зна-
чение β ∈ RN является достижимым значением целевого вектор-функционала ℓ в
задаче (1)–(3) если и только если оно представимо в виде β = δ1 + δ2, где δ1 ∈ S1,

δ2 ∈ S2.
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ATTAINABLE VALUES OF ON-TARGET FUNCTIONALS
FOR A FUNCTIONAL DIFFERENTIAL SYSTEM WITH IMPULSES
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15 Bukirev St., Perm 614990, Russian Federation
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Abstract. For a linear functional differential system with aftereffect and impulses, a
description of the attainability set is given. The attainability is considered in the
term of a given system of on-target functionals in the case of polyhedral constraints
with respect to control and impulses.
Keywords: functional differential equations; control problems; attainability set
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