
ISSN 1810-0198. Вестник Тамбовского университета. Серия: естественные и технические науки

Том 23, № 123 2018

DOI: 10.20310/1810-0198-2018-23-123-437-440
УДК 517.9

НЕОБХОДИМЫЕ УСЛОВИЯ ОПТИМАЛЬНОСТИ В ЗАДАЧЕ,
ОПИСЫВАЕМОЙ УРАВНЕНИЕМ ВТОРОГО ПОРЯДКА

c⃝ А.M. Котюков, М.М. Котюков

Российский университет дружбы народов
117198, Российская Федерация, г. Москва, ул. Миклухо-Маклая, 6

E-mail: amkotyukov@mail.ru, mmkotyukov@gmail.com

Аннотация. Рассматривается задача оптимального управления, описываемая
системой второго порядка. Для этой задачи получен принцип максимума Понт-
рягина и условия его нетривиальности.
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1. Введение

В настоящей работе исследуется задача оптимального управления, в которой управ-
ляемая система является системой второго порядка. Для этой задачи получен принцип
максимума Понтрягина.

2. Постановка задачи

Рассмотрим следующую задачу оптимального управления:

J =

∫ t1

t0

f 0(x, ẋ, u, t)dt→ min, (1)

ẍ = f(x, ẋ, u, t), t ∈ [t0, t1], t0 < t1, (2)

x ∈ Rn, u ∈ U(t) = {u ∈ Lm
∞[t0, t1] : R(u(t), t) = 0 ∀̇t}, (3)

x(t0) = x01, ẋ(t1) = x02, x(t1) = x11, ẋ(t1) = x12. (4)
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Здесь t – время, x ∈ Rn – фазовая переменная, ẋ(t) обозначает производную функ-
ции x по времени, u – управление, через Lm

∞[t0, t1] обозначается множество всех изме-
римых существенно ограниченных функций u : [t0, t1] → Rm, f 0 – заданная скалярная
функция, f – заданная n -мерная вектор-функция.

Функции f 0 и f предполагаются дважды непрерывно дифференцируемыми по
(x, u) для п.в. t ∈ [t0, t1]. Кроме того, эти функции и их частные производные по
(x, u) до второго порядка включительно измеримы по t при любых фиксированных
(x, u), а также ограничены и равномерно непрерывны по x, u, t на любом ограничен-
ном множестве.

Ограничение R называется смешанным. Относительно него мы предполагаем, что
отображение R непрерывно, а также для него выполнено следующее предположение
регулярности:

rang
∂R

∂u
(u, t) = d(R) ∀u ∈ U(t), ∀t ∈ [t0, t1].

Здесь d(R) – размерность пространства, в которое действует отображение R.

Допустимым процессом мы будем называть пару (x(t), u(t)), t ∈ [t0, t1], которая
удовлетворяет всем вышеперечисленным ограничениям. Задача состоит в том, чтобы
среди всех допустимых процессов найти тот, при котором функционал J принимает
наименьшее значение. Такой процесс мы назовем оптимальным в задаче оптимального
управления (1)–(4).

3. Основной результат
Сформулируем необходимые условия оптимальности для задачи (1)–(4).

Теорема 1. Пусть (x∗, u∗) является оптимальным процессом в задаче (1), а сме-
шанное ограничение R(u, t) регулярно. Тогда существуют не равные одновременно ну-
лю λ0 ∈ R, λ0 ≥ 0, абсолютно непрерывная функция ψ = (ψ1, ψ2) : [t0, t1] → R2n;

ψ1, ψ2 ∈ Rn; измеримая ограниченная функция r : [t0, t1] → Rm, r ∈ Lm
∞[t0, t1], такие,

что: {
ψ̇1 = λ0

∂f0(x∗,ẋ∗,u0,t)
∂x

− ∂f(x∗,ẋ∗,u0,t)
∂x

ψ2,

ψ̇2 = λ0
∂f0(x∗,ẋ∗,u0,t)

∂ẋ
− ψ1 − ∂f(x∗,ẋ∗,u0,t)

∂ẋ
ψ2,

∀̇t ∈ [t0, t1]; (5)

ψ1(t0) + ψ1(t1) = 0,

ψ2(t0) + ψ2(t1) = 0; (6)

h(t) = max
u∈U(t)

(⟨f(x∗, ẋ∗, u, t), ψ2⟩ − λ0f0(x
∗, ẋ∗, u, t)) =

= ⟨f(x∗, ẋ∗, u∗, t), ψ2⟩ − λ0f0(x
∗, ẋ∗, u∗, t) ∀̇t ∈ [t0, t1], (7)

причем функция h(t) непрерывна на [t0, t1] ;

h(t0) = 0, h(t1) = 0; (8)

∂f(x∗, ẋ∗, u∗, t)T

∂u
ψ2 − λ0

∂f 0(x∗, ẋ∗, u∗, t)

∂u
= r(t)

∂R

∂u
(u∗, t) ∀̇t ∈ t0, t1; (9)

⟨r(t), R(u∗, t)⟩ = 0, r(t) ≥ 0 ∀̇t ∈ [t0, t1]. (10)
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Вывод теоремы осуществляется в три этапа: на первом этапе производится замена
переменной, понижающая порядок уравнения до первого, после нее для задачи в новом
виде применяется уже доказанный в [1, 2] принцип максимума, и затем производится
обратная замена переменной, дающая формулировку теоремы в окончательном виде.

Заметим, что условие (7) теоремы может вырождаться, несмотря на то, что мно-
жители Лагранжа λ0, ψ1, ψ2, r одновременно в нуль не обращаются. В этом случае
приведенный принцип максимума становится неинформативен и бесполезен для нахож-
дения оптимальных траекторий. Покажем, что, тем не менее, в приведенных предпо-
ложениях принцип максимума из Теоремы 1 не вырождается.

Теорема 2. Пусть (x∗, u∗) – оптимальный процесс, а смешанное ограничение
R(u, t) регулярно. Тогда для любых множителей λ0, ψ1, ψ2, r, соответствующих
оптимальному процессу (x∗, u∗) в силу Теоремы 1, выполнено следующее условие не-
тривиальности:

λ0 + meas{t ∈ [t0, t1] : |ψ2(t)| > 0} > 0, (11)

где meas обозначает меру Лебега.
Доказательство теоремы проводится от противного. Предполагая, что (11) не вы-

полнено, мы получаем, что λ0 = 0 и ψ2 = 0 . Подставляя это в выражения (5)–(10),
мы получаем, что все множители Лагранжа обращаются в нуль, что противоречит усло-
виям теоремы.

Представленные в данной статье результаты уточняют результаты работы [3].
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Abstract. An optimal control problem with second order equation is considered. For
this problem Pontryagin maximum principle is obtained. Also non-triviality condition
is proved.
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