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Аннотация. Для удобства рассмотрения вопросов устойчивости линейных си-
стем с постоянными коэффициентами вводятся понятия матриц Гурвица, Ля-
пунова и Дирихле. Они позволяют описать все представляющие интерес случаи
в теории устойчивости линейных систем с постоянными коэффициентами. Ана-
логичная классификация предложена для систем линейных дифференциальных
уравнений с периодическими коэффициентами. Матрицы монодромии таких си-
стем могут быть в устойчивом случае либо матрицами Гурвица, либо матрицами
Ляпунова, либо матрицами Дирихле (в дискретном смысле). Новый материал
относится к системам с переменными коэффициентами.
Ключевые слова: устойчивость линейных систем с постоянными, с периодически-
ми коэффициентами; матрицы Гурвица, Ляпунова и Дирихле; классификация
матриц монодромии

1. Системы линейных дифференциальных уравнений
с постоянными коэффициентами. Классификация матриц

Пусть A = (aij) – комплексная квадратная n × n -матрица. Рассмотрим систему
линейных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами

ẋi =
n∑

j=1

aijxj, i = 1, ..., n; ẋ = Ax. (1.1)

Как известно, полное представление о поведении всех решений этой системы дает мат-
рицант exp(tA).

О п р е д е л е н и е 1.1. Система (1.1) называется: асимптотически устойчивой
(по Ляпунову), если

|etA| → 0 при t → +∞; (1.2)
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устойчивой по Ляпунову, если

|etA| ≤ C при 0 ≤ t < +∞; (1.3)

устойчивой по Дирихле, если

|etA| ≤ C при −∞ < t < +∞. (1.4)

Появившаяся здесь матрица C – это некоторая постоянная вещественная n × n -
матрица. По поводу устойчивости по Ляпунову см., например, [1, § 8, с. 85–90], а отно-
сительно устойчивости по Дирихле см. [2, с. 3].

Отметим, что в случае устойчивости по Дирихле

etA =
m∑
k=1

Pke
iωkt,

где iω1, iω2, ..., iωm – полная совокупность всех попарно различных чисто мнимых соб-
ственных значений матрицы A, а P1,P2, ...,Pm – полная система проекционных мат-

риц I =
m∑
k=1

Pk, обладающих свойством идемпотентности и ортогональности: P2
k = Pk и

PjPk = 0 при j ̸= k. Иными словами, в случае устойчивости по Дирихле A =
m∑
k=1

iωkPk

и exp(tA) есть матричная почти периодическая функция (матричный тригонометри-
ческий полином).

Аналогично в случае устойчивости по Ляпунову, не сводящейся к асимптотиче-
ской устойчивости, матрицант оказывается асимптотически почти периодическим в том
смысле, что ∣∣∣∣∣etA −

m∑
k=1

Pke
iωkt

∣∣∣∣∣ → 0 при t → +∞.

О п р е д е л е н и е 1.2. Матрица A называется: гурвицевой или матрицей Гурви-
ца, если все ее собственные значения лежат в открытой левой полуплоскости Re λ < 0,

то есть
Re λk(A) < 0, k = 1, 2, ...,m; (1.5)

ляпуновской, или матрицей Ляпунова, если все ее собственные значения лежат в от-
крытой левой полуплоскости Re λ < 0, либо на мнимой оси Re λ = 0, то есть

Re λk(A) < 0 либо Re, λk(A) = 0 k = 1, 2, ...,m, (1.6)

причем нулевым и чисто мнимым собственным значениям – если они есть! – отвечают
только простые элементарные делители; матрицей Дирихле, если все ее собственные
значения лежат на мнимой прямой Re λ = 0, то есть

Re λk(A) = 0, k = 1, 2, ...,m, (1.7)

и все они имеют лишь простые элементарные делители.
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Отметим, что любая ляпуновская матрица есть либо матрица Гурвица, либо матри-
ца Дирихле, либо подобна прямой сумме таких матриц.

Как мы видим, данная нами классификация матриц никак не связана с системой
линейных дифференциальных уравнений (1.1), а основана только на их спектральных
свойствах; удобство же ее состоит в том, что:

Теорема 1.1. Система (1.1) асимптотически устойчива по Ляпунову (1.2) тогда
и только тогда, когда матрица A гурвицева (1.5); для того чтобы система (1.1)
была устойчива по Ляпунову (1.3), необходимо и достаточно, чтобы матрица A была
ляпуновской (1.6); наконец, система (1.1) устойчива по Дирихле (1.4) в том и только
в том случае, если матрица A есть матрица Дирихле (1.7).

2. Системы линейных дифференциальных уравнений
с периодическими коэффициентами. Классификация матриц монодромии

Рассмотрим систему линейных дифференциальных уравнений

ẋi =
n∑

j=1

aij(t)xj, i = 1, 2, ..., n; ẋ = A(t)x, (2.1)

где aij(t) – вещественные измеримые ω -периодические функции

aij(t+ ω) = aij(t), A(t+ ω) = A(t), (2.2)

суммируемые на отрезке [0, ω]. Здесь ω – фиксированное положительное число, на-
зываемое периодом системы. Сделанное предположение относительно коэффициентов
(измеримость) позволяет без ограничений рассматривать системы с кусочно постоян-
ными или кусочно непрерывными коэффициентами. Под решением x1(t), x2(t), ..., xn(t)

системы (2.1) понимается совокупность абсолютно непрерывных функций, удовлет-
воряющих уравнениям системы (2.1) почти всюду (решение в смысле Каратеодори)
[2, гл. 8, § 8]. Впрочем, если коэффициенты aij(t) – непрерывные функции, то функции
x1(t), x2(t), ..., xn(t) будут непрерывно дифференцируемыми в самом обычном смысле.

Перейдем к матричному дифференциальному уравнению

Ẋ = A(t)X (2.3)

с начальным условием
X(0) = I. (2.4)

О п р е д е л е н и е 2.1. Решение уравнения (2.3) с единичным начальным усло-
вием (2.4) называется матрицантом и обозначается U(t) : R → Rn×n.

Понятие матрицанта можно найти, например, в [1, с. 74].

О п р е д е л е н и е 2.2. Если U(t) – матрицант ω -периодической системы (2.1),
то матрица U(ω) называется матрицей монодромии, а ее собственные значения име-
нуются мультипликаторами.
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Матрица U(t) при каждом t является невырожденной det U(t) ̸= 0; более того,
при любых t0 и t справедлива формула Лиувилля–Остроградского–Якоби

det U(t) = e

t∫
t0

tr A(t)dt

det U(t0).

Матрицант ω -периодической системы (2.1)–(2.2) обладает следующим важным свой-
ством

U(t+ rω) = U(t)[U(ω)]k, (k − целое).

Доказательство этого свойства можно найти, например, в учебниках [3] или [4, 5].

О п р е д е л е н и е 2.3. Если µ – мультипликатор системы (2.1)–(2.2), то она все-
гда имеет такое нетривиальное решение x(t) – решение Флоке, для которого

x(t+ ω) = µx(t), −∞ < t < +∞.

Пусть U(ω) – матрица монодромии и µ1, µ2, ..., µn – полный набор ее собственных
значений (мультипликаторов).

О п р е д е л е н и е 2.4. Назовем матрицу U(ω) : гурвицевой в дискретном смыс-
ле, если все ее мультипликаторы лежат внутри единичного круга |µ| < 1

|µi| < 1, i = 1, 2, ..., n; (2.5)

ляпуновской в дискретном смысле, если все ее мультипликаторы лежат либо внутри
единичного круга |µ| < 1, либо на единичной окружности |µ| = 1,

|µi| < 1 или |µi| = 1, i = 1, 2, ..., n, (2.6)

причем в последнем случае все они имеют только простые элементарные делители; мат-
рицей Дирихле в дискретном смысле, если все ее мультипликаторы лежат на единичной
окружности |µ| = 1

|µi| = 1, i = 1, 2, ..., n, (2.7)

причем в последнем случае все они имеют только простые элементарные делители.

Данная выше классификация матриц монодромии основана только на алгебраиче-
ских свойствах мультипликаторов без каких-либо конкретных связей ее с поведением
решений системы (2.1)–(2.2) (см. [6]). Достоинства же ее неоспоримы, ибо:

Теорема 2.1. Периодическая система (2.1)–(2.2) асимптотически устойчива то-
гда и только тогда, когда ее матрица монодромии гурвицева в дискретном смысле
(2.5); для того чтобы периодическая система (2.1)–(2.2) была устойчива по Ляпу-
нову, необходимо и достаточно, чтобы ее матрица монодромии была ляпуновской в
дискретном смысле (2.6); периодическая система (2.1)–(2.2) устойчива по Дирихле в
том и только в том случае, если ее матрица монодромии есть матрица Дирихле в
дискретном смысле (2.7).
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HURWITZ MATRIX, LYAPUNOV AND DIRICHLET ON THE
SUSTAINABILITY OF LYAPUNOV’S
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Abstract. The concepts of Hurwitz, Lyapunov and Dirichlet matrices are introduced
for the convenience of the stability of linear systems with constant coefficients. They
allow us to describe all the cases of interest in the stability theory of linear systems
with constant coefficients. A similar classification is proposed for systems of linear
differential equations with periodic coefficients. Monodromy matrices of such systems
can be either Hurwitz matrices or Lyapunov matrices or Dirichlet matrices (in the
discrete sense) in a stable case. The new material relates to systems with variable
coefficients.
Keywords: stability of linear systems with constant, periodic coefficients; Hurwitz,
Lyapunov and Dirichlet matrices; classification of monodromy matrices
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