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Аннотация. Предложен алгоритм идентификации нелинейных динамических
систем дробного порядка класса Гаммерштейна. Разработанный алгоритм поз-
воляет получать сильно состоятельные оценки параметров при наличии помехи
наблюдения в виде дробного белого шума. Результаты численных экспериментов
показали высокую эффективность предложенного алгоритма идентификации по
сравнению с методом наименьших квадратов (МНК).
Ключевые слова: разность дробного порядка; дробный белый шум; метод наи-
меньших квадратов (МНК); система класса Гаммерштейна; выходная ошибка

Введение

Дифференциальные и разностные уравнения с производными и разностями дробно-
го порядка находят широкое применение в самых различных физических и технических
приложениях: моделирование свойств полимеров [1, 2], диэлектрических материалов [3],
электрохимических процессов [4]. Раздел теории управления, связанный с синтезом ре-
гуляторов дробного порядка, активно развивается. В связи с этим развитие методов
построения математических моделей на основе уравнений с производными и разностя-
ми дробного порядка по экспериментальным данным является актуальной задачей.

В настоящее время активно развиваются методы идентификации динамических си-
стем, описываемых уравнениями с производными и разностями дробного порядка [5, 6],
а также их рекуррентные модификации [7]. В статье [8] рассмотрена идентификация
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динамических систем класса Гаммерштейна дробного порядка с известной нелинейной
частью общего вида.

В данной статье рассматривается идентификация динамической системы класса
Гаммерштейна дробного порядка с неизвестными коэффициентами полиномиальной
нелинейности при наличии дробной белошумной помехи.

1. Постановка задачи

Нелинейная динамическая система класса Гаммерштейна описывается стохастиче-
скими уравнениями с разностями дробного порядка:
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zi, yi – ненаблюдаемая и наблюдаемая выходные переменные; xi – наблюдаемая
переменная; ∆γξi – помеха наблюдения в выходном сигнале; ςi – ошибка в уравнении;
f (m), f

(m)
1 – неотрицательные значения запаздываний;

Пусть выполнены следующие предположения:
1. Параметры b(m), a(m), c(j) асимптотически устойчивой системы (1) принадлежат

компактному множеству.
2. Вектор входных переменных удовлетворяет условию постоянного возбуждения.
3. {xi} статистически не зависят от {ξi}, {ςi} ;
Требуется определять оценки неизвестных коэффициентов b(m), a(m), c(j) дина-

мической системы описываемой уравнением (1) по наблюдаемым последовательностям
yi, xi при известных порядках k, r, r 1, αm, βm, γ, f

(m)
1 , f (m).

2. Алгоритм идентификации

В работе предложено обобщение двухэтапного алгоритма [9] на случай динамиче-
ских систем класса Гаммерштейна с дробными разностями при наличии дробной бело-
шумной помехи в выходном сигнале:

1. На первом этапе определяются оценки параметров расширенной модели θ̂ (здесь
и далее символ ˆ обозначает оценку соответствующей величины),

где θ =
(
θb θac

)T
=

=
(
b(1) . . . b(r1) a(1)c(1) . . . a(r)c(1), a(1)c(2) . . . a(r)c(2), . . . , a(1)c(k) . . . a(r)c(k)

)T
,

2. На втором этапе с помощью сингулярного разложения (SVD – singular value de-
composition) осуществляется разделение параметров a(m), c(j).
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Введем обозначения:
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При неограничительных условиях на сигнал и независимых помехах можно пока-
зать, что оценки, полученные по приведенному ниже критерию, являются сильно со-
стоятельными [8]:
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Теорема 1. Пусть некоторый случайный процесс {yi, i = ...−1, 0, 1, ...} описывает-
ся уравнением (1) с начальными нулевыми условиями и выполняются предположения
1-3. Тогда оценки θ̂, определяемые выражением (2) с вероятностью 1 при N → ∞,

существуют, единственные и являются сильно состоятельными оценками.

Полученные оценки параметров θ̂ac запишем в виде матрицы. Для однозначного
определения коэффициентов будем полагать, что a(1) = 1 :

Θ̂ac =

 ĉ(1) . . . ˆc(k)

... . . . ...
ĉ(1)â(r) . . . ĉ(k)â(r)

 . (3)

Сингулярное разложение матрицы Θ̂ac имеет вид [10]:

Θ̂ac = UΣV T , (4)

где U, V – ортогональные матрицы порядков r и k, соответственно;
Σ – матрица размера r × k с неотрицательными элементами, у которой элемен-

ты, лежащие на главной диагонали, — это сингулярные числа λi (а все элементы, не
лежащие на главной диагонали, являются нулевыми).

Оценки параметров могут быть найдены по формулам:

â = U:,1/U1,1, ĉ = λ1V
T
1,:/U1,1, (5)

где λ1 – наибольшее сингулярное число матрицы Σ ;
U1,1 обозначает первый ненулевой элемент U:,1, где U:,1 и V1,: обозначают первую

строку и столбец соответствующих матриц.
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Заключение

В статье предложено обобщение алгоритма идентификации нелинейной динамиче-
ской системы класса Гаммерштейна [8] на случай дробной белошумной помехи. Тесто-
вые примеры показали, что предложенный алгоритм позволяет получать более точные
оценки по сравнению с методом МНК. Дальнейшим направлением исследований явля-
ется разработка структурно-параметрического метода идентификации [11], позволяю-
щего определять порядки дробных разностей αm, βm, γ и обобщение результатов на
случай систем, описываемых уравнениями с разностями Гэгенбауэра [12].
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IDENTIFICATION OF HAMMERSTEIN SYSTEMS OF FRACTIONAL
ORDER WITH A POLYNOMIAL NONLINEARITY IN THE PRESENCE

OF A FRACTIONAL WHITE NOISE
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Abstract. An identification algorithm is proposed nonlinear dynamical systems of
fractional order of the Hammerstein class. Designed algorithm allows you to get
strongly consistent parameter estimates in the presence of observation noise in the
form of fractional white noise. The results of numerical experiments showed high
efficiency of the proposed identification algorithm in comparison with the least
squares method (LS).
Keywords: fractional order difference; fractional white noise; least squares method
(LS); the system of a class of Hammerstein; output error
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