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Аннотация. В работе сделана попытка продемонстрировать понятие устойчиво-
сти по Ляпунову невозмущенного состояния дифференциальной системы при-
менительно к уравнениям с частными производными и показать возможность
использования известных классических результатов в изучаемом случае.
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Введение

В многочисленных приложениях при анализе эволюционных процессов из-за слож-
ности математических моделей приходится использовать системы эволюционных урав-
нений с частными производными и изучать их свойства. Именно этот случай есть пред-
мет исследования в представленной работе: вводится понятие устойчивости парабо-
лической системы с распределенными параметрами на графе, аналогичное понятию
устойчивости по Ляпунову обыкновенных дифференциальных уравнений. Изучая со-
ответствующую начально-краевую задачу в слабой постановке, мы выходим за рамки
классических решений и обращаемся к слабым решениям, описывающим состояния си-
стемы, которые более точно отражают физическую сущность явлений и процессов. При
этом выбор класса слабых решений, определяемого тем или иным функциональным
пространством, обусловлен, прежде всего, требованием сохранения теорем существова-
ния и единственности (последнее, если это соответствует духу изучаемого явления или
процесса).
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1. Основные понятия и используемые утверждения

На протяжении всей работы используются понятия и обозначения, принятые в [1]:
Γ – ограниченный ориентированный геометрический граф с ребрами γ, параметри-
зованными отрезком [0, 1] ; ∂Γ и J(Γ) — множества граничных ζ и внутренних ξ

узлов графа, соответственно; Γ0 — объединение всех ребер γ0, не содержащих конце-
вых точек; Γt = Γ0 × (0, t) ( γt = γ0 × (0, t) ), ∂Γt = ∂Γ × (0, t) ( t ∈ (0, T ], T < ∞ —
произвольная фиксированная постоянная); fγ — сужение функции f на ребро γ.

Необходимые пространства и множества: Lp(Γ) ( p = 1, 2 ) — банахово простран-
ство измеримых на Γ0 функций, суммируемых с p -й степенью (аналогично определя-
ются пространства Lp(ΓT ) ); L2,1(ΓT ) — пространство функций из L1(ΓT ) с нормой,

определяемой соотношением ∥u∥L2,1(ΓT ) =
T∫
0

(
∫
Γ

u2(x, t)dx)1/2dt; W 1
2(Γ) — пространство

функций из L2(Γ), имеющих обобщенную производную 1 -го порядка также из L2(Γ) ;
W 1,0

2 (ΓT ) — пространство функций из L2(ΓT ), имеющих обобщенную производную 1-го
порядка по x, принадлежащую L2(ΓT ) (аналогично вводится пространство W 1(ΓT ) ;
V2(ΓT ) — множество всех функций u(x, t) ∈ W 1,0

2 (ΓT ) с конечной нормой

∥u∥2,ΓT
≡ max

0≤t≤T
∥u(·, t)∥L2(Γ)

+ ∥ux∥L2(ΓT ) (1)

и непрерывных по t в норме L2(Γ).

Введем пространство состояний параболической системы и вспомогательные про-
странства. Рассмотрим билинейную форму ℓ(µ, ν) =

∫
Γ

(
a(x)dµ(x)

dx
dν(x)
dx

+ b(x)µ(x)ν(x)
)
dx

с фиксированными измеримыми и ограниченными на Γ0 функциями a(x), b(x), сум-
мируемыми с квадратом:

0 < a∗ ≤ a(x) ≤ a∗, |b(x)| ≤ β, x ∈ Γ0. (2)

Лемма 1. [2, c. 92] Пусть функция u(x) ∈ W 1
2(Γ) такова, что

ℓ(u, ν)−
∫
Γ

f(x)η(x)dx = 0

для любой η(x) ∈ W 1
2(Γ) ( f(x) ∈ L2(Γ) — фиксированная функция). Тогда для любого

ребра γ ⊂ Γ сужение a(x)γ
du(x)γ

dx
непрерывно в концевых точках ребра γ.

Обозначим через Ωa(Γ) множество функций u(x), удовлетворяющих условиям лем-
мы и соотношениям

∑
γ∈R(ξ)

a(1)γ
du(1)γ
dx

=
∑

γ∈r(ξ)
a(0)γ

du(0)γ
dx

во всех узлах ξ ∈ J(Γ) (здесь

R(ξ) и r(ξ) — множества ребер γ, соответственно ориентированных «к узлу ξ » и
«от узла ξ »). Замыкание в норме W 1

2(Γ) множества Ωa(Γ) обозначим через W 1(a,Γ).

При этом, если допустить, что функции u(x) из Ωa(Γ) удовлетворяют еще и краево-
му условию u(x)|∂Γ = 0, то получим пространство W 1

0(a,Γ). Пусть далее Ωa(ΓT ) —
множество функций u(x, t) ∈ V2(ΓT ), чьи следы определены на сечениях области ΓT
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плоскостью t = t0 ( t0 ∈ [0, T ] ) как функции класса W 1
0(a,Γ) и удовлетворяют соотно-

шениям ∑
γ∈R(ξ)

a(1)γ
∂u(1,t)γ

∂x
=

∑
γ∈r(ξ)

a(0)γ
∂u(0,t)γ

∂x (3)

для всех узлов ξ ∈ J(Γ). Замыкание множества Ωa(ΓT ) по норме (1) обозначим через
V 1,0(a,ΓT ) ; ясно, что V 1,0(a,ΓT ) ⊂ W 1,0

2 (ΓT ).

Другим подпространством пространства W 1,0
2 (ΓT ) является W 1,0(a,ΓT ) — замыка-

ние в норме W 1,0
2 (ΓT ) множества гладких функций, удовлетворяющих соотношениям

(3) для всех узлов ξ ∈ J(Γ) и для любого t ∈ [0, T ] (аналогично вводится пространство
W 1(a,ΓT ) ); W 1,0(a,ΓT ) ⊂ W 1,0

2 (ΓT ).

В пространстве V 1,0(a,ΓT ) рассмотрим параболическое уравнение

∂y(x,t)
∂t

− ∂
∂x

(
a(x)∂y(x,t)

∂x

)
+ b(x)y(x, t) = f(x, t), (4)

представляющее собой систему дифференциальных уравнений с распределенными па-
раметрами на каждом ребре γ графа Γ ; f(x, t) ∈ L2,1(ΓT ). Состояние y(x, t) (x, t ∈ ΓT )

системы (4) в области ΓT определяется слабым решением y(x, t) уравнения (4), удо-
влетворяющим начальному и краевому условиям

y |t=0= φ(x), x ∈ Γ, y |x∈∂ΓT
= 0; (5)

φ(x) ∈ L2(Γ). Предположения относительно функций a(x) и b(x) указаны выше. Из
y(x, t) ∈ V 1,0(a,ΓT ) следует, что отображение y : [0, T ] → W 1

0(a,Γ) ⊂ L2(Γ) является
непрерывной функцией, так что первое равенство в (5) имеет смысл и понимается почти
всюду.

О п р е д е л е н и е 1. Слабым решением начально-краевой задачи (4), (5) класса
W 1,0

2 (ΓT ) называется функция y(x, t) ∈ V 1,0(a,ΓT ), удовлетворяющая интегральному
тождеству∫

Γ

y(x, t)η(x, t)dx−
∫
Γt

y(x, t)∂η(x,t)
∂t

dxdt+ ℓt(y, η) =
∫
Γ

φ(x)η(x, 0)dx+
∫
Γt

f(x, t)η(x, t)dxdt

при любом t ∈ [0, T ] и для любой функции η(x, t) ∈ W 1(a,ΓT ) ; ℓt(y, η) — билинейная
форма: ℓt(y, η) =

∫
Γt

(
a(x)∂y(x,t)

∂x
∂η(x,t)

∂x
+ b(x)y(x, t)η(x, t)

)
dxdt, t ∈ (0, T ].

Приведем используемые ниже утверждения, полные доказательства которых пред-
ставлены в работах [1, 3].

При доказательстве разрешимости задачи (4), (5) используется специальный базис
пространства W 1

0(a,Γ) — система обобщенных собственных функций краевой задачи
на собственные значения (спектральной задачи)

− d
dx

(
a(x)du(x)

dx

)
+ b(x)u(x) = λu(x), u(x)|∂Γ = 0 (6)

в классе W 1(a,Γ). Обобщенная собственная функция удовлетворяет интегральному
тождеству ℓ(u, η) = λ(u, η) для любой функции η(x) ∈ W 1

0(a,Γ) (здесь и всюду ниже
через (·, ·) обозначено скалярное произведение в L 2(Γ) или L 2(ΓT ) ).
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Лемма 2. [3] Пусть выполнены предположения (2). Тогда спектральная задача (6)
имеет счетное множество действительных собственных значений {λn}n≥1 (занумеро-
ванных в порядке возрастания с учетом их кратностей) с предельной точкой на бес-
конечности (собственные значения λi положительны, за исключением, может быть,
конечного числа первых). Система обобщенных собственных функций {un(x)}n≥1 обра-
зует базис в W 1

0(a,Γ) и L2(Γ), ортонормированный в L2(Γ) и ортогональный в смысле
скалярного произведения [·, ·].

Следствие 1. Если b(x) ≥ 0, как это имеет место в приложениях, то все соб-
ственные значения спектральной задачи (6) неотрицательны.

Теорема 1. [1] При любых f(x) ∈ L2,1(ΓT ), φ(x) ∈ L2(Γ) и для любого
0 < T < ∞ начально-краевая задача (4), (5) однозначно слабо разрешима в простран-
стве V 1,0(a,ΓT ).

При доказательстве теоремы строятся приближения Фаэдо-Галеркина yN(x, t) по

базису {un(x)}n≥1 : yN(x, t) =
N∑

n=1

cNn (t)un(x), где cNn (t) — абсолютно непрерывные на

[0, T ] функции ( c′n(t) ∈ L2(0, T ), натуральное N фиксировано). Дальнейшие рассужде-
ния основаны на априорных оценках норм слабых решений задачи (4), (5) и построении
слабо сходящейся по норме W 1,0(ΓT ) подпоследовательности

{
yNk

}
k≥1

последователь-
ности

{
yN

}
N≥1

к решению y(x, t) ∈ W 1,0(a,ΓT ) (слабая компактность
{
yNk

}
k≥1

).

Следствие 2. Слабое решение начально-краевой задачи (4), (5) непрерывно за-
висит от исходных данных f(x, t) и φ(x). Тем самым установлена корректность
по Адамару начально-краевой задачи (4), (5) в пространстве V 1,0(a,ΓT ) для любого
0 < T < ∞.

З а м е ч а н и е 1. Утверждения теоремы 1 сохраняются при замене [0, T ] на
[t0, T ] ( t0 > 0 ), начальное условие в соотношениях (5) заменяется на y |t=t0= φ(x).

Краевое условие в (5) может быть неоднородным: y(x, t) |x∈∂Γ= ϕ(x, t).

В многочисленных приложениях, где необходимо исследовать свойства решений
y(x, t) ∈ V 1,0(a,ΓT ) задачи (4), (5) для произвольного конечного T, важно знать пове-
дение y(x, t) при t → +∞, то есть при t ∈ [0,∞).

В условиях теоремы 1 отображение t → y(x, t) ( t ≥ 0 ) непрерывно. Пусть, как и
выше, f(x, t) ∈ L2,1(ΓT ), причем

t+1∫
t

∥f(·, ς)∥2L2(Γ)
dς ≤ A (7)

для любого t ≥ 0 (A – фиксированная постоянная); последнее означает, что функция
f(x, t) определена в области Γ× [0,∞).

Теорема 2. Пусть y(x, t) ∈ V 1,0(a,ΓT ) — слабое решение задачи (4), (5) для про-
извольного конечного T > 0. Тогда существует такая положительная постоянная
C, что

1)
t+1∫
t

∥y(·, ς)∥2
W 1

2(Γ)
dς ≤ C для любых t ≥ 0 ; 2) ∥y(·, t)∥L2(Γ) ≤ C при t → +∞.
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Доказательство строится по следующей схеме. Полуось [0,∞) разбивается на отрез-
ки [j − 1, j], j = 1, 2, ... и через tj обозначается такое принадлежащее [j − 1, j] число,
для которого

∥y(·, tj)∥2L2(ΓT ) = max
t∈[j−1,j]

∥y(·, t)∥2L2(ΓT ), j = 1, 2, ... . (8)

Для произвольных положительных s и t ( s < t ) из интегрального тождества опре-
деления 1 следует неравенство

1
2
∥y(·, t)∥2L2(Γ)

− 1
2
∥y(·, s)∥2L2(Γ)

+ α
t∫
s

∥y(·, ς)∥2
W 1

2(Γ)
dς ≤

≤
(

t∫
s

∥f(·, t)∥2L2(Γ)
dt

)1/2( t∫
s

∥y(·, ς)∥2
W 1

2(Γ)
dς

)1/2

,

(9)

постоянная α зависит только от фиксированных a∗ и β в условиях (2).
Дальнейшие рассуждения опираются на идею, представленную в монографии

Ж.Л. Лионса [4, с. 519]. При этом используется неравенство (9) для произвольного
отрезка [tj, tj+2], j = 1, 2, ... поскольку в силу (8) возможно равенство tj = tj+1 и
далее в силу произвольности j = 1, 2, ... имеет место оценка

∥y(·, t))∥L2(Γ) ≤ max{max
t∈[0,2]

∥y(·, t)∥L2(Γ),M} = C,

где M =
(
3A
α2χ

2 + 6A
α

)1/2
, χ — константа вложения пространства W 1

2(Γ) в L2(Γ). Та-
ким образом, решение y(x, t) определено в области Γ× [0,∞) и из полученной оценки
вытекают утверждения теоремы.

2. Основной результат

Предположим, что b(x) ≥ 0 для x ∈ Γ, что гарантирует неотрицательность соб-
ственных значений λi, i ≥ 1 (следствие 1) и пусть λ1 > 0. Рассмотрим систему (4) на
множестве Γ∞ = Γ0 × (0,∞). Обозначим через Γt0,t = Γ0 × (t0, t), ∂Γt0,t = ∂Γ × (t0, t)

( 0 < t0 < t < ∞ ), Γt0,∞ = Γ0 × (t0,∞), ∂Γt0,∞ = ∂Γ× (t0,∞) ; ясно, что Γt0,t ⊂ Γt. Как
и выше, f(x, t) ∈ L2,1(ΓT ), причем выполнены условия (7).

Пусть состояние системы (4) описывается функцией y(x, t) ∈ V 1,0(a,Γt0,∞), являю-
щейся слабым решением уравнения (4) в области Γt0,∞ с начальным и краевым усло-
виями

y |t=t0= φ(x), x ∈ Γ, y |x∈∂Γt0,∞
= 0, (10)

а функция y(x, t) ∈ V 1,0(a,Γt0,∞) является слабым решением уравнения (4) в области
Γt0,∞ с начальным и краевым условиями

y |t=t0= φ(x), x ∈ Γ, y |x∈∂Γt0,∞
= 0, (11)

(начально-краевая задача (4), (10) отличается от задачи (4), (11) тем, что функция
φ(x) в первом соотношении (10) заменена на отличную от нее функцию φ(x) ). Состоя-
ние y(x, t) системы (4) назовем невозмущенным, а y(x, t) – возмущенным. Из теоремы
2 вытекает, что состояния y(x, t), y(x, t) определены в области Γt0,∞, удовлетворяют
соответствующим начальным и краевым условиями (10), (11) и принадлежат простран-
ству V 1,0(a,Γt0,∞) при f(x, t) ∈ L2,1(Γ∞).
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О п р е д е л е н и е 2. Невозмущенное состояние y(x, t) системы (4) называется
слабо устойчивым (устойчивым по Ляпунову [5]), если для любых t0 > 0 и ϵ > 0

существует δ(t0, ϵ) > 0 такое, что при ∥φ − φ∥L2(Γ) < δ(t0, ϵ) выполняется ∥y(·, t) −
y(·, t)∥W 1(a,Γ) < ϵ при t ≥ t0, где y(x, t) — возмущенное состояние системы (4).

З а м е ч а н и е 2. Аналогично определению устойчивости невозмущенного состо-
яния системы (4) можно ввести определение равномерной устойчивости, асимптотиче-
ской и экспоненциальной устойчивости невозмущенного состояния системы (4) в обла-
сти Γt0,∞.

З а м е ч а н и е 3. В силу линейности системы (4) можно все определения пере-
формулировать для нулевого (тривиального) состояния системы (4).

Теорема 3. Пусть в (4) b(x) ≥ 0, x ∈ Γ и пусть первое собственное значение
λ1 положительно, тогда невозмущенное состояние системы (4) в области ΓT слабо
устойчиво.

Действительно, в силу линейности уравнения (4) функция θ(x, t) = y(x, t)−y(x, t) —
элемент пространства V 1,0(a,Γt0,∞) и является слабым решением начально-краевой за-
дачи для однородного уравнения (4) ( f = 0 ), удовлетворяющее начальному и краевому
условиям

θ |t=t0= ϕ(x), x ∈ Γ, θ |x∈∂Γt0,∞
= 0, (12)

где ϕ(x) = φ(x) − φ(x). Следуя рассуждениям доказательства теоремы 1 (см. [1]),
начально-краевая задача (4), (12) однозначно слабо разрешима, ее решение имеет пред-

ставление θ(x, t) =
∞∑
n=1

ϕne
−λntun(x), ϕn = (ϕ, un) и является пределом слабо сходя-

щейся последовательности
{
θN

}
N≥1

приближений θN(x, t) =
N∑

n=1

ϕne
−λntun(x), при-

чем ∥θN∥2,Γt ≤
N∑

n=1

ϕ2
ne

−2λnt, N = 1, 2, ... Переходя к пределу в последнем неравенстве

при N → ∞, приходим к оценке ∥θ(·, t)∥L2(Γ)
≤ C∗ (∥ϕ∥L2(Γ)

)
для любых t ∈ [t0,∞)

(C∗ — постоянная), из которой следует утверждение теоремы.

З а м е ч а н и е 4. Полученные результаты применимы для задач оптимального
управления [6, 7].
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Abstract. The work is an attempt to demonstrate the concept of sustainability in the
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