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Аннотация. Установлена связь между дифференциальной игрой в системах ней-
трального типа и функциональным уравнением Гамильтона–Якоби с коинвари-
антными производными. Доказано совпадение функционала цены игры и мини-
максного решения этого уравнения. Указаны оптимальные стратегии игроков.
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Введение

В работе рассмотрена позиционная дифференциальная игра [1–9] для динамиче-
ской системы, описываемой функционально-дифференциальным уравнением нейтраль-
ного типа в форме Дж. Хейла [10]. На основе понятия коинвариантных производных
[5, 11] для функционала цены игры выписано функциональное уравнение Гамильтона–
Якоби [9]. Нейтральный тип динамической системы диктует особые свойства этого урав-
нения, которые не позволяют применить к нему результаты, ранее полученные в теории
уравнений Гамильтона–Якоби для обыкновенных дифференциальных систем [12] и си-
стем запаздывающего типа [5, 6]. В [9] было показано, что если рассматриваемое урав-
нение Гамильтона–Якоби имеет классическое решение, удовлетворяющее подходящим
условиям гладкости, то оно совпадает с функционалом цены дифференциальной игры.
В [13] показано, что у рассматриваемого уравнения Гамильтона–Якоби существует и
единственно минимаксное (обобщенное) решение. В данной работе доказано, что функ-
ционал цены игры совпадает с минимаксным решением уравнения Гамильтона–Якоби
без дополнительного предположения о гладкости цены. При этом оптимальные страте-
гии игроков могут быть построены по минимаксному решению на основе подходящей
модификации [7] метода экстремального сдвига на сопутствующие точки [2, 3].

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта Президента Российской Федерации для го-
сударственной поддержки молодых российских ученых МК-3047.2017.1.
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1. Дифференциальная игра

Рассмотрим антагонистическую дифференциальную игру, в которой движение ди-
намической системы описывается функционально-дифференциальным уравнением ней-
трального типа в форме Дж. Хейла

d

dτ

(
x[τ ]− g(τ, xτ [·])

)
= f(τ, xτ [·], u[τ ], v[τ ]) (1.1)

τ ∈ [t0, ϑ], x[τ ] ∈ Rn, u[τ ] ∈ U ⊂ Rn1 , v[τ ] ∈ V ⊂ Rn2 ,

а показатель качества имеет вид
γ = σ(xϑ[·]). (1.2)

Здесь τ — переменная времени; x[τ ] — вектор состояния в момент времени τ ; t0 и ϑ

— фиксированные начальный и терминальный моменты времени; xτ [·] — история дви-
жения (элемент запаздывания) на отрезке [τ−h, τ ], то есть xτ [ξ] = x[τ+ξ], ξ ∈ [−h, 0],
где h > 0 — константа запаздывания; u[τ ] и v[τ ] — текущие управляющие воздействия,
соответственно, первого и второго игроков; n1, n2 ∈ N ; U и V — компакты.

Цель первого игрока — доставить показателю (1.2) как можно меньшее значение.
Цель второго игрока — противоположна.

Всюду ниже угловые скобки ⟨·, ·⟩ используем для обозначения скалярного произве-
дения векторов, а двойные скобки ∥ · ∥ — для евклидовой нормы. Через Lip([a, b],Rn)

обозначаем пространство липшицевых функций, действующих из [a, b] в Rn, снабжен-
ное равномерной нормой. Для краткости обозначим Lip = Lip([−h, 0],Rn). Равномер-
ную норму пространства Lip обозначим через ∥·∥∞. Через Comp(Lip) обозначим мно-
жество непустых компактных подмножеств пространства Lip. Через G = [t0, ϑ] × Lip

обозначим множество допустимых позиций системы (1.1).
Полагаем, что для отображений g : G 7→ Rn, f : G × U × V 7→ Rn и σ : Lip 7→ R

выполнены следующие условия:

(g) Существуют такие αg > 0 и λg ∈ (0, 1), что имеет место оценка

∥g(t, w[·])−g(τ, r[·])∥ ≤ αg(1+∥w[·]∥∞)|t−τ |+λg∥w[·]−r[·]∥∞, (t, w[·]), (τ, r[·]) ∈ G.

(f.1) Отображение f непрерывно.

(f.2) Существует такое αf > 0, что имеет место оценка

∥f(t, w[·], u, v)∥ ≤ αf (1 + ∥w[·]∥∞), (t, w[·]) ∈ G, u ∈ U, v ∈ V.

(f.3) Для любого D ∈ Comp(Lip) существует такое λf = λf (D) > 0, что для всех
(t, w[·]), (t, r[·]) ∈ [t0, ϑ]×D, u ∈ U и v ∈ V справедливо неравенство

∥f(t, w[·], u, v)− f(t, r[·], u, v)∥ ≤ λf∥w[·]− r[·]∥∞.

( f.4 ) Для любых (t, w[·]) ∈ G и s ∈ Rn имеет место равенство

min
u∈U

max
v∈V

⟨f(t, w[·], u, v), s⟩ = max
v∈V

min
u∈U

⟨f(t, w[·], u, v), s⟩.
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(σ ) Для любого D ∈ Comp(Lip) существует такое λσ = λσ(D) > 0, что

|σ(w[·])− σ(r[·])| ≤ λσ∥w[·]− r[·]∥∞, w[·], r[·] ∈ D.

Пусть t ∈ [t0, ϑ]. Допустимыми реализациями управляющих воздействий u[τ ] и v[τ ]

на промежутке [t, ϑ) считаем измеримые функции u[·] : [t, ϑ] 7→ U и v[·] : [t, ϑ] 7→ V.
Для позиции (t, w[·]) ∈ G определим множество всех липшицевых продолжений:

X(t, w[·]) = {x[·] ∈ Lip([t− h, ϑ],Rn) : xt[·] = w[·]}.

Пусть (t, w[·]) ∈ G. При условиях (g) и (f.1) – (f.3) действуя, например, по схеме из
[6, раздел P1] можно показать, что пара допустимых реализаций u[·] и v[·] единствен-
ным образом порождает движение x[·] ∈ X(t, w[·]) системы (1.1) — функцию, которая
вместе с u[τ ] и v[τ ] почти всюду на [t, ϑ] удовлетворяет уравнению (1.1).

Формализацию дифференциальной игры (1.1), (1.2) будем проводить в классе пози-
ционных стратегий управления игроков следуя подходу [1–4]. При этом в силу условия
седловой точки в маленькой игре (f.4), можно ограничиться классом чистых позици-
онных стратегий [2] (см., также, [5–7]).

Пусть зафиксирована начальная позиция (t, w[·]) ∈ G. Под стратегией управления
первого игрока понимаем всякое отображение

U = U(τ, r[·], ε) ∈ U, (τ, r[·]) ∈ G, ε > 0,

Пусть выбраны стратегия первого игрока U, число ε > 0 и разбиение отрезка [t, ϑ] :

∆δ =
{
τj : 0 < τj+1 − τj ≤ δ, j = 1, J − 1, τ1 = t, τJ = ϑ

}
.

Тройка {U, ε,∆δ} определяет закон управления первого игрока, который в цепи обрат-
ной связи последовательно по шагам разбиения ∆δ формирует кусочно-постоянную
(а стало быть, допустимую) реализацию u[·] : [t, ϑ] 7→ U по правилу

u[τ ] = U(τj, xτj [·], ε), τ ∈ [τj, τj+1), j = 1, J − 1.

Из позиции (t, w[·]) такой закон в паре с допустимой реализацией v[·] : [t, ϑ] 7→ V од-
нозначно порождает движение системы (1.1). Реализовавшееся при этом значение по-
казателя качества (1.2) обозначим через γ(t, w[·];U, ε,∆δ; v[·]). Исходя из самых небла-
гоприятных с точки зрения первого игрока обстоятельств, определим величину гаран-
тированного результата стратегии U :

ρu(t, w[·];U) = lim sup
ε↓0

lim
δ↓0

sup
∆δ

sup
v[·]

γ(t, w[·];U, ε,∆δ; v[·]).

Тогда оптимальным гарантированным результатом первого игрока будет величина

ρ◦u(t, w[·]) = inf
U
ρu(t, w[·];U). (1.3)

Стратегию первого игрока U◦ назовем оптимальной, если в этом выражении на ней
достигается минимум. То есть, справедливо равенство ρu(t, w[·], U◦) = ρ◦u(t, w[·]).
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Аналогично, с понятными изменениями, для второго игрока рассматриваем страте-
гию управления V = V (t, w[·], ε) ∈ V, (t, w[·]) ∈ G, ε > 0, закон управления {V, ε,∆δ},
формирующий кусочно-постоянную реализацию v[·] : [t, ϑ] 7→ V по правилу

v[τ ] = V (τj, xτj [·], ε), τ ∈ [τj, τj+1), j = 1, J − 1,

величину гарантированного результата стратегии V

ρv(t, w[·];V ) = lim inf
ε↓0

lim
δ↓0

inf
∆δ

inf
u[·]
γ(t, w[·];u[·];V, ε,∆δ),

и величину оптимального гарантированного результата второго игрока

ρ◦v(t, w[·]) = sup
V
ρv(t, w[·];V ). (1.4)

Стратегия V ◦ — оптимальна, если в этом выражении на ней достигается максимум.
Непосредственно из соотношений (1.3) и (1.4) вытекает ρ◦u(t, w[·]) ≥ ρ◦v(t, w[·]). В слу-

чае, когда справедливо равенство ρ◦u(t, w[·]) = ρ◦v(t, w[·]) говорят, что дифференциаль-
ная игра (1.1), (1.2) имеет цену в точке (t, w[·]), а пару оптимальных стратегий {U◦, V ◦}
называют седловой точкой игры.

Следуя работе [7] приведем следующие вспомогательные построения. Обозначим

F∗(t, w[·], α) = {f ∈ Rn : ∥f∥ ≤ α(1 + ∥w[·]∥∞)}, (t, w[·]) ∈ G, α > 0.

Пусть зафиксирована позиция (t, w[·]) ∈ G. Для числа α > 0 определим множество

X∗(t, w[·], α) =
{
x[·]∈ X(t, w[·]) : d

dτ

(
x[τ ]−g(τ, xτ [·])

)
∈ F∗(τ, xτ [·], α) при п.в. τ ∈ [t, ϑ]

}
.

Пользуясь условием (g) можно показать, что множество X∗(t, w[·], α) является непу-
стым компактом в Lip([t− h, ϑ],Rn). Тогда, учитывая условие (f.1) существует такое
αf ≥ αf , что справедливо неравенство

∥f(τ, xτ [·], u, v)∥ ≤ αf , τ ∈ [t, ϑ], x[·] ∈ X∗(t, w[·], αf ), u ∈ U, v ∈ V,

где число αf взято из условия (f.3). Определим множество

G(t, w[·]) = {(τ, xτ [·]) ∈ G : τ ∈ [t, ϑ], x[·] ∈ X∗(t, w[·], αf )}.

Отметим, что G(t, w[·]) ∈ Comp(Lip). Для (τ, r[·]) ∈ G(t, w[·]) и ε > 0 через Z(τ, r[·], ε)
обозначим множество таких функций z[·] ∈ Lip, что справедливы соотношения

(τ, z[·]) ∈ G(t, w[·]), ∥r[0]−g(τ, r[·])−z[0]+g(τ, z[·])∥ ≤ ϵ(τ), ∥r[·]−z[·]∥∞ ≤ ϵ(τ)/(1−λg),

где ϵ(τ) =
√
ε+ (τ − t0)ε, а константа λg взята из условия (g). Отметим, что множе-

ство Z(τ, r[·], ε) будет компактно в Lip. Определим стратегии игроков экстремальным
сдвигом на сопутствующие точки, выбираемые по величинам ρ◦u и ρ◦v согласно правилу:

U∗(τ, r[·], ε) ∈ argmin
u∈U

max
v∈V

⟨f(τ, r[·], u, v), su⟩,

V ∗(τ, r[·], ε) ∈ argmax
v∈V

min
u∈U

⟨f(τ, r[·], u, v), sv⟩,
(τ, y[·]) ∈ G(t, w[·]), ε > 0, (1.5)
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где
su = r[0]− g(τ, r[·])− zu[0] + g(τ, zu[·]), zu[·] ∈ argmin

z[·]∈Z(τ,r[·],ε)
ρ◦u(τ, z[·]),

sv = zv[0]− g(τ, zv[·])− r[0] + g(τ, r[·]), zv[·] ∈ argmax
z[·]∈Z(τ,y[·],ε)

ρ◦v(τ, z[·]).
(1.6)

Из результатов работы [7] следует, что при условиях (g), (f.1) – (f.4) и (σ) справедлива

Теорема 1.1. Дифференциальная игра (1.1), (1.2) имеет цену, а пара стратегий
{U∗, V ∗} составляют седловую точку игры. То есть, имеют место равенства

ρ◦(t, w[·]) := ρ◦u(t, w[·]) = ρu(t, w[·];U∗) = ρ◦v(t, w[·]) = ρv(t, w[·];V ∗), (t, w[·]) ∈ G.

Кроме того, функционал цены ρ◦ : G 7→ R непрерывен и для него справедливы свойства

(ρλ) Для любого D ∈ Comp(Lip) существует такое λρ = λf (D) > 0, что справедливо

∥ρ◦(t, w[·])− ρ◦(t, r[·])∥ ≤ λρ∥w[·]− r[·]∥∞, (t, w[·]), (t, r[·]) ∈ [t0, ϑ]×D

(ρu) Для любых (t, w[·]) ∈ G, τ ∈ [t, ϑ], ε > 0 и любой допустимой реализации
v[·] : [τ, ϑ] 7→ V существует такая допустимая реализация u[·] : [τ, ϑ] 7→ U, что
для движения x[·] ∈ X(t, w[·]) системы (1.1), порожденного этими реализация-
ми, справедливо неравенство ρ◦(τ, xτ [·]) ≤ ρ◦(t, w[·]) + ε.

(ρv) Для любых (t, w[·]) ∈ G, τ ∈ [t, ϑ], ε > 0 и любой допустимой реализации
u[·] : [τ, ϑ] 7→ U существует такая допустимая реализация v[·] : [τ, ϑ] 7→ V, что
для движения x[·] ∈ X(t, w[·]) системы (1.1), порожденного этими реализация-
ми, справедливо неравенство ρ◦(τ, xτ [·]) ≥ ρ◦(t, w[·])− ε.

2. Минимаксное решение уравнения Гамильтона–Якоби

Следуя [5, 11], будем говорить, что функционал φ : G 7→ R коинвариантно-диф-
ференцируем (ci-дифференцируем) в точке (t, w[·]) ∈ G, t < ϑ, если существуют
число ∂tφ(t, w[·]) ∈ R и вектор ∇φ(t, w[·]) ∈ Rn, такие, что для любой функции
x[·] ∈ X(t, w[·]) имеет место равенство

φ
(
τ, xτ [·]

)
−φ

(
t, w[·]

)
= ∂tφ

(
t, w[·]

)
(τ− t)+ ⟨xτ [0]−w[0],∇φ

(
t, w[·]

)
⟩+o(τ− t), τ ∈ [t, ϑ],

где величина o(τ − t) зависит от {t, x[·]}, и o(τ − t)/(τ − t) → 0 при τ → t+ 0. Число
∂tφ(t, w[·]) и вектор ∇φ(t, w[·]) называются ci-производными φ в точке (t, w[·]).

Аналогично, отображение G ∋ (t, w[·]) 7→ ψ = (ψ1, . . . , ψn) ∈ Rn ci-дифференци-
руемо в точке (t, w[·]) ∈ G, t < ϑ, если в этой точке ci-дифференцируемы функционалы
ψi : G 7→ R, i = 1, n. При этом, полагаем ∂tψ =

(
∂tψ1, . . . , ∂tψn

)
, ∇ψ =

(
∇ψ1, . . . ,∇ψn

)
.

Обозначим через G∗ множество всех точке (t, w[·]) ∈ G, t < ϑ, в которых отобра-
жение g ci-дифференцируемо. По отображению f из (1.1) определим Гамильтониан

H(t, w[·], s) = min
u∈U

max
v∈V

⟨f(t, w[·], u, v), s⟩, (t, w[·]) ∈ G, s ∈ Rn.
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Рассмотрим уравнение Гамильтона–Якоби с коинвариантными производными

∂tφ(t, w[·]) + ⟨∂tg(t, w[·]),∇φ(t, w[·])
⟩
+H(t, w[·],∇φ(t, w[·])) = 0, (t, w[·]) ∈ G∗, (2.1)

при условии на правом конце

φ(ϑ,w[·]) = σ(w[·]), w[·] ∈ Lip, (2.2)

где функционал σ взят из показателя качества (1.2).
Несмотря на то, что уравнение (2.1) рассматривается только на G∗, искомым в за-

даче (2.1), (2.2) является функционал φ, определенный на G. Согласно [13] определим
минимаксное (обобщенное) решение задачи (2.1), (2.2). Для это по отображению f из
системы (1.1) определим следующие отображения

F+(t, w[·], v) = co{f(t, w[·], u, v) ∈ Rn : u ∈ U},

F−(t, w[·], u) = co{f(t, w[·], u, v) ∈ Rn : v ∈ V},
(t, w[·]) ∈ G, u ∈ U, v ∈ V. (2.3)

Пусть (t, w[·]) ∈ G, u ∈ U и v ∈ V. Определим множества

X+(t, w[·], v) =
{
x[·]∈ X(t, w[·]) : d

dτ

(
x[τ ]−g(τ, xτ [·])

)
∈ F+(τ, xτ [·], v) при п.в. τ ∈ [t, ϑ]

}
.

X−(t, w[·], u) =
{
x[·]∈ X(t, w[·]) : d

dτ

(
x[τ ]−g(τ, xτ [·])

)
∈ F−(τ, xτ [·], u) при п.в. τ ∈ [t, ϑ]

}
.

Отметим, что в силу условий (f.1) – (f.4) отображения F+ и F− удовлетворяют таким
условиям (см., например, [13]), при которых множества X+(t, w[·], v) и X−(t, w[·], u)
являются компактами в Lip([t− h, ϑ],Rn).

Минимаксным решением задачи (2.1), (2.2) будем называть непрерывный функцио-
нал φ : G 7→ R, удовлетворяющий условию (2.2), а также следующим двум условиям:

(φ+) Пусть (t, w[·]) ∈ G, t < ϑ, τ ∈ (t, ϑ] и v ∈ V. Тогда существует такая функция
x[·] ∈ X+(t, w[·], v), что справедливо неравенство φ(τ, xτ [·]) ≤ φ(t, w[·]).

(φ−) Пусть (t, w[·]) ∈ G, t < ϑ, τ ∈ (t, ϑ] и u ∈ U. Тогда существует такая функция
x[·] ∈ X−(t, w[·], u), что справедливо неравенство φ(τ, xτ [·]) ≥ φ(t, w[·]).

В работе [13] показано, что справедлива следующая

Теорема 2.1. У задачи (2.1), (2.2) существует единственное минимаксное реше-
ние φ : G 7→ R.

3. Связь цены игры и минимаксного решения

Теорема 3.1. Для функционала цены ρ◦ дифференциальной игры (1.1), (1.2) и ми-
нимаксного решения φ задачи (2.1), (2.2) справедливо равенство

ρ◦(t, w[·]) = φ(t, w[·]), (t, w[·]) ∈ G.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. По теореме 1 функционал цены ρ◦ дифференциальной
игры (1.1), (1.2) существует. По теореме 2 минимаксное решение задачи (2.1), (2.2)
единственно. Таким образом, для доказательство данной теоремы достаточно показать,
что для функционала цены ρ◦ выполнены условия (2.2) и (φ+), (φ−).

Выполнение условия (2.2) вытекает из определения функционала цены ρ◦. Докажем
выполнение условия (φ+). Пусть (t, w[·]) ∈ G, t < ϑ, τ ∈ (t, ϑ] и v ∈ V. Пусть
выбрано k ∈ N, k ≥ 2. Обозначим δk = (τ − t)/k и τj = t+ jδk, j = 0, k. Пользуясь на
каждом отрезке [τj, τj+1], j = 0, k − 1 свойством (ρu), определим такую реализацию
u(k)[·] : [t, ϑ] 7→ U, что для движения x(k)[·] : [t − h, ϑ] 7→ Rn порожденного из позиции
(t, w[·]) реализациями u(k)[·] и v[·] : [t, ϑ] 7→ {v} будут справедливы неравенства

ρ◦(τ, x(k)τ [·]) = ρ◦(τk, x
(k)
τk
[·]) ≤ ρ◦(τk−1, x

(k)
τk−1

[·]) + 1/k2 (3.1)

≤ ρ◦(τk−2, x
(k)
τk−2

[·]) + 2/k2 ≤ . . . ≤ ρ◦
(
t, w[·]

)
+ 1/k.

Тогда, учитывая определение (2.3) отображения F+, справедливо включение x(k)[·] ∈
X+(t, w[·], v). В силу компактности множества решений X+(t, w[·], v) у последователь-
ности x(k)[·] существует сходящаяся подпоследовательность, которую будем обозначать
также, а предел ее обозначим через x◦[·] ∈ X+(t, w[·], v). В силу свойства (ρλ), полагая
в нем D = {x(k)τ [·], k ∈ N} ∪ {x◦[·]} найдется такое λρ = λρ(D) > 0, что справедливо

∥ρ◦(τ, x◦τ [·])− ρ◦(τ, x(k)τ [·])∥ ≤ λρ∥x◦τ [·]− x(k)τ [·]∥∞, k ∈ N. (3.2)

Переходя в соотношениях (3.1), (3.2) к пределу при k → ∞ получаем неравенство
ρ◦(τ, x◦τ [·]) ≤ ρ◦(t, w[·]). Выполнение условия (φ+) доказано. Аналогично можно пока-
зать выполнение условия (φ−). Теорема доказана.

Из теорем 1 и 3 вытекает, что если известно минимаксное решение φ задачи (2.1),
(2.2), то оно является ценой дифференциальной игры (1.1), (1.2) и, более того, опти-
мальные стратегии в этой игре могут быть построены согласно правилу (1.5), (1.6), в
котором полагаем ρ◦u(τ, z[·]) = ρ◦u(τ, z[·]) = φ(τ, z[·]).
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Abstract. The relation between a differential game for neutral-type systems and a
Hamilton–Jacobi functional equation with coinvariant derivatives is established. It
is proved that the value functional of the game coincides with the minimax solution
of this equation. Optimal strategies for the players are described.
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