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Аннотация. В работе предлагается расширение класса стохастических динами-
ческих систем, траектории которых находятся на заданном многообразии, на
мультиструктурные стохастические системы, а именно системы с переменной
и случайной структурой. Рассматриваются вопросы описания таких систем и
моделирования их траекторий в приложении к задачам анализа и фильтрации.
Ключевые слова: инвариантная стохастическая система; первый интеграл; си-
стема с переменной структурой; система со случайной структурой; случайный
процесс; стохастическое дифференциальное уравнение; численный метод

Введение

В статье рассматриваются мультиструктурные стохастические системы на многооб-
разиях. Мультиструктурные системы, или системы с переключениями режимов, возни-
кают во многих прикладных областях [1], однако в отличие от других работ здесь пред-
полагается, что траектории системы принадлежат многообразию, то есть для системы
выполняется некоторый закон сохранения. Ранее рассматривались системы, структура
которых фиксирована, с траекториями на заданном многообразии [2].

Идентификация моментов времени изменения структуры, или переключения режи-
мов, в стохастических системах тесно связана с задачей о разладке, рассмотренной в
работах А.Н. Колмогорова, Ю.В. Прохорова и А.Н. Ширяева [3, 4]. В этой статье основ-
ное внимание уделено вопросам моделирования траекторий систем с переключениями
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режимов. Такие алгоритмы моделирования лежат в основе статистических методов ана-
лиза и фильтрации, поскольку и при решении задачи анализа, и при решении задачи
фильтрации требуется моделировать ансамбль траекторий системы с их последующей
статистической обработкой [5]. Предлагается модификация численных методов, кото-
рая обеспечивает принадлежность численного решения заданному многообразию (при
использовании стандартных методов численное решение не принадлежит многообразию
из-за погрешности [6]).

1. Основные понятия

Рассматривается модель динамической системы, заданная векторным стохастиче-
ским дифференциальным уравнением (СДУ) Ито:

dX(t) = f
(
t,X(t)

)
dt+ σ

(
t,X(t)

)
dW (t), X(t0) = X0, (1)

где X ∈ Rn — n -мерный вектор состояния; t ∈ T = [t0, T ] — время, моменты времени
t0 и T заданы; f(t, x) — n -мерная вектор-функция, σ(t, x) — (n× s) -мерная матрич-
ная функция; W (t) — s -мерный стандартный винеровский процесс, W (t) и X0 ∈ Rn

независимы. Согласно [2] fi(t, x), σil(t, x) ∈ C1,2(T×Rn), где fi(t, x) и σil(t, x) — коорди-
наты вектор-функции f(t, x) и элементы матричной функции σ(t, x) соответственно;
i = 1, 2, . . . , n ; l = 1, 2, . . . , s.

Если скалярная неслучайная функция M(t, x), не равная постоянной и имеющая
непрерывную производную первого порядка по t и непрерывные производные первого
и второго порядков по координатам вектора x, является первым интегралом для систе-
мы (1), то стохастический дифференциал случайного процесса M(t,X(t)) определяется
формулой Ито и dM

(
t,X(t)

)
= 0. Таким образом, с вероятностью 1 на любой траек-

тории решения СДУ (1) функция M(t, x) принимает постоянное значение, зависящее
только от X0, и это означает, что траектории случайного процесса X(t) принадлежат
гладкому многообразию M(t, x) = C = const.

Условия существования непрерывных частных производных функций fi(t, x), σil(t, x)

можно рассматривать не на всем множестве T×Rn, а только в окрестности заданного
многообразия.

Чтобы функция M(t, x) была первым интегралом системы (1), необходимо и доста-
точно выполнение следующих условий на всех траекториях ее решения X(t) :

n∑
i=1

σil(t, x)
∂M(t, x)

∂xi

= 0, l = 1, 2, . . . , s; (2)

∂M(t, x)

∂t
+

n∑
i=1

[
fi(t, x)−

1

2

n∑
j=1

s∑
l=1

∂σil(t, x)

∂xj

σjl(t, x)

]
∂M(t, x)

∂xi

= 0. (3)

Детальное изложение теории первых интегралов стохастических дифференциаль-
ных систем с примерами приведено в [2], некоторые аспекты численного моделирования
траекторий таких инвариантных систем рассмотрены в [6].
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2. Мультиструктурные системы на многообразиях

Представляет интерес расширение класса систем диффузионного типа (1) на систе-
мы с переменной и случайной структурой [1, 7, 8]. Для этого расширим вектор состо-
яния, введя дополнительную координату L ∈ L = {1, 2, . . . ,m}, определим случайный
процесс L(t) — процесс смены структуры (каждая структура соответствует некото-
рому режиму функционирования, L(t0) = L0 ), траектории которого — это кусочно-
постоянные функции со значениями из множества L, и зададим уравнение для слу-
чайного процесса X(t) в форме

dX(t) = f ⟨l⟩(t,X(t)
)
dt+ σ⟨l⟩(t,X(t)

)
dW (t), X(t0) = X0, (4)

где f ⟨l⟩(t, x) — вектор-функция, σ⟨l⟩(t, x) — матричная функция, удовлетворяющие
условиям, аналогичным (2) и (3), l = 1, 2, . . . ,m. В общем случае каждой структуре
может соответствовать свое гладкое многообразие M ⟨l⟩(t, x) = C⟨l⟩ = const.

Процесс смены структуры L(t) можно задать с помощью совокупности уравнений
Slr(t, x) = 0 ; l, r = 1, 2, . . . ,m ; l ̸= r. Тогда при условии L(t − 0) = l и достижении
вектором X поверхности с уравнением Slr(t, x) = 0 в момент времени t функция
L(t) принимает значение r. Такой тип смены структуры называется сосредоточенным
переходом, а система (4) — системой с переменной структурой.

Другой вариант — задание функций λlr(t, x) > 0, определяющих интенсивности
смены структуры; l, r = 1, 2, . . . ,m ; l ̸= r. Тогда при условии L(t−0) = l и X(t−0) = x

функция L(t + ∆t) принимает значение r с вероятностью λlr(t, x)∆t + o(∆t). Такой
тип смены структуры называется распределенным переходом, а система (4) — системой
со случайной структурой.

Отметим, что расширение класса стохастических дифференциальных систем, траек-
тории которых находятся на заданном многообразии, на стохастические системы с пере-
менной структурой, позволяет рассматривать не только гладкие, но и кусочно-гладкие
многообразия, например, многогранники или образы многогранников, полученные с по-
мощью гладких отображений. Для таких систем можно рассматривать все классические
задачи теории управления — задачи синтеза и моделирования таких систем, анализа,
фильтрации и прогнозирования.

3. Модифицированные численные методы моделирования траекторий
мультиструктурных систем

Опишем модификацию численных методов решения СДУ, которая обеспечивает
принадлежность численного решения заданному многообразию и может быть включе-
на в базовые алгоритмы моделирования систем с переменной и случайной структурой,
изложенные в [7, 8].

Пусть {tk} — равномерная сетка с заданным постоянным шагом h, определяющая
разбиение отрезка времени [t0, T ], k = 1, . . . , N.

Обозначим через Xk численное решение СДУ (1) в момент времени tk, полагая,
что начальное значение численного решения совпадает с начальным значением задачи
Коши, то есть X0 = X(t0).
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Запишем численный метод решения СДУ в общем виде

Xk+1 = F (tk, Xk, h), (5)

где функция F (t,X, h) определяется конкретным численным методом решения СДУ.
Опишем методику коррекции численного решения. Будем предполагать, что точка

(tk, Xk) принадлежит заданной поверхности, то есть M(tk, Xk) = C. В следующем узле
сетки tk+1 численное решение Xk+1 условию M(tk+1, Xk+1) = C в общем случае не
удовлетворяет из-за погрешности численного метода, то есть M(tk+1, Xk+1) = C ′ ̸= C.

Построим проекцию точки Xk+1 на поверхность M(t,X) = C при t = tk+1. Найдем
вектор нормали к поверхности M(t,X) = C ′ в точке (tk+1, Xk+1) : ∇M(tk+1, Xk+1), и
запишем параметрическое уравнение прямой в пространстве Rn, проходящей через
точку Xk+1 с направляющим вектором ∇M(tk+1, Xk+1) :

χ(α) = Xk+1 + α∇M(tk+1, Xk+1), α ∈ R. (6)

Остается найти точку пересечения прямой (6) и поверхности M(t,X) = C при
t = tk+1 как решение системы{

X̃k+1 = Xk+1 + α∇M(tk+1, Xk+1),

M(tk+1, X̃k+1) = C.

Нетрудно видеть, что проекция X̃k+1 точки Xk+1 на поверхность M(t,X) = C при
t = tk+1 определяется решением в общем случае нелинейного уравнения

M
(
tk+1, Xk+1 + α∇M(tk+1, Xk+1)

)
= C (7)

относительно параметра α. Такое уравнение может иметь несколько решений, однако
требуется найти α, соответствующее минимальному расстоянию между точками Xk+1

и X̃k+1 в смысле евклидовой метрики, то есть минимальному значению |α| из возмож-
ных. Таким образом,

X̃k+1 = Xk+1 + α∗∇M(tk+1, Xk+1), (8)

где
α∗ = argmin

α

{
|α| : M

(
tk+1, Xk+1 + α∇M(tk+1, Xk+1)

)
= C

}
.

Проекцию (8) следует находить на каждом шаге используемого численного метода
решения СДУ, учитывая, что α∗ — это функция точки (t,X). После чего эта проекция
используется на следующем шаге, то есть вместо формулы (5) имеем

Xk+1 = F (tk, X̃k, h) (9)

и тогда M(tk, X̃k) = C, k = 0, 1, . . . , N.

Модификация численных методов решения СДУ, описанная выше, может приме-
няться и в общем случае, когда каждой структуре соответствует гладкое многообразие
M ⟨l⟩(t, x) = C⟨l⟩ = const. Такая модификация сокращает отклонение численного ре-
шения от заданной поверхности до нуля и может уменьшать погрешность численного
метода в смысле сильной сходимости по абсолютной величине.
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4. Примеры мультиструктурных систем на многообразиях

П р и м е р 1. Рассмотрим двумерную систему с тремя структурами, каждой из
которых соответствует многообразие, являющееся также и поверхностью переключения
(n = 2, m = 3 ), t ∈ [0, 5]. Первая структура задается СДУ Ито

d

[
X1(t)

X2(t)

]
=

[ t
X1(t)

− 1
2
e−tX1(t) +X2(t)

−X1(t)− 1
2
e−tX2(t)

]
dt+

[
e−t/2X2(t)

−e−t/2X1(t)

]
dW (t),

для второй и третьей структуры СДУ Ито имеют вид

d

[
X1(t)

X2(t)

]
= 2

[
−X1(t)

X1(t)

]
dt+

1

1 + t2

[
1

−1

]
dW (t), d

[
X1(t)

X2(t)

]
= 2

[
X2(t)

X2(t)

]
dt+

[
1

1

]
dW (t),

Для первой структуры траектории случайного процесса X(t) = [X1(t) X2(t) ]
T при-

надлежат конусу M ⟨1⟩(t, x) = M ⟨1⟩(t, x1, x2) = (x2
1 + x2

2 − t2)/2 = C⟨1⟩, для второй
и третьей структуры — плоскостям M ⟨2⟩(t, x) = M ⟨2⟩(t, x1, x2) = x1 + x2 = C⟨2⟩ и
M ⟨3⟩(t, x) = M ⟨3⟩(t, x1, x2) = x1 − x2 = C⟨3⟩.

Начальный вектор состояния X0 нулевой, а начальный номер структуры L0 ра-
вен трем. Поверхности переключения заданы соотношениями S12(t, x) = M ⟨2⟩(t, x),

S23(t, x) = M ⟨3⟩(t, x), S31(t, x) = M ⟨1⟩(t, x) − 1, то есть C⟨1⟩ = 1, C⟨2⟩ = C⟨3⟩ = 0

и возможны следующие переходы: 1 → 2, 2 → 3, 3 → 1. Таким образом, траек-
тория случайного процесса X(t) в начальный момент времени начинается из нуля,
ее фрагмент до первого момента переключения принадлежит биссекторной плоскости
x1 − x2 = 0. Уравнение третьей структуры определяет неустойчивую систему, поэтому
траектория удаляется от оси времени и в некоторый момент достигает конуса, происхо-
дит переключение режима 3 → 1. Далее до второго момента переключения фрагмент
траектории принадлежит конусу. Затем происходит достижение траекторией другой
биссекторной плоскости x1+x2 = 0 и переключение режима 1 → 2. Следовательно, до
третьего момента переключения соответствующий фрагмент траектории принадлежит
этой плоскости. Уравнения второй структуры определяют асимптотически устойчивую
систему, поэтому траектория приближается к оси времени и в некоторый момент време-
ни достигает первой биссекторной плоскости, происходит переключение режима 2 → 3.

Дальше процесс переключений повторяет описанную выше процедуру.

П р и м е р 2. Рассмотрим двумерную систему с двумя структурами, каждой из
которых соответствует многообразие (n = m = 2 ), t ∈ [0, 1]. Первая структура задает-
ся СДУ Ито

dX(t) =

[
−1

2
0

0 3
2

]
X(t)dt+

[
1 0

0 −1

]
X(t) dW (t),

а вторая структура СДУ Ито

dX(t) =

[
−1 1

−1 −1

]
X(t)dt+

[
0

√
2

−
√
2 0

]
X(t) dW (t),

где X(t) = [X1(t) X2(t) ]
T.
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Для первой структуры траектории случайного процесса X(t) принадлежат гипер-
болическому цилиндру M ⟨1⟩(t, x) = M ⟨1⟩(t, x1, x2) = x1 x2 = C⟨1⟩, для второй структуры
— круговому цилиндру M ⟨2⟩(t, x) = M ⟨2⟩(t, x1, x2) = x2

1 + x2
2 = C⟨2⟩.

Начальный вектор состояния X0 = [ 1 1 ]T, а начальный номер структуры L0 ра-
вен единице. Процесс смены структуры задается интенсивностями смены структуры:
λ12(t, x) = e−t, λ21(t, x) = 2. Эти интенсивности задают показательные законы распре-
деления времени между переключениями: 1 → 2, 2 → 1. Таким образом, траектория
случайного процесса X(t) в начальный момент времени начинается из точки X0, ее
фрагмент до первого момента переключения принадлежит гиперболическому цилиндру
x1 x2 = C⟨1⟩. Через случайный промежуток времени, распределенный по показатель-
ному закону с параметром e−t, происходит переключение режима 1 → 2. Далее до
второго момента переключения фрагмент траектории принадлежит круговому цилин-
дру x2

1 + x2
2 = C⟨2⟩. Через случайный промежуток времени, распределенный по пока-

зательному закону с параметром 2, происходит переключение режима 2 → 1. Дальше
процесс переключений повторяется. Константы C⟨1⟩ и C⟨2⟩ определяются вектором со-
стояния в моменты смены структуры, в начальный момент времени C⟨1⟩ определяется
начальным вектором состояния X0 : C⟨1⟩ = 1.

На рис. 1 и 2 приведены результаты численного моделирования траекторий для
примеров 1 и 2 (по три выборочные траектории случайного процесса X(t) в каждом
примере и их проекции на фазовую плоскость; слева для примера 1, справа для приме-
ра 2).

Рис. 1. Три выборочные траектории случайных процессов X(t)

Рис. 2. Проекции траекторий случайных процессов X(t) на фазовую плоскость
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Для моделирования применялся обобщенный метод типа Розенброка [6] с шагом чис-
ленного интегрирования h = 10−4. Ось времени на рисунках расположена вертикально,
на переднем плане — координата x1, левее ее — координата x2.
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Abstract. We propose an extension for the stochastic dynamical systems whose
trajectories belong to a given manifold. This extension is the stochastic
multistructural systems, namely the systems with a variable and random structure.
The description for such systems are considered in application to analysis and filtering
problems.
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