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Аннотация. В статье рассматривается краевая задача с линейными краевыми условиями
общего вида для скалярного дифференциального уравнения

f
(
t, x(t), ẋ(t)

)
= ŷ(t),

не разрешенного относительно производной ẋ искомой функции. Предполагается, что
функция f удовлетворяет условиям Каратеодори, функция ŷ является измеримой. Пред-
лагаемый метод исследования такой краевой задачи основан на результатах об оператор-
ном уравнении с отображением, действующим из метрического пространства в множество
с расстоянием (это расстояние удовлетворяет только одной аксиоме метрики: оно равно
нулю тогда и только тогда, когда элементы совпадают). В терминах множества накрыва-
ния функции f(t, x1, ·) : R → R и множества липшицевости функции f(t, ·, x2) : R → R
получены условия существования решений и условия устойчивости решений к возмуще-
нию функции f, порождающей дифференциальное уравнение, а также к возмущениям
правых частей краевой задачи: функции ŷ и значения краевого условия.
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Abstract. The article concernes a boundary value problem with linear boundary conditions of
general form for the scalar differential equation

f
(
t, x(t), ẋ(t)

)
= ŷ(t),

not resolved with respect to the derivative ẋ of the required function. It is assumed that
the function f satisfies the Caratheodory conditions, and the function ŷ is measurable. The
method proposed for studying such a boundary value problem is based on the results about
operator equation with a mapping acting from a metric space to a set with distance (this
distance satisfies only one axiom of a metric: it is equal to zero if and only if the elements
coincide). In terms of the covering set of the function f(t, x1, ·) : R→ R and the Lipschitz set
of the function f(t, ·, x2) : R→ R , conditions for the existence of solutions and their stability to
perturbations of the function f generating the differential equation, as well as to perturbations
of the right-hand sides of the boundary value problem: the function ŷ and the value of the
boundary condition, are obtained.
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Введение

В настоящей работе предлагаются достаточные условия существования и непрерывной
зависимости от параметров решений краевой задачи для скалярного дифференциального
уравнения, не разрешенного относительно производной искомой абсолютно непрерывной
функции (неявного ДУ). Предлагаемые утверждения основаны на результатах [1–3] об
операторных уравнениях с отображениями, действующими из метрического пространства
в пространство с расстоянием (удовлетворяющим только одной из трех аксиом метрики:
нулевое расстояние между элементами означает их совпадение) и обладающими некото-
рым аналогом свойства накрывания. Идея исследования неявных ДУ методами теории
накрывающих отображений метрических пространств была предложена в [4, 5]. На осно-
вании результатов о липшицевых возмущениях накрывающих отображений и о точках
совпадения накрывающего и липшицева отображений в этих работах рассмотрена зада-
ча Коши, для которой были получены условия разрешимости, продолжаемости решений,
оценки решений, условия непрерывной зависимости решений от параметров. Аналогич-
ными методами, использующими результаты о векторных накрывающих отображениях,
действующих в произведениях метрических пространств, в работах [6,7] были исследова-
ны вопросы разрешимости краевых задач для неявных ДУ.

В настоящей работе благодаря применению более общих результатов об операторных
уравнениях (в которых ослаблены и требования к расстоянию, и к свойствам отображений)
получены утверждения о более широком классе краевых задач.

Статья содержит два раздела. В разделе 1. сформулированы необходимые определе-
ния свойств отображений, действующих из метрического пространства в пространство с
расстоянием, и сформулированы два утверждения о существовании решений оператор-
ного уравнения и непрерывной зависимости множества его решений от порождающих
это уравнение отображений. В разделе 2. показано, как краевая задача для неявного ДУ
приводится к интегральному уравнению, которое может быть исследовано на основании
результатов раздела 1. В результате формулируются теорема существования и теорема о
непрерывной зависимости от параметров решений рассматриваемых краевых задач.

1. Операторное уравнение

Будем обозначать R+ = [0,+∞), R+ = [0,+∞] и полагать для любого r ∈ R+ выпол-
ненными «естественные» соотношения: r < +∞, +∞+ r = +∞, +∞+ (+∞) = +∞.

Пусть задано метрическое пространство X с метрикой ρ : X ×X → R+ (о метриках,
которые могут принимать бесконечное значение см. [8]), и пусть задано непустое множе-
ство Y, на котором определено расстояние d : Y × Y → R+, удовлетворяющее условию
d(y, z) = 0 ⇔ y = z, y, z ∈ Y. Сходимость yi → y последовательности {yi} в про-
странстве (Y, d) будем определять соотношением d(y, yi) → 0. Важно заметить, что в
пространстве с расстоянием предел последовательности не обязан быть единственным, а
сходимости d(y, yi)→ 0 и d(yi, y)→ 0 не равносильны (более подробно о сходимости от-
носительно расстояния, не являющегося метрикой, и о свойствах пространства (Y, d) см.,
например, [9, 10]).

Рассмотрим уравнение

F (x, x) = ŷ (1.1)

относительно x ∈ X, где отображение F : X × X → Y и элемент ŷ ∈ Y считаем из-
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вестными. Отметим, что в этом уравнении наличие двух аргументов у отображения F,

принимающих равные значения x, формально лишено смысла, достаточно определить
отображение G : X → Y формулой G(x) := F (x, x) при x ∈ X. Но в дальнейшем будут
предполагаться выполненными разные условия на F по этим аргументам. Как отобра-
жение первого аргумента отображение F будет обладать «хорошим» свойством накры-
вания, а по второму аргументу F будет испытывать возмущения. В следующем разделе
будет показано, что краевая задача для неявного ДУ может быть сведена к оператор-
ному уравнению именно такого вида. Что касается отображения G, то оно также будет
использоваться в формулируемых ниже условиях разрешимости уравнения (1.1).

О п р е д е л е н и е 1.1 (см. [1]). Пусть заданы числа α > 0, β ≥ 0, множество
U ⊂ X и отображение f : X → Y. Следующие множества

Covα[f ;U ] :=
{

(x, y) ∈ X × Y | ∃u ∈ U f(u) = y, ρ(u, x) ≤ α−1d(y, f(x)), ρ(u, x) <∞
}
,

Lipβ[f ;U ] :=
{

(x, y) ∈ X × Y | ∀u ∈ U f(u) = y ⇒ d(y, f(x)) ≤ βρ(u, x)
}
,

Cl[f ;U ] :=
{

(x, y) ∈ X × Y | ∀{xn} ⊂ U xn → x, f(xn)→ y ⇒ f(x) = y
}

будем называть, соответственно, множеством α -накрывания, множеством β -липшице-
вости и множеством замкнутости отображения f относительно U.

Отметим, что отображение f обладает «классическим» свойством [11] α -накрывания
(или β -липшицевости, или замкнутости) тогда и только тогда, когда Covα[f ;X] = X ×Y
(соответственно Lipβ[f ;X] = X × Y, или Cl[f ;X] = X × Y ).

Теорема 1.1 (теорема 2.1 [1]). Пусть метрическое пространство X является пол-
ным, x0 ∈ X, α > β ≥ 0 и R := (α − β)−1d(ŷ, F (x0, x0)) < +∞. Предположим, что для
любого x ∈ U :=

{
x ∈ X | ρ(x, x0) ≤ R

}
выполнены включения

(x, ŷ) ∈ Covα[F (·, x);X], (x, ŷ) ∈ Lipβ[F (x, ·);U ], (x, ŷ) ∈ Cl[G;U ].

Тогда во множестве U существует решение уравнения (1.1).

Теперь рассмотрим вопрос об устойчивости решений уравнения (1.1) к изменениям
отображения F и правой части ŷ.

Предположим, что известно решение x̂ ∈ X уравнения (1.1). Пусть при каждом n ∈ N
заданы отображение Fn : X ×X → Y и элемент ŷn ∈ Y. Рассмотрим уравнение

Fn(x, x) = ŷn. (1.2)

Сформулируем условия сходимости решений уравнения (1.2) при n → ∞ к решению x̂

уравнения (1.1). Для каждого n ∈ N определим отображение Gn : X → Y формулой
Gn(x) := Fn(x, x), x ∈ X.

Теорема 1.2 (теорема 1.1 [3]). Пусть метрическое пространство X является пол-
ным, при каждом n ∈ N заданы числа 0 ≤ βn < αn. Положим

rn :=
1

αn − βn
d
(
ŷn, Gn(x̂)

)
, Un :=

{
x ∈ X | ρ(x, x̂) ≤ rn

}
.

Пусть для каждого n ∈ N при любом x ∈ Un выполнено

(x, ŷn)∈ Covαn

[
Fn(·, x);X

]
, (x, ŷn)∈ Lipβn

[
Fn(x, ·);Un

]
, (x, ŷn)∈ Cl

[
Gn;Un

]
.

Если rn → 0 при n→∞, то для любого n ∈ N уравнение (1.2) разрешимо и существует
такое его решение x̂n ∈ X, что при n→∞ имеет место сходимость x̂n → x̂ в X.
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2. Краевая задача для неявного ДУ

В этом разделе предлагается исследование неявного ДУ с краевыми условиями доста-
точно общего вида. Исследование основано на представлении рассматриваемой краевой
задачи в виде интегрального уравнения с отображением, действующим из полного мет-
рического пространства суммируемых (по Лебегу) функций в пространство измеримых
функций, которое мы наделяем расстоянием. К такому интегральному уравнению удает-
ся применить теоремы 1.1, 1.2.

Определим вначале функциональные пространства, используемые в данном исследова-
нии. Элементами всех рассматриваемых ниже пространств будут функции, определенные
на отрезке [0, τ ], τ > 0, и имеющие значения в R.

Обозначим через S — пространство измеримых (по Лебегу) функций u : [0, τ ] → R.
Определим в S расстояние следующим образом. Пусть задана функция двух аргументов
θ : R × R → R+, являющаяся суперпозиционно измеримой, т.е. θ(z1, z2) ∈ S для любых
z1, z2 ∈ S (это предположение выполнено, например, если функция θ непрерывна по
каждому аргументу; более общие условия суперпозиционной измеримости см. в [12, 13]).
Пусть также выполнено

У с л о в и е 2.1. При любом фиксированном z ∈ R функция θ(·, z) : R→ R+ непре-
рывна в точке z, справедливо равенство θ(z, z) = 0 и

∀δ > 0 ∃γ = γ(z, δ) > 0 ∀υ ∈ R |υ − z| ≥ δ ⇒ θ(υ, z) ≥ γ.

Зададим расстояние d θ : S× S→ R+ соотношением

∀υ, z ∈ S d θ(υ, z) = vrai sup
t∈[0,τ ]

θ(υ(t), z(t)), (2.1)

а соответствующее пространство (S, d θ) будем обозначать через Sθ.
Примером функции, удовлетворяющей условию 2.1, является θ0(z1, z2) = |z1− z2|. Со-

ответствующее этой функции расстояние d θ0 : S × S → R+ является метрикой в S. Бу-
дем обозначать ρ = d θ0 , а пространство измеримых функций с такой метрикой — через
Sθ0 = (S, ρ). Заметим, что метрическое пространство Sθ0 является полным.

В пространстве S измеримых функций выделим подпространство L суммируемых
функций и пространство L∞ существенно ограниченных функций. Пространство L с
определенным формулой (2.1) расстоянием d θ обозначим Lθ. Отображение ρ = dθ0 яв-
ляется метрикой в L, соответствующее метрическое пространство Lθ0 является полным.
Обозначим AC — пространство абсолютно непрерывных функций x : [0, τ ] → R, имею-
щих п. в. на [0, τ ] производную ẋ ∈ L.

Пусть заданы измеримая функция ŷ : [0, τ ] → R и функция f : R+× R× R→ R,
измеримая по первому аргументу и непрерывная по совокупности второго и третьего ар-
гументов. Рассмотрим неявное ДУ

f
(
t, x(t), ẋ(t)

)
= ŷ(t), t ∈ [0, τ ]. (2.2)

Получим условия существования решения x ∈ AC этого уравнения, удовлетворяющего
краевому условию

Lx := λx(0) +

∫ τ

0

Λ(s)ẋ(s)ds = A. (2.3)
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Здесь λ,A ∈ R, Λ ∈ L∞. Рассматриваемое краевое условие является линейным условием
общего вида, поскольку любой линейный непрерывный функционал, определенный на
пространстве AC, ‖x‖AC = |x(0)| + ‖ẋ‖L, ‖v‖L =

∫ τ
0
|v(s)|ds, представим в виде L с

единственными λ ∈ R и Λ ∈ L∞ (см. [14, § 2.1]).
Покажем, что краевая задача (2.2), (2.3) может быть записана в виде эквивалентного

интегрального уравнения, которое можно рассматривать как операторное уравнение (1.1)
с отображением F, действующим из Lθ0 в Sθ. Таким образом, к исследованию краевой
задачи (2.2), (2.3) применимы теоремы 1.1, 1.2, что позволит сформулировать условия ее
разрешимости.

Пусть функция Λ не нулевая (иначе краевое условие превратится в начальное). Рас-
смотрим две возможные ситуации: λ 6= 0 и λ = 0, в каждой из которых для редукции к
интегральному уравнению воспользуемся W -подстановкой заменой переменных, опреде-
ляемой Н.В. Азбелевым (подробнее см. [14, с. 53]).

I. Пусть λ 6= 0. Определим «модельное» дифференциальное уравнение

(Lx)(t) := ẋ(t) = v(t), t ∈ [0, τ ]. (2.4)

Для любой функции v ∈ L и любого числа A краевая задача с условием (2.3) для урав-
нения (2.4) однозначно разрешима, ее решение записывается в виде

x(t) =
A

λ
−
∫ τ

0

Λ(s)

λ
v(s)ds+

∫ t

0

v(s)ds. (2.5)

Подставляя соотношение (2.5) в уравнение (2.2), получим интегральное уравнение

f
(
t,
A

λ
−
∫ τ

0

Λ(s)

λ
v(s)ds+

∫ t

0

v(s)ds, v(t)
)

= ŷ(t). (2.6)

Для существования решения x ∈ AC краевой задачи (2.2), (2.3) необходимо и достаточно,
чтобы существовало решение v ∈ L уравнения (2.6). При этом формула (2.5) позволяет
выразить решение x ∈ AC задачи (2.2), (2.3) через решение v ∈ L уравнения (2.6).

Определим функции

f(t, v, u) = f(t,
A

λ
+ v, u); (2.7)

K(t, s) =

{
1− Λ(s)/λ при 0 ≤ s ≤ t ≤ τ,

−Λ(s)/λ при 0 ≤ t < s ≤ τ,
(2.8)

используя которые представим интегральное уравнение (2.6) в виде

f
(
t,

∫ τ

0

K(t, s) v(s)ds, v(t)
)

= ŷ(t), t ∈ [0, τ ]. (2.9)

Полученное уравнение (2.9) — это уравнение (1.1), в котором отображение F : Lθ0 → Sθ
определено формулой F (u, v)(t) = f

(
t,
∫ τ
0
K(t, s) v(s)ds, v(t)

)
, u, v ∈ Lθ0 , и если это отоб-

ражение удовлетворяет предположениям теоремы 1.1, то исследуемая краевая задача ока-
жется разрешимой. Соответствующее утверждение будет приведено ниже после рассмот-
рения второй ситуации.
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II. Пусть λ = 0, т. е. краевое условие (2.3) теперь принимает вид

Lx :=

∫ τ

0

Λ(s)ẋ(s)ds = A, (2.10)

где A ∈ R, Λ ∈ L∞. В этом случае уравнение (2.4) нельзя выбрать в качестве «модельно-
го», так как для него краевая задача с условием (2.10) не является однозначно разрешимой.
В данном случае рассмотрим следующее «модельное» дифференциальное уравнение:

(Lx)(t) := ẋ(t)− Λ(t)x(t) = v(t), t ∈ [0, τ ]. (2.11)

Задача (2.11), (2.10) для каждого набора правых частей v ∈ L, A ∈ R, однозначно
разрешима, ее решением является функция

x(t) =
AM(t)

∆(0)
−
∫ τ

0

M(t)Λ(s)

∆(0)
v(s)ds−

∫ τ

0

M(t)∆(s)

M(s)∆(0)
v(s)ds+

∫ t

0

M(t)

M(s)
v(s)ds,

где M(t) = exp
(∫ t

0

Λ(s)ds
)
, ∆(t) =

∫ τ

t

Λ(ν)2M(ν)dν, t ∈ [0, τ ], причем ∆(0) 6= 0,

поскольку Λ(t) 6≡ 0 и M(t) > 0 на [0, τ ]. После подстановки приведенной формулы в
уравнение (2.2) получим эквивалентное рассматриваемой краевой задаче интегральное
уравнение (2.9), где

f(t, x, v) = f(t,
AM(t)

∆(0)
+ x, v +

AΛ(t)M(t)

∆(0)
+ Λ(t)x). (2.12)

K(t, s) =


1− M(t)Λ(s)

∆(0)
− M(t)∆(s)

M(s)∆(0)
при 0 ≤ s ≤ t ≤ τ,

−M(t)Λ(s)

∆(0)
− M(t)∆(s)

M(s)∆(0)
при 0 ≤ t < s ≤ τ.

(2.13)

Итак, и в случае λ 6= 0, и в случае λ = 0 краевая задача (2.2), (2.3) записывается
в виде интегрального уравнения (2.9). В первом случае в этом уравнении функции f,K

определяются соотношениями (2.7), (2.8), во втором — соотношениями (2.12), (2.13).
Для формулировки утверждения о разрешимости краевой задачи (2.2), (2.3) (а факти-

чески, о разрешимости полученного интегрального уравнения) введем следующие допол-
нительные обозначения.

Определим пространства Rθ := (R, θ) и Rθ0 := (R, θ0), первое из которых — это веще-
ственная прямая с «нестандартным» расстоянием θ(r1, r2) между числами r1, r2 ∈ R, а
второе — это вещественная прямая с «обычной» метрикой |r1 − r2|, r1, r2 ∈ R.

Для любого v ∈ L обозначим (Kv)(t) =
∫ τ
0

K(t, s)v(s)ds. Далее, положим

k0 = vrai sup
t∈[0,τ ]

∫ τ

0

|K(t, s)|ds.

Отметим, что в силу определения функции K формулами (2.12) или (2.13), функция K

существенно ограничена, следовательно, значение k0 конечно. Для любого v ∈ L опре-
делим функции g[v] : [0, τ ]× Rθ0 → Rθ и h[v] : [0, τ ]× Rθ0 → Rθ соотношениями

∀t ∈ [0, τ ] ∀u ∈ R g[v](t, u) = f(t, u, v(t)),

∀t ∈ [0, τ ] ∀u ∈ R h[v](t, u) = f(t,

∫ τ

0

K(t, s)v(s)ds, u).
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Теорема 2.1. Пусть существует функция v0 ∈ L такая, что

R0 := vrai sup
t∈[0,τ ]

θ
(
ŷ(t), f(t, u0(t), v0(t))

)
<∞, где u0(t) := (Kv0)(t).

Пусть заданы α > 0, σ ∈ (0, α). Положим R = R0/σ и определим многозначные отоб-
ражения Ω,Ξ : [0, τ ] ⇒ R соотношениями

∀t ∈ [0, τ ] Ω(t) := [u0(t)− k0R, u0(t) + k0R], Ξ(t) := [v0(t)−R, v0(t) +R].

Пусть при любом v ∈ L, таком, что v(t) ∈ Ξ(t) при п.в. t ∈ [0, τ ], выполнены включения(
v(t), ŷ(t)

)
∈ Covα

[
g[v](t, ·);R

]
,
(
(Kv)(t), ŷ(t)

)
∈ Lipβ

[
h[v](t, ·); Ω(t)

]
, t ∈ [0, τ ],

где β := (α−σ)/k0. Тогда существует решение x ∈ AC краевой задачи (2.2), (2.3) такое,
что (Lx)(t) ∈ Ξ(t) при п.в. t ∈ [0, τ ].

Доказательство этого утверждения состоит в проверке для интегрального уравнения
(2.9) условий теоремы 1.1.

Аналогично, из теоремы 1.2 в качестве следствия выводятся условия устойчивости
решения краевой задачи (2.2), (2.3) к возмущениям правых частей ŷ ∈ Sθ, A ∈ Rθ и
функции f, определяющей дифференциальное уравнение.

Пусть при каждом n ∈ N заданы: функция fn : R+×R×R→ R, являющаяся измери-
мой по первому аргументу и непрерывной по совокупности второго и третьего аргументов,
измеримая функция ŷn : R+→ R и число An. Для уравнения

fn
(
t, x(t), ẋ(t)

)
= ŷn(t), t ≥ 0, (2.14)

рассмотрим краевую задачу с условием

Lx := λx(0) +

∫ τ

0

Λ(s)ẋ(s)ds = An. (2.15)

Здесь λ,An ∈ R, Λ ∈ L∞. Пусть задано решение x̂ задачи (2.2), (2.3). Сформулируем
достаточные условия существования при любом n ∈ N решения x̂n задачи (2.14), (2.15)
такого, что последовательность {x̂n} некоторым образом сходится к x̂.

Чтобы представить краевую задачу (2.14), (2.15) в виде эквивалентного интегрального
уравнения, определим функцию fn соотношениями

fn(t, x, v) = fn(t,
An
λ

+ x, v), если λ 6= 0,

fn(t, x, v) = fn(t,
AnM(t)

∆(0)
+ x, v +

AnΛ(t)M(t)

∆(0)
+ Λ(t)x), если λ = 0.

В этих обозначениях краевая задача (2.14), (2.15) относительно функции v = ẋ ∈ L
эквивалентна интегральному уравнению

fn
(
t,

∫ τ

0

K(t, s) v(s)ds, v(t)
)

= ŷn(t).

Применим к этому уравнению теорему 1.1.
Для любого v ∈ L определим функции g

[v]
n : [0, τ ] × Rθ0 → Rθ, h

[v]
n : [0, τ ] × Rθ0 → Rθ

соотношениями

∀t ∈ [0, τ ] ∀u ∈ R g[v]
n (t, u) = fn(t, u, v(t)),

∀t ∈ [0, τ ] ∀u ∈ R h[v]
n (t, u) = fn(t, (Kv)(t), u).
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Теорема 2.2. Пусть задано решение x̂∈AC краевой задачи (2.2), (2.3). Обозначим
v̂(t) := (Lx̂)(t), û(t) := (Kv̂)(t), t ∈ [0, τ ]. Предположим, что при каждом n ∈ N суще-
ствует такое σn > 0, что при n→∞ имеет место сходимость

Rn :=
1

σn
vrai sup
t∈[0,τ ]

θ
(
ŷn(t), fn(t, û(t), v̂(t))

)
→ 0.

Определим многозначные отображения Ωn,Ξn : [0, τ ] ⇒ R, n ∈ N, соотношениями

∀t ∈ [0, τ ] Ωn(t) := [û(t)− k0Rn, û(t) + k0Rn], Ξn(t) := [v̂(t)−Rn, v̂(t) +Rn].

Пусть для всех n ∈ N существует αn > σn такое, что для любой функции v ∈ L, если
v(t) ∈ Ξn(t) при п.в. t ∈ [0, τ ], то выполнены включения(

v(t), ŷn(t)
)
∈ Covαn

[
g[v]
n (t, ·);R

]
,
(
(Kv)(t), ŷn(t)

)
∈ Lipβn

[
h[v]
n (t, ·); Ωn(t)

]
, t ∈ [0, τ ],

где βn := (αn − σn)/k0. Тогда для любого n ∈ N существует решение x̂n ∈ AC краевой
задачи (2.14), (2.15) такое, что последовательность {Lx̂n} при n → ∞ сходится в
пространстве Lθ0 к функции v̂ = Lx̂.
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