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Аннотация. В работе рассматривается гиперболическая система двух дифференциаль-
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Введение

В теоретической физике при описании поведения сплошной среды, будь то газ, жид-
кость или твердое тело, используются математические модели, приводящие к нелинейным
дифференциальным и интегро-дифференциальным уравнениям в частных производных
или системам таких уравнений. Причем только существенные дополнительные условия
приводят к линейным дифференциальным и интегро-дифференциальным уравнениям.

Как отмечено в [1, c. 9], изучение общих свойств нелинейных уравнений и методов
их решения представляет собой быстро развивающую область современной математики,
но при всем многообразии методов исследования и решения нелинейных уравнений эта
область математики до сих пор не имеет столь же основательного теоретического фун-
дамента, как теория линейных уравнений. В первую очередь, это связано с тем, что к
нелинейным дифференциальным уравнениям не применим принцип суперпозиции реше-
ний, так что многообразие решений не является линейным (подробнее см. [1, c. 9, 10]).

Двумерное неустановившееся движение газов и жидкостей описывается гиперболиче-
ской системой квазилинейных дифференциальных уравнений в частных производных с
двумя независимыми переменными. Это наиболее простые из гиперболических систем
нелинейных уравнений, однако и они до сих пор остаются недостаточно изученными.
В [1, c. 9, 10] констатируется: «Даже для этих систем в настоящее время нет достаточ-
но полной теории (общих теорем существования и единственности решения задачи с на-
чальными данными). Это объясняется тем, что для гиперболических систем нелинейных
уравнений решение задачи Коши в целом связано с существенным осложнением как самой
постановки этой задачи, так и методов ее решения. Таким образом, изучение гиперболи-
ческих систем нелинейных уравнений с двумя независимыми переменными составляет
совершенно необходимый и пока еще не преодоленный этап в исследовании более общих
нелинейных уравнений».

Поиску точных решений нелинейных дифференциальных уравнений с частными про-
изводными посвящено достаточно большое количество работ, например, работы [2–8] по-
священы построению и исследованию решений типа бегущей волны, в работах [4], [9–13]
отражено построение и исследование автомодельного решения. Кроме того, ряд работ (на-
пример, [14–20] и др.) посвящены построению и исследованию численных решений.

С развитием отраслей, затрагивающих процессы, описываемые гиперболическими си-
стемами нелинейных дифференциальных уравнений в частных производных, возникает
проблема минимизации времени, которое тратится на поиск решения поставленной зада-
чи (какими бы не были быстродейственными численные способы получения решения и
технические возможности). Одним из способов ускорения процесса поиска решения по-
добных задач является наличие точного решения (пусть даже в некоторой ограниченной
области).

Данная работа посвящена двум классам точных решений гиперболической системы
нелинейных дифференциальных уравнений в частных производных, а именно, решениям
типа бегущей волны и автомодельным решениям, а также определению вида начально-
краевой задачи, имеющей такие решения.
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Рассматривается система дифференциальных уравнений в частных производных пер-
вого порядка вида 

∂p

∂l
+ α0

∂x

∂t
± α1x

2 = 0,

∂x

∂l
+ α2

∂p

∂t
= 0,

(0.1)

где α0, α1, α2 — действительные положительные числа, p = p(l, t) и x = x(l, t) — неизвест-
ные функции свободных переменных l и t, причем (l, t) ∈ D = {(l, t) : l ∈ [0, L], t ≥ 0},
L ∈ R+.

1. Основные понятия

Пусть искомая величина — это функция u = u(l, t) двух переменных l и t, где l

играет роль пространственной координаты, а t — роль времени.

О п р е д е л е н и е 1.1. Решением системы (0.1) типа бегущей волны (см. [21]) на-
зывают решение вида u(l, t) = V (z), z = kl−mt, где величина m/k играет роль скорости
распространения волны (m может быть любого знака, значение m = 0 отвечает стацио-
нарному решению, а значение k = 0 отвечает пространственно-однородному решению).

О п р е д е л е н и е 1.2. Автомодельным решением (см. [21,22]) системы (0.1) назы-
вают решение вида u(l, t) = taW (y), y = xtb, где показатели степени a и b определяются
в процессе построения решения (из вида решаемого уравнения).

2. Основные результаты

Теорема 2.1. Для произвольных k ∈ R, m ∈ R система (0.1) имеет решение типа
бегущей волны, и это решение определяется соотношениями

x(l, t) = ± α0α2 − λ2

α1α2(t+ λl + C)
, p(l, t) = ∓ (α0α2 − λ2)λ

α1α2
2(t+ λl + C)

+ A, (2.1)

где C,A — произвольные постоянные, λ = −m/k.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть заданы k ∈ R, m ∈ R. Будем искать решение систе-
мы (0.1) в виде

x(l, t) = U(y), p(l, t) = V (y), y = kl −mt. (2.2)

После подстановки (2.2) в уравнения системы (0.1), учитывая, что

∂x

∂l
= kU ′,

∂x

∂t
= −mU ′,

∂p

∂l
= kV ′,

∂p

∂t
= −mV ′,

преобразуем систему (0.1) в систему обыкновенных дифференциальных уравнений перво-
го порядка {

kV ′ − α0mU
′ ± α1U

2 = 0,

kU ′ − α2mV
′ = 0

(2.3)

относительно неизвестных функций U = U(y) и V = V (y) свободной переменной y.

Из второго уравнения системы (2.3) имеем

V ′ =
k

α2m
U ′. (2.4)
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Учитывая (2.4), запишем первое уравнение системы (2.3) в виде обыкновенного диффе-
ренциального уравнения первого порядка(

k2

α2m
− α0m

)
U ′ + α1U

2 = 0,

решением которого является функция

U(y) =
k2

α2m
− α0m

α1y − C1

.

А поскольку функция V = V (y) удовлетворяет уравнению (2.4), получаем

V (y) =
k

α2m
U(y) + C2,

где C1 и C2 — произвольные постоянные.
Возвращаясь к функциям x = x(l, t) и p = p(l, t), учитывая (2.2), а также то, что

λ = −m/k, без ограничения общности, получаем представление этих функций формулами
(2.1), где C,A — произвольные постоянные.

Убедится в том, что набор полученных таким образом функций x = x(l, t) и p = p(l, t)

является решением системы (0.1), можно непосредственной подстановкой выражений (2.1)
в уравнения системы (0.1).

Теорема 2.2. Система (0.1) имеет автомодельное решение вида

x(l, t) =
1

t
W (y), p(l, t) =

1

t
g(y), y =

l

t
, (2.5)

где

W (y) =
4α0α2y

±2α1α2y ∓ α1

√
α2

α0

(1− α0α2y2) ln
1 +
√
α0α2y

1−√α0α2y
+ 4α0C(1− α0α2y

2)

, (2.6)

g(y) =
4α0

±2α1α2y ∓ α1

√
α2

α0

(1− α0α2y2) ln
1 +
√
α0α2y

1−√α0α2y
+ 4α0C(1− α0α2y

2)

, (2.7)

C — произвольная постоянная.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть x = x(l, t) и p = p(l, t) имеют вид (2.5). После под-
становки (2.5) в уравнения системы (0.1), учитывая, что

∂x

∂t
= − 1

t2
W − l

t3
W ′,

∂x

∂l
=

1

t2
W ′,

∂p

∂t
= − 1

t2
g − l

t3
g′,

∂p

∂l
=

1

t2
g′,

преобразуем систему (0.1) в систему обыкновенных дифференциальных уравнений{
g′ − α0W − α0yW

′ ± α1W
2 = 0,

W ′ − α2g − α2yg
′ = 0.

(2.8)

Введем обозначение:

F (y) = ±2α1α2y ∓ α1

√
α2

α0

(1− α0α2y
2) ln

1 +
√
α0α2y

1−√α0α2y
+ 4α0C(1− α0α2y

2).
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С учетом этого обозначения, формулы (2.6), (2.7) перепишем в виде

W (y) =
4α0α2y

F (y)
, g(y) =

4α0

F (y)
.

Таким образом, имеем

W ′(y) =
4α0α2

F (y)
−

4α0α2y

(
±2α0α1α2

√
α2

α0

y ln
1 +
√
α0α2y

1−√α0α2y
− 8α2

0α2Cy

)
(F (y))2

,

g′(y) =

−4α0

(
±2α0α1α2

√
α2

α0

y ln
1 +
√
α0α2y

1−√α0α2y
− 8α2

0α2Cy

)
(F (y))2

.

Следовательно, левая часть первого уравнения системы (2.8) принимает вид

g′ − α0W − α0yW
′ ± α1W

2

=

∓8α2
0α1α2

√
α2

α0

y ln
1 +
√
α0α2y

1−√α0α2y
+ 32α3

0α2Cy

(F (y))2
− 4α2

0α2y

F (y)

−α0y

(
4α0α2

F (y)
−

4α0α2y
(
± 2α0α1α2

√
α2

α0

y ln
1 +
√
α0α2y

1−√α0α2y
− 8α2

0α2Cy
)

(F (y))2

)
± α1

(
4α0α2y

F (y)

)2

.

После приведения всех слагаемых к общему знаменателю и перегруппировки слагаемых
числителя получившейся при этом дроби получим:

g′ − α0W − α0yW
′ ± α1W

2 =
A(y)

(F (y))2
,

где

A(y) =
(
∓ 8α2

0α1α2

√
α2

α0

y ± 4α2
0α1α2

√
α2

α0

y ∓ 4α3
0α1α

2
2

√
α2

α0

y3

±4α2
0α1α2

√
α2

α0

y ∓ 4α3
0α1α

2
2

√
α2

α0

y3 ± 8α3
0α1α

2
2

√
α2

α0

y3
)
ln

1 +
√
α0α2y

1−√α0α2y

+
(
32α3

0α2 − 16α3
0α2 − 16α3

0α2

)
Cy +

(
16α4

0α
2
2 + 16α4

0α
2
2 − 32α4

0α
2
2

)
Cy3

+
(
∓ 16α2

0α1α
2
2 ∓ 16α2

0α1α
2
2 ± 32α2

0α1α
2
2

)
y2.

А поскольку A(y) = 0, получаем первое уравнение системы (2.8), т. е. функции (2.6) и
(2.7) удовлетворяют первому уравнению системы (2.8).

Далее, справедлива следующая цепочка равенств:

W ′ − α2g − α2yg
′ =

=
4α0α2

F (y)
−

4α0α2y

(
±2α0α1α2

√
α2

α0

y ln
1 +
√
α0α2y

1−√α0α2y
− 8α2

0α2Cy

)
(F (y))2
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−4α0α2

F (y)
− α2y

−4α0

(
±2α0α1α2

√
α2

α0

y ln
1 +
√
α0α2y

1−√α0α2y
− 8α2

0α2Cy

)
(F (y))2

=
B(y)

(F (y))2
= 0,

так как

B(y) =

(
∓8α2

0α1α
2
2

√
α2

α0

y2 ± 8α2
0α1α

2
2

√
α2

α0

y2
)
ln

1 +
√
α0α2y

1−√α0α2y

+32α3
0α

2
2Cy

2 − 32α3
0α

2
2Cy

2 = 0.

Следовательно, функции, определенные формулами (2.6) и (2.7), удовлетворяют второму
уравнению системы (2.8).

З а м е ч а н и е 2.1. Автомодельное решение системы (0.1) в переменных (l, t) имеет
вид

x(l, t) =
4α0α2l

±2α1α2 l t∓ α1

√
α2

α0

(t2 − α0α2 l
2) ln

t+
√
α0α2 l

t−√α0α2 l
+ 4α0C(t

2 − α0α2 l
2)

, (2.9)

p(l, t) =
4α0 t

±2α1α2 l t∓ α1

√
α2

α0

(t2 − α0α2 l
2) ln

t+
√
α0α2 l

t−√α0α2 l
+ 4α0C(t

2 − α0α2 l
2)

. (2.10)

Убедиться в справедливости этого замечания можно, непосредственно подставив функ-
ции (2.9) и (2.10) в уравнения системы (0.1).

З а м е ч а н и е 2.2. Решение (2.5)–(2.7), равно как и (2.9), (2.10), является частным
случаем более общего автомодельного решения вида (2.5) с функцией

W (y) = α2 y g(y) + C2,

где C2 — произвольная постоянная, а функция g = g(y) является решением уравнения

g′ +
±2α1α2C2 − 2α0α2 y

1− α0α2 y2
g ± α1α

2
2 y

2

1− α0α2y2
g2 + C2

2 = 0

при C2 = 0.

Особенность решения типа бегущей волны и автомодельного решения заключается
в том, что благодаря специфической замене искомых функций и свободных перемен-
ных дифференциальные уравнения в частных производных преобразуются в обыкновен-
ные дифференциальные уравнения. Таким образом, задача интегрирования дифферен-
циального уравнения с частными производными преобразуется в задачу интегрирования
обыкновенного дифференциального уравнения. Известно, что результатом интегрирова-
ния обыкновенных дифференциальных уравнений является семейство функций (инте-
гральных кривых), отличающихся друг от друга на постоянную величину (произвольную
постоянную), при этом исчерпывается все многообразие решений обыкновенного диффе-
ренциального уравнения, что, в свою очередь, позволяет из этого многообразия выделять
решения, отвечающие дополнительным условиям, например, начальным условиям (задача
Коши).
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Однако, решение типа бегущей волны и автомодельное решение выделяют лишь класс
решений, обладающих специфическими свойствами, из всего многообразия возможных
точных решений дифференциального уравнения в частных производных. Кроме того, спе-
цифика таких решений ограничивает свободу в постановке задачи для дифференциаль-
ного уравнения, т. е. начальной, краевой или начально-краевой задачи.

Пусть заданы x0 ∈ R, p0 ∈ R, t0 ∈ R+, l0 ∈ R. Рассмотрим начально-краевую задачу
для системы (0.1) с условиями

x(l, t)
∣∣∣∣∣ l=l0
t=t0

= x0, p(l, t)
∣∣∣∣∣ l=l0
t=t0

= p0.
(2.11)

Утверждение 2.1. В области D =
{
(l, t) : (t + λl)x0 6= x0(t0 + λl0) ∓

α0α2 − λ2

α1α2

}
начально-краевая задача (0.1), (2.11) имеет решение типа бегущей волны вида

x(l, t) = ± (α0α2 − λ2)x0
α1α2x0(t− t0 + λ(l − l0))± (α0α2 − λ2)

,

p(l, t) = ∓ (α0α2 − λ2)λx0
α1α2

2x0(t− t0 + λ(l − l0))± α2(α0α2 − λ2)
+ p0 +

λ

α2

x0.

Утверждение 2.2. Пусть x0 ∈ R\{0}, p0 ∈ R, t0 ∈ R+, t0 >
√
α0α2|l0|, l0 ∈ R, и,

кроме того, справедливо равенство x0t0 = α2p0l0. Тогда в области

D =
{
(l, t) : t >

√
α0α2|l|,

± 2α1α2 l t∓ α1

√
α2

α0

(
t2 − α0α2 l

2
)
ln
t+
√
α0α2 l

t−√α0α2 l
+ 4α0C

(
t2 − α0α2 l

2
)
6= 0
}

начально-краевая задача (0.1), (2.11) имеет автомодельное решение вида (2.9), (2.10), где

C =
α2l0

x0(t20 − α0α2l20)
∓ α1α2l0t0

2α0(t20 − α0α2l20)
± α1

4α0

√
α2

α0

ln
t0 +
√
α0α2l0

t0 −
√
α0α2l0

.

3. Дополнение

Утверждение 3.1. Если α1 = 0, то решение типа бегущей волны системы (0.1)
принимает вид x(l, t) = C3, p(l, t) = C4, где C3, C4 — произвольные постоянные.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Аналогично доказательству теоремы 2.1 будем искать ре-
шение типа бегущей волны в виде (2.2). Тогда система (0.1) при α1 = 0 преобразуется в
систему обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка{

kV ′ − α0mU
′ = 0,

kU ′ − α2mV
′ = 0

(3.1)

относительно неизвестных функций U = U(y) и V = V (y) свободной переменной y.

Решением системы (3.1) являются любые постоянные функции U(y) = C3, V (y) = C4.

Следовательно, x(l, t) = C3, p(l, t) = C4, где C3, C4 — произвольные постоянные.
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З а м е ч а н и е 3.1. В условиях утверждения 3.1 решение типа бегущей волны для
начально-краевой задачи (0.1), (2.11) при α1 = 0 принимает вид x(l, t) = x0, p(l, t) = p0.

Утверждение 3.2. Если α1 = 0, то автомодельное решение системы (0.1) имеет
вид

x(l, t) =
α2C3l + C4t

t2 − α0α2l2
, p(l, t) =

C3t+ α0C4l

t2 − α0α2l2
. (3.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Убедиться в справедливости этого утверждения можно,
подставив функции вида (3.2) в уравнения системы (0.1). Таким образом, учитывая, что,
согласно предположению, α1 = 0, получим тождества.

Утверждение 3.3. Пусть x0 ∈ R\{0}, p0 ∈ R, t0 ∈ R+, l0 ∈ R. Если α1 = 0, то в
области D =

{
(l, t) : t2−α0α2l

2 6= 0, l ∈ R, t ∈ R
}

начально-краевая задача (0.1), (2.11)
имеет автомодельное решение вида

x(l, t) =
α2(p0t0 − α0l0x0)l + (x0t0 − α2p0l0)t

t2 − α0α2l2
, (3.3)

p(l, t) =
(p0t0 − α0l0x0)t+ α0(x0t0 − α2p0l0)l

t2 − α0α2l2
. (3.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства достаточно подставить функции (3.3) и
(3.4) в уравнения системы (0.1) и условия (2.11) и убедиться в их выполнении.
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