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Аннотация. В работе изучены существование и устойчивость решений типа «кольцо» дву-
мерного уравнения нейронного поля Амари с периодической микроструктурой и функцией
активации типа Хевисайда. Получены результаты, отражающие зависимость внутреннего
и внешнего радиусов колец от порога активации нейронной среды и степени ее неодно-
родности. Сформулированы необходимое условие существования и достаточное условие
отсутствия радиально распространяющихся из эпицентра бегущих волн, как в однородной
нейронной среде, так и при слабо выраженной микроструктуре нейронной среды. Результа-
ты исследования проиллюстрированы примером, основанном на выборе одной из типично
используемых в математической нейробиологии функций межнейронной связи.
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Введение

Исследование стационарных решений уравнений нейронных полей широко представ-
лены в работах в области математической нейробиологии (см., например, обзоры [1, 2]).
Наибольшее внимание уделяется стационарным пространственно локализованным реше-
ниям одномерных моделей нейронного поля. В работе [3] были впервые получены условия
существования стационарных пространственно локализованных симметричных решений
одномерной версии наиболее известной модели нейронного поля Амари — так называе-
мых «бампов». При этом предполагалось, что активация нейронной среды описывается
функцией Хевисайда, т. е. переход нейронов из состояния покоя в состояние активности
и обратно происходит мгновенно. В последующих исследованиях были изучены устойчи-
вость (одиночных) «бампов» [4], существование и устойчивость двойных симметричных
«бампов» [5], а также периодических решений одномерного уравнения Амари [6]. Для
двумерного уравнения Амари существование и устойчивость радиально симметричных
«бампов» и «колец» изучены в работах [7] и [8], соответственно.

В работе [9] предложена модификация классического уравнения Амари, учитываю-
щая наличие периодической микроструктуры нейронной среды, в форме усредненного
уравнения нейронного поля, содержащего локальную переменную микроструктуры. Су-
ществование и устойчивость одиночных и двойных симметричных «бампов», не завися-
щих от переменной микроструктуры, в рамках одномерной усредненной модели Амари
исследованы в работах [9] и [10], соответственно. Условия существования и устойчивости
радиально симметричных решений-бампов двумерного усредненного уравнения Амари по-
лучены в [11]. Цель настоящей работы состоит в изучении существования и устойчивости
стационарных не зависящих от переменной микроструктуры решений типа «кольцо» дву-
мерного уравнения Амари с периодической микроструктурой и функцией активации типа
Хевисайда [11]:

∂tu(t, x, xf ) = −u(t, x, xf ) +

∫
R2

∫
Y
ω(|x− y|, xf − yf , γ)H(u(t, xf , yf ))dyfdy, (0.1)

где t — переменная времени, x ∈ R2 — глобальная пространственная переменная, xf
— локальная переменная, заданная на единичном двумерном торе Y ; величина u(t, x, xf )

отвечает значению трансмембранного потенциала, функции H и ω определяют состояние
покоя/активности нейрона и силу связи между нейронами (с учетом микроструктуры,
формализуемой параметром неоднородности γ ∈ Γ, где Γ 3 0 — некоторое множество
допустимых значений параметра микроструктуры), соответственно.

1. Основные результаты

Приведем стандартные предположения относительно содержащихся в уравнении (0.1)
функций (см., например, работы [9, 10, 11], [12]). Относительно функции ω, формали-
зующей силу связи между нейронами в зависимости от их позиций в нейронной среде с
микроструктурой, предполагаются непрерывность и суммируемость на неотрицательной
полуоси по первому аргументу, непрерывность на элементе Y микроструктуры по вто-
рому аргументу и непрерывность в нуле по третьему аргументу при каждом значении
первого аргумента, равностепенная относительно второго аргумента. Функция актива-
ции нейронов H, определяющая переход между состояниями покоя/активности нейронов,
представляет собой функцию Хевисайда с положительным пороговым значением h.
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В работе [12] было дано следующее определено решения типа «бамп» усредненного
уравнения нейронного поля (0.1).

О п р е д е л е н и е 1.1. Зафиксируем h > 0, a > 0, γ ∈ Γ. Решением типа «бамп»
(бампом, решением-бампом) радиуса a уравнения (0.1) нейронного поля с уровнем неод-
нородности γ и порогом активации нейронов h назовем непрерывную функцию ua, удо-
влетворяющую уравнению (0.1) и обладающую следующими свойствами:

• ua(t, x, xf ) ≡ Ua(r), t > 0, x ∈ R2, x = r exp(iα), x = (r, α), r ≥ 0, α ∈ [0, 2π),

xf ∈ Y ;

• Ua(r) = h при r = a ;

• Ua(r) > h для всех x < a и Ua(x) < h при всех x > a.

Авторами [11] получено следующее необходимое условие существования бампа радиуса
a > 0 в нейронном поле, формализуемом уравнением (0.1):

Ua(a) =

2π∫
0

∞∫
0

〈̂ω〉(|a− y|, γ)ρdρdθ = h,

где 〈ω〉 — среднее значение функции связи ω по второму аргументу на периоде Y ,
〈̂ω〉(·, γ) — преобразование Ханкеля функции 〈ω〉(·, γ) при каждом γ ∈ Γ .

При этом само решение-бамп имеет вид

Ua(r) = 2πa

∞∫
0

〈ω̂〉(ρ, γ)J0(rρ)J1(aρ)dρ,

где Jk — функции Бесселя первого рода порядка k ( k = 0, 1 ).
Решение типа «кольцо» (решение-кольцо, кольцевое решение) Wa,b внешнего радиуса

b и внутреннего радиуса a уравнения (0.1) нейронного поля с уровнем неоднородности γ

и порогом активации нейронов h будем определять как разность двух бампов радиусов b

и a ( a < b ):
Wa,b(r) = Ub(r)− Ua(r).

Необходимые условия существования кольцевого решения Wa,b внешнего радиуса b

и внутреннего радиуса a уравнения (0.1) естественным образом записываются в виде
Wa,b(a) = Wa,b(b) = h, при этом само решение-кольцо имеет вид

Wa,b(r) = 2π

∫ ∞
0

〈̂ω〉(ρ, γ)J0(rρ)
(
bJ1(bρ)− aJ1(aρ)

)
dρ.

Следуя идеям работ [10] и [13], исследуем устойчивость стационарного решения Wa,b

в первом приближении. Линеаризация (0.1) в окрестности Wa,b имеет вид

∂tv(t, x, xf ) = −v(t, x, xf ) +

∫
R2

∫
Y
ω(|x− y|, xf − yf , γ)H ′(Wa,b(r

′))v(t, xf , yf )dyfdy.

Представляя возмущение в виде v(t, x, xf ) = ϕ(x, xf ) exp(λt), λ ∈ C, получаем

(1 + λ)ϕ(x, xf ) =

∫
R2

∫
Y
ω(|x− y|, xf − yf , γ)H ′(Wa,b(r

′))ϕ(xf , yf )dyfdy. (1.1)
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Здесь λ определяет скорость роста/убывания возмущения v(t, x, xf ) стационарного
решения типа «кольцо» Wa,b(x).

Далее, используя формальное выражение для производной функции Хевисайда

H ′(Wa,b(r)) = δ(Wa,b(r)) =
δ(r − a)

|W ′
a,b(a)|

+
δ(r − b)
|W ′

a,b(b)|
,

где δ — дельта-функция Дирака, мы получаем следующий результат∫
R2

ω(|x− y|, xf − yf , γ)H ′(Wa,b(rf ))ϕ(xf , yf )dy

=
a

|W ′
a,b(a)|

∫ 2π

0

ω

(√
r2 + a2 − 2ra cos(θ − θf ), xf − yf , γ

)
ϕ(a, θf , yf )dθf

+
b

|W ′
a,b(b)|

∫ 2π

0

ω

(√
r2 + b2 − 2rb cos(θ − θf ), xf − yf , γ

)
ϕ(b, θf , yf )dθf .

Таким образом, уравнение (1.1) принимает вид

(1 + λ)ϕ(r, θ, xf )

=
a

|W ′
a,b(a)|

∫ 2π

0

∫
Y
ω

(√
r2 + a2 − 2ra cos(θ − θf ), xf − yf , γ

)
ϕ(a, θf , yf )dyfdθf

+
b

|W ′
a,b(b)|

∫ 2π

0

∫
Y
ω

(√
r2 + b2 − 2rb cos(θ − θf ), xf − yf , γ

)
ϕ(b, θf , yf )dyfdθf .

(1.2)

Следуя идеям работ [8, 10], положим в (1.2) r = a, r = b, ϕ(r, θ, xf ) = ϕl(r, xf ) exp(ilθ),

l ∈ Z, получая следующую систему уравнений

(1 + λ)ϕl(a, xf )

=
a

|W ′
a,b(a)|

∫ 2π

0

∫
Y
ω
(√

2a2 − 2a2 cos(φ), xf − yf , γ)
)
ϕl(a, yf ) cos(lφ)dyfdφ,

+
b

|W ′
a,b(b)|

∫ 2π

0

∫
Y
ω
(√

a2 + b2 − 2ba cos(φ), xf − yf , γ
)
ϕl(b, yf ) cos(lφ)dyfdφ,

(1 + λ)ϕl(b, xf )

=
a

|W ′
a,b(a)|

∫ 2π

0

∫
Y
ω
(√

b2 + a2 − 2ba cos(φ), xf − yf , γ
)
ϕl(a, yf ) cos(lφ)dyfdφ,

+
b

|W ′
a,b(b)|

∫ 2π

0

∫
Y
ω
(√

2b2 − 2b2 cos(φ), xf − yf , γ
)
ϕl(b, yf ) cos(lφ)dyfdφ,

(1.3)

где a и b ( a < b ) удовлетворяют уравнению Wa,b(a, xf ) = Wa,b(b, xf ) = h. Система
уравнений (1.3) может быть представлена в виде задачи отыскания собственных значений
µγ

µγΦl =Wγ
l Φl,

Φl(xf ) =

(
ϕl(a, xf )

ϕl(b, xf )

)
,

µγ = µγ(xf ) = (λγ(xf ) + 1)|W ′
a,b(a)||W ′

a,b(b)|
оператора Wγ

l , заданного в пространстве квадратично суммируемых функций и опреде-
ляемого равенством

Wγ
l (xf ) =

(Wγ
l (xf ))11 (Wγ

l (xf ))12

(Wγ
l (xf ))21 (Wγ

l (xf ))22

 ,
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(Wγ
l (xf ))11 = a|W ′

a,b(b)|
∫ 2π

0

∫
Y
ω
(√

2a2 − 2a2 cos(φ), xf − yf , γ
)

cos(lφ)dyfdφ,

(Wγ
l (xf ))12 = b|W ′

a,b(a)|
∫ 2π

0

∫
Y
ω
(√

a2 + b2 − 2ba cos(φ), xf − yf , γ
)

cos(lφ)dyfdφ,

(Wγ
l (xf ))21 = a|W ′

a,b(b)|
∫ 2π

0

∫
Y
ω
(√

b2 + a2 − 2ba cos(φ), xf − yf , γ
)

cos(lφ)dyfdφ,

(Wγ
l (xf ))22 = b|W ′

a,b(a)|
∫ 2π

0

∫
Y
ω
(√

2b2 − 2b2 cos(φ), xf − yf , γ
)

cos(lφ)dyfdφ.

Отметим, что при каждом γ, в силу свойств функции ω, оператор Wγ
l является ком-

пактным линейным оператором, не обладающим свойством самосопряженности, дискрет-
ный спектр которого имеет точку сгущения в начале координат. Принимая во внимание
вышеупомянутые предположения о непрерывности функции ω по переменной γ, получа-
ем Wγ

l (xf ) → W0
l при γ → 0 для каждого x ∈ R2 равностепенно относительно xf ∈ Y ,

где W0
l имеет вид

W0
l = MY

(W0
l )11 (W0

l )12

(W0
l )21 (W0

l )22

 ,

(W0
l )11 = a|W ′

a,b(b)|
∫ 2π

0

ω
(√

2a2 − 2a2 cos(φ), 0, 0
)

cos(lφ)dφ,

(W0
l )12 = b|W ′

a,b(a)|
∫ 2π

0

ω
(√

a2 + b2 − 2ba cos(φ), 0, 0
)

cos(lφ)dφ,

(W0
l )21 = a|W ′

a,b(b)|
∫ 2π

0

ω
(√

b2 + a2 − 2ba cos(φ), 0, 0
)

cos(lφ)dφ,

(W0
l )22 = b|W ′

a,b(a)|
∫ 2π

0

ω
(√

2b2 − 2b2 cos(φ), 0, 0
)

cos(lφ)dφ,

MY =

∫
Y

1dyf .

Таким образом, при γ → 0 собственные числа µγl (xf ) и скорости роста/убывания
λγl (xf ) сходятся равномерно относительно xf ∈ Y к µ0

l и λ0l , соответственно.
Собственные числа µ0,±

l скорость роста/убывания λ0,±l , определяются равенствами

µ0,±
l = MY

tr(W0
l )±

√
(tr(W0

l ))2 − 4 det(W0
l )

2
, λ0,±l =

µ0,±
l

|W ′
a,b(b)||W ′

a,b(a)|
− 1

Значения λ0,±l могут быть использованы в задаче исследования радиальных бегущих
волн в коре головного мозга, практическая возможность моделировать которые при по-
мощи уравнений нейронного поля была показана в недавней работе [14] с использованием
экспериментальных данных МЭГ. Для заданной функции межнейронной связи ω область
допустимых значений переменной порога активации нейронов h > 0 включает две под-
области, на первой из которых выполнено неравенство max

l∈Z
{Re(λ0,+l ),Re(λ0,−l )} < 0, а

на второй — max
l∈Z
{Re(λ0,+l ),Re(λ0,−l )} > 0. В первой подобласти выполнено достаточное

условие отсутствия радиально распространяющихся из эпицентра бегущих волн, как в
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однородной нейронной среде, так и при достаточно слабо выраженной микроструктуре
нейронной среды. Во второй подобласти, соответственно, выполнено необходимое условие
существования радиально распространяющихся бегущих волн, как в однородной нейрон-
ной среде, так и при достаточно слабо выраженной микроструктуре нейронной среды.

Проиллюстрируем полученные в работе результаты при помощи одной из стандартно
используемых функций связи ω (см., например, [7, 8, 9, 10, 11]):

ω(x, xf , γ) =
1

σ(xf )
χ

(
x

σ(xf )

)
, xf = (xf1, xf2)

σ(xf , γ) = 1 + γ cos(xf1) cos(xf2),

χ =
1

2π
(exp(−|x|)− 1

4
exp(−|x|

2
)),

где Y – двумерный единичный тор, Γ = [0, 1].

При значениях порога активации h ∈ (0.1086, 0.11) имеет место сосуществование двух
кольцевых решений – «узкого» и «широкого», а при h = 0.11 происходит слияние этих
решений. На рисунке 1 показаны области существования кольцевых решений в зависи-
мости от значений параметра неоднородности γ и порога активации h для «узкого» и
«широкого» колец.

Рис. 1. Области существования кольцевых решений в зависимости от значений
параметра неоднородности γ и порога активации h для «узкого» (область, заключенная
между зеленой и красной линиями) и «широкого» (область, заключенная между синей и

красной линиями) колец.
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На рисунке 2 продемонстрирована зависимость внешнего и внутреннего радиусов «узко-
го» (обозначенных через bN и aN , соответственно) и «широкого» (обозначенных через
bW и aW , соответственно) решений-колец от параметра неоднородности γ и порога акти-
вации h. Черными линиями на рисунках 1 и 2 обозначены множества слияния «узкого»
и «широкого» решений-колец.

Рис. 2. Зависимость внешнего ( b ) и внутреннего ( a ) радиусов кольцевого решения от
параметра неоднородности γ и порога активации h. Индексы W и N обозначают
«широкую» и «узкую» ветви кольцевого решения, соответственно. Черными линиями

обозначены множества слияния «узкого» и «широкого» колец. Красная линия
обозначает множество общих точек внутреннего радиуса «широкого» кольца ( aW ) с

внешним радиусом «узкого» кольца ( bN ).

Рис. 3. Зависимость скоростей роста/убывания λ0,±0 возмущений решений-колец от
порога активации h.
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Рисунок 3 иллюстрирует зависимость значений скорости роста/убывания λ0,±0 возмуще-
ний решений-колец от порога активации h. Таким образом, «узкое» кольцо неустойчиво
при h ∈ (0, 0.0493), следовательно для порогов активации из указанного интервала вы-
полнено необходимое условие радиального распространения из эпицентра бегущих волн.
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