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Аннотация. Рассматривается задача Коши для алгебро-дифференциального уравнения
первого порядка

A
du

dt
= (B + εC + ε2D)u(t, ε),

u(t0, ε) = u0(ε) ∈ E1,

где A,B,C,D — замкнутые линейные операторы, действующие из банахова простран-
ства E1 в банахово пространство E2 с всюду плотными в E1 областями определения,
u0 — голоморфная в точке ε = 0 функция, ε — малый параметр, t ∈ [t0; tmax]. Такими
уравнениями описываются, в частности, процессы фильтрации и влагопереноса, попереч-
ные колебания пластин, колебания в молекулах ДНК, явления в электромеханических
системах и т. д. Оператор A фредгольмов с нулевым индексом. Целью работы является
изучение явления погранслоя, вызываемое наличием малого параметра. Приводятся необ-
ходимые сведения и утверждения. Получено уравнение ветвления. Рассматриваются два
случая: а) функции погранслоя одного вида, б) функций погранслоя двух видов. Для ре-
шения уравнения ветвления применяется диаграмма Ньютона. В обоих случаях выявлены
условия, при которых возникает явление погранслоя — это условия регулярности вырож-
дения. Случай а) иллюстрируется примером задачи Коши с конкретными операторными
коэффициентами, действующими в пространстве R4.
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Abstract. The Cauchy problem for the first-order algebraic differential equation is considered

A
du

dt
= (B + εC + ε2D)u(t, ε),

u(t0, ε) = u0(ε) ∈ E1,

where A,B,C,D are closed linear operators acting from a Banach space E1 to a Banach
space E2 with domains everywhere dense in E1, u0 is a holomorphic function at the point
ε = 0, ε is a small parameter, t ∈ [t0; tmax]. Such equations describe, in particular, the
processes of filtration and moisture transfer, transverse vibrations of plates, vibrations in DNA
molecules, phenomena in electromechanical systems, etc. The operator A is the Fredholm
operator with zero index. The aim of the work is to study the boundary layer phenomenon
caused by the presence of a small parameter. The necessary information and statements are
given. A bifurcation equation is obtained. Two cases are considered: a) boundary layer functions
of one type, b) boundary layer functions of two types. Newton’s diagram is used to solve the
bifurcation equation. In both, the conditions under which boundary layer phenomenon arises
are obtained — these are the conditions for the regularity of degeneracy. Case a) is illustrated
by an example of the Cauchy problem with certain operator coefficients acting in the space R4.
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Введение

В статье рассматривается задача Коши

A
du

dt
= (B + εC + ε2D)u(t, ε), (0.1)

u(t0, ε) = u0(ε) ∈ E1, (0.2)

где A,B,C,D — замкнутые линейные операторы, действующие из банахова пространства
E1 в банахово пространство E2, domA = domB = domC = domD = E1, оператор A

фредгольмов с нулевым индексом (далее, фредгольмов), u0 — голоморфная в окрестности
точки ε = 0 функция, t ∈ T = [t0; tmax], ε ∈ (0; ε0).

Уравнениями вида (0.1) описываются, в частности, процессы фильтрации и влагопе-
реноса, поперечные колебания пластин, колебания в молекулах ДНК, явления в электро-
механических системах и т. д. [1], [2].

Цель работы: исследовать задачу (0.1), (0.2) на наличие явления погранслоя, выявить
условия, при которых имеет место явление погранслоя.

Работа продолжает исследование [3]. В [3] предполагалось, что оператор A обладает
свойством иметь 0 нормальным собственным числом, рассматривался случай двумерного
ядра. Результат применялся к исследованию жесткости динамической системы, описыва-
емой системой уравнений в частных производных первого порядка. В настоящей работе
оператор A фредгольмов; исследование обобщается случаем ядра оператора A произ-
вольной (конечной) размерности.

Для решения поставленной задачи в пункте 1. приводятся необходимые определения
и утверждения, а в пункте 2. выводится уравнение ветвления, позволяющее определить
вид функций погранслоя. Исследование явления погранслоя проводится в пункте 3. Здесь
рассматриваются два случая погранслоя: а) случай одного вида функций погранслоя и
б) случай двух видов функций погранслоя. Случай а) иллюстрируется примером, приве-
денным в заключающем статью пункте 4.

1. Необходимые определения и утверждения

Приведем сведения по явлению погранслоя.

О п р е д е л е н и е 1.1. [4] Ограниченная функция (t, ε) ∈ T× (0; ε0) 7→ v(t, ε) ∈ E1

называется функцией погранслоя вблизи точки t = t0, если v(t, ε) стремится равномерно
(по норме в банаховом пространстве E1 ) к нулю при ε → 0 на [t′; tmax] для любых
t′ ∈ (t0; tmax), и не стремится равномерно к нулю на T.

Введем новую переменную τ = τ(t, ε) и будем рассматривать функции погранслоя,
зависящие только от τ.

О п р е д е л е н и е 1.2. [5, c. 20] В задаче (0.1), (0.2) наблюдается явление погранс-
лоя, если решение этой задачи представляется в виде

u(t, ε) = ū(t) + v(τ),

где v — функция погранслоя, ū — решение предельной задачи

A
dū

dt
= Bū(t), ū(t0) = ū0.
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Далее, нам потребуются сведения о фредгольмовском операторе.

С в о й с т в о 1.1. [6] Фредгольмов оператор A : E1 → E2 вполне определяется
свойством

E1 = KerA⊕ CoimA, E2 = ImA⊕ CokerA,

где KerA — ядро оператора A, CoimA — прямое дополнение к ядру, CokerA — де-
фект, ImA — образ, причем выполнено dim KerA = dim CokerA(= n) <∞ и сужение Ã

оператора A на CoimA ∩ domA имеет ограниченный обратный Ã−1.

Введем проектор Q на CokerA, полуобратный оператор A− = Ã−1(I − Q) : ImA →
CoimA ∩ domA. Разложим элемент e ∈ KerA, e 6= 0, по базису e1, e2, . . . , en и элемент
ϕ ∈ CokerA по базису ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn :

e =
n∑
i=1

ciei, ϕ =
n∑
i=1

ciϕi. (1.1)

В CokerA введем скалярное произведение 〈·, ·〉 так, что

〈ϕi, ϕj〉 = 0, i, j = 1, 2, . . . , n. (1.2)

Имеет место следующее утверждение.

Лемма 1.1. [7] Уравнение Av = w, v ∈ E1, w ∈ E2, равносильно системе

v = A−w + e,

〈Qw,ϕj〉 = 0, j = 1, 2, . . . , n.

Пусть fij(x, y) — скалярные вещественные функции, i, j = 1, 2, . . . , n. Рассмотрим
следующие функции, построенные с помощью определителя:

F (x, y) = det(fij(x, y))n×n,

Fn(x, y) = det



∂i1+j1f11(x, y)

∂xi1∂yj1
∂i1+j1f12(x, y)

∂xi1∂yj1
· · · ∂i1+j1f1n(x, y)

∂xi1∂yj1
∂i2+j2f21(x, y)

∂xi2∂yj2
∂i2+j2f22(x, y)

∂xi2∂yj2
· · · ∂i2+j2f2n(x, y)

∂xi2∂yj2
...

... . . . ...
∂in+jnfn1(x, y)

∂xin∂yjn
∂in+jnfn2(x, y)

∂xin∂yjn
· · · ∂in+jnfnn(x, y)

∂xin∂yjn


.

Обозначим через P (i1, i2, . . . , in) полиномиальный коэффициент.
Имеет место следующее утверждение.

П р е д л о ж е н и е 1.1. Пусть все частные производные функций fij(x, y), i, j =

1, 2, . . . , n, не зависят от порядка дифференцирования. Тогда справедлива следующая фор-
мула частной производной

∂r+sF (x, y)

∂xr∂ys
=

∑
i1,i2,...,in>0, i1+i2+...+in=r
j1,j2,...,jn>0, j1+j2+...+jn=s

P (i1, i2, . . . , in)P (j1, j2, . . . , jn)Fn(x, y).
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Пусть Ki, i = 0, 1, 2, . . . , — линейные операторы, действующие в одном пространстве.
Обозначим через SK0,K1,K2

i1,i2,i3
сумму по всевозможным перестановкам из i1 элементов K0,

i2 элементов K1, i3 элементов K2.

Справедливо следующее утверждение.

П р е д л о ж е н и е 1.2. Степень m ∈ N от суммы K0 + K1 + K2 определяется
формулой

(K0 +K1 +K2)
m =

∑
i1,i2,i3>0, i1+i2+i3=m

SK0,K1,K2

i1,i2,i3
.

Теперь рассмотрим операторные пучки

K1(ε) = K0 + εK1, K2(ε) = K0 + εK1 + ε2K2, K3(ε) = Km2 (ε),

K4(ε) =
∞∑
i=0

εiKi. (1.3)

Предполагается, что ряд (1.3) сходится.
Из [8, лемма 3.6] вытекает следующее утверждение.

П р е д л о ж е н и е 1.3. Для производной от произведения K1(ε)K4(ε) справедлива
формула

(K1(ε)K4(ε))
′ = K′1(ε)K4(ε) +K1(ε)K′4(ε).

Предложение 1.2 влечет следующее утверждение.

П р е д л о ж е н и е 1.4. Производные первого и второго порядка оператора K3(ε) в
точке ε = 0 определяются по формулам

K′3(0) = SK0,K1,K2

m−1,1,0 , K′′3(0) = 2(SK0,K1,K2

m−1,0,1 + SK0,K1,K2

m−2,2,0 ).

2. Уравнение ветвления

Для уравнения (0.1) выведем уравнение ветвления. Подстановка

u(t, ε) = exp(t− t0/λ)v(ε), (2.1)

где λ ∈ C — достаточно малые по модулю числа, v(ε) — равномерно ограниченная функ-
ция при ε ∈ (0; ε0), v(ε) 6= 0, в (0.1) приводит к уравнению

Av(ε) = (B + εC + ε2D)v(ε).

Это уравнение в силу леммы 1.1 равносильно системе

[I − λA−(B + εC + ε2D)]v(ε) = e, (2.2)

e 6= 0, (2.3)

〈Q(B + εC + ε2D)v(ε), ϕj〉 = 0, j = 1, 2, . . . , n. (2.4)

Далее полагаем, что выполнены следующие два условия.

У с л о в и е 2.1. Операторы QB, QC, QD, A−B, A−C, A−D ограничены.
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У с л о в и е 2.2. Числа λ ∈ C достаточно малые по модулю и таковы, что

0 < ‖λA−(B + εC + ε2D)‖ < 1 при ε ∈ (0; ε0).

Тогда уравнение (2.2) разрешимо:

v(ε) = [I − λA−(B + εC + ε2D)]−1e. (2.5)

Подставив (2.5) в (2.4), получим

〈Q(B + εC + ε2D)[I − λA−(B + εC + ε2D)]−1e, ϕj〉 = 0, j = 1, 2, . . . , n. (2.6)

Определим

Rij(λ, ε) = 〈Q(B + εC + ε2D)[I − λA−(B + εC + ε2D)]−1ei, ϕj〉, i, j = 1, 2, . . . , n.

Теперь, подставив первое разложение (1.1) в (2.6), получим систему уравнений относи-
тельно ci

n∑
i=1

ciRij(λ, ε) = 0, j = 1, 2, . . . , n.

Из этой системы вытекает искомое уравнение ветвления

R(λ, ε) = det(Rij(λ, ε))n×n = 0, (2.7)

так как иное влечет ci = 0, i = 1, 2, . . . , n, что противоречит (2.3).

3. Исследование явления погранслоя в задаче (0.1), (0.2)

Рассмотрим уравнение (2.7) для исследования явления погранслоя. Для этого в вы-
ражении R(λ, ε) разложим [I − λA−(B + εC + ε2D)]−1 в ряд Неймана; получившееся
выражение разложим в ряд Маклорена по степеням параметров λ, ε, использовав для
частных производных предложение 1.1. Затем решим уравнение (2.7) относительно λ,

применив диаграмму Ньютона [9, § 38].
Исследуем два случая погранслоя.
Случай одного вида функций погранслоя. Пусть выполнены следующие соотно-

шения:
∂iR

∂εi
(0, 0) = 0, i = 0, 1, . . . , p− 1,

∂pR

∂εp
(0, 0) 6= 0,

∂R

∂λ
(0, 0) 6= 0. (3.1)

Тогда имеет место асимптотическое разложение

R(ε, λ) = λ
∂R

∂λ
(0, 0) +

εp

p!

∂pR

∂εp
(0, 0) + o(λ) при ε→ 0,

где o(λ) вмещает в себя нормы ограниченных операторов (условие 2.1).
Этому случаю соответствует следующая диаграмма Ньютона (см. рис. 1).
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Рис. 1. Диаграмма Ньютона

Применение диаграммы дает решение уравнения (2.7)

λ = −ε
p

p!
·
∂pR
∂εp

(0, 0)
∂R
∂λ

(0, 0)
.

Подстановка его в (2.1) приводит к следующему результату.

Теорема 3.1. Пусть выполнены соотношения (3.1). Тогда при выполнении условия

Re
∂pR
∂εp

(0, 0)
∂R
∂λ

(0, 0)
> 0 (3.2)

в задаче (0.1), (0.2) возникает явление погранслоя, и функции погранслоя имеют пере-

менную τ =
t− t0
εp

.

Случай двух видов функций погранслоя. Теперь зададим натуральные числа
p0, p1, p2, q1, q2 такие, что p0 < p1 < p2, q1 < q2, и выполнено следующее условие.

У с л о в и е 3.1.
p2 − p1
q1

>
p1 − p0
q2 − q1

.

Пусть выполнены соотношения:

∂jR

∂εj
= 0, j = 0, 1, . . . , p2 − 1,

∂p2R

∂εp2
6= 0,

∂i+jR

∂λiεj
= 0, i = 1, 2, . . . , q1 − 1, j = 0, 1, . . . , p2,

∂q1+jR

∂λq1∂εj
= 0, j = 0, 1, . . . , p2 − 1,

∂i+jR

∂λiεj
= 0, i = q1 + 1, . . . , q2 − 1, j = 0, 1, . . . , p1,

∂q2+jR

∂λq2∂εj
= 0, j = 0, 1, . . . , p0.

(3.3)
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Тогда имеет место асимптотическое разложение

R(ε, λ) =
εp2

p2!

∂p2R

∂εp2
(0, 0)+

λq1εp1

q1!p1!

∂q1+p1R

∂λq1∂εp1
(0, 0)+

λq2εp0

q2!p0!

∂q2+p0R

∂λq2∂εp0
(0, 0)+o(λq2εp0) при ε→ 0.

Этому случаю соответствует следующая диаграмма Ньютона (см. рис. 2).

Рис. 2. Диаграмма Ньютона

Применение диаграммы дает решения уравнения (2.7)

λ1 = −ε
p2−p1

q1 · q1!p1!
p2!

·
∂p2R
∂εp2

(0, 0)
∂q1+p1R
∂λq1∂εp1

(0, 0)
,

λ2 = −ε
p1−p0
q2−q1 · q2!p0!

q1!p1!
·
∂q1+p1R
∂λq1∂εp1

(0, 0)
∂q2+p0R
∂λq2∂εp0

(0, 0)
,

отвечающие двум отрезкам ломаной.
Подстановка этих решений в (2.1) приводит к следующему результату.

Теорема 3.2. Пусть выполнены условие 3.1 и соотношения (3.3). Тогда при выпол-
нении условий

Re
∂p2R
∂εp2

(0, 0)
∂q1+p1R
∂λq1∂εp1

(0, 0)
> 0, Re

∂q1+p1R
∂λq1εp1

(0, 0)
∂q2+p0R
∂λq2∂εp0

(0, 0)
> 0 (3.4)

в задаче (0.1), (0.2) возникает явление погранслоя, и функции погранслоя имеют пере-
менные

τ1 =
t− t0
ε

p2−p1
q1

, τ2 =
t− t0
ε

p1−p0
q2−q1

.

Неравенства (3.2), (3.4) являются условиями регулярности вырождения.
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4. Пример исследования явления погранслоя

Рассмотрим задачу Коши

du1
dt

+
du2
dt

+
du3
dt

+
du4
dt

= (1 + ε+ ε2d1)u1(t, ε) + ε2d2u4(t, ε),

du1
dt

+
du2
dt

+
du3
dt

+
du4
dt

= (1 + ε+ ε2)u2(t, ε),

du1
dt

+
du2
dt

+
du3
dt

+
du4
dt

= (1 + εc+ ε2)u3(t, ε),

b1u1(t, ε) + (b2 + ε+ ε2)u4(t, ε) = 0,

ui(t0, ε) = u0i (ε), i = 1, 2, 3, 4,

(4.1)

где b1, b2, c, d1, d2 — заданные вещественные числа, u0i (ε) — голоморфные в окрестности
точки ε = 0 функции.

Задача (4.1) — это задача вида (0.1), (0.2) с операторами A,B,C,D : R4 → R4,

A =


1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

0 0 0 0

 , B =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

b1 0 0 b2

 , C =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 c 0

0 0 0 1

 , D =


d1 0 0 d2
0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 ,

искомой вектор-функцией u(t, ε) =
(
ui(t, ε)

)
∈ R4 и начальной вектор-функцией u0(ε) =(

u0i (ε)
)
∈ R4.

Оператор A, очевидно, фредгольмов. Имеем

KerA = {v2e1 + v3e2 + v4e3}, e1 =


−1

1

0

0

 , e2 =


−1

0

1

0

 , e3 =


−1

0

0

1

 ,

CoimA =


v1 + v2 + v3 + v4

0

0

0

 , ImA =


w1

w1

w1

0

 ,

CokerA = {(w2 − w1)ϕ1 + (w3 − w1)ϕ2 + w4ϕ3}, ϕ1 =


0

1

0

0

 , ϕ2 =


0

0

1

0

 , ϕ3 =


0

0

0

1

 .

Для элементов ϕi, i = 1, 2, 3, выполнено условие (1.2).
Далее, имеем

Q(A) =


0 0 0 0

−1 1 0 0

−1 0 1 0

0 0 0 1

 , A− =


1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 .
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И в результате вычислений, использующих предложения 1.1, 1.3 и 1.4, получаем, что

R(0, 0) = −b1 + 3b2,
∂R

∂λ
(0, 0) = −b1 + 2b2,

∂R

∂ε
(0, 0) = (−b1 + 2b2)c− b1 + 4b2 + 3,

∂2R

∂ε2
(0, 0) = (−2b1 + 4b2 + 4)c− 4(b1d2 − b2d1)− 4b1 + 10b2 + 14.

Рассмотрим следующие случаи поведения решения при ε→ 0.

Случай 1. Пусть
b1 6= 3b2.

Тогда решение допредельной задачи (4.1) равномерно сходится к решению предельной
задачи, поскольку диаграмма Ньютона вырождается в точку, расположенную в начале
координат.

Случай 2. Теперь пусть
b1 = 3b2, b2 6= 0. (4.2)

Имеем
∂R
∂ε

(0, 0)
∂R
∂λ

(0, 0)
=
−b2(c− 1) + 3

−b2
= c− 1− 3

b2
.

Тогда в силу теоремы 3.1 явление погранслоя возникает при выполнении условия

c− 3

b2
> 1,

и функции погранслоя имеют переменную τ =
t− t0
ε

.

Случай 3. Пусть выполнены соотношения (4.2) и

c− 3

b2
= 1.

Тогда в силу теоремы 3.1 явление погранслоя возникает при выполнении условия

b2
(2b1 − 4b2 − 4)c+ 4(b1d2 − b2d1) + 4b1 − 10b2 − 14

< 0,

и функции погранслоя имеют переменную τ =
t− t0
ε2

.
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