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Аннотация. В настоящей работе рассматривается численное решение задачи Коши для
дифференциального уравнения второго порядка, вычисляемое с помощью метода Нумеро-
ва. Предложен новый способ получения гарантированной оценки погрешности с помощью
эллипсоидов. Численное решение заключается в эллипсоид, содержащий и точное, и чис-
ленное решение задачи, который пересчитывается на каждом шаге. В отличие от ранее
предложенного метода пересчета эллипсоидов, предлагается более точная оценка малых
слагаемых в разностном уравнении для погрешности. Это приводит к более точной оценке
погрешности численного решения и применимости предложенного метода оценки погреш-
ности на интервалах большей длины. Приведены результаты оценки погрешности метода
Нумерова при решении задачи двух тел на большом интервале. Этот численный экспери-
мент демонстрирует эффективность предложенного метода.
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Введение

Если решение дифференциального уравнения второго порядка колеблется, то при по-
координатном оценивании погрешности численного решения возникает эффект раскрут-
ки (эффект Мура [1, с. 155]), когда оценка погрешности растет экспоненциально с ростом
длины отрезка, в то время как сама погрешность растет значительно медленнее.

В работе [2] для получения гарантированной оценки погрешности метода Штермера
было предложено заключать численное решение в движущийся эллипсоид, содержащий и
точное, и численное решение задачи. Предложенный способ оценки погрешности исполь-
зовал дискретное преобразование эллипсоидов и позволял избежать эффекта раскрутки.
Этот способ был применим и к явному, и к неявному методу Штермера.

В статьях [3] и [4] предлагалось использовать непрерывное преобразование эллипсои-
дов, что приводило к более точной оценке погрешности. Минусом использования непре-
рывного преобразования эллипсоидов является громоздкость формул для пересчета эл-
липсоидов на каждом шаге.

В работе [5] был предложен способ получения гарантированной оценки погрешности яв-
ного метода Штермера, основанный на дискретном преобразовании эллипсоидов, который
приводит к точности оценки того же порядка, что и способы, основанные на непрерывном
преобразовании эллипсоидов. Повышение точности оценки погрешности при дискретном
преобразовании эллипсоидов было достигнуто за счет более точного оценивания малых
слагаемых в разностном уравнении для погрешности.

В данной работе предлагается обобщить результат работы [5], полученный для явного
метода Штермера, на неявный численный метод решения дифференциальных уравнений
второго порядка, а именно, на метод Нумерова.

1. Постановка задачи

Рассмотрим задачу Коши для дифференциального уравнения второго порядка:

y′′ = f(x, y), y(0) = y0, y′(0) = y′0, 0 ≤ x ≤ X0, y, f ∈ Rn.

Численное решение ym, являющееся приближенным к точному решению y(xm) в точке
xm = hm, где h — постоянный шаг, будем вычислять по неявной 2 -шаговой формуле
метода Нумерова (см., например, в [6, с. 399])

∇2ym = h2f(xm−1, ym−1) +
h2

12
∇2f(xm, ym) + wm, m ≥ 2, (1.1)

где ∇— конечная разность назад (∇ai = ai − ai−1 ); ∇2 — конечная разность второго
порядка (∇2ai = ∇(∇ai) = ai−2ai−1+ai−2 ); wm — ошибка, получаемая из-за округлений
и обрыва итераций.

Целью работы является получение гарантированной оценки погрешности численного
решения zm = y(xm)− ym, которая удовлетворяет уравнению

∇2zm = h2
(
f(xm−1, y(xm−1))− f(xm−1, ym−1)

)
+
h2

12
∇2
(
f(xm, y(xm))− f(xm, ym)

)
+Nm − wm,

(1.2)

где Nm — ошибка метода Нумерова на m -м шаге:

Np
m = − 1

240
h6(yp)(6)(ξ), xm−2 ≤ ξ ≤ xm,

ξ зависит от номера координаты p.
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2. Оценивание погрешности с помощью эллипсоидов

В работе [2] был предложен способ оценивания погрешности zm, позволяющий из-
бежать эффекта раскрутки. Численное решение заключалось в движущийся эллипсоид,
содержащий и точное, и численное решение. Для пересчета эллипсоида на каждом шаге
использовались формулы дискретного преобразования эллипсоидов, полученные с помо-
щью разностного уравнения для погрешности. В данной работе предлагается улучшенная
(по сравнению с полученной в [2]) оценка погрешности, полученная благодаря более точ-
ному оцениванию малых слагаемых в разностном уравнении для zm.

Произведя линеаризацию, уравнение (1.2) можно записать в виде разностного уравне-
ния

∇2zm = h2Am−1zm−1 +
h2

12
∇2(Amzm) +Nm − wm +Rm, (2.1)

где Al =

 ∂f1

∂y1
... ∂f1

∂yn

... ... ...
∂fn

∂y1
... ∂fn

∂yn


∣∣∣∣∣∣∣
(xl,yl)

, Rp
m =

h2

2

2∑
i=0

αi

(
n∑

q,j=1

∂2fp

∂yq∂yj
(xm−i, ỹm−i)z

q
m−iz

j
m−i

)
.

Здесь верхний индекс обозначает номер координаты вектора, ỹl зависит от p и лежит в
окрестности, содержащей и точное, и численное решения. Константы αi — это коэффи-
циенты перед h2f(xm−i, ym−i), которые возникнут в (1.1), если расписать все разности.
В случае метода Нумерова это

α0 =
1

12
, α1 =

10

12
, α2 =

1

12
.

В дальнейшем будет использоваться оценка

‖Rm‖ ≤ RB
m =

1

2
h2M2 max

0≤l≤m
‖zl‖2,

где M2 ≥ max
p=1,...,n

n∑
q,j=1

| ∂2fp
∂yq∂yj

|, максимум берется в окрестности, содержащей и точное, и

численное решения при x ∈ [0,mh], за норму вектора принимается максимум модулей
координат. Пусть при всех рассматриваемых значениях m справедливы оценки ‖Nm‖ ≤ N

и ‖wm‖ ≤ w.

Так же, как и в [2] введем вспомогательную переменную vm и представим (2.1) в виде
системы 

vm =vm−1 + hAm−1zm−1 + h−1Qm, (m ≥ 2)

zm =zm−1 + hvm +
h2

12
∇(Amzm), (m ≥ 1),

(2.2)

где Qm = Nm − wm +Rm. Начальные значения:

v0 = 0, v1 =
z1 − z0
h

− h

12
∇(A1z1).

Подставим vm из первого уравнения системы (2.2) во второе и перейдем к матрично-
векторной записи:(

vm
zm

)
=

(
I hAm−1
hI I + h2Am−1

)(
vm−1
zm−1

)
+
h2

12

(
0

∇(Amzm)

)
+

(
h−1Qm

Qm

)
, (2.3)

где I — единичная матрица.
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В статье [2] предлагалось в уравнении для вектора погрешности ~Zm = (vm, zm)
T

(T — знак транспонирования) расписать все разности и записать само уравнение в виде:

~Zm =
k−1∑
i=0

Ci ~Zm−i + ~Qm, m ≥ k.

В этом случае задача сводилась к последовательному нахождению оценок векторов по-
грешностей ~Zm с помощью соответствующих оценок, полученных на предыдущих шагах,
и оценки вектора неоднородности ~Qm = (h−1Qm, Qm)

T .

Для метода Нумерова уравнения для погрешности (2.3) запишется в виде линейной
неявной одношаговой формулы

~Zm = C0
~Zm + C1

~Zm−1 + ~Qm, m ≥ 2, (2.4)

где C0 =

0 0

0
h2

12
Am

 , C1 =

 I hAm−1

hI I +
11h2

12
Am−1

 .

В статье [2] предлагалось каждое из слагаемых правой части заключать в эллипсоид [7]
в R2n и на каждом шаге пересчитывать эллипсоид, содержащий вектор погрешностей ~Zm.

Эллипсоид E(c, B) с центром в c определялся как B
1
2S1+c, где S1 = E(0, I) – единич-

ный шар с центром начале координат, B – симметрическая положительно определенная
матрица (2n× 2n).

Так как правая часть в случае метода Нумерова зависит от самого вычисляемого зна-
чения, то нужна какая-то (возможно более грубая) предварительная оценка погрешности.
На небольших отрезках в этом качестве можно использовать довольно грубую оценку,
полученную из (1.2):

‖zm‖ ≤
1

1− h2|α0|L
(‖2zm−1‖+ ‖zm−2‖+ h2L

2∑
i=1

|αi| · ‖zm−i‖+N + w),

где L = n max
i,j=1,...,n

|∂f i
∂yj
|. Также в качестве предварительной можно использовать покоор-

динатную оценку погрешности. При выборе шага таким, чтобы выполнялось |α0|h2L < 1,

для метода Нумерова можно находить предварительную оценку погрешности zbm следу-
ющим образом:

vbm = vbm−1 +
hL

1− |α0|h2L
(
z∗m−1(2|α0|+ |α1|) + z∗m−2(|α0|+ |α2|)

)
+ (N + w)

(
h−1 +

hL|α0|
1− |α0|h2L

)
,

zbm = z∗m−1 + hvbm, m ≥ 2.

(2.5)

Здесь z∗l — улучшенная оценка погрешности, полученная на предыдущих шагах.

В результате, общая последовательность действий выглядит следующим образом.

1. Определяем начальные значения: z∗0 = z∗1 = δ, vb1 =
2δ
h
. Положим m = 2.
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2. С помощью (2.5) вычисляется предварительная оценка погрешности (vbm, z
b
m)

T и
строится предварительный эллипсоид, содержащий вектор ~Zm = (vm, zm)

T погреш-
ности.

3. Каждое из трех слагаемых (2.4) заключается в свой эллипсоид и вычисляется эллип-
соид, содержащий сумму этих трех эллипсоидов. Таким образом, на каждом шаге
по предварительнoй оценке zbm из (2.5) находится эллипсоид E(0,Zm), который со-
держит вектор ~Zm = (vm, zm)

T из (2.4), и с помощью этого эллипсоида вычисляется
улучшенная оценка погрешности

z∗m =

√
max

i=n+1,..,2n
Zi,im .

Здесь эллипсоид E(0,Zm) = Z
1
2
mS1, где S1 = E(0, I) – единичный шар, Zm – сим-

метрическая положительно-определенная матрица (2n× 2n).

Затем m увеличивается на 1 и происходит переход к пункту 2.

В статье [5] для явного метода Штермера предлагалось увеличить точность оценки
погрешности, используя не оценки величин Am−izm−i, а оценки их первых разностей.
В этой статье проведем подобное улучшение для метода Нумерова.

Предлагается последовательно находить оценки векторов погрешностей не из пред-
ставления

~Zm = C0
~Zm + C1

~Zm−1 + ~Qm, m ≥ 2,

а из представления

~Zm = D0
~Zm +

h2

12

(
0

∇(Amzm)

)
+ ~Qm, m ≥ 2, где D0 =

(
I hAm−1
hI I + h2Am−1

)
.

Для того, чтобы каждое из трех слагаемых заключить в эллипсоид, нам надо по-
лучить оценку разности ∇(Amzm). Найдем оценку первых разностей P 1

l такую, что
max
0≤i≤l

‖∇(Aizi)‖ ≤ P 1
l через оценки

L ≥ ‖Ai‖, L′ ≥ ‖∇Ai‖/h, zBl ≥ max
0≤i≤l

‖zi‖, vBl ≥ max
0≤i≤l

‖vi‖.

Отметим, что в качестве L и L′ можно взять оценки функций A(x) = ∂f
∂y
(x, y∗(x)) и

A′(x), где y∗(x) лежит в окрестности, содержащей и точное, и численное решения.
Из второй строчки (2.2) следует, что

∇zm = hvm +
h2

12
∇(Amzm). (2.6)

Из неравенства ‖∇(Aizi)‖ ≤ ‖∇Ai‖zBl + L‖∇zi‖, используя оценку, полученную из (2.6),
имеем

‖∇(Aizi)‖ ≤ hL′zBl + L(hvBl +
h2

12
Pl).

Откуда следует, что

P 1
l ≤

h

1− h2

12
L
(L′zBl + LvBl ),

причем знаменатель дроби должен быть положительным.
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Пусть ‖zi‖ ≤ δ при i = 0; 1. Предлагается, начиная со значений Z0 = n

(
0 0

0 δ2I

)
и Z1 = 2n

(
(vB1 )

2I 0

0 δ2I

)
, где ‖v1‖ ≤ vB1 = 2δ

h
+ h

6
δL, на каждом шаге пересчитывать

эллипсоид E(0,Zm), содержащий вектор погрешностей (vm, zm)
T .

При сложении эллипсоидов надо использовать вложение

E(0, B1) + E(0, B2) ⊂ E(0, (1 + p)B1 + (1 + 1/p)B2),

где значение параметра p можно выбрать таким образом, чтобы сумма квадратов полу-
осей была минимальна [8]: p =

√
TrB2/TrB1. Если же брать эллипсоид с минимальным

объемом, то в качестве p надо использовать p =
√
n−1Tr(B−11 B2). При умножении мат-

рицы D на эллипсоид E(0, B) надо использовать (см., например, в [7, с. 74]) равенство

D · E(0, B) = E(0, DBDT ).

В качестве эллипсоидов, содержащих второе и третье слагаемые (2.3), удобно взять
соответственно эллипсоиды

E

(
0,

(
0 0

0 (h
2

12
P 1
m)

2I

))
и E

(
0,

(
(QB

m)2

h2
I (QB

m)2

h
I

(QB
m)2

h
I (QB

m)
2I

))
.

Здесь используется то, что(
a

b

)
∈ E

(
0,

(
(a, a)I (a, b)I

(a, b)I (b, b)I

))
при a ‖ b.

Оценка неоднородности QB
m = N + w +RB

m ≥ ‖Qm‖ пересчитывается на каждом шаге.

3. Численный эксперимент

Продемонстрируем работу предложенного метода оценки погрешности на конкретном
примере. Вычисления будем проводить с точностью до 56-го двоичного знака, то есть с
δ = 1

2
2−56.

Рассмотрим задачу двух тел 
x′′ =− Kx√

x2 + y2
3

y′′ =− Ky√
x2 + y2

3

с начальными значениями {
x(0) =2/3, x′(0) = 0

y(0) =0, y′(0) =
√
2K.

Положим K = π2/9. В этом случае одно тело движется вокруг другого по эллипсу с
периодом T = 6.

Численное решение будем считать методом Нумерова с шагом h = 1/512. Применение
метода более высокого порядка не приведет к значительному улучшению точности оценки
погрешности из-за влияния ошибки округлений w.
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В качестве оценок шестых производных возьмем оценки, полученные для этой зада-
чи в [2]:

|x(6)| < 2509, |y(6)| < 1912;

откуда N1 = 5, 9 · 10−16, N2 = 4, 5 · 10−16.
Матрица из частных производных будет иметь вид

A(x, y) =
K

r5

(
2x2 − y2 3xy

3xy 2y2 − x2
)
,

где r =
√
x2 + y2. Ошибка округления wm по абсолютной величине не будет превосходить

w = 8δ.

В статье [2] были приведены результаты подсчета оценки погрешности численного ре-
шения, полученного методом Нумерова, в моменты времени t = 51 и t = 99 :

|z(51)| < 5, 7 · 10−6, |z(99)| < 4, 1 · 10−5.

При дальнейшем увеличении времени происходит сильное увеличение роста оценки по-
грешности, что делает ее неприемлемой. Если же при пересчете эллипсоидов использо-
вать более точную оценку малых слагаемых, предложенную в данной статье, то будут
получены следующие оценки погрешности численного решения:

|z(51)| < 1, 4 · 10−6, |z(99)| < 2, 6 · 10−6, |z(150)| < 1, 6 · 10−5, |z(198)| < 3, 8 · 10−5.

Результаты численных экспериментов демонстрируют более точную оценку погрешно-
сти численного решения, полученного методом Нумерова, по сравнению с ранее предло-
женными методами, а также применимость предложенного способа оценивания погреш-
ности на интервалах большой длины.
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