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Аннотация. Рассматривается задача о точках совпадения двух отображений ψ,ϕ, дей-
ствующих из метрического пространства (X, ρ) в пространство (Y, d), в котором рассто-
яние d обладает лишь одним из свойств метрики: d(y1, y2) = 0 ⇔ y1 = y2, и не предпо-
лагается ни симметричным, ни удовлетворяющим неравенству треугольника. Исследуется
вопрос о корректности уравнения

ψ(x) = ϕ(x),

определяющего точку совпадения. Показано, что если x = ξ — решение этого уравнения,
то для любой последовательности αi -накрывающих отображений ψi : X → Y и любой
последовательности βi -липшицевых отображений ϕi : X → Y, αi > βi ≥ 0, в случае
сходимости d(ϕi(ξ), ψi(ξ))→ 0 уравнение ψi(x) = ϕi(x) при любом i обладает решением
x = ξi таким, что ρ(ξi, ξ)→ 0.

Далее в статье исследуется зависимость от параметра t — элемента топологического
пространства T множества Coin(t) точек совпадения отображений ψ(·, t), ϕ(·, t) : X → Y.

В предположении, что первое из этих отображений является α -накрывающим, второе —
β -липшицевым, получено утверждение о полунепрерывности сверху, полунепрерывности
снизу и непрерывности многозначного отображения Coin : T ⇒ X.
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Abstract. We consider the problem of coincidence points of two mappings ψ,ϕ acting from a
metric space (X, ρ) into a space (Y, d) in which a distance d has only one of the properties of
the metric: d(y1, y2) = 0 ⇔ y1 = y2, and is assumed to be neither symmetric nor satisfying
the triangle inequality. The question of well-posedness of the equation

ψ(x) = ϕ(x)

which determines the coincidence point, is investigated. It is shown that if x = ξ is a solution
to this equation, then for any sequence of αi -covering mappings ψi : X → Y and any
sequence of βi -Lipschitz mappings ϕi : X → Y, αi > βi ≥ 0, in the case of convergence
d(ϕi(ξ), ψi(ξ))→ 0 , equation ψi(x) = ϕi(x) has, for any i, a solution x = ξi such that
ρ(ξi, ξ)→ 0.

Further in the article, the dependence of the set Coin(t) of coincidence points of mappings
ψ(·, t), ϕ(·, t) : X → Y on a parameter t, an element of the topological space T, is investigated.
Assuming that the first of these mappings is α -covering and the second one is β -Lipschitz,
we obtain an assertion on upper semicontinuity, lower semicontinuity, and continuity of the
set-valued mapping Coin : T ⇒ X.
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Введение

Одним из важнейших требований к математическому описанию различных процес-
сов является корректность модельных уравнений. Поскольку параметры таких процессов
могут быть найдены лишь с некоторой точностью (например, в результате измерений
или приближенных расчетов), то необходимо, чтобы погрешность определения парамет-
ров не приводила к большим отклонениям решений модельных уравнений. Понятие кор-
ректности введено Ж. Адамаром для краевых задач математической физики в 1923 г.
За прошедший век проблеме корректности различных интегральных, дифференциаль-
ных, функционально-дифференциальных уравнений, а также общих операторных урав-
нений в различных классах пространств были посвящены многие работы (см., например,
обзор Г.М. Вайникко [1]). Общие подходы к получению условий корректности оператор-
ных уравнений, по-видимому, впервые были предложены в работе Ц. Артштейна [2]. Кор-
ректность наиболее важного для приложений класса операторных уравнений Вольтерры
исследована Е.С. Жуковским в [3].

Корректность уравнения по Адамару означает, что уравнение разрешимо, решение
единственно и мало изменяется при малых изменениях уравнений. Однако, такое опре-
деление не пригодно для описания процессов, развитие которых может происходить раз-
лично при одних и тех же условиях. Для моделирования таких процессов используют
стохастические уравнения либо обычные детерминированные уравнения (а также нера-
венства, включения и др.), имеющие более одного решения. Для подобных уравнений
естественным является вопрос о малом изменении множества решений при малых изме-
нениях уравнений. Этот вопрос обычно формализуется «секвенциально» или «топологи-
чески». Первый тип формализации означает, что для любой последовательности уравне-
ний (или отображений, их порождающих), сходящейся (согласно некоторому «разумному»
определению) к исходному уравнению, множество их решений сходится (также согласно
некоторому «разумному» определению) к множеству решений исходного уравнения. При
второй формализации вопроса о корректности рассматривают уравнение с параметром
t — элементом топологического пространства T, которое совпадает с исходным уравне-
нием при некотором значении параметра t0. Уравнение считается корректным, если его
множество решений, как многозначное отображение параметра t, является непрерывным
(или полунепрерывным) в точке t0. Вопрос о корректности в такой постановке тесно свя-
зан с классической задачей о неявной функции (см. [4, 5]).

В настоящей работе рассматриваются обе формализации вопроса о корректности урав-
нения, определяющего точку совпадения двух заданных отображений. Для многозначных
отображений (а следовательно, и для «обычных однозначных» отображений), действую-
щих из метрического пространства в метрическое, условия корректности задачи о точках
совпадения в секвенциальной постановке получены в [6, 7]. Мы исследуем корректность
задачи о точках совпадения отображений, действующих из метрического пространства в
пространство с расширенным расстоянием, которое удовлетворяет лишь одной метриче-
ской аксиоме тождества, но не обязано быть симметричным и для него может не выпол-
няться неравенство треугольника. Рассмотрение отображений в таких пространствах мо-
тивировано исследованиями краевых задач и задач управления для сингулярных диффе-
ренциальных уравнений, для дифференциальных уравнений, не разрешенных относитель-
но старшей производной, и для некоторых классов функционально-дифференциальных
уравнений (подробнее см. [8, 9]).
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Статья разделена на три секции. В секции 1. приводятся необходимые сведения о про-
странствах с расширенным расстоянием, даются определения свойств замкнутости, лип-
шицевости и накрывания отображений, действующих из метрического пространства X в
пространство Y с расширенным расстоянием. В секции 2. решается вопрос о корректности
в секвенциальной постановке уравнения, определяющего точку совпадения накрывающего
и липшицева отображений X → Y. Заключительная секция 3. посвящена исследованию
зависимости множества точек совпадения от параметра.

1. Основные понятия

Будем обозначать R+ = [0,+∞), R+ = [0,+∞].

Пусть X 6= ∅, (X, ρ) — метрическое пространство с метрикой ρ : X × X → R+.

Обозначим через BX(x0, r) замкнутый шар в этом метрическом пространстве с центром
в точке x0 ∈ X радиуса r ∈ R+, т. е. BX(x0, r) =

{
x ∈ X : ρ(x0, x) ≤ r

}
при r ∈ R+ и

BX(x0,+∞) = X.

Пусть также задано множество Y 6= ∅. Расширенным расстоянием (расстоянием) в
Y называют отображение d : Y × Y → R+ такое, что

∀y1, y2 ∈ Y d(y1, y2) = 0 ⇔ y1 = y2.

В отличие от метрики ρ расстояние d может быть несимметричным и не обязано удо-
влетворять неравенству треугольника. Отметим, что расстояния, не являющиеся симмет-
ричными, используются, например, в различных транспортных задачах (учитывающих
разную протяженность дорог, разную стоимость перевозок из x в y и из y в x ). Рас-
стояния, не удовлетворяющие «обычному» неравенству треугольника, используются в ин-
форматике, например, при моделировании времени задержки сигнала при его возвраще-
нии в исходную точку Интернета (см. [10]). Часто используются расстояния, удовлетво-
ряющие ослабленному неравенству треугольника. А именно, рассматривается функция
f : R+ × R+ → R+, непрерывная в точке (0, 0) и такая, что f(0, 0) = 0. Говорят, что
расстояние d : Y ×Y → R+ удовлетворяет f -неравенству треугольника, если выполнено
соотношение

∃σ > 0 ∀x, y, z ∈ Y
(
d(x, y) < σ, d(y, z) < σ

)
⇒

d(x, z) ≤ f
(
d(x, y), d(y, z)

)
. (1.1)

При выполнении соотношения (1.1) расстояние d называют f -квазиметрикой, а пару
(Y, d) — f -квазиметрическим пространством. Такие пространства и действующие в них
отображения исследовались в [11–15].

Для элемента y0 ∈ Y и числа δ > 0 определим в пространстве (Y, d) шар BY (y0, δ) ={
y ∈ Y : d(y0, y) ≤ δ

}
. Отметим, что в отличие шара в метрическом пространстве это мно-

жество не обязательно является замкнутым в «естественной топологии» (см. [11, 13, 14])
пространства с расстоянием, даже при выполнении обобщенного неравенства треугольни-
ка (1.1).

На отображения, действующие в пространство (Y, d) с расстоянием d общего вида,
естественным образом распространяются многие понятия анализа отображений метриче-
ских пространств (см. [8, 16, 17]), формулирующиеся через сходимость последовательно-
стей.
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Говорят, что последовательность {yi} ⊂ Y сходится к элементу y ∈ Y, и пишут
yi → y, если d(y, yi) → 0. Отметим, что при такой сходимости последовательность рас-
стояний {d(yi, y)} может не сходиться к нулю, а предел y может быть не единственным.
Для произвольной последовательности {yi} ⊂ Y обозначим через Lim yi = {y| yi → y}
множество всех ее пределов.

Отображение g : X → Y называют непрерывным в точке x ∈ X, если для любой
последовательности {xi} ⊂ X такой, что ρ(x, xi) → 0, выполнено d

(
g(x), g(xi)

)
→ 0.

Отображение g : X → Y называют замкнутым в точке x ∈ X, если из сходимости к x

последовательности {xi} ⊂ X и существования y ∈ Y такого, что d
(
y, g(xi)

)
→ 0 следует

равенство g(x) = y. Отображение, непрерывное (замкнутое) во всех точках множества
V ⊂ X, называют непрерывным (замкнутым) на множестве V, а в случае V = X

такое отображение называют непрерывным (замкнутым). Отметим, что если расстояние
в Y не является метрикой, замкнутость отображения не следует из его непрерывности.
Кроме того, если для последовательности xi → x во множестве Lim g(xi) содержится
более одного элемента, отображение g : X → Y, очевидно, не может быть замкнутым
в точке x (при этом отображение g : X → Y может быть непрерывным в этой точке).
Приведем соответствующий пример.

П р и м е р 1.1. Пусть X=R— вещественная прямая с «обычной» метрикой ρ(x, u)=

|x − u|, x, u ∈ X, а Y = R ∪ {ϑ} — прямая Зоргенфрея (определение см., например,
[18]), дополненная одной точкой ϑ. Порядок на прямой R ⊂ Y дополним неравенствами
y < ϑ < z, которые будем считать выполненными для любых чисел y < 0 < z (элементы
ϑ и 0 полагаем несравнимыми). Расстояние в Y зададим соотношениями

∀y, z ∈ Y d(y, z) =

{
z − y, если z ≥ y,

1, если z < y,
d(ϑ, 0) = d(0, ϑ) = 1.

Такое расстояние удовлетворяет «обычному» неравенству треугольника, но не является
симметричным. Рассмотрим последовательность {i−1} ⊂ Y. Множеством ее пределов,
очевидно, является двухточечное множество Lim i−1 = {0, ϑ}.

Определим g : X → Y как отображение вложения, т. е. g(x) = x при любом x ∈ X.
Это отображение непрерывно, однако не является замкнутым в точке x = 0. Действитель-
но, для числовой последовательности {i−1} ⊂ X имеем i−1 → 0, и как отмечено выше,
последовательность тех же чисел в пространстве Y сходится к двум пределам: 0 и ϑ.

Следовательно, g(xi)→ ϑ, но g(x) = 0 6= ϑ.

Сформулируем определение свойства «ослабленной» замкнутости, которым обладают
все непрерывные отображения из X в Y.

О п р е д е л е н и е 1.1. Отображение g : X → Y называем d -замкнутым в точке
x ∈ X, если для любой последовательности {xi} ⊂ X такой, что xi → x и Lim g(xi) 6= ∅,
выполнено включение g(x) ∈ Lim g(xi). Отображение, d -замкнутое во всех точках множе-
ства V ⊂ X, называем d -замкнутым на множестве V, а при V = X такое отображение
называем d -замкнутым.

Приведем предложенные в [16] определения свойств накрывания и липшицевости отоб-
ражений, действующих из X в Y. Эти формулировки распространяют известные опре-
деления (см. [19,20]) соответствующих свойств отображений, действующих в метрических
пространствах.



252 Т.В. Жуковская, В. Мерчела

О п р е д е л е н и е 1.2. Пусть β ≥ 0. Отображение g : X → Y называется β -лип-
шицевым, если выполнено соотношение

∀x, u ∈ X d
(
g(x), g(u)

)
≤ βρ(x, u).

Если отображение β -липшицево, то оно, очевидно, непрерывно и, следовательно, d -
замкнуто, но при этом может не быть замкнутым.

О п р е д е л е н и е 1.3. Пусть α > 0 . Отображение g : X → Y называется α -на-
крывающим, если выполнено соотношение

∀x0 ∈ X ∀y ∈ Y ∃x ∈ X g(x) = y и ρ(x, x0) ≤
1

α
d
(
g(x), g(x0)

)
.

Отметим, что накрывающее отображение сюръективно.
В работе [16] установлено существование точки совпадения α -накрывающего и β -лип-

шицева отображений при α > β. Это утверждение распространяет теорему Арутюнова о
точках совпадения, на отображения, действующие из метрического пространства в про-
странство с расстоянием. Мы приведем полученное в [17] аналогичное утверждение для
отображений, удовлетворяющих несколько менее обременительным предположениям, чем
накрывание и липшицевость. С использованием этого утверждения мы получим теоремы
об устойчивости множества точек совпадения двух отображений и исследуем множество
точек совпадения, если отображения зависят от параметров.

2. Устойчивость множества точек совпадения

Сформулируем предложенные в работе [21] обобщения определений 1.2 и 1.3.
Пусть задано множество U ⊂ X. Для отображения g : X → Y определим следующие

два множества:

Covα[g;U ] :=
{

(x, y) ∈ X×Y : d(y, g(x)) < +∞ ⇒ ∃u ∈ U g(u) = y, ρ(u, x) ≤ 1

α
d(y, g(x))

}
;

Lipβ[g;U ] :=
{

(x, y) ∈ X×Y : ∀u ∈ U g(u) = y ⇒ d(y, g(x)) ≤ βρ(u, x)
}

;

первое из которых назовем множеством α -накрывания отображения g относительно
множества U, а второе — множеством β -липшицевости отображения g относитель-
но U. Очевидно, соотношение Covα[g;X] = X×Y означает, что отображение g является
α -накрывающим, а соотношение Lipβ[g;X] = X × Y, что отображение g является β -
липшицевым. Отметим, что множества накрывания и липшицевости отображения g мо-
нотонно по вложению зависят от множества U ⊂ X, а именно имеют место соотношения:

U ⊂ U ⊂ X ⇒ Covα[g;U ] ⊂ Covα[g;U ], Lipβ[g;U ] ⊃ Lipβ[g;U ].

Приведем пример действительной функции, не обладающей свойствами накрывания,
когда на множестве ее значений задана обычная евклидова метрика, и покажем, что вве-
дением на этом множестве другого расширенного расстояния можно добиться того, что
функция станет накрывающей.

П р и м е р 2.1. Рассмотрим функцию g : [−1, 1] → [−1, 0], g(x) = −x2. Эта функ-
ция сюръективна. При стандартном определении евклидовой метрики на множествах
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X = [−1, 1] и Y = [−1, 0] отображение g : X → Y не является α -накрывающим ни
при каком значении α > 0. Более того, при любом x ∈ X пара (x, 0) не принадлежит
множеству Covα[g;X] α -накрывания этого отображения относительно всего X. Но если
на множестве Y задать расстояние как на прямой Зоргенфрея, т. е.

∀y, z ∈ Y d(y, z) =

{
z − y, если z ≥ y,

1, если z < y,

то для α = 1 будет выполнено вложение X × {0} ⊂ Covα[g;X].

В терминах множеств накрывания и липшицевости сформулируем без доказательства
следующее утверждение о существовании точки совпадения отображений ψ, ϕ : X → Y,

полученное в работе [17]. Напомним, что точкой совпадения этих отображений называют
элемент x ∈ X, удовлетворяющий уравнению

ψ(x) = ϕ(x).

Теорема 2.1. Пусть метрическое пространство X полное, заданы вещественные
числа α > β ≥ 0, и элемент x0 ∈ X такие, что d

(
ϕ(x0), ψ(x0)

)
< +∞. Положим

R = (α− β)−1d
(
ϕ(x0), ψ(x0)

)
, U = BX(x0, R).

Предположим, что для любого x ∈ U выполнены включения

(x, ψ(x)) ∈ Lipβ[ϕ;U ], (x, ϕ(x)) ∈ Covα[ψ;X];

на шаре U отображение ψ является замкнутым, а отображение ϕ — непрерывным.
Тогда в шаре U существует точка совпадения отображений ψ, ϕ.

З а м е ч а н и е 2.1. Как было продемонстрировано в примере 1.1, условие замкну-
тости отображения ψ : X → Y является обременительным и не выполняется в точках
x ∈ X, для которых найдется последовательность xi → x такая, что предел последо-
вательности {ψ(xi)} ⊂ Y не единственный. Вместо условия замкнутости отображения
ψ : X → Y в теореме 2.1 можно потребовать, чтобы это отображение было d -замкну-
тым, и выполнялось соотношение

∀{xi} ⊂ U ∀x ∈ U
(
xi → x и ϕ(x) ∈ Limψ(xi)

)
⇒ ϕ(x) = ψ(x).

Используем теорему 2.1 для исследования задачи об устойчивости множества точек
совпадения отображений ψ, ϕ : X → Y к малым изменениям данных отображений.

Пусть при каждом n ∈ N заданы отображения ψn, ϕn : X → Y, и пусть имеется неко-
торая сходимость ψn → ψ и ϕn → ϕ. Получим условия, обеспечивающие существование
для любых n ∈ N точек совпадения отображений ψn, ϕn и их сходимость при n → +∞
(в метрическом пространстве X ) к точке совпадения отображений ψ, ϕ.

Теорема 2.2. Предположим, что отображения ψ, ϕ : X → Y имеют точку совпа-
дения x = ξ. Пусть метрическое пространство X является полным, и пусть заданы
вещественные числа αn > βn ≥ 0, n ∈ N. Определим шар

Un = BX(ξ, rn), где rn =
1

αn − βn
d
(
ϕn(ξ), ψn(ξ)

)
, n ∈ N.
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Будем предполагать, что для каждого n при всех x ∈ Un выполнены включения

(x, ψn(x)) ∈ Lipβn
[
ϕn;Un

]
, (x, ϕn(x)) ∈ Covαn

[
ψn;X

]
,

отображение ψn является замкнутым на шаре Un, отображение ϕn — непрерывным
на шаре Un, и числовая последовательность {rn} сходится к 0. Тогда при любом n

существует точка совпадения ξn отображений ψn, ϕn такая, что при n→ +∞ имеет
место сходимость ξn → ξ в пространстве X.

Д о к а з а т е л ь с т в о. При любом n для отображений ψn, ϕn выполнены условия
теоремы 2.1, если положить x0 = ξ. Согласно этой теореме при любом n существует
точка совпадения ξn этих отображений такая, что ρ(ξ, ξn) ≤ rn. А поскольку rn → 0, из
этого неравенства, очевидно, следует сходимость ξn → ξ при n→ +∞.

К теореме 2.2 можно сделать следующее замечание, аналогичное замечанию 2.1.

З а м е ч а н и е 2.2. В теореме 2.2 предположение замкнутости на шаре Un отоб-
ражения ψn : X → Y, n ∈ N, может быть ослаблено и заменено предположением его
d -замкнутости на Un в совокупности с соотношением

∀{xi} ⊂ Un ∀x ∈ Un
(
xi → x и ϕn(x) ∈ Limψn(xi)

)
⇒ ϕn(x) = ψn(x).

Из теоремы 2.2 получим утверждение об устойчивости множества решений уравнения

ψ(x) = y0 (2.1)

к малым изменениям правой части y0 ∈ Y.

Следствие 2.1. Предположим, что уравнение (2.1) разрешимо и x = ξ — его ре-
шение. Пусть метрическое пространство X является полным, и пусть существуют
такие положительные α, r, δ, что при всех x ∈ BX(ξ, r) и y ∈ BY (y0, δ) выполнено
включение (x, y) ∈ Covα

[
ψ;X

]
и, кроме того, отображение ψ является замкнутым на

шаре BX(ξ, r). Тогда для любой последовательности {yn} ⊂ Y такой, что d(yn, y0)→ 0,

при любом n, начиная с некоторого номера, существует решение x = ξn уравнения

ψ(x) = yn,

и при n→ +∞ имеет место сходимость ξn → ξ в пространстве X.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Определим для каждого n ∈ N отображение ψn = ψ и
постоянное отображение ϕn ≡ yn. Положим rn = α−1d(yn, y0). Очевидно, отображение
ϕn : X → Y является 0 -липшицевым, и поэтому Lipβn

[
ϕn;Un

]
= X × Y, где βn = 0, а

Un = BX(ξ, rn). Вследствие сходимости rn → 0 существует такое натуральное N, что при
всех n > N справедливо неравенство rn < r. Это означает, что шар Un вложен в шар
BX(ξ, r). Таким образом, для всех n > N выполнены все условия теоремы 2.2, из которой
следует доказываемое утверждение.
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3. Непрерывная зависимость от параметра множества точек совпадения

Приведем определения некоторых понятий многозначного анализа, которые будут ис-
пользоваться в исследовании зависимости от параметров точек совпадения (подробнее об
этих понятиях см. [22, § 2.3], [23, § 1.2]).

Для произвольного подмножества M метрического пространства (X, ρ) и любого чис-
ла r > 0 обозначим O(M, r) :=

{
x ∈ X : ∃x0 ∈M ρ(x, x0) < r

}
.

Рассмотрим топологическое пространство T. Зафиксируем t0 ∈ T и обозначим через
T (t0) совокупность окрестностей этой точки (совокупность всех открытых множеств, со-
держащих t0 ). Пусть задано многозначное отображение Φ : T ⇒ X такое, что множество
Φ(t) ⊂ X не пусто и замкнуто при любом t ∈ T. Напомним, что многозначное отоб-
ражение Φ называют полунепрерывным снизу в точке t0, если для любого открытого
множества V ⊂ X такого, что Φ(t0) ∩ V 6= ∅, существует множество W (t0) ∈ T (t0), все
точки которого t ∈ W (t0) удовлетворяют соотношению Φ(t)∩V 6= ∅. Для полунепрерыв-
ности снизу в точке t0 многозначного отображения Φ необходимо и достаточно, чтобы
для любых ε > 0 и x0 ∈ Φ(t0) существовала окрестность точки t0 такая, что при всех
t из этой окрестности во множестве Φ(t) найдется элемент x, удовлетворяющий нера-
венству ρ(x, x0) < ε. Многозначное отображение Φ называют полунепрерывным сверху
в точке t0, если для любого открытого множества V ⊂ X такого, что Φ(t0) ⊂ V, су-
ществует множество W (t0) ∈ T (t0), для которого Φ

(
W (t0)

)
⊂ V. Если отображение Φ

полунепрерывно сверху и снизу в точке t0, то говорят, что оно непрерывно в точке t0.

Многозначное отображение называется полунепрерывным снизу (полунепрерывным свер-
ху, непрерывным), если оно полунепрерывно снизу (полунепрерывно сверху, непрерывно)
в каждой точке t0 ∈ T.

Будем также использовать близкие определенным выше свойствам полунепрерывно-
сти и непрерывности многозначного отображения Φ : T ⇒ X свойства его h -полуне-
прерывности и h -непрерывности. Отображение Φ называют h -полунепрерывным сни-
зу (h -полунепрерывным сверху) в точке t0 ∈ T, если для любого ε > 0 существует
множество W (t0) ∈ T (t0), все точки которого t ∈ W (t0) удовлетворяют соотношению
Φ(t0) ⊂ O

(
Φ(t), ε

)
(соотношению Φ(t) ⊂ O

(
Φ(t0), ε

)
, соответственно). Отметим, что из h -

полунепрерывности снизу многозначного отображения Φ следует его полунепрерывность
снизу, из полунепрерывности сверху многозначного отображения Φ следует его h -полу-
непрерывность сверху (см. [23, п. 1.2.3]). Многозначное отображение, h -полунепрерывное
сверху и снизу в точке t0, называется h -непрерывным в этой точке. Многозначное отоб-
ражение, h -полунепрерывное снизу (h -полунепрерывное сверху, h -непрерывное) в лю-
бой точке t0 ∈ T, называется h -полунепрерывным снизу (h -полунепрерывным сверху,
h -непрерывным).

Теперь рассмотрим задачу о непрерывной зависимости от параметра t ∈ T множе-
ства точек совпадения отображений ψ(·, t) : X → Y и ϕ(·, t) : X → Y. Обозначим через
Coin(t) множество точек совпадения отображений ψ(·, t) и ϕ(·, t), т. е. множество реше-
ний уравнения

ψ(x, t) = ϕ(x, t). (3.1)

Это уравнение равносильно уравнению

d
(
ϕ(x, t), ψ(x, t)

)
= 0.
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Для его исследования определим функционал

ηx : T → R+, ηx(t) = d
(
ϕ(x, t), ψ(x, t)

)
. (3.2)

Пусть задана точка t0 ∈ T. В предлагаемом ниже утверждении о свойствах много-
значного отображения Coin : T ⇒ X будут использоваться следующие условия:

(C−) для любого x ∈ X такого, что ηx(t0) = 0, и для любого ε > 0 существует мно-
жество W (t0) ∈ T (t0), все точки которого t ∈ W (t0) удовлетворяют неравенству
ηx(t) < ε;

(Ĉ−) для любого ε > 0 существует множество W (t0) ∈ T (t0), такое, что для любого
x ∈ X, удовлетворяющего равенству ηx(t0) = 0, при всех t ∈ W (t0) справедливо
неравенство ηx(t) < ε;

(Ĉ+) для любого ε > 0 существует множество W (t0) ∈ T (t0) такое, что если для неко-
торых x ∈ X, t ∈ W (t0) достигается равенство ηx(t) = 0, то ηx(t0) < ε.

Очевидно, условие (C−) выполнено тогда и только тогда, когда при x таком, что
ηx(t0) = 0, функционал ηx непрерывен в точке t0, Для непрерывности ηx в t0 достаточ-
но, чтобы в этой точке непрерывными были оба отображения ψ(x, ·) и ϕ(x, ·), а рассто-
яние d было бы симметричным и удовлетворяло бы f -неравенству треугольника (1.1).
Для выполнения условий (Ĉ−) и (Ĉ+) достаточно равностепенной непрерывности в точке
t0 семейства функционалов ηX :=

{
ηx : T → R+, x ∈ X

}
. А семейство ηX равностепенно

непрерывно в t0, если равностепенно непрерывным в этой точке будет совокупность отоб-
ражений

{
ψ(x, ·), ϕ(x, ·) : T → Y, x ∈ X

}
и расстояние d будет симметричным и будет

удовлетворять f -неравенству треугольника (1.1).

Теорема 3.1. Пусть метрическое пространство X является полным, заданы ве-
щественные числа α > β ≥ 0 и элемент t0 ∈ T. Пусть существует такое мно-
жество W (t0) ∈ T (t0), что выполнены условия: при любом t ∈ W (t0) справедливо
infx∈X d

(
ϕ(x, t), ψ(x, t)

)
< +∞; при любых x ∈ X, t ∈ W (t0) имеют место включения

(x, ψ(x, t)) ∈ Lipβ
[
ϕ(·, t), X

]
, (x, ϕ(x, t)) ∈ Covα

[
ψ(·, t), X

]
;

отображение ψ(·, t) : X → Y является замкнутым, а отображение ϕ(·, t) : X → Y —
непрерывным. Тогда при любом t ∈ W (t0) множество Coin(t) точек совпадения отобра-
жений ψ(·, t) и ϕ(·, t) не пусто и замкнуто в X. Кроме того, многозначное отображе-
ние Coin : W (t0) ⇒ X, при выполнении для семейства функционалов (3.2) условия (C−),

является полунепрерывным снизу в точке t0, при выполнении условия (Ĉ−) — h -полу-
непрерывным снизу в точке t0, а при выполнении условия (Ĉ+) — h -полунепрерывным
сверху в точке t0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. При любом фиксированном t ∈ W (t0) для отображений
ψ(·, t) и ϕ(·, t) выполнены все условия теоремы 2.1. Согласно этой теореме, при лю-
бом t ∈ W (t0) множество Coin(t) не пусто. Докажем замкнутость этого множества.
Выберем произвольную последовательность {ξi} ⊂ Coin(t), сходящуюся к некоторому
элементу ξ ∈ X. Из непрерывности отображения ϕ(·, t) : X → Y следует сходимость
ϕ(ξi, t) → ϕ(ξ, t). А так как ϕ(ξi, t) = ψ(ξi, t) i = 1, 2, . . . , получаем ψ(ξi, t) → ϕ(ξ, t).
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Из этого соотношения вследствие замкнутости отображения ψ(·, t) : X → Y получаем
равенство ψ(ξ, t) = ϕ(ξ, t), т. е. ξ ∈ Coin(t). Итак, замкнутость в X множества Coin(t)

доказана.
Пусть выполнено условия (C−). Докажем, что в этом случае многозначное отобра-

жение Coin : W (t0) ⇒ X полунепрерывно снизу в точке t0. Пусть ξ0 ∈ Coin(t0), т. е.
ϕ(ξ0, t0) = ψ(ξ0, t0). Тогда ηξ0(t0) = 0. В силу условия (C−) для любого ε > 0 существует
такое множество W(t0) ∈ T (t0), что при всех t ∈ W(t0) имеет место соотношение

ηξ0(t) := d
(
ϕ(ξ0, t), ψ(ξ0, t)

)
< (α− β)ε.

Согласно теореме 2.1 при любом t ∈ W (t0) ∩ W(t0) существует решение ξ ∈ Coin(t)

уравнения (3.1) такое, что

ρ(ξ, ξ0) ≤
1

α− β
d
(
ϕ(ξ0, t), ψ(ξ0, t)) < ε.

Таким образом, многозначное отображение Coin полунепрерывно снизу в точке t0.

Теперь предположим, что выполнено условие (Ĉ−). Для произвольного ε > 0 опре-
делим такое множество W(t0) ∈ T (t0), что для любого x ∈ X, если ηx(t0) = 0, то
ηx(t) < ε(α−β) при всех t ∈ W(t0). Для любого t ∈ W (t)∩W(t) и для любого ξ0 ∈ Coin(t0)

согласно теореме 2.1 существует ξ ∈ Coin(t) такой, что

ρ(ξ, ξ0) ≤
1

α− β
d
(
ϕ(ξ0, t), ψ(ξ0, t)

)
=

1

α− β
ηξ0(t) < ε.

Таким образом, Coin(t0) ⊂ OX(Coin(t), ε), т. е. многозначное отображение Coin является
h -полунепрерывным снизу в точке t0 .

В заключение предположим, что выполнено условие (Ĉ+). Покажем, что в этом случае
многозначное отображение Coin : W (t0) ⇒ X является h -полунепрерывным сверху в
точке t0. Для любого ε > 0 определим множество W(t0) ∈ T (t0) такое, что если для
некоторых x ∈ X, t ∈ W(t0) выполнено ηx(t) = 0, то ηx(t0) < ε(α−β). Тогда для любого
t ∈ W (t) ∩W(t) и для любого ξ ∈ Coin(t) согласно теореме 2.1 существует ξ0 ∈ Coin(t0)

такой, что имеют место соотношения

ρ(ξ, ξ0) ≤
1

α− β
d
(
ϕ(ξ, t0), ψ(ξ, t0)

)
=

1

α− β
ηξ(t0) < ε.

Итак, доказано вложение Coin(t) ⊂ OX(Coin(t0), ε), означающее, что многозначное отоб-
ражение Coin является h -полунепрерывным сверху в точке t0.

З а м е ч а н и е 3.1. Утверждение теоремы 3.1 остается верным, если предположе-
ние замкнутости отображения ψ(·, t) : X → Y при любом t ∈ W (t0) заменить менее
обременительным условием его d -замкнутости в совокупности с соотношением

∀{xi} ⊂ X ∀x ∈ X
(
xi → x и ϕ(x, t) ∈ Limψ(xi, t)

)
⇒ ϕ(x, t) = ψ(x, t).

Из теоремы 3.1 получим утверждение о зависимости от параметра t ∈ T множества
Sol(t) решений уравнения

ψ(x, t) = y0(t), (3.3)
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где y0 : T → Y. Уравнение (3.3) — это уравнение (3.1) с отображением ϕ : X × T → Y,

постоянным по первому аргументу, т. е. ϕ(·, t) = y0(t), t ∈ T.
Определим функционал ηx : T → R+ соотношением (3.2), которое для рассматривае-

мого здесь уравнения принимает вид

ηx(t) = d
(
y0(t), ψ(x, t)

)
. (3.4)

Применяя к уравнению (3.3) теорему 3.1, получаем следующее утверждение.

Следствие 3.1. Пусть метрическое пространство X является полным, заданы
α > 0 и t0 ∈ T. Пусть существует такое множество W (t0) ∈ T (t0), что выполне-
ны условия: при любом t ∈ W (t0) справедливо infx∈X d

(
y0(t), ψ(x, t)

)
< +∞; при любых

x ∈ X, t ∈ W (t0) имеет место включение

(x, y0(t)) ∈ Covα
[
ψ(·, t), X

]
;

отображение ψ(·, t) : X → Y является замкнутым. Тогда при любом t ∈ W (t0) мно-
жество Sol(t) решений уравнения (3.3) не пусто и замкнуто в X. Кроме того, мно-
гозначное отображение Sol : W (t0) ⇒ X, при выполнении для семейства функционалов
(3.4) условия (C−), является полунепрерывным снизу в точке t0, при выполнении усло-
вия (Ĉ−) — h -полунепрерывным снизу в точке t0, а при выполнении условия (Ĉ+) —
h -полунепрерывным сверху в точке t0.

Близкий следствию 3.1 результат был получен в [24].
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