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Аннотация. В статье исследуется включение, в котором многозначное отображение дей-
ствует из метрического пространства (X, ρ) во множество Y с расстоянием d. Это рас-
стояние удовлетворяет только первой аксиоме метрики: d(y1, y2) равно нулю тогда и
только тогда, когда y1 = y2. Расстояние не обязано быть симметричным и удовлетво-
рять неравенству треугольника. Для пространства (Y, d) определены простейшие понятия
(шара, сходимости, расстояния от точки до множества), а для многозначного отображе-
ния G : X ⇒ Y введены множества накрывания, липшицевости и замкнутости. В этих
терминах (позволяющих адаптировать к отображениям со значениями в (Y, d) классиче-
ские условия накрывания, липшицевости и замкнутости отображений метрических про-
странств и ослабить такие условия) формулируется теорема о разрешимости включения
F (x, x) 3 ŷ и дается оценка отклонения в пространстве (X, ρ) множества решений от
заданного элемента x0 ∈ X. Основными условиями полученного утверждения являются
принадлежность при любом x из некоторого шара пары (x, ŷ) множеству α -накрывания
отображения F (·, x) и множеству β -липшицевости отображения F (x, ·), где α > β. До-
казательство соответствующего утверждения основано на построении последовательно-
стей {xn} ⊂ X и {yn} ⊂ Y, удовлетворяющих соотношениям

yn ∈ F (xn, xn), ŷ ∈ F (xn+1, xn), αρ(xn+1, xn) ≤ d(ŷ, yn) ≤ βρ(xn, xn−1).

Также в статье получены достаточные условия устойчивости решений рассматриваемого
включения к изменениям многозначного отображения F и элемента ŷ.

Ключевые слова: метрика, расстояние, включение, существование решения, накрываю-
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Abstract. The article deals with an inclusion in which a multivalued mapping acts from a
metric space (X, ρ) into a set Y with distance d. This distance satisfies only the first axiom
of the metric: d(y1, y2) is equal to zero if and only if y1 = y2. The distance does not have to
be symmetric or to satisfy the triangle inequality. For the space (Y, d), the simplest concepts
(of a ball, convergence, the distance from a point to a set) are defined, and for a multivalued
map G : X ⇒ Y, the sets of covering, Lipschitz and closedness are introduced. In these terms
(allowing us to adapt the classical conditions of covering, Lipschitz property and closedness of
mappings of metric spaces to the maps with values in (Y, d) and to weaken such conditions),
a theorem on solvability of the inclusion F (x, x) 3 ŷ is formulated, and an estimate for the
deviation in the space (X, ρ) of the set of solutions from a given element x0 ∈ X is given.
The main conditions of the obtained statement are the following: for any x from some ball,
the pair (x, ŷ) belongs to the α -covering set of the mapping F (·, x) and to the β -Lipschitz
set of the mapping F (x, ·), where α > β. The proof of the corresponding statement is based
on the construction of the sequences {xn} ⊂ X and {yn} ⊂ Y satisfying the relations

yn ∈ F (xn, xn), ŷ ∈ F (xn+1, xn), αρ(xn+1, xn) ≤ d(ŷ, yn) ≤ βρ(xn, xn−1).

Also, in the paper, we obtain sufficient conditions for the stability of solutions of the considered
inclusion to changes in the multivalued mapping F and in the element ŷ.
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Введение

Теории накрывающих отображений нормированных и метрических пространств, ее
приложениям к экстремальным задачам посвящены работы Е.Р. Авакова, А.В. Арутю-
нова, Б.Д. Гельмана, А.В. Дмитрука, А.Д. Иоффе, Е.С. Жуковского, С. Е. Жуковского,
А.А. Милютина, Б.С. Мордуховича, В.В. Обуховского, Н.П. Осмоловского, В.М. Тихо-
мирова, А. Удерзо, Т.Н. Фоменко и других авторов. Приведем краткое описание некото-
рых работ, наиболее близких по тематике к данному исследованию.

Более 40 лет назад А.А. Милютиным доказана теорема, утверждающая, что сумма α -
накрывающего и β -липшицева отображений, действующих из метрического пространства
X в линейное метрическое пространство Y, при α > β есть α − β -накрывающее отоб-
ражение (см. [1]). Это утверждение играет важную роль в теории экстремума для оценки
расстояния от произвольной точки x ∈ X до уровня G−1(y) отображения G : X → Y. Ра-
бота А.В. Арутюнова [2] открыла возможности использования накрывающих отображений
в теории уравнений и включений, включая исследования точек совпадения отображений,
действующих из метрического пространства X в метрическое пространство Y. Точкой
совпадения отображений ψ, ϕ : X → Y называют x ∈ X, удовлетворяющий уравнению
ψ(x) = ϕ(x). Важно, что в [2] рассмотрены не только «обычные», но и многозначные отоб-
ражения. Для многозначных отображений Ψ,Φ : X ⇒ Y точка совпадения — это элемент
x ∈ X такой, что Ψ(x)∩Φ(x) 6= ∅. Согласно теореме Арутюнова, если одно из отображений
α -накрывающее, а второе — β -липшицево и α > β, то точка совпадения существует. Рас-
пространению и приложениям теоремы Арутюнова посвящены многие работы (см. [3–6]
и библиографию этих работ). Существование точки совпадения при условиях локального
накрывания и липшицевости отображений Ψ,Φ доказано в [7]; условия устойчивости то-
чек совпадения к малым изменениям отображений исследованы в [8,9]. В работах [10–12]
получены утверждения о нелинейных липшицевых возмущениях накрывающих отображе-
ний метрических пространств, а именно рассмотрено уравнение F (x, x) = ŷ относительно
неизвестного x ∈ X, где отображение F : X ×X → Y предполагается α -накрывающим
по первому аргументу и β -липшицевым по второму. Аналогичные результаты для много-
значных отображений получены в [13].

В процитированных работах результаты о накрывающих отображениях применялись
к исследованию неявных дифференциальных и интегральных уравнений и включений.
В связи с исследованиями систем различных функциональных уравнений, краевых за-
дач, задач управления и экстремальных задач возникла потребность в распространении
результатов о накрывающих отображениях на пространства с обобщенными метриками.
В [14–16] определен аналог свойства накрывания для отображений, действующих в про-
странствах с векторнозначными метриками, и для таких отображений получены утвер-
ждения о липшицевых возмущениях. В [17] доказана теорема о точках совпадения отобра-
жений в (q1, q2) -квазиметрических пространствах. Распространению утверждений о непо-
движных точках и точках совпадений на отображения f -квазиметрических пространств
посвящены работы [18, 19]. В [20–23] рассмотрена задача о липшицевых возмущениях на-
крывающих отображений, действующих из метрического пространства в пространство с
расстоянием, удовлетворяющим лишь аксиоме тождества.

В данной работе исследуется задача о липшицевых возмущениях многозначных на-
крывающих отображений, действующих из метрического пространства в пространство с
расстоянием, удовлетворяющим лишь аксиоме тождества.
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1. Основные понятия

Будем обозначать R+ = [0,+∞), R+ = [0,+∞]. Дополним «обычную» упорядочен-
ность вещественных чисел отношением +∞ > r, справедливым при любом r ∈ R+.

Пусть X — метрическое пространство с метрикой ρ : X × X → R+. Обозначим
BX(x0, r) = {x ∈ X : ρ(x0, x) ≤ r} — замкнутый шар в X с центром в точке x0 ∈ X

радиуса r ∈ R+ (естественно полагаем, что BX(x0,+∞) = X при любом x0 ).
Пусть также задано множество Y 6= ∅. Расстоянием в Y называют отображение

d : Y × Y → R+ такое, что

∀y1, y2 ∈ Y d(y1, y2) = 0 ⇔ y1 = y2. (1.1)

В отличие от метрики, расстояние может быть несимметричным (т. е. для некоторых
y1, y2 ∈ Y возможно, что d(y1, y2) 6= d(y2, y1) ) и может не удовлетворять неравенству
треугольника (т. е. для некоторых y1, y2, y3 ∈ Y возможно, что d(y1, y3) � d(y1, y2) +

d(y2, y3) ).
Как и в метрическом пространстве, в пространстве с расстоянием определим замкну-

тый шар формулой BY (y0, r) = {y ∈ Y : d(y0, y) ≤ r}. Определим еще и понятие сходи-
мости в пространстве с расстоянием. А именно, будем говорить, что последовательность
{yi} ⊂ Y сходится к элементу y ∈ Y и писать yi → y, если d(y, yi) → 0. В отличие
от метрического пространства, в пространстве с расстоянием предел последовательности
может быть не единственным, а из сходимости d(y, yi) → 0 не следует «симметричная»
сходимость d(yi, y)→ 0.

Определим расстояние в Y от элемента y ∈ Y до множества V ⊂ Y формулой

dist(y, V ) = inf
v∈V

d(y, v).

Ниже рассматриваются включения с многозначными отображениями, действующими
из метрического пространства X в пространство Y, наделенное расстоянием. Напомним,
что многозначным называется отображение G : X ⇒ Y, сопоставляющее любому x ∈ X
некоторое непустое множество G(x) ⊂ Y. Пусть задано множество U ⊂ X и числа α > 0,

β ≥ 0. Для характеристики необходимых в нашем исследовании свойств многозначного
отображения G : X ⇒ Y определим следующие множества:

Cl[G;U ]=
{

(x, y)∈ X×Y : ∀{xn} ⊂ U xn → x, ∀yn ∈ G(xn) yn → y ⇒ y ∈ G(x)
}
,

Covα[G;U ]=
{

(x, y)∈ X×Y : ∀z∈ G(x) ∃u∈ U y∈ G(u), ρ(x, u)≤ d(y, z)

α
, ρ(x, u)<∞

}
,

Lipβ[G;U ]=
{

(x, y) ∈ X×Y : ∀u∈ U y∈ G(u) ⇒ ∃z∈ G(x) d(y, z) ≤ βρ(x, u)
}
,

которые будем называть, соответственно, множествами замкнутости, α -накрывания и
β -липшицевости многозначного отображения G относительно U. Соответствующие
множества для однозначных отображений метрических пространств были введены в [24],
а в [20,22] эти определения были распространенные на однозначные отображения, действу-
ющие из метрического пространства в пространство с расстоянием. Предлагаемое опреде-
ление распространяет определение [20,22] на многозначные отображения.
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Отметим, что для определенных здесь множеств замкнутости, α -накрывания и β -
липшицевости многозначного отображения G выполнено следующее соотношение:

∀U,U ⊂ X U ⊂ U ⇒

Cl[G;U ] ⊃ Cl[G;U ], Covα[G;U ] ⊂ Covα[G;U ], Lipβ[G;U ] ⊃ Lipβ[G;U ]. (1.2)

2. Включение с отображениями, действующими из метрического
пространства в множество, снабженное расстоянием

Пусть заданы многозначное отображение F : X×X ⇒ Y и элемент ŷ ∈ Y. Рассмотрим
включение

G(x) := F (x, x) 3 ŷ (2.1)

с неизвестным x ∈ X. Сформулируем условия его разрешимости.

Теорема 2.1. Пусть метрическое пространство X является полным, α > β ≥ 0,

ε > 0, x0 ∈ X и

R :=
1

α− β
dist
(
ŷ, F (x0, x0)

)
<∞. (2.2)

Предположим, что для любого x ∈ U := BX

(
x0, (1 + ε)R

)
выполнены включения

(x, ŷ) ∈ Covα[F (·, x);X], (x, ŷ) ∈ Lipβ[F (x, ·);U ], (x, ŷ) ∈ Cl[G;U ].

Тогда в шаре U существует решение включения (2.1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если элемент x0 является решением включения (2.1), то
утверждение теоремы, очевидно, справедливо. Поэтому будем предполагать, что x0 не
удовлетворяет рассматриваемому включению.

В силу определения расстояния в пространстве Y от точки до множества существует
элемент y0 ∈ Y такой, что

d(ŷ, y0) ≤ (1 + ε)dist
(
ŷ, F (x0, x0)

)
.

Покажем, что существуют две последовательности {xn}∞n=0 ⊂ X и {yn}∞n=0 ⊂ Y такие,
что при любом n = 1, 2, . . . выполнены условия:

yn ∈ F (xn, xn), ŷ ∈ F (xn+1, xn),

αρ(xn+1, xn) ≤ d(ŷ, yn) ≤ βρ(xn, xn−1),

ρ(xn+1, x0) ≤
αn+1 − βn+1

αn+1(α− β)
d(ŷ, y0).

(2.3)

Будем доказывать это утверждение методом математической индукции. Но прежде
всего отметим, что в оценке расстояния ρ(xn, x0) в заключительном соотношении (2.3)
имеем

αn − βn

αn(α− β)
d(ŷ, y0) ≤ R.

Таким образом, для элементов определяемой здесь последовательности при любом n бу-
дет выполнено xn ∈ U.
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Сначала проверим соотношения (2.3) при n = 1. Очевидно, выполнено x0 ∈ U, по-
этому (x0, ŷ) ∈ Covα[F (·, x0);X]. Из этого включения следует существование элемента
x1 ∈ X такого, что

ŷ ∈ F (x1, x0), ρ(x1, x0) ≤
1

α
d(ŷ, y0) < R.

Так как x1 ∈ U, имеем (x1, ŷ) ∈ Lipβ[F (x1, ·);U ], таким образом, существует y1 ∈ F (x1, x1)

такой, что справедливо неравенство
d(ŷ, y1) ≤ βρ(x1, x0).

И, повторяя рассуждения для x1 ∈ U, получаем (x1, ŷ) ∈ Covα[F (·, x1);X], вследствие
чего существует элемент x2 ∈ X такой, что

ŷ ∈ F (x2, x1), ρ(x2, x1) ≤
1

α
d(ŷ, y1) ≤

β

α
ρ(x1, x0).

Из последнего неравенства получаем

ρ(x2, x0) ≤ ρ(x2, x1) + ρ(x1, x0) ≤
( β
α

+ 1
)
ρ(x1, x0) ≤

β + α

α2
d(ŷ, y0) =

β2 − α2

α2(β − α)
d(ŷ, y0).

Итак, для n = 1 соотношения (2.3) выполнены.
Предположим, что соотношения (2.3) справедливы для всех натуральных n ≤ k, в

частности, при n = k имеем:
yk ∈ F (xk, xk), ŷ ∈ F (xk+1, xk),

αρ(xk+1, xk) ≤ d(ŷ, yk) ≤ βρ(xk, xk−1),

ρ(xk+1, x0) ≤
αk+1 − βk+1

αk+1(α− β)
d(ŷ, y0) < R.

В силу принятых предположений, поскольку xk+1∈ U, имеем (xk+1, ŷ) ∈ Lipβ[F (xk+1, ·);U ]

и (xk+1, ŷ) ∈ Covα[F (·, xk+1);X]. Согласно первому из этих включений найдется элемент
yk+1 ∈ Y такой, что

yk+1 ∈ F (xk+1, xk+1), d(ŷ, yk+1) ≤ βρ(xk+1, xk).

А согласно второму — существует xk+2 ∈ X, удовлетворяющий соотношениям

ŷ ∈ F (xk+2, xk+1), ρ(xk+2, xk+1) ≤
1

α
d(ŷ, yk+1).

Таким образом,

ρ(xk+2, xk+1) ≤
1

α
d
(
ŷ, yk+1)

)
≤ β

α
ρ
(
xk+1, xk

)
.

Так как аналогичное соотношение ρ(xn+1, xn) ≤ α−1βρ
(
xn, xn−1

)
справедливо при любом

натуральном n ≤ k, получаем

ρ(xk+2, xk+1) ≤
βk+1

αk+1
ρ(x1, x0) ≤

βk+1

αk+2
d(ŷ, y0).

Следовательно, имеем

ρ(x0, xk+2) ≤ ρ(x0, xk+1) + ρ(xk+1, xk+2)

≤ αk+1 − βk+1

αk+1(α− β)
d(ŷ, y0) +

βk+1

αk+2
d(ŷ, y0) =

αk+2 − βk+2

αk+2(α− β)
d(ŷ, y0)).

Итак, для n = k + 1 все соотношения (2.3) выполнены.
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Покажем, что последовательность {xn} является фундаментальной. При любых нату-
ральных n,m, n < m имеем

ρ(xn, xm) ≤ ρ(xn, xn+1) + ρ(xn+1, xn+2) + · · ·+ ρ(xm−1, xm)

≤ 1

α

m−1∑
i=n

βi

αi
d(ŷ, y0) ≤

βn

αn
1

α− β
d(ŷ, y0).

Таким образом, для произвольного ε > 0, полагая

N = log β
α

ε(α− β)

d(ŷ, y0)
,

получим, что при всех натуральных n,m, m > n > N выполнено неравенство

ρ(xn, xm) < ε.

Фундаментальная последовательность {xn} ⊂ U в полном пространстве X сходится
к некоторой точке x̂ ∈ U. Из неравенства

d(ŷ, yn) ≤ βρ(xn+1, xn)

следует сходимость d(ŷ, yn)→ 0. А так как (x, ŷ) ∈ Cl[G;U ], то ŷ ∈ G(x). �

Отметим, что использование в теореме 2.1 понятия множества замкнутости Cl[G;U ]

многозначного отображения G позволяет существенно ослабить требования непрерыв-
ности или замкнутости G на множестве U, традиционные для теорем о неподвижных
точках (см. [18]), теорем о точках совпадения (см. [2, 16, 17, 25]) и теорем о более общих
операторных уравнениях и включениях (см. [11, 13, 15]). В частности, для замкнутости
однозначного отображения необходимо, чтобы любая сходящаяся последовательность его
значений имела единственный предел, но для многих обобщенно метрических пространств
ситуация единственности предела не типична (см. [17,18]).

Из доказанной здесь теоремы 2.1 в случае, если пространство Y метрическое, следует
результат о возмущениях многозначного накрывающего отображения, полученный в [13].
Для однозначных отображений, действующих из метрического пространства в простран-
ство с расстоянием, из теоремы 2.1 выводятся утверждения, полученные в [20–23], а также
соответствующие результаты [10–12] об отображениях метрических пространств.

3. Устойчивость решений включения к изменениям порождающего
отображения и правой части

Здесь мы получим достаточные условия разрешимости включения, полученного из
включения (2.1) изменениями многозначного отображения F : X × X ⇒ Y и элемента
ŷ ∈ Y, а также сходимости решений последовательности «возмущенных» включений к
решению включения (2.1) при сходимости в некотором смысле последовательности изме-
ненных отображений Fi : X×X ⇒ Y к отображению F и сходимости последовательности
элементов ŷi ∈ Y к элементу ŷ.

Итак, пусть для любого натурального i заданы элемент ŷi ∈ Y и многозначное отоб-
ражение Fi : X ×X ⇒ Y. Рассмотрим включение

Gi(x) := Fi(x, x) 3 ŷi (3.1)

относительно неизвестного x ∈ X. Пусть также задано решение ξ включения (2.1).



34 В. Мерчела

Теорема 3.1. Пусть метрическое пространство X является полным, при любом
i = 1, 2, . . . заданы αi > βi ≥ 0. Предположим, что существует такое δ > 0, что при
всех i для любого x ∈ Uδ := BX

(
ξ, δ
)

выполнены включения

(x, ŷi) ∈ Covα[Fi(·, x);X], (x, ŷi) ∈ Lipβ[Fi(x, ·);Uδ], (x, ŷi) ∈ Cl[Gi;Uδ].

Тогда, если имеет место сходимость

Ri :=
1

αi − βi
dist
(
ŷi, Fi(ξ, ξ)

)
→ 0, (3.2)

то найдется номер I, начиная с которого при любом i > I включение (3.1) обладает
таким решением ξi, что ξi → ξ (в метрическом пространстве X ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Определим номер I так, чтобы при всех i > I было вы-
полнено неравенство Ri < δ/3. Выберем ε = 1/2 и определим шар Ui := BX

(
ξ, (1 + ε)Ri

)
.

Очевидно выполнено соотношение

Ui ⊂ BX

(
ξ, δ/2

)
⊂ Uδ.

В силу соотношений (1.2), из предположений доказываемого утверждения следует, что
при каждом i > I для любого x ∈ Ui выполнены включения

(x, ŷi) ∈ Covα[Fi(·, x);X], (x, ŷi) ∈ Lipβ[Fi(x, ·);Ui], (x, ŷi) ∈ Cl[Gi;Ui].

Таким образом, включение (3.1) удовлетворяет всем условиям теоремы 2.1 (если пола-
гать x0 = ξ ). Согласно теореме 2.1 в шаре Ui существует решение ξi включения (3.1).
Так как последовательность радиусов (1 + ε)Ri шаров Ui при i → ∞ сходится к нулю,
получаем ξi → ξ. �

Отметим, что близкие утверждения об устойчивости решений уравнений и точек сов-
падения к малым изменениям отображений в случае, когда оба пространства X и Y

метрические, получены в [8,9].
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