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Аннотация. В работе получено утверждение о минимуме графика отображения, действу-
ющего в частично упорядоченных пространствах. В доказательстве этого утверждения
используется теорема о минимуме отображения в частично упорядоченном пространстве
из статьи [A.V. Arutyunov, E. S. Zhukovskiy, S. E. Zhukovskiy. Caristi-like condition and the
existence of minima of mappings in partially ordered spaces // Journal of Optimization Theory
and Applications. 2018. V. 180. Iss. 1, 48–61]. Также в данной работе показано, что это
утверждение является аналогом вариационных принципов Экланда и Бишора–Фелпса —
эффективных инструментов исследования экстремальных задач для функционалов, за-
данных на метрических пространствах. А именно, полученное в данной работе утвержде-
ние, примененное к частично упорядоченному пространству, созданному из метрического
пространства введением в нем аналогов отношения порядка Бишопа–Фелпса, равносильно
классическим вариационным принципам Экланда и Бишора–Фелпса.
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Abstract. In this paper, an assertion about the minimum of the graph of a mapping acting
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Введение

Пусть R = R ∪ {+∞}, (X, ρ) — полное метрическое пространство, U : X → R — соб-
ственный функционал (т. е. {x ∈ X : U(x) 6= +∞} 6= ∅ ), который полунепрерывен снизу
и ограничен снизу. Сформулируем необходимые в данной работе вариационные принципы
нелинейного анализа.

Следующее утверждение называют вариационным принципом Экланда.

Теорема 0.1 (см. [1]). Для любых ε > 0, λ > 0 и для любого x0 ∈ X такого, что

U(x0) ≤ ε+ inf
x∈X

U(x),

существует x ∈ X, удовлетворяющий неравенствам

U(x) ≤ U(x0), ρ(x, x0) ≤ λ, (0.1)

∀x 6= x U(x) +
ε

λ
ρ(x, x) > U(x). (0.2)

Теперь приведем вариационный принцип Бишопа–Фелпса.

Теорема 0.2 (см., например, теорему 2.1 в [2]). Для произвольного c > 0 и любого
x0 ∈ X такого, что U(x0) < +∞, существует x ∈ X, удовлетворяющий неравенствам

U(x) + cρ(x0, x) ≤ U(x0), (0.3)

∀x 6= x U(x) + cρ(x, x) > U(x). (0.4)

В [3] было доказано, что вариационные принципы Экланда и Бишопа–Фелпса экви-
валентны полученной в [4] теореме о достижении минимума функционала U, если этот
функционал удовлетворяет следующему условию

∃k > 0 ∀x ∈ X U(x) 6= inf
z∈X

U(z) ⇒ ∃x′ ∈ X\{x} U(x′) + kρ(x′, x) ≤ U(x). (0.5)

Условие (0.5) называют условием типа Каристи, оно аналогично неравенству, введенному
Дж. Каристи в качестве условия существования неподвижных точек (см. [5]). С использо-
ванием [4, теорема 3] в работе [6] были определены классы неограниченных снизу функ-
ций, для которых оказываются справедливыми утверждения вариационных принципов
Экланда и Бишопа–Фелпса, и эти результаты были применены к исследованию липши-
цевых отображений. Результаты [4] были развиты в [7] применительно к функционалам,
зависящим от параметров.

В работе [8] результаты [4] были распространены на отображения, действующие из
одного частично упорядоченного пространства в другое, и для таких отображений бы-
ли получены условия достижения минимальных значений. Естественно, возник вопрос:
можно ли из теоремы [8] получить утверждение, которое играло бы в анализе отображе-
ний частично упорядоченных пространств роль, аналогичную роли принципа Экланда.
В данной статье предлагается такое утверждение.
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1. Основной результат

1.1. Вариационные принципы в частично упорядоченном пространстве

Пусть заданы частично упорядоченные пространства X = (X,�) и Y = (Y,�) и
отображение U : X → Y. Напомним, что отображение U называют строго изотонным на
множестве X0 ⊂ X, если для любых x, x′ ∈ X0 таких, что x′ ≺ x выполнено U(x′) ≺
U(x). Будем обозначать через MinY — множество минимальных элементов пространства
Y, то есть

∀y ∈ MinY ∀y ∈ Y y ⊀ y.

В [8] определено следующее условие, названное условием типа Каристи (для частично
упорядоченных пространств):

(K) для любого x ∈ X, если U(x) /∈ MinY, то существует такой x′ ∈ X, что

x′ ≺ x, U(x′) ≺ U(x). (1.1)

Сформулируем полученное в работе [8] утверждение о достижении отображением
U : X → Y минимальной точки пространства Y.

Теорема 1.1 (см. [8]). Пусть выполнены условие (K) и условие

(S) произвольная бесконечная цепь S ⊂ X, сужение на которую отображения U яв-
ляется строго изотонным, имеет нижнюю границу w ∈ X, удовлетворяющую
неравенству U(w) ≺ U(x) при всех x ∈ S, x 6= w.

Тогда
U(X) ∩MinY 6= Ø,

и более того, для любого x0 ∈ X существует такой x ∈ X, x � x0, что

U(x) ∈ MinY, (1.2)
U(x) � U(x0). (1.3)

Теперь приведем основной результат данной работы, который можно считать анало-
гом вариационных принципов Экланда и Бишопа–Фелпса для частично упорядоченных
пространств, и который тесно связан с теоремой 1.1.

Определим на графике gphU =
{(
x, U(x)

)}
⊂ X × Y отображения U : X → Y

отношение порядка, полагая для любых (x, y) ∈ gphU, (x′, y′) ∈ gphU выполненным
строгое неравенство (x′, y′) ≺ (x, y) тогда и только тогда, когда x′ ≺ x и y′ ≺ y.

Теорема 1.2. Пусть выполнено условие (S). Тогда для любого x0 ∈ X существует
x ∈ X такой, что x � x0 и (

x, U(x)
)
∈ Min gphU. (1.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Включение (1.4) означает, что при любом x ∈ X выполнено(
x, U(x)

)
⊀

(
x, U(x)

)
. Таким образом, включение (1.4) будет выполнено тогда и только

тогда, когда

∀x ∈ X x ⊀ x или U(x) ⊀ U(x). (1.5)



238 З.Т. Жуковская, Т.В. Жуковская, О.В. Филиппова

Определим подпространство X0 =
{
x ∈ X : x � x0

}
частично упорядоченного про-

странства X. Сужение отображения U : X → Y на подпространство X0 будем обозна-
чать символом U0. Заметим, что из выполнения условия (S) для исходного отображения
U : X → Y следует, что его сужение U0 : X0 → Y также удовлетворяет условию (S).

Рассмотрим две взаимоисключающие ситуации: отображение U0 удовлетворяет усло-
вию (K) и не удовлетворяет этому же условию (K). Вначале, пусть условие (K) выполнено.
Тогда, согласно теореме 1.1, существует x � x0 такой, что справедливо (1.2), то есть для
любого x ∈ X0 имеем U0(x) ⊀ U0(x). Эти соотношения означают, что если x � x0,

то и для исходного отображения U выполнено U(x) ⊀ U(x). Поэтому в данном случае
существует x, для которого соотношение (1.5) выполнено.

Пусть теперь отображение U0 не удовлетворяет условию (K). Это означает, что суще-
ствует x ∈ X0 такой, что U0(x) /∈ MinY и для любого x ∈ X0 выполнено x ⊀ x или
U0(x) ⊀ U0(x). Таким образом, определен элемент x ∈ X, x � x0, для которого x ⊀ x

или U(x) ⊀ U(x) при всех x ∈ X0. Если же x /∈ X0, то очевидно x ⊀ x. Итак, и в этом
случае существует x, для которого соотношение (1.5) выполнено. �

1.2. Связь с принципом Экланда в метрическом пространстве

Использование порядка, предложенного Бишопом и Фелпсом (см. [9, теорема 7.5.1]),
позволяет устанавливать взаимосвязь между на первый взгляд далекими результатами
анализа в метрических и частично упорядоченных пространствах. Здесь мы применим
эту идею, чтобы показать как из теоремы 1.2 выводится «классический» принцип Экланда
(для отображений метрических пространств).

Итак, пусть X
.
= (X, ρ) — полное метрическое пространство и задан собственный

функционал U : X → R, являющийся ограниченным снизу и полунепрерывным снизу.
Пусть также заданы числа ε > 0, λ > 0 и элемент x0 ∈ X такой, что

U(x0) ≤ ε+ inf
x∈X

U(x). (1.6)

Зададим на X порядок соотношением

x2 � x1 ⇔
ε

λ
ρ(x1, x2) ≤ U(x1)− U(x2). (1.7)

В работе [8] показано, что при таком определении порядка в X отображение U, действу-
ющее из (X,�) в R, удовлетворяет условию (S).

Из теоремы 1.2 следует, что существует x ∈ X, x � x0, удовлетворяющий соотноше-
нию (1.5). Неравенство x � x0 означает, что

ε

λ
ρ(x, x0) ≤ U(x0)−U(x). Отсюда, учитывая

(1.6), получаем
ε

λ
ρ(x, x0) ≤ ε+ inf

x∈X
U(x)−U(x) ≤ ε. Следовательно, выполнено ρ(x, x0) ≤ λ

и U(x) ≤ U(x0), то есть оба неравенства (0.1) справедливы.
В рассматриваемых упорядоченных пространствах для любых x ∈ X, x 6= x, соотно-

шение (1.5) записывается в виде
ε

λ
ρ(x, x) � U(x)− U(x) или U(x) ≮ U(x).

Полученные соотношения равносильны совокупности неравенств
ε

λ
ρ(x, x) > U(x)− U(x) или U(x) ≥ U(x).
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В этой совокупности из второго неравенства, очевидно, следует первое. Действительно,

U(x) ≥ U(x) ⇒ U(x)− U(x) ≤ 0 <
ε

λ
ρ(x, x) при x 6= x.

Таким образом, доказано, что при всех x 6= x выполнено
ε

λ
ρ(x, x) > U(x)−U(x), то есть

установлена справедливость неравенства (0.2).
Итак, теорема 0.1 — вариационный принцип Экланда доказана.

1.3. Связь с принципом Бишопа–Фелпса в метрическом пространстве

В заключение продемонстрируем, как из теоремы 1.2 выводится теорема 0.2 — вариа-
ционный принцип Бишопа–Фелпса.

Как и в предыдущем пункте, здесь X
.
= (X, ρ) — полное метрическое пространство,

U : X → R — собственный функционал, являющийся ограниченным снизу и полунепре-
рывным снизу. Пусть заданы число c > 0 и элемент x0 ∈ X, такой, что U(x0) < +∞.
Зададим на X порядок соотношением

x2 � x1 ⇔ cρ(x1, x2) ≤ U(x1)− U(x2). (1.8)

При таком определении порядка в X отображение U, действующее из (X,�) в R, удо-
влетворяет условию (S) (см. [8]).

Из теоремы 1.2 следует, что существует x ∈ X, x � x0, удовлетворяющий соотноше-
нию (1.5). Неравенство x � x0 означает, что cρ(x, x0) ≤ U(x0) − U(x), и таким образом,
справедливо неравенство (0.3) в утверждении теоремы 0.2.

Соотношение (1.5) для рассматриваемых упорядоченных пространств означает, что
при любом x ∈ X, x 6= x, выполнено

cρ(x, x) � U(x)− U(x) или U(x) ≮ U(x),

то есть любой x ∈ X, x 6= x, удовлетворяет совокупности неравенств

cρ(x, x) > U(x)− U(x) или U(x) ≥ U(x).

В этой совокупности из второго неравенства, очевидно, следует первое. Таким образом
доказано, что при любом x ∈ X, x 6= x, неравенство (0.4) выполнено.

Итак, принцип Экланда доказан.
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