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Оптимальные оценки количества звеньев
базисных горизонтальных ломаных

для 2-ступенчатых групп Карно
с горизонтальным распределением коранга 1
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Аннотация. Доказано, что для 2-ступенчатой группы Карно Dn с горизонтальным рас-
пределением коранга 1, dimDn = n + 1, минимальное число NXDn

такое, что любые две
точки u, v ∈ Dn можно соединить базисной горизонтальной k -ломаной (ломаной, состо-
ящей из k звеньев) L

XDn
k (u, v), k ≤ NXDn

, не превосходит n + 2. Построены примеры
групп Dn, для которых NXDn

= n+ i, i = 1, 2. Здесь XDn
= {X1, . . . , Xn} — набор базис-

ных левоинвариантных горизонтальных векторных полей алгебры Ли группы Dn, а звено
ломаной L

XDn
k (u, v) имеет вид exp(asXi)(w), s ∈ [0, s0], a = const.
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Optimal estimates of the number
of links of basis horizontal broken lines for 2-step Carnot groups with

horizontal distribution of corank 1
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Abstract. For a 2-step Carnot group Dn, dimDn = n + 1, with horizontal distribution of
corank 1, we proved that the minimal number NXDn

such that any two points u, v ∈ Dn

can be joined by some basis horizontal k -broken line (i.e. a broken line consisting of k links)
L
XDn
k (u, v), k ≤ NXDn

, does not exeed n + 2. The examples of Dn such that NXDn
= n + i,

i = 1, 2, were found. Here XDn
= {X1, . . . , Xn} is the set of left invariant basis horizontal

vector fields of the Lie algebra of the group Dn, and every link of L
XDn
k (u, v) has the form

exp(asXi)(w), s ∈ [0, s0], a = const.
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Введение

Рассмотрим связное гладкое многообразие M, dimM = N и C∞ -гладкие вектор-
ные поля XM = {X1, . . . , Xm}, m < N, удовлетворяющие условию Хермандера на M
(субриманово многообразие). Векторные поля X1, . . . , Xm и подрасслоение HM ⊂ TM,

натянутое на X1, . . . , Xm, называются горизонтальными. Абсолютно непрерывная кри-
вая γ = γ(s) : [0, s0] → M называется горизонтальной, если γ̇(s) ∈ HM(γ(s)) почти
всюду. Хорошо известна следующая

Теорема 0.1 (Рашевский–Чоу [1,2]). Любые две точки u, v ∈M могут быть соеди-
нены некоторой горизонтальной кривой γ ⊂M, состоящей из конечного числа отрезков
интегральных линий горизонтальных векторных полей X1, . . . , Xm.

Отметим следующий более точный (по сравнению с теоремой 0.1) результат.

Теорема 0.2. [2] Любые две точки u, v ∈M могут быть соединены горизонтальной
кривой в M, состоящей не более чем из 2N отрезков интегральных линий горизонталь-
ных векторных полей X1, . . . , Xm.

Расстояние Карно–Каратеодори на M определяется как

dcc(u, v) = inf{lM(γ) | γ — горизонтальная кривая, соединяющая u, v};

длина lM(γ) абсолютно непрерывной кривой γ = γ(s), s ∈ [0, s0], определяется при
помощи скалярного Риманова произведения обычным способом. Пара (M, dcc) называет-
ся пространством Карно–Каратеодори [1–3]. Важнейшим частным случаем пространств
Карно–Каратеодори являются группы Карно G [3–5].

В контексте теорем 0.1, 0.2 кривую, состоящую из отрезков интегральных линий гори-
зонтальных векторных полей X1, . . . , Xm, естественно называть (горизонтальной) лома-
ной. При этом, при выбранном базисе XM горизонтального подрасслоения HM, также
естественно определять горизонтальную ломаную как кривую, состоящую из отрезков ин-

тегральных линий горизонтальных векторных полей вида
m∑
i=1

aiXi, ai = const.

О п р е д е л е н и е 0.1. Пусть Y = {Y1, . . . , Yr} — гладкие векторные поля, опреде-
ленные на некоторой области U ⊂ RN . Положим

aJY =
r∑
j=1

ajYj, aJ = (a1, . . . , ar) ∈ Rr, ai = const.

Обозначим через exp(aJY )(u), u ∈ U, точку интегральной линии exp(saJY )(u), s ≥ 0,

горизонтального векторного поля aJY, соответствующую значению s = 1; для простоты
мы полагаем, что выражение exp(aJY )(u) корректно определено для каждого вектора
aJ . По индукции определим k -ломаную Lk(x0, xk), состоящую из k сегментов Ii,

i = 1, . . . , k, ( имеющую k звеньев ) и k+1 вершин в точках x0, . . . , xk с началом в точ-
ке x0 и концом в точке xk :

Lk(x0, xk) =
k⋃
i=1

Ii, Ii =
⋃

s∈[0,1]

exp(saJiY )(xi−1), exp(aJiY )(xi−1) = xi, |aJi | 6= 0. (0.1)
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Если в (0.1) мы рассматриваем только такие aJ , где всего лишь одна компонента не
равна 0, то такие ломаные мы будем называть Y -базисными и использовать в этом случае
обозначение LYk (x0, xk).

В серии работ [6–9] была исследована задача о нахождении минимального числа NM
такого, что любые две точки x, y ∈M соединяются горизонтальной k -ломаной, k ≤ NM :

для серии групп Карно G были найдены значения величины NG, и полученные резуль-
таты показывают, что значение 2N из теоремы 0.2 здесь не оптимально. Но, с другой
стороны, подходы работ [6–9] основаны на определении 0.1, тогда как теоремы 0.1, 0.2
доказываются для горизонтальных ломаных вида LXM

k .

Пусть NXM — минимальное натуральное число такое, что любые две точки x, y ∈ M
соединяются горизонтальной ломаной LXM

k , где k ≤ NXM . В настоящей работе для ка-
нонических 2-ступенчатых групп Карно Dn с горизонтальным распределением коранга 1

мы установили, что NXDn
≤ n+2, где XDn — базис горизонтальных левоинвариантных век-

торных полей (базис Якоби) группы Dn (теорема 3.1, следствие 3.1); здесь dimDn = n+1,

n ≥ 2. Отметим, что из общих соображений следует, что NXDn
≥ n+1. При этом для групп

Гейзенберга Hk
α, k ∈ N, (частный случай групп Dn ) мы получили, см. теоремы 2.1, 2.2,

что

NXHkα
=

{
4, k = 1,

2k + 1, k > 1.

Полученные результаты интересно сопоставить со следующим фактом: NDn = 3 для лю-
бого n ≥ 2 [7].

Группы Карно Dn являются предметом специального исследования в геометрическом
анализе, см., например, [10]. В работе [11] были найдены точные значения константы q2
в обобщенном неравенстве треугольника для Box-квазиметрик групп Dn; точные значения
константы q2 играют существенную роль в получении точных оценок в теоремах о точ-
ках совпадения липшицевых и накрывающих отображений в (q1, q2) -квазиметрических
пространствах [12–14].

Полученные в теоремах 2.1, 2.2, 3.1 результаты говорят о том, что универсальная оцен-
ка теоремы 0.2 в контексте настоящей работы не является оптимальной даже при том,
что класс горизонтальных ломаных (определение 0.1) был сужен до класса «базисных»
горизонтальных ломаных. Из доказательства теоремы 2.2 вытекает, что для любой вы-
деленной точки M0 ∈ Dn почти все точки M ∈ Dn, M0 6= M, могут быть соединены
с M0 базисными горизонтальными k -ломаными, k ≤ n + 1. Совершенно правдоподоб-
но выглядит гипотеза о том, что для любой выделенной точки M0 ∈ G почти все точки
M ∈ G, M0 6=M, могут быть соединены с M0 базисными горизонтальными k -ломаными,
k ≤ dimG.

1. Предварительные замечания

В наших рассмотрениях мы будем определять группы Карно как канонические груп-
пы Ли. Канонической N -мерной группой Ли [15, Глава IV] называется аналитическая
группа Ли G такая, что ее экспоненциальное отображение Exp : RN → G является
тождественным; таким образом, любой элемент x ∈ G однозначно определяется коорди-
натной записью x = (x1, . . . , xN), точка OG = (0, . . . , 0) (начало координат RN ) является
нейтральным элементом, x−1 = (−x1, . . . ,−xN), групповая операция PG

x x
′ = x · x′ для

любых x, x′ ∈ G (левый сдвиг элемента x′ на элемент x ) определяется посредством
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формулы Кэмпбелла–Хаусдорфа, а таблица коммутаторов определяется на базисных еди-
ничных векторах {ei}i=1,...,N of RN . Значения базисных левоинвариантных векторных
полей (поля Якоби [4, Section 1.2.2]) {Xi}i=1,...,N алгебры Ли V канонической группы Ли
G в произвольной точке x ∈ G определяется как

(X1, . . . , XN)(x) =
∂PG

x x
′

∂x′
∣∣
x′=0

, x′ = (x′1, . . . , x
′
N).

Мы имеем exp(s
N∑
i=1

x′iXi)(x) = PG
x sx

′ = x · (sx′), s ∈ [0, s0]. Поэтому нам достаточно до-

казывать теоремы о соединимости горизонтальнми ломаными только пар точек OG и M,

где M — произвольная точка рассматриваемой группы Карно G.

2. Горизонтальные ломаные на группах Гейзенберга Hα
n

n -группа Гейзенберга Hn
α определяется в стандартном евклидовом пространстве R2n+1

с системой координат (x1, y1, . . . , xn, yn, t), индуцированной координатным репером

(OHnα , e1, e2, . . . , e2n−1, e2n, e2n+1),

при помощи следующей таблицы коммутаторов{
[e2j−1, e2j] = αe2n+1, j = 1, . . . , n, α > 0,

[ej, e2n+1] = 0, j = 1, . . . , 2n.
(2.1)

Используя формулу Кэмпбелла–Хаусдорфа [16, Лекция 6] и таблицу (2.1), мы получа-
ем следующее аналитическое выражение левого сдвига P

Hnα
w w′ произвольного элемента

w′ = (x′1, y
′
1, . . . , x

′
n, y

′
n, t
′) ∈ Hn

α на произвольный элемент w = (x1, y1, . . . , xn, yn, t) ∈ Hn
α :

PHnα
w w′ = w · w′ =

(
x1 + x′1, y1 + y′1, . . . , xn + x′n, yn + y′n, t+ t′ +

α

2

n∑
i=1

(xiy
′
i − x′iyi)

)
. (2.2)

Используя (2.2), мы получаем выражения для базиса левоинвариантных векторных
полей группы Hn

α в каждой точке (x1, y1, . . . , xn, yn, t) :

Xi = e2i−1 −
α

2
yie2n+1, Yi = e2i +

α

2
xie2n+1, T = e2n+1,

где i = 1, . . . , n. Левоинвариантные векторные поля {X1, Y1, . . . , Xn, Yn} — горизонталь-
ные; полагаем XHnα = {X1, Y1, . . . , Xn, Yn}.

Теорема 2.1.
10 Любая точка M = (x0, y0, t0) ∈ H1

α, x
2
0+y

2
0 6= 0, соединяется с началом координат

OH1
α

некоторой базисной горизонтальной k -ломаной, где k ≤ 3;

20 любая точка M = (0, 0, z0) ∈ H1
α, t0 6= 0, соединяется с началом координат OH1

α

некоторой базисной горизонтальной 4 -ломаной.

Д о к а з а т е л ь с т в о. 10 Мы имеем

(a, 0, 0)(0, b, 0)(c, 0, 0) =
(
a+ c, b,

α

2
b(a− c)

)
.



ОПТИМАЛЬНЫЕ ОЦЕНКИ КОЛИЧЕСТВА ЗВЕНЬЕВ 249

Пусть (
a+ c, b,

α

2
b(a− c)

)
= (x0, y0, t0), (2.3)

тогда
x0 = a+ c, y0 = b, z0 =

α

2
y0(2a− x0). (2.4)

Пусть y0 6= 0 — фиксированное число. Тогда, произвольно меняя a при фиксированном
x0, из (2.4) мы получаем, что t0 может принимать любое значение. Таким образом, для
любой точки M = (x0, y0, t0) ∈ H1

α, y0 6= 0, найдутся числа a, b, c такие, что выполня-
ется (2.3). Откуда вытекает, что найдется горизонтальная базисная k -ломаная, k ≤ 3,

соединяющая OH1
α
и M.

Аналогично доказывается, что для любой точки M ′ = (x0, y0, t0) ∈ H1
α, x0 6= 0, най-

дутся числа a, b, c такие, что

(0, a, 0)(b, 0, 0)(0, c, 0) =
(
b, a+ c,

α

2
b(c− a)

)
=M ′.

Откуда вытекает, что найдется горизонтальная базисная k -ломаная, k ≤ 3, соединяющая
OH1

α
и M ′.

П. 20 вытекает из следующего очевидного тождества

(a, 0, 0)(0, b, 0)(−a, 0, 0)(0,−b, 0) = (0, 0, αab).

При этом несложно убедиться в том, что не существует базисной горизонтальной k -ло-
маной, k < 4, соединяющей точки OH1

α
и M = (0, 0, t0) ∈ H1

α, t0 6= 0.

Теорема 2.2.
10 Любая точка M = (x01, y

0
1, . . . , x

0
n, y

0
n, t0) ∈ Hn

α, (x01)
2 + (y01)

2 + . . .+ (x0n)
2
0 + (y0n)

2 6= 0,

соединяется с началом координат OHnα некоторой базисной горизонтальной k -ломаной,
где k ≤ 2n+ 1;

20 любая точка M = (0, . . . , 0, t0) ∈ Hn
α, t0 6= 0, соединяется с началом координат

OHnα некоторой базисной горизонтальной 4 -ломаной.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточно рассмотреть случай H2
α, откуда с очевидностью

вытекает и общий случай.

10 Мы имеем

exp(y01Y1) ◦ exp(x01X1)(OH2
α
) = (x01, y

0
1, 0, 0,

α

2
x01y

0
1) =M ′

1.

Теперь пусть y02 6= 0. Тогда, используя рассуждения п. 10 из теоремы 2.1, мы получаем,
что для любых x02, t0 найдутся числа a, b, c такие, что

exp(cX2)◦exp(bY2)◦exp(aX2)(M
′
1) = (x01, y

0
1, x

0
2, y

0
2,
α

2
y02(2a−x02)+

α

2
x01y

0
1) = (x01, y

0
1, x

0
2, y

0
2, t0).

Аналогично проводятся рассуждения для x02 6= 0.

Случай точки M = (x01, y
0
1, 0, 0, t0) вытекает из теоремы 2.1.

П. 20 доказывается так же, как и п. 20 из теоремы 2.1.
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3. Горизонтальные ломаные на 2-ступенчатых группах Карно Dn

с горизонтальным распределением коранга 1

Каноническая 2-ступенчатая группа Dn с горизонтальным распределением коранга 1

в стандартном евклидовом пространстве Rn+1 с системой координат (x1, . . . , xn, t) и ко-
ординатным репером (ODn , e1, . . . , en, en+1) определяется при помощи следующей таблицы
коммутаторов

[ei, ej] = αijen+1,

n∑
i,j=1

α2
ij 6= 0, (3.1)

все остальные возможные коммутаторы e1, . . . , en+1 равны 0. Пусть x = (x1, . . . , xn, t),

x = (x′1, . . . , x
′
n, t
′). Используя формулу Кэмпбелла–Хаусдорфа [16, Лекция 6], при помо-

щи (3.1) мы получаем

PDn
x x′ = x · x′ =

(
x1 + x′1, . . . , xn + x′n, t+ t′ +

∑
i,j=1,...,n, i<j

αij
2
(xix

′
j − xjx′i)

)
.

Значения базисных левоинвариантных векторных полей X1, . . . , Xn, T группы Dn в каж-
дой точке u = (x1, . . . , xn, t) определяются как

(X1, . . . , Xn, T )(u) =
∂PDn

u (x′1, . . . , x
′
n, t
′)

∂(x′1, . . . , x
′
n, t
′)

∣∣∣
(x′1,...,x

′
n,t

′)=(0,...,0)
.

Левоинвариантные векторные поля {X1, . . . , Xn} — горизонтальные; полагаем XDn =

{X1, . . . , Xn}.

Теорема 3.1.
10 Любая точка Mt0 = (0, . . . , 0, t0) ∈ Dn, t0 6= 0, соединяется с началом координат

ODn некоторой базисной горизонтальной 4 -ломаной.
20 Любая точка M = (x01, . . . , x

0
n, t0) ∈ Dn, (x01)

2 + . . . + (x0n)
2 6= 0, соединяется

с началом координат ODn некоторой базисной горизонтальной k -ломаной, где k ≤ n+2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. 10 Пусть, например, α12 6= 0. Тогда п. 10 вытекает из сле-
дующего тождества

exp(−sX2) ◦ exp(−sX1) ◦ exp(sX2) ◦ exp(sX1)(ODn) = exp(s2T )(ODn).

20 Обозначим α = (α11, α12, . . . , αn−1,n), (x̂0)τ = (x01, . . . , x
0
n). Мы имеем

exp(bX1) ◦ exp(x0nXn) ◦ . . . ◦ exp(x02X2) ◦ exp(aX1)(ODn)

=
(
b+ a, x02, . . . , x

0
n, f1 +

(a− b)
2

n∑
i=2

α1ix
0
i

)
=
(
b+ a, x02, . . . , x

0
n, f1 + (a− b)P1(α, x̂

0)
)
, (3.2)

где выражение f1 не зависит от a, b. Приравнивая правую часть (3.2) к (x01, . . . , x
0
n, t0),

мы получаем x
0
1 = a+ b,

t0 = f1 +
(x01−2b)

2

n∑
i=2

α1ix
0
i .
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Если
n∑
i=2

α1ix
0
i 6= 0, то, меняя b произвольным образом, мы получаем, что t0 принимает

произвольные значения из R.
Теперь предположим, что

n∑
i=2

α1ix
0
i = 0. Мы имеем

exp(bX2) ◦ exp(x0nXn) ◦ . . . exp(x03X3) ◦ exp(x01X1) ◦ exp(aX2)(ODn)

=
(
x01, b+ a, x03, . . . , x

0
n, f2 +

(a− b)
2

(
− α12x

0
1 +

n∑
i=3

α2ix
0
i

))
=
(
x01, b+ a, . . . , x0n, f1 + (a− b)P2(α, x̂

0)
)
, (3.3)

где f2 не зависит от a, b. Приравнивая правую часть (3.3) к (x01, . . . , x
0
n, t0), мы получаемx

0
2 = a+ b,

t0 = f2 +
(x02−2b)

2

(
− α12x

0
1 +

n∑
i=3

α2ix
0
i

))
.

Если −α12x
0
1 +

n∑
i=3

α2ix
0
i 6= 0, то, меняя b произвольным образом, мы получаем, что t0

принимает произвольные значения из R.
Далее по аналогии будем рассматривать композиции

exp(bXi) ◦ . . . ◦ exp(x0i+1Xi+1) ◦ exp(x0i−1Xi−1) ◦ . . . ◦ exp(x01X1) ◦ exp(aXi)(ODn),

где i = 3, . . . , n.

В результате мы получаем, что любая точка M = (x01, . . . , x
0
n, t0) ∈ Dn, (x01)

2 + . . . +

(x0n)
2 6= 0, для которой выполняется

P 2
1 (α, x

0) + . . .+ P 2
n(α, x

0) 6= 0,

может быть соединена с ODn некоторой горизонтальной k -ломаной, где k ≤ n+ 1.

Теперь предположим, что вектор x̂0 таков, что

Pi(α, x̂
0) = 0, i = 1, . . . , n. (3.4)

Условия (3.4) можно записать в следующем виде
0

0
...
0

 =


0 α12 α13 . . . α1n

−α12 0 α23 . . . α2n

... . . . . . . . . .
...

−α1n −α2n . . . . . . 0



x01
x02
...
x0n

 ⇔ ~0 = Ax̂0.

Заметим, что матрица A кососимметрическая, и хорошо известно, что dim Ker A ≤ n−2.
Таким образом, в рассматриваемой ситуации мы имеем x̂0 ∈ Ker A. Но тогда найдется
базисный вектор ei ∈ Rn и число s0 > 0 такие, что

x̂0 + s0ei /∈ Ker A.

Действительно, если, например, α12 6= 0, то подойдет вектор e2. Тогда рассмотрим точку
M1 = exp(s0X2)(M), M = (x̂0, t0). Так как первые n координат совпадают с x̂0 + s0ei,
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то из предыдущих рассуждений мы получаем, что точка M1 соединяется с ODn базис-
ной горизонтальной k -ломаной, где k ≤ n + 1. Поэтому точка M соединяется с ODn
горизонтальной k -ломаной, где k ≤ n+ 2.

Теперь посмотрим на конструкцию подходящих базисных горизонтальных ломаных
немного по-другому. Пусть, например, α12 6= 0. И пусть x02 6= 0. Тогда

exp(bX1) ◦ exp(x02X2) ◦ exp(aX1) ◦ exp(x0nXn) ◦ . . . ◦ exp(x03X3)(ODn)

= (a+ c, x02, . . . , x
0
n, f

′ +
α12

2
x20(a− b))

= (x01, x
0
2, . . . , x

0
n, f

′ +
α12

2
x20(x

0
1 − 2b)),

где f ′ зависит от x01, . . . , x0n, и не зависит от b. Тогда, меняя b произвольно, x01 = a+b мы
получаем, что для любой точки Mx02

= (x01, x
0
2, . . . , xn, t0) ∈ Dn, x

0
2 6= 0, α12 6= 0, найдется

базисная горизонтальная k -ломаная, k ≤ n + 1, соединяющая точки ODn и Mx02
. Точно

так же доказывается, см. теорему 2.1, что для любой точки Mx01
= (x01, x

0
2, . . . , xn, t0) ∈ Dn,

x01 6= 0, α12 6= 0, найдется базисная горизонтальная k -ломаная, k ≤ n + 1, соединяю-
щая точки ODn и Mx02

. Теперь рассмотрим случай, когда x01 = x02 = 0, t0 6= 0, αij = 0

для всех (ij) 6= (12), α12 6= 0. В этом случае горизонтальная (n + 2) -ломаная строит-
ся следующим образом: сначала мы соединяем точки ODn и exp(t0T )(ODn) при помощи
горизонтальной 4 -ломаной из п. 10, далее строим горизонтальную (n− 2) -ломаную, со-
единяющую точки с координатами (0, . . . , 0, t0) и (0, 0, x03, . . . , x

0
n, t0), используя тот факт,

что в рассматриваемой ситуации мы имеем

exp(x0n) ◦ . . . ◦ exp(x03X3) ◦ exp(t0T )(ODn) = (0, 0, x03, . . . , x
0
n, t0).

Теорема 3.1 доказана.

Следствие 3.1. Если группа Dn такова, что α12 6= 0 и αij = 0 для всех (ij) 6= (12)

(к таким группам относится, в частности, группа H1
α ), то NXDn

= n+ 2.

Следствие 3.2. Почти все точки группы Dn соединяются с началом координат ODn
базисными горизонтальными k -ломаными, где k ≤ n+ 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В доказательстве теоремы 3.1 мы получили, что все точки
M = (x01, . . . , x

0
n, t0) ∈ Dn, (x01)

2+ . . .+(x0n)
2 6= 0, (x01, . . . , x

0
n) /∈ Ker A, соединяются с ODn

некоторой базисной горизонтальной (n+ 1) -ломаной.
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