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1. ВВЕДЕНИЕ
Теория дифференциальных уравнений и 

уравнений в частных производных на стратифи-
цированных множествах является относительно 
новым направлением современной математики. 
Систематические исследования дифференци-
альных уравнений на геометрических графах, 
представляющих собой одномерные стратифи-
цированные множества, были начаты в конце 
80-х годов и в настоящее время им посвяще-
на огромная литература (см., например, [1, 2]). 
Уравнения в частных производных на страти-
фицированных множествах более высокой раз-
мерности изучены гораздо хуже. Началом иссле-
дований в этой области можно считать работу 
Р.  Куранта [3], в которой рассмотрены колеба-
ния мембраны с приклеенным многоугольником 
из струн. Однако систематические исследования 
начались значительно позже и прогресс был до-
стигнут благодаря введению понятия стратифи-
цированной меры и дифференциальных опера-
торов, связанных с ней (см. [1, 4]).

Многие факты теории эллиптических урав-
нений получили свои аналоги для уравнений на 
стратифицированных множествах. Среди них 
лемма о нормальной производной [1], принцип 
максимума [5, 6, 7], оценки нормы Гельдера [8], 
неравенство Харнака [9], теорема о среднем [10] 
и т.д.

Описание устранимых особенностей реше-
ний дифференциальных уравнений с частными 
производными в заданном функциональном 
классе традиционно привлекает внимание боль-
шого числа исследователей. Классическим ре-
зультатом в этом направлении является теорема 
Карлесона об устранимости относительно зам-
кнутого множества нулевой 2-емкости, в частно-
сти, относительно замкнутого множества конеч-
ной ( 2)n − -меры Хаусдорфа, для ограниченных 
гармонических функций на области эвклидова 
пространства Rn (см., например, [11]).

В данной работе приводится аналог этой 
теоремы для ограниченных гармонических 
функций в смысле “мягкого лапласиана” на 
стратифицированном множестве с плоскими 
внутренними стратами.

Основной результат утверждает, что относитель
но замкнутое множество конечной ( 2)n − -меры 
Хаусдорфа является устранимым для ограничен-
ных гармонических функций на n-мерном стра-
тифицированном множестве, удовлетворяюще-
му условию “усиленной прочности”. Для n = 2 
ранее в работе [12] была установлена устрани-
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мость 0 -мерных страт (вершин) для гармониче-
ских функций на 2 -мерном стратифицирован-
ном множестве.

2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ
Под стратифицированным множеством Ω  

мы понимаем связное подмножество эвклидо-
ва пространства RN , состоящее из конечного 
числа попарно непересекающихся связных под-
многообразий (без края), называемых страта-
ми. Множество всех страт обозначим через Σ , а 
сами страты через σkj : 

�
�

= .
�

�
kj

kj
�
∪

Первый индекс показывает размерность страты, 
а второй является номером страты данной раз-
мерности. Предполагаются выполненными сле-
дующие требования на взаимные примыкания 
страт: 

•	 замыкание σkj  каждой страты компактно, 
а ее граница ∂σ σ σkj kj kj= \  является объедине-
нием некоторых страт в Σ ; 

•	 для любых двух страт � �kj mi, � �  пересече-
ние замыканий σ σkj mi∩  либо пусто, либо со-
стоит из некоторых страт набора Σ . 

Всюду далее соотношение σ σkj mi≺  означает 
� �kj mi� � . В этом случае мы говорим, что стра-
ты примыкают друг к другу.

Множество Ω , как подмножество RN , насле-
дует его стандартную топологию; все топологи-
ческие понятия, встречающиеся далее, предпо-
лагаются отнесенными к данной топологии.

Множество Ω  предполагается представлен-
ным в виде объединения � �� �� �  (“внутрен-
ности” и “границы”), в котором Ω�  — связное 
открытое подмножество Ω , состоящее из неко-
торых страт из Σ  и удовлетворяющее равенству 
Ω Ω� = , а оставшаяся часть �� � �� �= \  ока-
зывается тогда топологической границей мно-
жества Ω� .

Определения стратифицированного множе-
ства и относящихся к нему понятий в более об-
щей ситуации можно найти в [1]. Эти определе-
ния, в значительной степени, инспирированы 
работой [13].

В данной статье все внутренние страты пред-
полагаются плоскими в следующем смысле: ка-
ждая страта �kj � ��  является подобластью 

некоторого k -мерного аффинного подпро-
странства RN .

Множество � � �  назовем µ -измеримым, 
если каждое пересечение � �kj �  измеримо в 
смысле k -мерной меры Лебега на σkj . Нетрудно 
заметить, что множество MΩ  всех µ -измеримых 
множеств является σ -алгеброй на Ω . Страти-
фицированная мера ��  на Ω  (точнее на MΩ ) 
определяется формулой: 

� � � �
�

�
�

( ) = ( ),

kj

k
kj

�
�

в которой � �k
kj( )  обозначает k -мерную меру 

Лебега множества � � �kj kj= � . Измеримость 
функции f : � � R  определяется стандартно: f  
является µ -измеримой, если лебеговы множе-
ства L c X f X cf ( ) = { : ( ) }� ��  принадлежат MΩ  
при всех c ∈ R . Нетрудно заметить, что интеграл 
Лебега µ -измеримой функции по µ -измеримо-
му множеству ω  сводится к сумме 

� � �

� �� � �
�

f d f d

kj kj

k
�

�

= .

Мы часто будем опускать Ω  в обозначении ��,  
надеясь, что стратифицированное множество 
однозначно определяется контекстом.

Обозначение 
�

�C1( )Ω  далее применяется к 
пространству касательных векторных полей F  
на Ω�, сужения 

�
F

ki
|σ  которых на каждую страту 

�ki � ��  принадлежат пространству C kj
1( )σ .

Дивергенция векторного поля 
� �

F C� 1( )�  в точ-
ке X kj� �� ��  задается формулой: 

� � � � � � � �
�

�
� � � � �

�

F X F X F Xk

k i kj

i i( ) = ( ) ( 0 ) ,

1� �

� �

где суммирование проводится по всем ( 1)k + - 
мерным стратам �k i�1 , примыкающим к σkj.  
Здесь ∇k  в правой части обозначает оператор 
обычной, k -мерной, дивергенции, применен-
ный к сужению 

�
F kj|  на страту σkj , �νi  — единич-

ная внутренняя нормаль к σkj  в �k j�1  в точке 
X , а 

� �
F X i( 0 )� � �  — предел 

�
F Y( )  при Y k i� �� 1 , 

стремящемся к X  изнутри страты � �k i kj�1 � .
Так определенная дивергенция является точ-

ным аналогом классической. Можно показать, 
что, как и в обычной ситуации, дивергенция 
� �
�

F X( ), является плотностью потока векторно-
го поля 

�
F  в точке X , отнесенной к стратифици-

рованной мере.
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Для достаточно гладкой скалярной функции 
u  градиент ∇u  является касательным векторным 
полем (в этом случае ∇u  представляет собой про-
сто набор градиентов сужений u  на страты), поэ-
тому естественно определить лапласиан на страти-
фицированном множестве посредством формулы 
�u u= ( )� � � . Так определенный лапласиан часто 
называют “жестким”. В данной работе мы рассма-
триваем только так называемый “мягкий” лапла-
сиан, определяемый следующим образом.

Страта σkj  называется свободной, если она 
не примыкает ни к какой страте большей раз-
мерности. Мягкий лапласиан функции u  на Ω� 
определяется равенством 

��u p u= ( ),� � �

где p = 1  на свободных стратах, p = 0  на осталь-
ных стратах.

Явное выражение мягкого лапласиана в точ-
ках свободных страт совпадает с обычным ла-
пласианом.

Если же страта σkj  не является свободной, 
но существуют свободные страты � �k i kj�1 � , то 
тогда в точке X kj� �  выражение для мягкого ла-
пласиана имеет следующий вид: 

��
� �

�

u X u X

k i kj

i i( ) = ( 0 ) ,

1� �

� �
�

� � � � �

в котором суммирование распространяется на 
все свободные страты � �k i kj�1 � .

Наконец, если страта не является свободной 
и не примыкает ни к каким свободным стратам 
на единицу большей размерности, то на такой 
страте ∆�u = 0  автоматически.
Определение 1. Для открытого множества 
U � ��  обозначим через C U�

loc
2

( )  множество 
функций u U: → R , удовлетворяющих следующим 
условиям: 

•	 u  непрерывна на U , 
•	 для каждой свободной страты σni  сужение 

u U ni
| ��  дважды непрерывно дифференцируемо, 

а градиент ∇u  этого сужения имеет непрерывное 
продолжение в каждую точку X U n j� � �� 1  любой 
внутренней страты �n j�1 , примыкающей к σni. 

Функция u U: → R  называется гармониче-

ской на U , если u C U∈ � loc
2

( )  и u  удовлетворяет 
уравнению 

∆�u X( ) = 0

для всех X U∈ . 

Как отмечалось во введении, для эллиптиче-
ских уравнений на стратифицированных мно-
жествах получены аналоги многих результатов 
из теории таких уравнений на областях эвкли-
дова пространства. Для результатов настоящей 
работы ключевую роль играют аналоги теоремы 
о среднем и неравенства Харнака.

Шар B X X d X X rr ( ) = { : ( , ) < }0 0�� , относи-
тельно внутренней метрики d( , )⋅ ⋅  на Ω, называ-
ется допустимым, или, подробнее, открытым ша-
ром допустимого радиуса r > 0  с центром в точке 
X 0 ���, если r  меньше расстояния от X 0  до всех 
страт, замыкания которых не содержат X 0. В этом 
случае множество S X X d X X rr ( ) = { : ( , ) = }0 0��  
называется допустимой сферой. Допустимые 
шары и сферы наследуют естественную страти-
фикацию из Ω . Например, для допустимой сфе-
ры S  все непустые пересечения �kj S� , �kj � �, 
являются ее ( 1)k − -мерными стратами. Страти-
фицированная мера µS  на стратифицированной 
сфере S  определяется также, как на произволь-
ном стратифицированном множестве.

Пусть Ω  — стратифицированное множество, 
у которого все свободные страты имеют одну и 
ту же размерность n . В этом случае p = 1  на всех 
n-мерных стратах и обращается в нуль на всех 
других стратах из Σ .

Для X 0 ���  и допустимой сферы S Xr ( )0  рас-
смотрим среднее значение по сфере: 

M S X u
S X

pudr
r p

Sr X
S( ) =

1
( )

,0
0 ( 0 )

� � � �

где S X pdr p Sr X
S( ) =0

( 0 )� � .
Теорема А (о среднем [10]). Пусть Ω  — страти-
фицированное множество, у которого все свободные 
страты имеют одну и ту же размерность, u  —  
гармоническая функция на Ω�, X 0 ���  и S Xr ( )0  — 
допустимая сфера. Тогда 

M S X u u Xr ( ) = ( ).0 0� �
Замечание 1. Аналогичное утверждение верно, если 
вместо средних по допустимым сферам рассмо-
треть средние по допустимым шарам. 

Следующее утверждение является точным 
аналогом классического неравенства Харнака.
Теорема B ([9]). Пусть Ω  — стратифицированное 
множество, а K  — произвольный компакт в Ω�. 
Тогда для каждой неотрицательной гармонической 
в Ω�  функции u  выполняется неравенство 

X K X K
u X C u X

� �
�sup inf( ) ( )

с константой C C K= ( , )Ω� , не зависящей от u. 
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3. ТЕОРЕМА ОБ УСТРАНИМОЙ 
ОСОБЕННОСТИ

Для стратифицированного множества Ω  обо-
значим через Σk  объединение всех внутренних 
страт размерности k  и обозначим через Σk  объ-
единение всех внутренних страт размерности, не 
превосходящей k : 

� � �k

j
kj k

l

k
l= , = .

=0
∪ ∪�

Назовем Ω  усиленно прочным (размерности n),  
если все свободные страты имеют одну и ту же 
размерность n  и для любой точки X n� �� 2 суще-
ствует такой допустимый радиус r > 0, что мно-
жество B Xr n( ) 2\ � �  связно.

Следующая теорема является основным ре-
зультатом данной статьи.
Теорема 1 (об устранимой особенности). Пусть 
Ω — усиленно прочное стратифицированное мно-
жество размерности n , S � ��  — относительно 
замкнутое подмножество конечной ( 2)n − -меры 
Хаусдорфа и u S: �� \ � R  — ограниченная гар-
моническая функция. Тогда u  можно продолжить 
до гармонической функции на всем Ω�. 

Условие усиленной прочности существенно. 
Рассмотрим, для примера, стратифицированное 
множество Ω  составленное из двух плоских тре-
угольников, имеющих одну общую вершину σ01 
и не имеющих других общих точек (см. рис. 1).  
Положим � ��� = , т. е., Ω Ω� = . Функция u, 
равная 0  на одном треугольнике и 1  на другом, 
является гармонической на � \ �01, но не имеет 
продолжения до гармонической функции на Ω.

Теорема 1 является прямым следствием сле-
дующих двух лемм.
Лемма 1. В условиях теоремы 1 функцию u  можно 
продолжить до ограниченной гармонической функ-
ции на � �� \ n�2. 

Лемма 2. Пусть Ω  — усиленно прочное стра-
тифицированное множество размерности n, а 
u n: 2� �� \ � � R — ограниченная гармоническая 
функция. Тогда u  можно продолжить до гармони-
ческой функции на всeм Ω�. 

Для двумерных стратифицированных мно-
жеств утверждение леммы 2 было ранее установ-
лено в [12].

Лемма 1 выводится из стандартной теоремы 
об устранимых особенностях для ограниченных 
гармонических функций на областях эвклидо-
ва пространства. Доказательство леммы 2 более 
сложно и опирается на вышеприведенные тео-
ремы 1 и 2.
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Пусть гиперэллиптическая кривая C  рода g , определенная над алгебраически замкнутым полем K  
характеристики 0, задана уравнением y f x2 = ( ), где многочлен f x K x( ) [ ]∈  свободен от квадратов и 
имеет нечетную степень 2 1g + . Кривая C  содержит единственную “бесконечную” точку O, которая 
является точкой Вейерштрасса. Существует классическое вложение C( )K  в группу K -точек J K( )  яко-
биева многообразия J  кривой C, отождествляющее точку O  с единичным элементом группы J K( ).  
При 2 5≤ ≤g  в статье явно найдены представители классов бирациональной эквивалентности таких 
гиперэллиптических кривых C  с отмеченной единственной точкой на бесконечности O, что множе-
ство C( ) ( )K J K∩  содержит не менее 6 точек кручения порядка 2 1g + . Ранее было известно, что при 
g = 2 таких классов эквивалентности ровно 5, а при g ≥ 3  была известна верхняя оценка, зависящая 
только от рода g. Мы улучшаем ранее известную верхнюю оценку почти в 36 раз. 

Ключевые слова: гиперэллиптическая кривая, якобиево многообразие, точки кручения, метод Фли-
на-Лепревоста 

DOI: 10.31857/S2686954324040028, EDN: YZPDFK

1. ВВЕДЕНИЕ
Пусть K  — алгебраически замкнутое поле 

характеристики 0  и K ∗  — мультипликатив-
ная группа поля K . Пусть f x K x( ) [ ]∈  — мно-
гочлен степени 2 1g + , не имеющий кратных 
корней. Гладкой плоской афинной кривой 
C y f xf
� : = ( )2  соответствует неособая проек-

тивная кривая C f , являющаяся гиперэллипти-
ческой кривой рода g  с единственной точкой 
“на бесконечности”, которую обозначим ∞ .  
Множество K -точек кривой C f  имеет вид 
C K x y K y f xf ( ) = {( , ) : = ( )} { }0 0

2
0
2

0� � � . Точки 
вида ( ,0) ( )x C Kj f∈  и ∞  являются точками Вей-
ерштрасса кривой C f , где x j  — нули многочлена 
f x( ). Отмеченной гиперэлллиптической кривой не-
четной степени и рода g, определенной над по-
лем K , будем называть пару ( , )C f ∞ .

Известно (см. [1]), что для определенной над 
полем K  отмеченной гиперэлллиптической 
кривой ( , )C O  нечетной степени и рода g  най-
дется многочлен f x K x( ) [ ]∈  степени 2 1g + , не 
имеющий кратных корней, для которого ( , )C O  
бирационально эквивалентна ( , )C f ∞  над K .

Пусть ( , )C O  — определенная над полем K  
отмеченная гиперэлллиптическая кривая не-
четной степени и рода g . Рассмотрим классиче-
ское отображение Альбанезе, сопоставляющее 
каждой точке P K∈ C( )  класс дивизора P −O  в 
группе классов дивизоров степени ноль ∆K C� ( )  
кривой C. Над алгебраически замкнутым по-
лем K  характеристики 0  группу ∆K C� ( ) можно 
отождествить с группой K -точек многообразия 
Якоби (якобиана) J K( )  кривой C. Поэтому су-
ществует вложение C � J , при котором мы мо-
жем рассматривать K -точки кривой C  как их 
образы в J K( ), и, в частности, будем говорить, 
что точка P K∈ C( )  является точкой кручения 
порядка n  в якобиане J , если соответствующий 
класс дивизора имеет порядок n  в якобиане J .

В [2] доказано, что если ( , )C O  — определен-
ная над полем K  отмеченная гиперэллиптиче-
ская кривая нечетной степени и рода g , то не су-
ществует точек кручения P K∈ C( )  порядка n для 
3 2≤ ≤n g. Если точка P K∈ C( )  является точкой 
кручения порядка n g� �2 1, то точка �P P�  так-
же является точкой кручения порядка n, где ι  — 
гиперэллиптическая инволюция.

В недавней статье [3] рассмотрена задача об 
описании множества пар ( , )C O  таких, что ( , )C O  —  
определенная над полем K  отмеченная гипер-

1 Научно-технологический университет “Сириус”, пгт 
Сириус, Краснодарский край, Россия
*E-mail: fedorov.gv@talantiuspeh.ru



11О гиперэллиптических кривых нечетной степени

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ том 518 2024

эллиптическая кривая нечетной степени и рода 
g, и существует d = 2,4,6  или более точек кру-
чения P K∈ C( )  порядка 2 1g +  в якобиане J .  
Множество пар ( , )C O  можно рассматривать с 
точностью до бирациональной эквивалентно-
сти, определенной над полем K . При g = 2  эта 
задача решена в [4], а именно при d = 2,4,6  опи-
сано множество классов бирациональной экви-
валентности пар ( , )C O  путем сопоставления их 
точкам на определенной поверхности.

При g ≥ 2  обозначим Sg  множество классов 
бирациональной эквивалентности пар ( , )C O  
таких, что определенная над полем K  отме-
ченная гиперэллиптическая кривая ( , )C O  со-
держит не менее 6 K -точек кручения поряд-
ка 2 1g +  в ее якобиане J . В [3] доказано, что 

# 9(4 1)
2

2

S g
g

gg � �
�

�
�

�

�
� .

Цель этой работы — ответить на вопрос из 
статьи [3] о явном виде представителей классов 
бирациональной эквивалентности, входящих в 
множество Sg, или доказательстве, что множе-
ство Sg  пусто. В теоремах 1-4 найдены соответ-
ствующие результаты для 2 5≤ ≤g . Отдельно от-
метим теорему 3, в которой доказано, что # = 14S ,  
и явно выписан представитель единственного 
класса бирациональной эквивалентности. Этот 
результат очень неожиданный, поскольку для 
нахождения сооответствующей отмеченной ги-
перэллиптической кривой необходимо было 
решить систему полиномиальных уравнений, в 
которой количество неизвестных больше, чем 
количество переменных (см. предложение 2). 
При g ≥ 6  мы высказываем предположение, что 
множество Sg  пусто. В теореме 5 мы несколько 
улучшаем результат [3] об оценке #Sg, но все же 
мы пока далеки от указанного предположения.

Найденные результаты в теоремах 1-4 можно 
отнести к теоремам о конечности классов опре-
деленных кривых с явным описанием представи-
телей этих классов (см. [5], [6], [7], [8]). Развитые 
в этой статье исследования являются продолже-
нием [3], [9] с применением метода Флина-Ле-
превоста (см. [10], [11], [12]).

2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
При g = 2  в [4] выделены 5 классов бираци-

ональной эквивалентности пар ( , )C O  над алге-
браически замкнутым полем характеристики 0, 
удовлетворяющих указанным выше условиям. 
В теореме 1 мы еще раз независимо доказываем 
этот результат и явно находим представителей 
всех 5 классов.

Теорема 1. Пусть S C y f x jj j2 2,
2

2,= {( , ) : = ( ), = 1, ,5}∞ … 
S C y f x jj j2 2,

2
2,= {( , ) : = ( ), = 1, ,5}∞ … — множество из пяти отмеченных 

гиперэллиптических кривых нечетной степени и 
рода 2, где  

f x x b
i

2,1
5

1( ) = 1 4 , =
5

4
1
4

2 5 5
4

,− − − −
−

f x x b b b

x b b b
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Тогда
•	 для каждого j = 1, ,5…  точки P C j∈ 2,  та-

кие, что x P bj( ) {0, 1, }� � � , являются точками 
кручения порядка 5  в якобиане J Kj2, ( )  соответ-
ствующей кривой ( , )2,C j ∞ ; 

•	 кривые ( , )2,C j ∞  попарно бирационально неэ-
квивалентны над K ; 

•	 если ( , )C O  — определенная над полем K  от-
меченная гиперэллиптическая кривая нечетной сте-
пени и рода 2 , содержащая не менее 6 точек кручения 
порядка 5  в ее якобиане J , то ( , )C O  бирационально 
эквивалентна над K  одной из кривых в S2 . 

В ходе доказательства теоремы 1 при g = 2 
была найдена единственная с точностью до би-
рациональной эквивалентности пара ( , )C O , для 
которой кривая C  является особой. В связи с 
этим, для формулировки следующего результата 
мы используем понятие обобщенного якобиана 
в терминологии [13], [14], [15].
Теорема 2. Пусть ( , ) : = ( )1

2
1C y f x∞  — кубическая 

эллиптическая кривая с отмеченной точкой на бес-
конечности, где f x x x x1

3 2( ) = 20 25 10 1+ + + . Тогда  
•	 две точки P C K∈ 1( )  такие, что x P( ) = 0, 

имеют порядок 3  на эллиптической кривой ( , )1C ∞ ; 
•	 четыре точки P C K∈ 1( )  такие, что x P( )  — 

корень 5 5 1 = 02x x+ + , являются точками круче-
ния порядка 5  в обобщенном якобиане J Km1

( )  кри-
вой ( , )1C ∞ , где m1 1= { : ( ) = 0}P C x P∈ ; 

•	 если ( , )C O  — определенная над полем K  ку-
бическая эллиптическая кривая с отмеченной точ-
кой Вейерштрасса O , на которой существуют не 
менее 4 точек кручения порядка 5  в ее обобщенном 
якобиане Jm, где m = { , }P Pι  для некоторой точки 
P ∈ C, P ≠ O, P P� � , порядка 3  на эллиптической 
кривой ( , )C O , то ( , )C O  бирационально эквива-
лентна над K  отмеченной эллиптической кривой 
нечетной степени ( , )1C ∞ . 

Следующие две теоремы отвечают на вопрос 
из статьи [3] о явном виде представителей клас-
сов бирациональной эквивалентности, входя-
щих в множество Sg  при 3 5≤ ≤g .
Теорема 3. Пусть ( , ) : = ( )4

2
4C y f x∞  — отмечен-

ная гиперэллиптическая кривая нечетной степени 
и рода 4 , где 

f x x x b x b

x b x b

x b

4
9 8 7

6 5

4

( ) = 3 2 12 3

2 10 47 18 8

2 4

− −( ) − −( ) −

− −( ) − −( ) −

− − 771 92 2 19

9
2 11

12
,

3 2( ) + + +( ) +

+ +( ) + +
x x b

x b
b

и b  — любой из корней x x2 1 = 0� � . Тогда 

•	 точки P P C K, ( )4� �  такие, что 
x P b( ) {0, 1, }� � � , являются точками кручения по-
рядка 9  в якобиане J K4( )  кривой ( , )4C ∞ ; 

•	 если ( , )C O  — определенная над полем K  
отмеченная гиперэллиптическая кривая нечетной 
степени и рода 4 , содержащая не менее 6 точек 
кручения порядка 9  в ее якобиане J , то ( , )C O  би-
рационально эквивалентна над K  кривой ( , )4C ∞ . 
Теорема 4. При g = 3  и g = 5  не существует опре-
деленных над полем K  отмеченных гиперэллипти-
ческих кривых ( , )Cg ∞  нечетной степени и рода g,  
содержащих 6  точек кручения порядка 2 1g +  в со-
ответствующем якобиане J Kg ( ) . 

Доказательство теорем 1-4 опирается на ал-
горитмический подход, который мы описыва-
ем в § 4, а также на символьные компьютерные 
вычисления, реализованные на языке програм-
мирования Python с применением системы ком-
пьютерной алгебры Sympy и выполненные на 
персональном компьютере. При g ≥ 6  в связи 
с большим объемом вычислений для получения 
подобных результатов необходимы более серьез-
ные компьютерные мощности.

3. ВЕРХНЯЯ ОЦЕНКА
Пусть K  — алгебраически замкнутое поле 

характеристики 0  и g ≥ 2. Пусть определенная 
над полем K  отмеченная гиперэллиптическая 
кривая ( , )C O  нечетной степени и рода g  содер-
жит три пары ( , )P Pj jι , j = 1,2,3, точек кручения 
порядка 2 1g +  в ее якобиане J . Без ограни-
чения общности (см. [1]), можем считать, что 
( , ) = ( , )C O C f ∞  и x P( ) = 01 , x P( ) = 12 − , x P b( ) =1 − ,  
где b K� �, b ≠ 1.

По теореме 1 [4] существуют такие многоч-
лены v v v K x1 2 3, , [ ]∈ , что deg v gj ≤ , j = 1,2,3 , и 
справедлива система уравнений 

	

v x f x x

v x f x x

v x f x x

g

g

1
2 2 1

2
2 2 1

3
2

( ) ( ) = ,

( ) ( ) = ( 1) ,

( ) ( ) = (

� �

� � �

� � �

�

�

bb g) .2 1�

	 (1)

Верно и обратное утверждение: если для некото-
рого значения параметра b  существуют много
члены v v v f K x1 2 3, , , [ ]∈ , deg v gj ≤ , j = 1,2,3,  
deg f g= 2 1+ , являющиеся решением систе-
мы (1), и многочлен f  свободен от квадратов, 
то отмеченная гиперэллиптическая кривая 
( , ) : = ( )2C y f xf ∞  нечетной степени и рода g  
содержит не менее 6 различных точек кручения 
порядка 2 1g +  в якобиане J  кривой ( , )C ∞ .
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Обозначим K n2 1+  — круговое поле степени 
2 1n +  и M K Kg g2 1 2 1� �� �  — множество всех 
корней степени 2 1g +  из 1, где g ≥ 2 . Обозначим 
M Mg g2 1 2 1= {1}�

�
� \ . Для некоторого множества 

M  обозначим #M  количество элементов в M . 
Для двух многочленов A x( )  и B x( )  будем писать 
A x B x( ) ( )≡ , если все соответствующие коэффи-

циенты этих многочленов попарно совпадают.
Предложение 1. Для некоторого фиксированного 
значения параметра b K� � , b ≠ 1 , существует 
решение системы (1) относительно неизвестных 
многочленов v v v f K x1 2 3, , , [ ]∈  тогда и только 
тогда, когда для некоторого выбора I L M g, 2 1� �

� ,  
# = # =I L g , существуют значения параметров 
� �, � �K  такие, что соотношение 

	 �� � �� � � �(1 ) (1 ) = (1 ) (1 )� � � � � �t t bt b bt    (2)
справедливо для любого t K∈ , где многочлены 
� � � �( ), ( ), ( ), ( ) [ ]2 1z z z z K zg� �  имеют вид 

	

Φ Φ
Φ

Ψ Ψ

( ) = ( ), ( ) =
1

( 1) ( )
,

( ) = ( ), ( ) =

2 1

z z z
z
z z

z z z
z

I

g

L

ε

ε

ε

ε

∈

+

∈

∏

∏

− −
−

−
22 1 1

( 1) ( )
.

g

z z

+ −
− Ψ

	 (3)

Доказательство. Докажем необходимость. Ис-
ключим из системы (1) многочлен f , тогда 

v v x x

v v x b x

g g

g g

1
2

2
2 2 1 2 1

1
2

3
2 2 1 2 1

= ( 1) ,

= ( ) .

− + −

− + −

+ +

+ +

Первое и второе уравнение разделим на 
x g2 1+  и сделаем замену t x= 1 / , при которой 
v x x u t K tj

g
j( ) / = ( ) [ ]∈ , j = 1,2,3 . Тогда система 

примет вид 

	
u t u t

t
t

u t u t
t

bt

g

g

1
2

2
2 2 1

1
2

3
2 2 1

( ) ( ) =
1

(1 ) 1 ,

( ) ( ) =
1

(1 ) 1

� � �� �
� � �

�

��� �.
	 (4)

В правых частях стоят многочлены от t  степе-
ни 2g, поэтому степени многочленов u t u t1 2( ) ( )±  
и u t u t1 3( ) ( )±  равны g . Выберем I L M g, 2 1� �

� , 
# = # =I L g , и � �, � �K  так, что 

2 ( ) =
1

(1 ) (1 ),

2 ( ) =
1

(1 ) (1 ),

1

2

u t t t

u t t t

�
�

�
�

� �

� �

� � �

� � �

	
2 ( ) = (1 ) (1 ),

2 ( ) = (1 ) (1 ),

1

3

u t
b

bt bt

u t
b

bt bt

�
�

�
�

� �

� �

� � �

� � �
	 (5)

где многочлены � � � �( ), ( ), ( ), ( ) [ ]2 1z z z z K zg� �  
определены как в (3). Приравнивая правые ча-
сти первого и третьего равенств, получаем сле-
дующее условие 

	� �
�

�
� � � �(1 )

1
(1 ) = (1 ) (1 ),� � � � � �t t bt

b
bt  (6)

которое должно быть справедливо для всех t K∈ .  
Поскольку � � 0, то можно уравнение (6) ум-
ножить на µ  и сделать замену � ��= , � � �= / , 
тогда � ��2 =  и справедливо соотношение (2) для 
всех t K∈ .

Докажем достаточность. По известным зна-
чениям параметров � �, � �K , исходя из равенств 
� ��= , � � �= / , значения � �, � �K  восстанав-
ливаются однозначно с точностью до замены 
( , )� �  на ( , )� �� � , поэтому из (2) получаем (6). 
Если значения b K, ,� � � �, b ≠ 1, такие, что со-
отношение (6) справедливо для всех t K∈ , то 
можно однозначно восстановить u u u K t1 2 3, , [ ]∈ ,  
далее v v v K x1 2 3, , [ ]∈ , и, наконец, многочлен 
f K x∈ [ ]. Замена ( , )� �  на ( , )� �� �  меняет знак у 
многочленов u u u1 2 3, ,  и v v v1 2 3, , , а многочлен f  
при этом не меняется. 

Пусть g ≥ 2  и многочлены 
� � � �( ), ( ), ( ), ( ) [ ]2 1z z z z K zg� �  определены как 
в (3) для фиксированного выбора I L M g, 2 1� �

� ,  
# = # =I L g. Обозначим Φ Φk

k= (1)( ) , 

Φ Φk
k

= (1)
( ) , Ψ Ψk

k= (1)( ) , Ψ Ψk
k

= (1)
( ) , при 

k g= 0, ,… . Определим матрицу A b( )  следующим 
образом: 

	 A b b b
k g

k k
k

k
k

k( ) =
0

.� � � �
� �

�

�
�

�

�
� 	 (7)

Лемма 1. Пусть b b K= 0 �
� , b0 1≠ . Если ранг ма-

трицы A b( )0  равен 2 , то существует не более 2 
значений ( , )� � , для которых соотношение (2) спра-
ведливо для любого t K∈ . Если ранг матрицы A b( )0  
равен 1, то таких значений ( , )� �  не существует. 
Доказательство. Элементы k-ой строки матри-
цы A b( )0 , умноженные на t kk / !, в точности со-
впадают с соответствующими k-ыми слагаемы-
ми разложения в ряд Маклорена многочленов 

	 � � � �(1 ), (1 ), (1 ), (1 ).0 0� � � �t t b t b t     (8)

Поэтому линейная зависимость каких-то столб-
цов матрицы A b( )0  равносильна линейной за-
висимости соответствующих многочленов (8) 
с теми же коэффициентами. Следовательно, из 
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справедливости соотношения (2) при некоторых 
значениях b b= , ,0 � �  следует, что ранг матрицы 
A b( )0  не превосходит 3.

Предположим, что ранг матрицы A b( )0  равен 1.  
Значит, � �(1 ) (1 )� � �t t  и � �(1 ) (1 )0 0� � �b t b t ,  
но это противоречит соотношениям 

	
Φ Φ

Ψ Ψ

(1 ) (1 ) = ((1 ) 1) / ,

(1 ) (1 ) = ((1 )

2 1

0 0 0
2 1

+ + + −

+ + +

+

+

t t t t

b t b t b t

g

g −− 1) / .t
    (9)

Предположим, что ранг матрицы A b( )0  ра-
вен 2 , то есть любые три столбца матрицы A b( )0  
линейно зависимы. Рассмотрим последнюю 
строку матрицы A b( )0 : (1,1, , )0 0b bg g . Из (9) имеем 
� �(1 ) (1 )� � �t t  и � �(1 ) (1 )0 0� � �b t b t . Зна-
чит, существует номер 0 1� � �k g  такой, что 
� �k k� , и существуют единственные � �, � K , 
� �� , такие, что 

� �

� �

b t b t b t

b t b

g g

g g
0 0 0

0 0

(1 ) (1 ) (1 ) = (1 ),

(1 ) (1 ) (1

� � �

� �

� � � � �

� � � � tt b t) = (1 ).0� �

�
�
�

��

Для того, чтобы при b b= 0  выполнялось (2) для 
некоторых значений � �0 0,  параметров � �,  не-
обходимо и достаточно 

b b

b b

g

g
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

( ) = ,

((1 ) (1 ) ) = 1.

�� � � � �

� � � �

�

� � �

�
�
�

��

Эта система уравнений относительно � �0 0,  име-
ет не более 2 решений.	 

Положим 

	
A b b b

b b

k g

k k k
k

k
k

k
g g

( ) =

1 1

,

= 1,2, , 1,

0 0 0 0Φ Φ Ψ Ψ
Φ Φ Ψ Ψ

















−…

	 (10)

Обозначим за A bj k, ( )  матрицу, полученную из 
матрицы A bk ( )  вычеркиванием j -го столбца, 
j = 1,2,3,4. При k g= 1, , 1… − , j = 1,2,3,4 опре-
делим многочлены P b A b K bj k j k g, , 2 1( ) = ( ) [ ]det � � .

В следующем предложении мы считаем, что 
любое число является корнем многочлена, тож-
дественно равного нулю.
Предложение 2. 1. Для b b K= 0 �

�, b0 1≠ , суще-
ствуют значения � �0 0, � �K  параметров � �, , для 
которых соотношение (2) справедливо для любого 
t K∈  тогда и только тогда, когда ранг матрицы 

A b( )0  не превосходит 3, и значение b0  является об-
щим корнем многочленов 

	
R b bP b P b

P b P b k g

k k k

k k

( ) = ( ) ( )

( ) ( ), = 1, , 1.

1, 2,

3, 4,

−

− −…
	 (11)

2. При фиксированном b b= 0  существует не бо-
лее δ значений ( , )� � , для которых соотношение (2) 
справедливо для любого t K∈ , где δ = 0, если ранг 
матрицы A b( )0  равен 1, δ = 2, если ранг матрицы 
A b( )0  равен 2, δ = 1, если ранг матрицы A b( )0  равен 3. 
Доказательство. Докажем необходимость 
в пункте 1. Пусть значения b K0 0 0, ,� � � �,  
b0 1≠ , параметров b, ,� �  такие, что соотно-
шение (2) справедливо для любого t K∈ .  
Продифференцируем k  раз соотношение 
(2) и подставим t = 0 , b b= 0 , κ κ= 0 , τ τ= 0 : 
� � � �0 0 0 0 0 0

1=� � � �k k
k

k
k

kb b� � � . Отсюда полу-
чаем линейную зависимость столбцов матрицы 
A b( )0  с набором коэффициентов ( ,1, , )0 0 0 0 0� � � � b .  
Значит, ранг матрицы A b( )0  не превосходит 3 , 
и каждая однородная система линейных уравне-
ний с матрицей A bk ( )0  имеет общее ненулевое 
решение ( ,1, , )0 0 0 0 0� � � �� � b . Заметим, что набор 
	 ( ( ), ( ), ( ), ( ))1, 2, 3, 4,P b P b P b P bk k k k− − 	 (12)
принадлежит множеству решений однородной 
системы линейных уравнений с матрицей A bk ( ),  
поскольку линейная комбинация каждой стро-
ки матрицы A bk ( )  c коэффициентами из этого 
набора есть разложение определителя матрицы, 
составленной из матрицы A bk ( ), дополненной 
соответствующей повторной строкой.

Если при фиксированном k  хотя бы одно из 
значений P bj k, 0( ) , 1 4≤ ≤j , отлично от нуля, то 
ранг матрицы A bk ( )0  равен 3 , и, следовательно, 
размерность пространства решений однородной 
системы линейных уравнений с матрицей A bk ( )0  
равна 1 . В этом случае при b b= 0  набор (12) дол-
жен быть пропорционален ( ,1, , )0 0 0 0 0� � � �� � b , 
откуда получаем, что b0  является корнем R bk ( ).  
Если же при фиксированном k  все значения 
P bj k, 0( ), 1 4≤ ≤j , равны нулю, то при b b= 0 мно-
гочлен R bk ( )  также обращается в ноль.

Докажем достаточность в пункте 1. Пусть b0 яв-
ляется общим корнем всех многочленов (11) при 
k g= 1, , 1… −  и ранг матрицы A b( )0  не превос-
ходит 3 . Если при некотором 1 1� � �k g  имеем 
P bk1, 0( ) = 0, то в силу R bk ( ) = 00  либо P bk3, 0( ) = 0,  
либо P bk4, 0( ) = 0 , следовательно любые три 
столбца матрицы A b( )0  линейно зависимы, то 
есть P bj k, 0( ) = 0  для любого 1 4≤ ≤j . Аналогич-
но, если предположить, что P bj k, 0( ) = 0  при не-
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которых 1 4≤ ≤j , 1 1� � �k g , то P bj k, 0( ) = 0 для 
любого 1 4≤ ≤j .

Предположим, что ранг матрицы A b( )0  ра-
вен 3. Тогда существует номер k , k g= 1, , 1… − ,  
для которого все значения P bj k, 0( ), 1 4≤ ≤j , не 
обращаются в ноль, а набор (12) при b b= 0  с 
точностью до умножения на ненулевой коэф-
фициент является единственным решением од-
нородной системы линейных уравнений с ма-
трицей A b( )0 . Обозначим κ0 3, 0 2, 0= ( ) / ( )P b P bk k , 
�0 0

1
4, 0 2, 0= ( ) / ( )� �b P b P bk k , тогда в силу R bk ( ) = 00  

столбцы матрицы A b( )0  линейно зависимы с 
коэффициентами ( ,1, , )0 0 0 0 0� � � �� � b . А, следо-
вательно и многочлены (8) линейно зависимы с 
этими же коэффициентами.
Случаи, когда ранг матрицы A b( )0  меньше 3 разо-
браны в лемме 1. Предложение 2 доказано.	 

Предположим, что найдены подходящие зна-
чения b K0 0 0, ,� � � �, b0 1≠ , параметров b, ,� �, 
для которых соотношение (2) справедливо для 
всех t K∈ . Опишем, как по этой тройке значе-
ний ( , , )0 0 0b � �  однозначно восстановить мно-
гочлен f x( ), удовлетворяющий системе (1).

Возведем первое соотношение (5) в квадрат, и 
используя �� �= 2, � � �/ = 2, запишем 

	
4 ( ) =

1
(1 )

2
(1 ) 1

(1 ).

1
2

0 0

2

2 1

0 0
2

u t t

t
t

t
g

κ τ

κ τ

Φ

Φ

+ +

+ + − + +
+

	 (13)

Аналогичным образом однозначно восстанав-
ливаются u u2

2
3
2, . Обозначим F t tu tu t tu b tg g( ) = 1 = (1 ) = (1 )1

2
2
2 2 1

3
2

0
2 1� � � � �� �

F t tu tu t tu b tg g( ) = 1 = (1 ) = (1 )1
2

2
2 2 1

3
2

0
2 1� � � � �� � , причем послед-

ние два равенства тождественны ввиду (4) и 
дальнейших построений. Отсюда имеем 

	
f x x F x

x
x

x x

g
g

g g

( ) = (1 / ) =
4

1
1

( 1)
2

2 1
2

0 0

2

2 1 2 1
0

�

� �

��
�
�

�
�
� �

�
� �

�

� �

�

�

��0
2

2

4
1

1
.

x
x

g

� ��
�
�

�
�
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    (14)

Если полученный многочлен f x( )  свободен от 
квадратов, то уравнение y f x2 = ( )  задает опре-
деленную над K  отмеченную гиперэллиптиче-
скую кривую ( , )C ∞  нечетной степени и рода g , 
которая обладает не менее 6  K -точками круче-
ния порядка 2 1g +  в ее якобиане J .
Предложение 3. Пусть для ( , ) = ( , )0 0I L I L , 
I L M g0 0 2 1, � �

� , # = # =I J g , существуют зна-
чения b K0 0 0, ,� � � �, b0 1≠ , параметров b, ,� �,  
для которых соотношение (2) справедливо для 

любых t K� �. Пусть ( , )C ∞  — соответствую-
щая отмеченная гиперэллиптическая кривая не-
четной степени и рода g , которая содержит не 
менее 6 точек кручения порядка 2 1g + . Обозна-
чим I M Ig

�
0 2 1 0= +

∗ \ , L M Lg
�

0 2 1 0= +
∗ \ . Тогда если 

в качестве набора ( , )I L  взять любой из наборов 
( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ),(0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0I L I L I L L I L I L I L� � � � � � � ,, )0I�

( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ),(0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0I L I L I L L I L I L I L� � � � � � � ,, )0I� , то найдутся значения � � �b K0 0 0, ,� � � �, 
�b0 1≠ , параметров b, ,� � , для которых соотноше-
ние (2) справедливо для любых t K� �, и при этом 
соответствующая отмеченная гиперэллиптиче-
ская кривая ( , )�C ∞  нечетной степени и рода g  би-
рационально эквивалентна ( , )C ∞ . 

Доказательство. Достаточно прове-
рить утверждение предложения только для 
( , ) = ( , )0 0I L I L�  и ( , ) = ( , )0 0I L L I , поскольку 
остальные варианты получаются из этих путем 
их композиции.

Если вместо ( , ) = ( , )0 0I L I L  положить 
( , ) = ( , )0 0I L I L� , то в системе (5) многочлены 
�(1 )� t  и �(1 )� t  поменяются местами, при 
этом можно положить �µ µ= 1 /  и �u u2 2= − , а 
остальные обозначения оставить прежними. 
Тогда тройка ( , , ) = ( , , )0 0 0 0 0 0

� � �b b� � � �  подходит под 
условия предложения.

Если вместо ( , ) = ( , )0 0I L I L  положить 
( , ) = ( , )0 0I L L I , то в системе (5) многочлены Φ  
и Ψ , Φ  и Ψ  поменяются местами, причем для 
соответствия виду системы (5) необходимо сде-
лать следующие подстановки �t b t= 0 , �b b0 0= 1 / ,  
�u u bj j= / 0 , j = 1,2,3, �µ µ= / 0b , �ν ν= / 0b .  
Тогда тройка ( , , ) = (1 / , / , )0 0 0 0 0 0 0

� � �b b b� � � �  подхо-
дит под условия предложения. 

Теорема 5. Пусть K  — алгебраически замкну-
тое поле характеристики 0  и g ≥ 2 . Тогда суще-
ствует конечное множество Sg  определенных над 
K  отмеченных гиперэллиптических кривых не-
четной степени и рода g  таких, что  

•	 #
4 1

4

2 2
2S

g g

g

g

gg �
� �

�
�

�

�
�
�

�
�

�

�
� �

�

�
�

�

�
�; 

•	 если ( , )C O  — определенная над полем K  от-
меченная гиперэллиптическая кривая нечетной 
степени и рода g , на которой существуют не ме-
нее 6 точек кручения порядка 2 1g +  в ее якобиане 
J , то ( , )C O  бирационально эквивалентна одной из 
кривых в Sg. 

Доказательство. По предложению 3 необхо-

димо рассмотреть 
1
2

2 1
8

2
2

2
2

g
g

g
g

g
g







+ 





− 













   
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вариантов для пары множеств ( , )I L , I L M g, 2 1� �
� , 

# = # =I L g. По предложению 2 для каждой пары 
множеств ( , )I L  существует не более 

1 1 ( ) = 4 1� � � �k g kR b gmax deg  значений b0  для па-
раметра b, а для каждого b0  существует не более 
2 значений ( , )0 0� �  для параметров ( , )� � . По на-
бору I , ,0 0� �  с помощью (14) однозначно восста-
навливается многочлен f x( ). 

4. АЛГОРИТМИЧЕСКИЙ ПОДХОД
Используя результаты теоремы 5 и предло-

жения 2 можно сформулировать алгоритм для 
поиска подходящих значений параметров b, ,� �,  
с помощью которых восстанавливается многоч-
лен f x( ), задающий искомую отмеченную гипер-
эллиптическую кривую нечетной степени и рода 
g. Дадим некоторые комментарии, относящиеся 
к эффективной реализации этого алгоритма.

Для каждой пары ( , )I L  вместо уравнений 
вида (11) будем в первую очередь рассматривать 
однородную систему уравнений с матрицей, со-
стоящей из первых трех строк матрицы A b( ) . Для 
того, чтобы соотношение (2) было справедливо 
для любого t K∈ , необходимо, чтобы решение 
( ( ), ( ), ( ), ( ))1 2 3 4λ λ λ λb b b b  этой системы уравнений 
было таким, что R b b b b b b( ) = ( ) ( ) ( ) ( ) = 01 2 3 4� � � �� .  
Отсюда уже можно найти значения b0 , которых в 
случае R b( ) 0≡  будет не более deg R b( ) 7≤ .

Для поиска корней многочлена R b K bg( ) [ ]2 1� �  
выислим его норму N R b( ) [ ]∈Q , равную произ-
ведению сопряженных многочленов Rσ  относи-
тельно автоморфизмов Галуа � � �Gal K n( / )2 1 Q .  
Если g ≥ 3, то дополнительно вычислим опре-
делитель D b( )  матрицы, составленной из пер-
вых четырех строк матрицы A b( ) . Посколь-
ку ранг матрицы A b( )  должен быть меньше 4, 
то подходящие значения b0  являются также и 
корнями D b( ) , причем deg D b( ) 7≤ . Вычислим 
T b N R N D b( ) = ( ( ), ( )) [ ]gcd ∈Q . Вычислим корни 
b0 многочлена T b( ) и подставим их в R b( ) = 0  и 
D b( ) = 0 для проверки. Если R b D b( ) = ( ) = 00 0 , то 
в соответствии с предложением 2 находим зна-
чения параметров � �0 0,  и по формуле (14) вос-
станавливаем мноогчлен f x( ) . Остается только 
проверить, что f x( )  свободен от квадратов.

Вообще говоря, может возникнуть сложность 
с вычислением корней многочлена T b( )∈Q, но 
на практике при g ≤ 5  во всех случаях получаем, 
что многочлен T b( )  раскладывается на неприво-
димые над Q  множители не более 4 -ой степени, 
то есть все корни b0  могут быть выписаны явно 
в радикалах.
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ON HYPERELLIPTIC CURVES OF ODD DEGREE AND GENUS g  
WITH 6 TORSION POINTS OF ORDER 2g + 1

G. V. Fedorova

Presented by Academician of the RAS V. P. Platonov 
aSirius University of Science and Technology, Sirius, Krasnodar region, Russia

Let a hyperelliptic curve C  of genus g  defined over an algebraically closed field K  of characteristic 0, given 
by the equation y f x2 = ( ), where the polynomial f x K x( ) [ ]∈  is square-free and has odd degree 2 1g + . The 
curve C  contains a single “infinite” point O, which is the Weierstrass point. There is a classical embedding 
of C( )K  into the group of K -points J K( ) of the Jacobian variety J  of the curve C, identifying the point 
O with the unit element of the group J K( ). For 2 5≤ ≤g , the article explicitly found representatives of 
birational equivalence classes such hyperelliptic curves C with a marked unique point at infinity O that the set 
C( ) ( )K J K∩  contains at least 6 torsion points of order 2 1g + . It was previously known that for g = 2 there are 
exactly 5 such equivalence classes, and for g ≥ 3 an upper bound was known that depended only on the genus of 
g. We improve the previously known upper bound by almost 36 times. 

Keywords: hyperelliptic curve, Jacobian variety, torsion points, Flynn-Leprevost method 
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Получено условие разрушения решений дифференциальных неравенств 
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где m n, 1≥  — целые числа, а aα  и g  — некоторые функции. 
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1. ВВЕДЕНИЕ
Рассмотрим дифференциальное неравенство 

	
| |=

( , ) ,
�

�
�

m

na x u g u� � � � � в R 	 (1)

где m n, 1≥  — целые числа, а aα  — каратеодорие-
вы функции такие, что

a x A m A� � � �( , ) , = , = > 0,� const

для почти всех x x xn
n= ( , , )1 … ∈ R  и всех � � R. 

Как это принято, под α α α= ( , , )1 … n  мы подразу-
меваем мульти-индекс, причем � � �= 1 � �… n  
и � � � �� � � �

= / ( ).| |

1
1

x xn
n…  Предполагается также, 

что g  — неубывающая выпуклая функция на 
промежутке [0, )∞  такая, что g( ) > 0ζ  для всех 
ζ > 0.

Обозначим через Br
x  открытый шар в Rn  ра-

диуса r > 0  с центром в точке x . В случае x = 0  
будем писать Br  вместо Br

0 .
Функция u L loc

n∈ 1, ( )R  называется решением 
(1), если g u L loc

n� � � 1, ( )R  и 

	
R Rn

m

m
na x u dx g u dx� � �� � �

| |=

( 1) ( , ) ( )
�

�
�� � 	 (2)

для любой неотрицательной функции � � �C n
0 ( )R .

Отсутствие нетривиальных решений диффе-
ренциальных уравнений и неравенств или, дру-
гими словами, явление blow-up традиционно 
привлекает интерес многих математиков [1–15]. 
При этом большинство авторов имели дело с 
дифференциальными операторами второго по-
рядка или ограничивались случаем степенной 
нелинейности g t t( ) = λ. Мы рассматривает нера-
венства высокого порядка с нелинейностью об-
щего вида. В представленной вашему вниманию 
работе удалось получить условие blow-up типа 
Дини, которое усиливает результаты [8].

2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Теорема 1. Пусть n m>  и при этом 

	
1

1/ 1/ 1( ) <
� � �� �g dm m� � � 	 (3)
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и 

	
0

1

1 /( )

( )
= .� � � �

g r dr

r n n m 	 (4)

Тогда любое решение (1) равно нулю почти всюду 
в Rn. 
Замечание 1. Случай n m≤  был рассмотрен в 
[8, теорема 2.5]. Именно, было показано, что при 
n m≤  и выполнении условия (3) любое решение (1) 
равно нулю почти всюду в Rn . 

Доказательство теоремы 1 будет приведено в 
следующем разделе. Сейчас продемонстрируем 
ее применение.
Пример 1. Рассмотрим неравенство 

	
| |=

0 0( , ) , = > 0,
�

�
�

�

m

na x u c u c� � � в constR  (5)

где n m>  λ  — вещественное число. Согласно 
теореме 1, если 

	 1 < � �
�
n

n m
	 (6)

то любое решение (5) равно нулю почти всюду в 
Rn. Хорошо известно, что условие (6) неулучша-
емо в классе степенных нелинейностей [9, 13]. 
Пример 2. Будем исследовать случай критического 
показателя � = / ( )n n m�  в условии (6). Рассмо-
трим неравенство 

	 | |=
0

/( )

0

( , )
1

, = > 0,

α

α
α

µ

m

n n m

n

a x u c u e
u

c

∑ ∂ ≥ +






−
log

в constR

   (7)

где n m>  и µ  — вещественное число. При этом 
в случае u = 0  мы по непрерывности продолжа-
ем правую часть (7) нулем.

В соответствии с теоремой 1, если 
� � �1,

то любое решение (7) равно нулю почти всюду 
в Rn. 

3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1
В этом разделе через C  и σ  будем обозначать 

различные положительные постоянные, кото-
рые могут зависеть лишь от A , m  и n . Нам по-
требуются следующие известные утверждения.
Теорема 2. Пусть выполнено условие (3), тогда 

r
n Brr

u dx
�� �lim

1
= 0

для любого решения неравенства (1). 

Лемма 1. Пусть u  — решение неравенства (1), 
тогда 

Br Br

m

Br
u dx C r r g u dx

2 1
2 1

1

( )
\� �� � � �

для всех вещественных чисел 0 < <1 2r r  таких, что 
r r2 12≤ . 

Доказательство теоремы 2 и леммы 1 приве-
дено в [8, теорема 2.4 и лемма 3.1].

Начиная с этого момента, обозначим 

E r g u dx r
Br

( ) = , > 0.� � �
Лемма 2. Пусть u  — решение неравенства (1), 
тогда 

	 E r E r Cr g
r

E rn
n m

( ) ( 2) 2� � � ��
�
�

�
�
��

� 	 (8)

для всех вещественных чисел r > 0 . 
Доказательство. Полагая r r1 = / 2  и r r2 =  в 

лемме 1, получим 

1
.

/2 /2 /2mesB B
u dx

r
g u dx

r r Br Br
n m Br\ \∫ ∫≥ ( )−
σ

Так как g  — неубывающая функция, это приво-
дит к оценке 

g
B B

u dx g
r

g u dx
r r Br Br

n m Br

1
.

/2 /2 /2mes \ \∫ ∫




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≥ ( )




−
σ

Ввиду выпуклости g, имеем также 

1

1
.

/2 /2

/2 /2
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B B
g u dx

g
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u dx

r r Br Br

r r Br Br

\
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∫

( ) ≥
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Таким образом, объединяя последние два нера-
венства, приходим к выводу что 

1

/2 /2 /2mesB B
g u dx g

r
g u dx

r r Br Br
n m Br\ \∫ ∫( ) ≥ ( )




−
σ

для всех вещественных чисел r > 0 , откуда не-
медленно следует (8).	 

Доказательство теоремы 1. Предположим 
противное, пусть u  — ненулевое решение (1). 
По лемме 1 справедливо неравенство 

E r

r

C

r
u dx

n m n B r Br

( )

2
� � � \
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для всех вещественных чисел r > 0 , откуда в со-
ответствии с теоремой 2 будем иметь 

r
n m

E r

r�� �lim
( )

= 0.

Возьмем вещественное число r0 > 0  такое, что 
E r( ) > 00 . Положим также r ri

i= 2 0, i = 1,2,… 
Найдутся, очевидно, последовательности целых 
чисел 0 < < 1s l si i i� � , i = 1,2,…, удовлетворяю-
щие условиям 
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j
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для всех j s l
i i i�
�

=1
[ , )∪ .

Поскольку E  — неубывающая функция, по-
лучим 
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для всех j s l
i i i�
�

=1
[ , )∪ . Согласно лемме 1, спра-

ведлива оценка 

E r E r Cr g r E rj j j
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j( ) ( ) ( ) ,1�
� �� � � ��

из которой следует, что 
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для всех j = 1,2,…, где 
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Умножая (10) на неравенство 
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для всех j s l
i i i�
�

=1
[ , )∪ . Ввиду (9) и монотонно-

сти функции E  можно утверждать, что 
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Таким образом, принимая во внимание (11), по-
лучим 
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приходим к оценке 
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Согласно выбору вещественного числа r0  и мо-
нотонности функции E  имеем E r E rs( ) ( ) > 0
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поэтому 
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В то же время, из монотонности функции g  
следует, что 
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Тем самым, (12) приводит к неравенству 
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(
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1 /( )

( )
< ,

r
s

n mE rs
n n m

g d� �

� �� �
�� �

�

которое противоречит (4). Доказательство за-
вершено.	 
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We obtain a Dini type blow-up condition for solutions of the differential inequality 
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where m n, 1≥  are integers and aα  and g  are some functions. 
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1. ВВЕДЕНИЕ 
Согласно Аппелю прямолинейное движение 

является таутохронным, если точка, начинаю-
щая движение без начальной скорости и нахо-
дящаяся под действием заданных сил, затратит 
одно и то же время для достижения определен-
ного конечного положения, каково бы ни было 
ее положение в начальный момент [1, с. 297]. 
Таутохронным является движение материальной 
точки без трения по циклоиде с горизонтальной 
осью, расположенной в вертикальной плоско-
сти и обращенной вогнутостью перемещающу-
юся без трения по циклоиде с горизонтальной 
осью, расположенной в вертикальной плоско-
сти и обращенной вогнутостью вверх. Гюйгенс 
осуществил циклоидальный маятник, у которо-
го нить последовательно огибает дуги двух ци-
клоид [1, с. 388]. Аппель [1, с. 298–299] предста-
вил исследование возможности таутохронного 
прямольнейного движения материальной точки 
под действием силы, зависящей только от коор-
динаты точки x. Приняв точку прибытия (точку 

таутохронизма) за начало, он показал, что един-
ственной силой, вы- зывающей прямолинейное 
таутохронное движение, является притяжение, 
пропорциональное расстоянию (линейный ос-
циллятор).

Ландау и Лифшиц [2] в разделе “Определение 
потенциальной энергии по периоду колебаний”  
заметили, что в рассуждении Аппеля, предпо-
лагается симметрия функции потенциальной 
энергии U x( ) относительно некоторой началь-
ной точки. Тогда начало можно принять за точ-
ку таутохроназма и по периоду потенциальная 
энергия определится единственным образом. В 
частности, для постоянного периода потенци-
альная энергия оказывается параболой, а тау-
тохронным движением является притяжение, 
пропорциональное расстоянию. Если же потен-
циальная энергия не симметрична, то за началь-
ную точку движения и точку прибытия (точку 
таутохронизма) следует принять две крайние 
точки периодического движения, в которых ско-
рость обращается в ноль.

С помощью квадратуры [2] можно получить 
функциональное уравнение для определения 
потенциальной энергии таутохронного движе-
ния в неявной форме. В некоторых частных слу-

1 Институт проблем механики 
имени А.Ю. Ишлинского РАН, Москва, Россия
*E-mail: petrovipmech@gmail.com
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чаях удается построить потенциальную энергию 
U x( )  в явном виде. Таким путем в работе [3] по-
строены, кроме квадратичной функции, две яв-
ные функции 
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В работе [4] обратили внимание на то, что дви-
жение линейного двумерного осциллятора в по-
лярных координатах при понижении порядка по 
Раусу даст потенциал (1). Иными словами, вто-
рое слагаемое в (1) можно трактовать как потен-
циал центробежных сил. Соответственно реше-
ние уравнений движения материальной точки в 
поле сил с потенциалом (1) являются гармони-
ческими колебаниями линейного осциллятора с 
частотой, не зависящей от амплитуды.

В работе [5] приведен пример системы не-
линейных обыкновенных дифференциальных 
уравнений второго порядка, решение которо-
го обладает свойством изохронности. Система 
имеет вид 
	 � �u uv v u v� � � �2 = 0, 1 = 0.2 2 	 (3)

Для этой системы получено общее решение 
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где r  произвольное положительное число.
Однако эта система не описывает движение 

материальной точки в потенциальном поле сил.
Ниже изучаются периодические решения 

уравнения 
	 ��x kx nx k ns r� �= , > 0, > 0 	 (5)
с произвольными вещественными показателя-
ми степеней sr . Доказано, что для нелинейных 
таутохронных колебаний существуют только 
два варианта степенных законов: s r= 1, = 3  и 
s r= 0, = 1 / 2 .

Решение в случае 1) s r= 1, = 3  описывает 
гармонические колебания двумерного линей-
ного осциллятора. К этому случаю относится и 
уравнение с потенциалом (1), для которых дока-
зана таутохронность в [3,4].

Для случая 2) s r= 0, = 1 / 2 уравнение имеет 
вид 
	 ��x k nx k n� �= , > 0, > 0.1/2 	 (6)

Его решение построено в параметрическом виде 
и выражается через тригонометрические функ-
ции. Уравнение с потенциалом (2) с помощью 
замены 1 4 / =2� �ax c x  приводится к виду с ко-
эффициентами k n c= = 4 / 2, то есть является 
частным случаем уравнения (6).

Для доказательства используется метод га-
мильтоновой нормальной формы Биркгофа [6]. 
Нормальная гамильтонова форма находится ме-
тодом инвариантной нормализации В.Ф. Жу-
равлева [7,8].

Замечательно, что нормальная форма в обо-
их случаях является гамильтонианом линейно-
го осциллятора (1 / 2)( )2 2 2p q� � , а исходный 
гамильтониан приводится к нормальной форме 
каноническим преобразованием, который пред-
ставляется не асимптотическим рядом, а точны-
ми выражениями через элементарные функции.

2. TАУТОХРОННЫЕ РЕШЕНИЯ 
УРАВНЕНИЯ (5)

Сформулируем результат исследования свой-
ства таутохронности
Теорема 1. Прямолинейное движение, определяе-
мое уравнением ��x kx nx k ns r+ −= , > 0, > 0, тау-
тохронно в случае, когда оно сводится к линейному 
осциллятору при s = 0  и r = 1− . В нелинейном слу-
чае движение таутохронно только для двух вари-
антов.

Вариант 1: s r= 1, = 3 . Уравнение таутохрон-
ного движения имеет вид ��x kx nx+ −= 3, с решением 
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Вариант 2: s r= 0, = 1 / 2 . Уравнение тау-
тохронного движения имеет вид ��x k nx� �= 1/2, а 
решение представляется в параметрической форме 
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Замечание 1. Вариант 1 изучен в работах [3, 4]. 
Хотя решение (7) уравнения ��x kx nx+ −= 3 в этих 
работах не приводится, но его легко получить с по-
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мощью наблюдения [4]. Для этого достаточно запи-
сать в декартовых координатах решение уравнений 
линейного двумерного осциллятора с кинетическим 
моментом, соответствующим силе инерции nx−3, и 
подставить эти функции в полярный радиус.

Вариант 2 сводится к интегрированию урав-
нения энергии �y U y E2 / 2 ( ) =+  с потенциаль-
ной энергией U y y y( ) = 2− , изображенной на 
рис. 1 а). Колебательное движение y( )τ  в элемен-
тарных функциях не выражается, но оно постро-
ено ниже в параметрическом виде (8). Решение 
описывает колебание переменной y( )τ  в пределах 
y y ymin max� �( )� . Зависимость верхнего значе-

ния ymax  от нижнего ymin  определяется формулой 
y ymax min= (2 )−  и изображена на рис. 1 б). 

План доказательства теоремы.
1)	Приводим уравнение к гамильтоновой 

форме.
2)	Находим нормальную гамильтонову форму 

6-го приближения.
3)	Из условия равенства нулю коэффициен-

тов нормальной формы 4-го и 6-го приближений 

находим показатели степеней s  и r  (необходи-
мое условие таутохронности).

4)	Находим решение уравнений при степе-
нях, удовлетворяющих необходимому условию 
таутохронности. Из решения находим частоту 
колебаний. Если оказывается, что частота не за-
висит от начальных условий, то решение описы-
вает таутохронное колебание.

Доказательство.
1)	Из уравнения kx nxs r= −  находим положе-
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Для исследования колебаний около точки 
равновесия удобно ввести замену x a q= (1 )+ . 
Тогда точкой равновесия будет q = 0 , а уравне-
ние движения можно записать в виде 
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Для наших целей уравнение удобно представить 
в гамильтоновой форме 
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Рис. 1. Таутохронный нелинейный осциллятор; а) – потенциальная энергия U y( ) , б) – зависимость верхней границы 
от нижней. 
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2)	Согласно плану находим нормальную га-
мильтонову форму 6-го приближения. При 

s r� � �1, 1  в окрестности точки равновесия га-
мильтониан имеет следующее разложение 
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где H ii, = 2,3,...6  однородные полиномы степе-
ни i.

Для исследования колебаний в окрест-
ности точки равновесия используем метод 
гамильтоновой нормальной формы Бирк-
гофа [6]. Нормальная форма шестого при-
ближения для степенного разложения (10) 

имеет вид �H Q P h K s r h K s r h h P Q r s( , ) = ( , ) ( , ) , =
1
2

( ( ))1
2

2
3 2 2+ + + +

�H Q P h K s r h K s r h h P Q r s( , ) = ( , ) ( , ) , =
1
2

( ( ))1
2

2
3 2 2+ + + + . Функция h Q P( , )  является 

интегралом уравнений движения и при s r+ > 0  
уравнения Гамильтона 
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h
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K h K h
� �

= , = 1 2 31 2
2�

�
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имеют вид уравнений колебаний линейного ос-
циллятора, квадрат частоты которого отличает-
ся от квадрата частоты линейных колебаний на 
множитель 1 2 31 2

2� �� �K h K h . Если коэффици-
енты K1  или K2  не равны нулю, то частота коле-
баний будет зависеть от амплитуды и движение 
не таутохронно. Таким образом, одновременное 
равенство нулю коэффициентов нормальной 
формы является необходимым условием тау-
тохронности движения.

Приводить гамильтониан к нормальной фор-
ме будем с помощью метода инвариантной нор-
мализации [7, 8] (см. приложение).

Для гамильтониана (10) коэффициенты нор-
мальной формы имеют вид 
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На рис. 2 изображены контуры K s r1( , ) = 0  
(желтый), K s r2( , ) = 0  (синий) и прямая линия 
s r+ = 0 , являющаяся границей области пери-
одических решений. Функции K s r1( , )  и K s r2( , )  
одновременно обращаются в ноль в шести точках.

Три точки 1)  s r= 0, = 1 ; 2)  s r= 1, = 3 ;  
3)  s r= 0, = 1 / 2  изображены жирными кру-
жочками и для них выполнено условие s r+ > 0.  
Первая точка соответствует линейному осцил-
лятору, для которого свойство таутохронности 
хорошо известно. Для второй и третьей точки 
уравнения нелинейны и свойство таутохронно-
сти требует проверки. Три точки, для которых 
изображены тонкими кружочками и движение, 
соответствующее этим точкам, апериодично.

Теперь найдем нормальную форму шестого 
приближения при s r� �1, = 1 . При этих пока-
зателей степеней гамильтониан (9) имеет вид 
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Рис. 2. Необходимое условие таутохронного движения. 
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В окрестности точки равновесия гамильтониан 
имеет следующее разложение 
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Методом инвариантной нормализации находим 
нормальную форму шеcтого приближения 
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Корни 2 3±  уравнения K1 = 0  не совпадают 
с корнями 0.08912  и 0.6997  уравнения K2 = 0 . 
Поэтому в случае r = 1  таутохронных движе-
ний нет.

Наконец найдем нормальную форму шестого 
приближения во втором вырожденном случае 
при s r= 1, 1� � . При этих показателях степеней 
гамильтониан (9) имеет вид 
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Для этого гамильтониана достаточно найти нор-
мальную форму четвертого приближения, чтобы 
убедиться, что у него нет таутохронных движений.

В окрестности точки равновесия гамильтони-
ан имеет следующее разложение 
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Методом инвариантной нормализации находим 
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При r > 1  числитель 1 4 > 02+ +r r  и коэффи-
циент K1  в ноль не обращаются. Следовательно 
для этого гамильтониана тоже нет таутохронных 
движений.

Необходимое условие теоремы 1 доказано.
3)	Построим решение уравнений для вари-

антов 1 и 2, для которых движение может быть 
таутохронным. Для варианта 1 такое решение (7) 
уже построено (см. замечание).

С помощью замены x n k y k k n t= ( / ) , = ( / )2 τ 
x n k y k k n t= ( / ) , = ( / )2 τ  уравнение варианта 2 (6) преобра-

зуется к виду 
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Будем искать решение с начальными условиями 
y y y(0) = , (0) = 00 � . Тогда интеграл энергии урав-
нения примет вид 
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Решение можно записать в следующей эквива-
лентной форме 
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Решение имеет неявный вид. Чтобы получить 
функцию z( )τ , надо разрешить уравнение отно-
сительно z . Но можно построить зависимость 
z( )τ  в параметрической форме 

z
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z
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0= , = 2( ).cos sinϕ τ ϕ ϕ−

Исходная переменная выражается через z  по 
формуле y z= (1 )2− . С помощью нее получим 
решение уравнения (12) в параметрической 
форме (8).

Покажем непосредственной проверкой, что 
параметрическая зависимость (8) определяет 
функцию y( )τ , которая удовлетворяет уравне-
нию (12). Действительно, вычисляем первую 
производную y( )τ  
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Вычисляем вторую производную по τ  
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и убеждаемся в справедливости тождества 

1
1 =

1

1 1
=

0

0

2

2y

y

y

d y

d
− −

−( )
+ −( )

cos

cos

ϕ

ϕ τ

что и требовалось доказать.

3. НОРМАЛЬНАЯ ФОРМА  
И НОРМАЛИЗУЮЩЕЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ 

ДЛЯ ТАУТОХРОННЫХ ДВИЖЕНИЙ 
Поскольку все коэффициенты нормальной 

формы гамильтониана для таутохронных дви-
жений тождественно равны нулю, то должно 
существовать каноническое преобразование, 
приводящее исходный гамильтониан нелиней-
ной системы к гамильтониану линейного осцил-
лятора.

Обычно нормализующая замена и нормаль-
ная гамильтонова форма нелинейной системы 
представляются в виде асимптотических рядов. 
Таутохронные движения представляют собой 
редкие случаи, когда для сильно нелинейной 
системы каноническая замена переменных (15) 
точно приводит гамильтониан (13) к его нор-
мальной форме.

Покажем как строится нормализующая заме-
на таутохронного движения на примере гамиль-
тониана варианта 1. Исходный гамильтониан H  
и его нормальная форма �H  имеют вид 

	
H p q q

H P Q

=
1
2

( (1 ) (1 ) 2),

=
1
2

( 4 )

2 2 2

2 2

+ + + + −

+

−

�
	 (13)

В переменных q p,  решение с начальными данны-
ми q y p(0) = 1, (0) = 00 −  получается из (7) с помо-
щью подстановки q y p dq d= 1, = /� �. В новых 
переменных Q P,  ему соответствует решение 

	 Q Q t P Q t= 2 , = 2 20 0cos sin− 	 (14)
Из равенства гамильтонианов в начальный мо-
мент времени 

y y y y Q P Q0 0
1 2

0
2

0
2

0
2 2 22 = 4 = 4−( ) = + − +− −

находим y y P Q y y P Q Q y y0
2

0
2 2 2

0 0
1 2 2 2

0 0 0= 4 2, ( ) = 4 4, 2 = 1 .� � � � � � �� �  
y y P Q y y P Q Q y y0

2
0

2 2 2
0 0

1 2 2 2
0 0 0= 4 2, ( ) = 4 4, 2 = 1 .� � � � � � �� �  Отсюда следует 

( ) 2 = ( )2 = 2 4 40
2

0
2

0 0
1 2 2y y y y Q Q P Q� � � �� �cos �

Решение (7) запишется так 

1
1

2
2 4 4 4 2

2 2 2 2+ = + + + + +q Q P Q P Q

С помощью этих формул находим закон преоб-
разования переменных

	

R Q P P Q Q P Q

q Q P R Q P

p Q P
dq
d

P
P

( , ) = 4 2 2 4 4,

( , ) = ( , ) 2 1,

( , ) = =

2 2 2 2+ + + + +

−

τ

22 24 4
2 ( , )
+ +Q
R Q P

  (15)

Замена переменных (15) обладает следующими 
свойствами:

1)	Замена каноническая. Дифференциальная 
форма PdQ pdq−  является полным дифферен-
циалом.

2)	Подстановка (15) в исходный гамильтони-
ан H q p( , )  преобразует его в нормальную форму 
�H Q P( , ) .

3)	Подстановка решения (14) в замену (15) 
дает точное решение исходной гамильтоновой 
системы.

Точно также можно получить нормализующую 
замену для нелинейной системы варианта 2.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Для семейства нелинейных уравнений 

��x kx nxs r� �=  показатели степеней s n= 1, = 3−  
и s n= 0, = 1 / 2−  являются единственными, 
для которых решение описывает таутохронные 
колебания. Этот вывод демонстрирует эффек-
тивность метода инвариантной нормализации, 
который позволяет достаточно просто строить 
высокие приближения нормальной гамильто-
новой формы. Обычно нормализующая замена 
и нормальная гамильтонова форма нелинейной 
системы представляются в виде рядов. Найден 
редкий случай, когда для сильно нелинейной 
системы каноническая замена переменных (15) 
точно приводит гамильтониан H  (13) к его нор-
мальной форме �H .

Найденные гамильтонианы таутохронных 
движений нелинейных систем удобны для те-
стирования программ, в которых вычисляются 
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коэффициенты нормальных форм и находят-
ся нормализующие преобразования. Для этого 
надо ввести в тестируемый программный ком-
плекс исходные гамильтонианы варианта 1 или 
варианта 2 и вычислять коэффициенты нор-
мальных форм n −  го приближения. Для тау-
тохронного гамильтониана H  (например, (13)) 
все приближения нормальных форм выше вто-
рого должны быть нулями. Первое отличное от 
нуля приближение определит асимптотическую 
точность программного комплекса.

Другой подход определения таутохронных по-
тенциалов демонстрируется в работе [3]. Он бази-
руется на методе Ландау и Лифшиц [2] в разделе 
“Определение потенциальной энергии по пери-
оду колебаний”. Потенциал находится в неявной 
форме, но в двух случаях, приведенных в [3], воз-
можна явная форма потенциала как функции ко-
ординаты. Один случай совпадает с потенциалом 
(1) и с потенциалом, исследованным более под-
робно в последующей работе [4]. Выделение тау-
тохронных движений среди уравнений степенно-
го вида (5) и доказательство их единственности, 
видимо, является оригинальным.
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ABOUT TAUTOCHRONIC MOVEMENTS
A. G. Petrova

Presented by Academician of the RAS V. F. Zhuravlev 
aIshlinsky Institute of Mechanics Problems of RAS, Moscow, Russia

It is shown that a material point, under the influence of an attractive linear force and a repulsive force inversely 
proportional to the cube of the distance from the center of attraction, performs a periodic motion, the period 
of which does not depend on the initial data (tautochronic motion). The problem is reduced to a nonlinear 
autonomous second-order equation, the general solution of which is expressed in terms of elementary functions. 
It has also been proven that for other power laws of repulsive force, except for degrees 0, 1 and –3, the movement 
of a material point is not tautochronous. 

Keywords: tautochronic motion, periodic solution, Hamiltonian system, Hamiltonian normal form method



29

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ, 2024, том 518, 
с. 29–34

	  МАТЕМАТИКА 	
УДК 519.615.5

ЧИСЛЕННО-АНАЛИТИЧЕСКОЕ  РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЙ БРЕНТА
© 2024 г.    И. Е. Капорин1, *

Представлено академиком РАН Е.Е. Тыртышниковым 
Поступило 13.03.2024 г. 

После доработки 20.05.2024 г. 
Принято к  публикации 16.07.2024 г.

Предлагается параметризация канонических разложений тензоров матричного произведения с мно-
гократно меньшим (по сравнению со стандартными уравнениями Брента) числом переменных. 
Последние определяются численно с использованием итерационного метода решения задачи нели-
нейных наименьших квадратов. Получены более быстрые по сравнению с известными алгоритмы пе-
ремножения двух 4 × 4-матриц за 48 умножений и 2 × 4-матрицы на 4 × 5-матрицу за 32 умножения. 

Ключевые слова: быстрое умножение матриц, алгоритм Штрассена, уравнения Брента 

DOI: 10.31857/S2686954324040056, EDN: YZJHHB

1. ВВЕДЕНИЕ И ФОРМУЛИРОВКА 
РЕЗУЛЬТАТОВ

Трилинейные уравнения, введенные Р. Брен-
том [1] в связи с задачей построения быстрых ал-
горитмов перемножения матриц, представляют 
собой каноническое разложение ранга r  трех-
мерного n n n n n n3 1 1 2 2 3× × -тензора специального 
вида, 

	

δ δ δ( ) ( ) ( ) =

= ( ) ( ) ( )

2 1 2 1 2 1

=1
2,1 2, 1 2, 1

i j j k k i

X Y Z
l

r

l i i l j j l k k

− − −

∑ 	 (1)

где 

1 , , 1 , , 1 , .2 1 1 2 1 2 2 1 3≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤i j n j k n k i n

Здесь в качестве неизвестных фигурируют эле-
менты матриц Xl

n n� �C 1 3, Yl
n n� �C 2 1 и Zl

n n� �C 3 2,  
где l r= 1, ,… , и через �( )�  обозначена дискретная 
дельта-функция, т.е., δ(0) = 1  и δ( ) = 0t  при t ≠ 0.  
Точное решение уравнений Брента непосред-
ственно приводит, в частности, к методу умно-
жения n n1 2× -матрицы на n n2 3× -матрицу с ис-
пользованием r  некоммутативных умножений 
или, сокращенно, к ( , , ; )1 2 3n n n r -алгоритму. Раз-
биение матриц на блоки и рекурсия позволяют 

построить O N( )ω -алгоритм перемножения двух 
N N× -матриц, где 

	 ω = (3 ) / ( ).1 2 3log logr n n n 	 (2)

 Алгоритмы быстрого матричного умножения, 
возможно более эффективные, чем (2,2,2;7)–ал-
горитм Штрассена [2], могут быть найдены при 
помощи численного решения уравнений Брента 
для минимально возможных значений r. Одно 
из последних достижений в этом направлении 
представляет собой (3,3,6;40)-алгоритм Смир-
нова [3] с элементами матриц X Y Zl l l, , , прини-
мающими значения 0, 1/2, –1/2.

Важным с практической точки зрения являет-
ся применение эквивалентных преобразований 
полученных матриц X Y Zl l l, ,  с целью повыше-
ния их разреженности, что позволяет понизить 
число операций сложения и умножения на кон-
станты. При этом показатель степени (2) оста-
ется неизменным, но может быть существенно 
понижен коэффициент при главном члене в 
оценке O N( )ω . Здесь можно отметить техноло-
гию смены базиса, описанную в [4]. Аналогич-
но, рассматриваемые ниже схемы матричного 
умножения с комплексными коэффициентами 
могут быть более эффективны при перемноже-
нии комплекснозначных матриц по сравнению 
с их применением к вещественным матрицам. 
Более того, выявлены два комплекснозначных 
решения с рангом на единицу меньше, чем для 
известных вещественных решений, см. ниже 
табл. 1 и 2. С другой стороны, найденные зна-
чения компонент матриц X Y Zl l l, , , как правило, 

1 Федеральный исследовательский центр 
“Информатика и управление”  
Российской академии наук, Москва, Россия
*E-mail: igorkaporin@mail.ru
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заметно меньше единицы по модулю, что улуч-
шает оценки численной устойчивости получа-
емых рекурсивных алгоритмов в арифметике с 
плавающей запятой.

Трилинейная система (1) включает ( )1 2 3
2n n n  

уравнений и ( )3 1 1 2 2 3n n n n n n r+ +  неизвестных. Ре-
шение задачи (1) либо не существует (при слиш-
ком малых r), либо неединственно, причем изо-
лированные решения отсутствуют (т.е. каждая 
ветвь решений представляет собой непрерывное 
многообразие). Кроме того, существуют “прибли-
женные решения”, для которых ранг разложения 
обычно меньше, чем для точных решений урав-
нений Брента. При этом для таких “решений” 
стремление невязки уравнений Брента к нулю 
сопровождается неограниченным ростом некото-
рых элементов разложения (1). Способы эффек-
тивного сведения уравнений Брента к легкореша-
емым оптимизационным задачам в общем случае 
неизвестны. Здесь можно упомянуть метод попе-
ременной квадратичной минимизации, на основе 
которого получен результат [3], однако там были 
использованы дополнительные эвристики. Сум-
мируя результаты ряда публикаций за последние 
более чем 50 лет, можно утверждать, что, по край-
ней мере для min( , , ) 31 2 3n n n ≥ , отыскание част-
ных решений задачи (1) является исключительно 
трудной вычислительной проблемой.

Введение дополнительных естественных 
ограничений на неизвестные за счет использо-
вания симметрий, присущих левой части урав-
нения (1), может облегчить отыскание решений 
уравнений Брента, в частности, за счет сокра-
щения размерностей задачи. Первый шаг в этом 
направлении был сделан в работе [5], где в слу-
чае n n n1 2 3= =  к уравнениям (1) были добавле-
ны равенства 
	 Y X Z X l rl l l l

= , = , 1 .( ) 2( )� �
� � 	 (3)

Здесь �( )�  представляет собой перестановку 
чисел (1,2, , )… r , третья степень которой равна 
тождественной перестановке. Таким образом, 
число неизвестных сокращается в 3 раза. Фор-

мально, при этом можно опасаться потери не-
которых решений. Однако вычисления показы-
вают (см. ниже табл. 2), что зачастую удается не 
только получать решения, достигающие извест-
ных значений ранга r, но иногда и улучшать су-
ществующие оценки ранга. В настоящей работе 
предлагаются новые способы параметризации 
уравнений Брента, позволяющие существенно 
уменьшить размерность задачи. Здесь и далее 
для остатка от деления целого k  на натуральное 
p  используется обозначение k pmod .

Теорема 1. Пусть p  и q  – натуральные числа, при 
которых существует решение системы уравнений 

	

1
( ) ( ) ( ) =

= ( ) ( ) ( )

2 1 2 1 2 1

=1
2,1 2, 1

p
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kk k2, 1

,
	 (4)

	 1 , , 1 , , 1 , ,2 1 1 2 1 2 2 1 3≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤i j n j k n k i n    (5)

	 ( ) = 0.2 1 2 1 2 1i i j j k k p� � � � � mod 	 (6)

Тогда решению этих уравнений отвечает 
( , , ; )1 2 3n n n pq –алгоритм перемножения матриц, а 
решение соответствующих уравнений Брента (1) 
имеет вид 
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
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−Ω exp
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Замечание 1. Задача (4)–(6) представляет собой  
частичное каноническое тензорное разложение в 
силу наличия условия (6). 

Подставляя формулы (7) в (1), получаем ис-
комую параметризацию уравнений Брента: 

	 δ δ δ( ) ( ) ( ) = ( ) (2 1 2 1 2 1
=1 =0

1

2,1
i j j k k i X Y

t

q

s

p
s

t
s

i i
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j j
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s
k kZ) ( ) ,

2, 1 2, 1
� Λ 	 (9)

	 1 , , 1 , , 1 , ,2 1 1 2 1 2 2 1 3≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤i j n j k n k i n   (10)

где диагональные матрицы K � �C n n1 1, � � �C n n2 2,  
M � �

C
n n3 3 определены как 

	
K D

D M D

= ( ),

= ( ), = (

1 1
1

1 2
1

1 3
1

iag

iag iag

m n p
m

m n p
m

m n p
m

≤ ≤
−

≤ ≤
−

≤ ≤
−

Ω

Λ Ω Ω )).
  (11)

Заметим, что при этом выполнены равенства 
	 K Mp

n
p

n
p

nI I I= , = , = ,
1 2 3

Λ 	 (12)

На первый взгляд, результат теоремы 1 облада-
ет недостаточной общностью из-за требования, 
чтобы ранг r  был составным числом. Так, мно-
гие известные решения уравнений Брента опре-
делены для значений r, равных простому числу, 
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например r = 7  или r = 23  (см. [2] и [6], соот-
ветственно). Однако здесь можно применить 
следующее обобщение теоремы 1, связанное с 
требованием наличия специального шаблона 
разреженности для матриц X Y Zt t t

� � �, , .
Теорема 2. Пусть числа dt  образуют неубываю-
щую последовательность 

1 , = ,1 2≤ ≤ ≤ ≤d d d pq…

и каждое из них является делителем p , возможно 
включая 1  и p . Тогда при присоединении условий 

	 ( ) = 0, ( ) 0, = 1, , ,
2,1 2 1X i i

p
d

t qt i i
t

� …− ≠mod   (13)

	( ) = 0, ( ) 0, = 1, , ,
2, 1 2 1Y j j

p
d

t qt j j
t

� …− ≠mod   (14)

	( ) = 0, ( ) 0, = 1, , ,
2, 1 2 1Z k k

p
d

t qt k k
t

� …− ≠mod  (15)

к условиям теоремы 1 ранг получаемого разложе-
ния сокращается до значения 

	 r r p D d
t

q

t= ( , ) = ,
=1
∑ 	 (16)

а соответствующее параметризованное разложе-
ние (9) принимает вид 

	 � � �( ) ( ) ( ) = ( ) (2 1 2 1 2 1
=1 =0

1

2, 1
i j j k k i

p
d

X
t

q

t s

dt
s

t
s

i i� � � � �
�

�K M� �ss
t

s
j j

s
t

s
k kY Z� �K M� �) ( ) ,

2, 1 2, 1
� 	 (17)

	 1 , , 1 , , 1 , .2 1 1 2 1 2 2 1 3≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤i j n j k n k i n   (18)

Замечание 2. В частном случае n n n1 2 3= =  воз-
никает возможность дополнительно сократить 
число неизвестных до трех раз, если использовать 
соотношения (3) с заменой l на t и r на q для преоб-
разования суммы по t  в (9). 

2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО РЕЗУЛЬТАТОВ
В этом разделе докажем теоремы 1 и 2. 

Доказательство теоремы 1. Домножим левую и 
правую части равенства (4) соответственно на 
левую и правую части тождества 

p i j j k k i p

s

p

p
i i s j j s k

δ(( ) ) =

=

2 1 2 1 2 1

=0

1
( 2 1) ( 2 1) (

− + − + −
−

− + − +∑

mod

Ω 22 1) .−k s

При этом правая часть (4) с учетом (7) и (11)  
принимает требуемый вид правой ча-
сти (9). Если условие (6) не выполнено, то  
�(( ) ) = 02 1 2 1 2 1i j j k k i p� � � � � mod  и справедли- 
вость полученного соотношения очевидна. Если 
же (6) выполнено, то �(( ) ) = 12 1 2 1 2 1i j j k k i p� � � � � mod

�(( ) ) = 12 1 2 1 2 1i j j k k i p� � � � � mod , так что левая часть (4) остает-
ся неизменной с точностью до множителя p.  
Теорема доказана.	 

Доказательство теоремы 2. Ниже для упро-
щения формул опустим индекс t. Требуемое 
утверждение легко следует, если установить 
справедливость равенств 

( ) = ( ) =

= ( )

2,1 2,1

( 2 1)

2,1

( 2 1)(

K Ms
t

s
i i i i p

i i s

i i p
i i s

X X

X

� �

�

− −

−

Ω

Ω mood d)

и аналогично для Y�  и Z� . В силу (8) и (13), для 
этого достаточно убедиться в том, что при 

( ) = 02 1i i
p
d

− mod

нацело делится на p  разность 

( ) ( )( ) =

= ( )( ) = ( )( ) = ,

2 1 2 1

2 1

i i s i i s d

i i s s d
p
d

b cd bcp

− − −

− −

mod

mod

где b  и c  — некоторые целые числа. Теорема до-
казана. 	 

3. ЧИСЛЕННЫЕ РАСЧЕТЫ
Для небольших размеров матриц (см. табл. 1 и 2) 

при помощи алгоритма решения задачи наи-
меньших квадратов с нулевой невязкой f x( ) = 0, 
описанного в [7], были получены числовые зна-
чения компонент вектора x, образованного эле-
ментами матриц X t

� , Y t
�  и Z t

� . Уравнения, опре-
деляющие невязку f x( ), формировались исходя 
из (4)–(6), при D � �  дополненных уравнения-
ми (13)–(15). При этом от решения требовалась 
строгая ограниченность согласно � �x ∞< 1  и 
близкая к минимуму (при использовании двой-
ной точности) норма невязки уравнений Брента, 
а именно, � �f 2

15< 10− . Выполнение этих требо-
ваний дает основания предполагать, что извест-
ные эквивалентные преобразования решения 
уравнений Брента [10] позволят получить явные 
выражения элементов матриц Xl, Yl  и Zl  через 
алгебраические числа. По крайней мере, для 
(4,4,4;48)-алгоритма с p = 4, представленного в 
[8], таковыми являются 144 компоненты из 192.
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Таблица 1. Сравнение известных верхних границ ранга r  для прямоугольных матриц с оценкой r p D( , ), где D  —  
множество использованных делителей p, меньших p. 

 n1 n2 n3 r ω ссылка  p   q  D r p D( , ) ω( , )p D  � �x ∞   � �f 2  

2 2 
 

2 
 

7 
 

2.807...
 

[2] 2 4 1 7 2.807... 0.97 1.3E-16
3 3 1 7 2.807... 0.90 1.2E-16

2 2 3 11 2.894... [9] 2 6 1 11 2.894... 0.81 2.6E-16
2 2 

 
4 
 

14 
 

2.855...
 

[9] 2 7 ∅ 14 2.855... 0.79 2.6E-16
4 4 2 14 2.855... 0.64 1.8E-16

2 2 
 

5 
 

18 
 

2.894...
 

[9] 2 9 ∅ 18 2.894... 0.79 3.4E-16
3 6 ∅ 18 2.894... 0.79 2.0E-16

2 2 
 
 

6 
 
 

21 
 
 

2.873...
 
 

[9] 2 11 1 21 2.873... 0.91 4.7E-16
3 7 ∅ 21 2.873... 0.89 4.4E-16
6 4 3 21 2.873... 0.86 1.1E-16

2 3 
 

3 
 

15 
 

2.810...
 

[9] 2 8 1 15 2.810... 0.83 3.4E-16
3 5 ∅ 15 2.810... 0.79 2.8E-16

2 3 
 

4 
 

20 
 

2.827...
 

[9] 2 10 ∅ 20 2.827... 0.80 5.1E-16
4 5 ∅ 20 2.827... 0.84 3.1E-16

2 3 5 25 2.839... [9] 5 5 ∅ 25 2.839... 0.90 6.8E-16
2 3 

 
 

6 
 
 

30 
 
 

2.847...
 
 

[9] 2 15 ∅ 30 2.847... 0.93 5.8E-16
3 10 ∅ 30 2.847... 0.94 4.8E-16
6 5 ∅ 30 2.847... 0.77 1.9E-16

2 4 
 

4 
 

26 
 

2.820...
 

[9] 2 13 ∅ 26 2.820... 0.86 9.0E-16
4 7 2 26 2.820... 0.91 2.2E-16

2 4 
 

5 
 

33 
 

2.843...
 

[9] 4 8 ∅ 32 2.818... 0.92 7.1E-16
4 9 1 33 2.843... 0.79 4.9E-16

2 4 6 39 2.839... [9] 6 7 3 39 2.839... 0.79 6.3E-16
2 4 8 52 2.850... [9] 8 7 4 52 2.850... 0.95 1.4E-15
2 5 5 40 2.828... [9] 5 8 ∅ 40 2.828... 0.82 3.7E-16
2 5 6 48 2.836... [9] 6 8 ∅ 48 2.836... 0.79 1.1E-15
2 5 7 56 2.842... [9] 7 8 ∅ 56 2.842... 0.80 6.7E-16
2 6 6 57 2.836... [9] 6 10 3 57 2.836... 0.87 4.7E-16
3 3 

 
 
 
 

3 
 
 
 
 

23 
 
 
 
 

2.854...
 
 
 
 

[6] 2 12 1 23 2.854... 0.90 5.2E-16
4 7 1;2 23 2.854... 0.80 3.5E-16
2 12 ∅ 24 2.892... 0.92 4.2E-16
3 8 ∅ 24 2.892... 0.92 2.5E-16
4 6 ∅ 24 2.892... 0.84 2.1E-16

3 3 4 
 

29 
 

2.818...
 

[3] 3 10 ∅ 30 2.847... 0.86 8.7E-16
4 8 2 30 2.847... 0.95 2.7E-16

3 3 5 36 2.824... [3] 3 12 ∅ 36 2.824... 0.89 1.9E-15
3 3 6 40 2.774... [3] 3 14 ∅ 42 2.810... 0.97 6.9E-16
3 4 4 38 2.818... [3] 3 13 ∅ 39 2.839... 0.87 9.6E-16
3 4 5 47 2.821... [11] 4 12 ∅ 48 2.836... 0.99 2.1E-15

Таблица 2. Сравнение известных верхних границ ранга r  для квадратных матриц с r p D( , ), (где D  – множе-
ство делителей p, меньших p) при использовании (3); выражения q q q= 3� � ��  характеризуют перестановку 
�( )� , отвечающую блочно-диагональной матрице перестановок с ведущим блоком Iq′  и остальными ′′q  бло-
ками в виде циклических перестановок порядка 3. 

n1 n2 n3 r ω ссылка p   q  D r p D( , ) ω( , )p D � �x ∞  � �f 2  
2 2 2 7 2.807... [2] 2 4 = 1 3 1� �  1 7 2.807... 0.81 6.6E-17
3 3 3 23 2.854... [6] 4 7 = 4 3 1� �  1;2 23 2.854... 0.79 1.6E-14
4 4 4 49 2.807... [2] 2 24 = 6 3 6� �  ∅ 48 2.792... 0.77 1.6E-15

4 12 = 3 3 3� �  ∅ 48 2.792... 0.75 8.1E-16
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Результаты численного решения сведены в 
таблицы 1 и 2. В случае несовпадения рангов 
меньшее значение выделено жирным шрифтом. 
Из таблицы 1 видно улучшение до r = 32, достиг-
нутое для задачи перемножения прямоуголь-
ных матриц с n1 = 2, n2 = 4  и n3 = 5, а таблица 
2 представляет два алгоритма для перемножения 
двух квадратных матриц 4-го порядка за 48 ак-
тивных умножений. Отсутствие этих результатов 
в известных источниках (где рассматривались 
вещественные числа) позволяет предположить, 
что ранг тензора матричного умножения может 
понижаться при переходе к комплексным чис-
лам. Отметим, что в [12] утверждается существо-
вание (4,4,4; )r -алгоритма с r < 49  над полем 
комплексных чисел.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Рассмотренные выше представления реше-

ний уравнений Брента позволяют, с одной сто-
роны, облегчить численное решение последних 
за счет кратного сокращения числа уравнений и 
неизвестных, и, с другой стороны, не слишком 
сильно сузить многообразие решений, чтобы 
сдержать возможное завышение оценок ран-
га. Результат численного решения полученных 
трилинейных или кубических систем нелиней-
ных уравнений считался допустимым, если не 
только невязка уравнений Брента была близка 
к пределу машинной точности, но и максимум 
модуля компонент решения был меньше едини-
цы. Это позволило надежно отсеять так называ-
емые “приближенные алгоритмы”, зависящие 
от малого параметра. Последние гораздо менее 
пригодны для вычислений в арифметике с пла-
вающей точкой ввиду неограниченного роста 
величин некоторых компонент решения урав-
нения Брента при устремлении нормы невязки 
к нулю, см. [13] и цитированные там источни-
ки. Можно предполагать, что известные экви-
валентные преобразования решения уравнений 
Брента позволят получить явные выражения 
коэффициентов через константы, являющиеся 
алгебраическими числами.

Найденные решения параметризованных 
уравнений Брента для большинства рассчитан-
ных вариантов имеют ранг не больший (а иногда 
и меньший) по сравнению с известными резуль-
татами. В частности, получен алгоритм перем-
ножения двух матриц 4-го порядка за 48 актив-
ных умножений, а также (2,4,5;32)-алгоритм для 
прямоугольных матриц.
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SEMI-ANALYTICAL SOLUTION OF BRENT EQUATIONS
I. E. Kaporina
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A parametrization of Brent equations is proposed which admit for a several times reduction of the number 
of unknowns and equations. The arising equations are solved numerically, and for the resulting fast matrix 
multiplication algorithms many known values of rank are reproduced and even improved, in particular, the 
designs (4,4,4;48)  and (2,4,5;32)  are found. 

Keywords: fast matrix multiplication, Brent equations, Strassen algorithm
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Настоящая работа посвящена локализации случайных 3-КНФ формул, полиномиально разрешимых 
резолюционным алгоритмом. Показано, что случайные формулы с числом дизъюнктов, пропорцио-
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1. ВВЕДЕНИЕ И ФОРМУЛИРОВКА 
РЕЗУЛЬТАТА

 Важность известной проблемы алгоритми-
ческой сложности задач, принадлежащих клас-
су NP, ярко представлена в публикации С. Кука 
[1]. Задача выполнимости формул, заданных в 
3-КНФ, — одна из базовых задач в проблема-
тике исследований алгоритмической сложности 
NP задач (обзоры по исследованию 3-КНФ фор-
мул представлены в [2, 3, 4, 5]).

3-КНФ формула — это конъюнкция раз-
личных 3-дизъюнктов. Каждый 3-дизъюнкт —  
это дизъюнкция � � �a b c∨ ∨  трех литералов 
� � �a b c, ,  различных логических переменных 
a b c, , , соответственно. Литерал — это сама пере-
менная v  или ее отрицание ¬v, а общее количе-
ство переменных в формуле обозначается через 
N . Далее дизъюнкт обозначается как множество 
литералов, заключенных в фигурные скобки. С 
учетом того, что каждая переменная может быть 
представлена двумя литералами, количество 
M( )N  различных 3-дизъюнктов от N  перемен-

ных равно 8
3

�
�

�
�

�

�
�

N
.

В литературе при исследовании различных 
аспектов задачи выполнимости широко исполь-
зуются случайные 3-КНФ формулы. Случайная 

3-КНФ формула содержит M0  3-дизъюнктов, 
выбранных равномерно случайным образом из 
множества, содержащего M( )N  дизъюнктов. 
Отношение числа M0  дизъюнктов в формуле 
к числу N  входящих в них разных переменных 
обозначается через R.

К настоящему времени (с использованием 
параметра R) для случайных 3-КНФ формул вы-
делено несколько областей в координатах N M, 0. 
Если R > 4,51, то с ростом N  доля выполнимых 
случайных 3-КНФ формул становится пренебре-
жимо малой [6, 7]. При R < 3,52  пренебрежимо 
малой становится доля невыполнимых формул 
[8]. При “фазовом переходе” R ≈ 4,3  доли вы-
полнимых и невыполнимых формул примерно 
равны [2, 7, 8].

Известна область локализации полиномиаль-
но разрешимых выполнимых случайных 3-КНФ 
формул: при R < 1,63  выполнимость таких фор-
мул с вероятностью 1 (1)− o  может быть установ-
лена алгоритмом полиномиально ограниченной 
сложности [2, 9, 10].

В настоящей работе аналитически выделена 
область локализации полиномиально разреши-
мых с вероятностью близкой к единице невы-
полнимых случайных 3-КНФ формул. Это фор-
мулы, в которых 
	 M N0

20,061 .� � 	 (1)
С ростом N  числа переменных вероятность до-
казательства их невыполнимости алгоритмом 
полиномиальной сложности увеличивается. 

1 Институт проблем управления Российской академии 
наук, Москва, Россия
*E-mail: suvarov@ipu.ru
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2. ВЫВОД УСЛОВИЯ ПОЛИНОМИАЛЬНОЙ 
РАЗРЕШИМОСТИ

Известным свойством КНФ формул являет-
ся возможность резолюционного вывода ново-
го дизъюнкта (резольвенты) { , , , }b c d e¬  из пары 
резолютов { , , }a b c  и { , , , }¬ ¬a c d e , что далее обо-
значается: { , , }a b c , { , , , } { , , , }¬ ¬ ¬a c d e b c d e� . Ре-
зольвента содержит (в единственном числе) все 
литералы обоих резолютов за исключением кон-
трарных литералов a  и ¬a.

Обозначим через ℜ( , , )S T U  резолюцию, пер-
вый и второй резолюты которой содержат соот-
ветственно S  и T  литералов, а резольвента со-
держит U  литералов. Если резолюты содержат 
Q  общих литералов, а некоторая переменная 
представлена в резолютах контрарными лите-
ралами, то U S T Q= 2� � � . При условии, что 
S T Q= = 1+ , получаем U Q S T= = 1 = 1− − . В 
остальных случаях U S≥  и U T≥ . Полученный 
U -дизъюнкт добавляется в исходную КНФ фор-
мулу без изменения ее свойства выполнимости/
невыполнимости. В случае вывода пустого дизъ-
юнкта {}  невыполнимость формулы оказывает-
ся доказанной. Полнота алгоритма означает, что 
если не доказана невыполнимость формулы, то 
она выполнима.

Алгоритмическая сложность резолюционного 
доказательства невыполнимости 3-КНФ формул 
имеет экспоненциальную по числу переменных 
оценку [11, 12]. Такая оценка связана с необходи-
мостью вывода резольвент, число литералов в ко-
торых соизмеримо с числом переменных.

Если принудительно ограничить константой 
максимально допустимое значение U , алгоритм 
доказательства невыполнимости КНФ формулы 
перестает быть полным, а оценка его алгоритми-
ческой сложности становится полиномиальной 
по N . Неполнота алгоритма состоит в том, что 
если не доказана невыполнимость формулы, то 
это еще не означает, что формула обязательно 
выполнима.

Ограничение U ≤ 3  позволяет выполнять 
только резолюции следующих типов: 

� �
� �

(3,3,3) : { , , },{ , , } { , , };

(3,3,2) : { , , },{ , ,

a b c a b d b c d

a b c a b c

�

}} { , };

(3,2,3) : { , , },{ , } { , , };

(3,2,2) : { , , },

�

�

b c

a b c a d b c d

a b c

� �
� {{ , } { , };

(2,2,2) : { , },{ , } { , };

(2,2,1) : { , },{

�
� �
�

a b b c

a b a c b c

a b

�

�

��
� �
� �

a b b

a b a b

a a

, } { };

(2,1,1) : { , },{ } { };

(1,1,0) : { },{ } {}.

�

�

�

Аналитический вывод достаточного условия 
(1) полиномиальной разрешимости случайных 
3-КНФ формул удобно осуществлять, оперируя 
резолютами единой длины. С этой целью вве-
дена модифицированная резолюция ℜ*(3,3,2) 
вида { , , },{ , , } ( , )a b c a b c b c¬ � E , которая порождает 
множество E( , )b c , состоящее из 3-дизъюнктов 
{ , , }b c x . Здесь x  представляет все литералы логи-
ческих переменных за исключением литералов 
переменных a b c, , . Множество E( , )b c  содержит 
2( 3)N −  дизъюнктов.

Рассмотрим возможность доказательства не-
выполнимости 3-КНФ формул с использовани-
ем только двух резолюций: ℜ(3,3,3)  и ℜ*(3,3,2). 
Такое ограничение позволяет считать, что пре-
образуемая КНФ формула всегда состоит только 
из 3-дизъюнктов.

Если КНФ формула содержит более, чем 
M( ) 7 / 8N ⋅  различных 3-дизъюнктов, то она не-
выполнима. Действительно, при этом найдутся 
3 переменные, из литералов которых построены 
8 дизъюнктов, что означает противоречивость 
формулы.

Рассмотрим алгоритм 1 доказательства не-
выполнимости 3-КНФ формул, использующий 
только два упомянутых типа резолюций ℜ(3,3,3) 
и ℜ*(3,3,2).
Алгоритм 1
Дано: 3-КНФ формула, содержащая M0  дизъ-
юнктов. Множество этих дизъюнктов обознача-
ется M0 .
Найти: Является ли формула невыполнимой 
(или ее свойство неопределено)?  

1.	 Из резолютов множества M0 , резолюция-
ми ℜ(3,3,3)  и ℜ*(3,3,2) , выводятся новые дизъ-
юнкты. Из полученных новых дизъюнктов фор-
мируется множество M1 . 

Полагаем k = 1 . 
2.	 Новые дизъюнкты множества Mk+1  выво-

дятся резолюциями ℜ(3,3,3)  и ℜ*(3,3,2) , при-
чем первыми резолютами являются дизъюнкты 
из множества Mk , а вторыми резолютами – 
дизъюнкты из множества 

j

k
j=0∪ M .

(a)	 Множество Mk+1  пусто. Алгоритм не 
смог доказать невыполнимость формулы, 
изначально содержащей M0  дизъюнктов. 
ОСТАНОВ. 
(b)	Множество Mk+1  не пусто:  

i.	 Число дизъюнктов в множестве 

j

k
j=0

1+∪ M  превышает число M( ) 7 / 8N ⋅  –  
невыполнимость формулы доказана. 
ОСТАНОВ. 
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ii.	 Число дизъюнктов в множе-
стве 

j

k
j=0

1+∪ M  не превышает число 
M( ) 7 / 8N ⋅ ; полагаем k k= 1+  и по-
вторяем шаг 2. 

Оценим ожидаемое число дополнительных 
3-дизъюнктов, которые могут быть получены 
резолюционным правилом из множества M0 ис-
ходных 3-дизъюнктов. Число дизъюнктов в мно-
жестве Mk  обозначается через Mk.

Дизъюнкт { , , }a b c  резолюциями ℜ(3,3,3)  в 
паре с любым из шести дизъюнктов { , , }¬a b x ,  
{ , , }¬a c x , { , , }a b x¬ , { , , }¬b c x , { , , }a c x¬ , { , , }b c x¬  по-
рождает новый 3-дизъюнкт (резольвенту). В 
этом случае x  является одним из 2( 3)N −  лите-
ралов от N  переменных.

Ожидаемое число 3-диъюнктов в множестве 
M1, которые порождаются резолюциями ℜ(3,3,3) 
над множеством M0  исходных дизъюнктов, оце-
нивается как: 

M N
M M

N
' = 6 2( 3)

2 ( )
.1

0 0� �
�

�M

Необходимо учесть возможность применения на 
множестве M0  дизъюнктов резолюции ℜ*(3,3,2).  
Резолюция осуществима, если первым резо-
лютом является дизъюнкт { , , }a b c , а вторым — 
любой из трех дизъюнктов { , , }¬a b c , { , , }a b c¬ , 
{ , , }a b c¬ . Резольвентой, соответственно, будут 
2-дизъюнкты из { , }b c , { , }a c , { , }a b . С учетом того, 
что вместо одного 2-дизъюнкта добавляются 
2( 3)N −  3-дизъюнктов, ожидаемое число добав-
ленных резолюциями ℜ*(3,3,2)  3-дизъюнктов 
оценивается как 

�� � �
�

�
M N

M M
N1

0 0= 3 2( 3)
2 ( )M

.

Суммарно по резолюциям ℜ(3,3,3)  и ℜ*(3,3,2)  
получается 

	 M M M N
M M

N
�

1 1 1
0 0= = 9( 3)

( )
� � �� �

�
M

. 	 (2)

Учитывая, что порождаемые дизъюнкты могут 
совпадать с уже имеющимися (при условии, что 

M M Nk
j

k
j

� � � ��1
=0

( )M ), при k ≥ 0  число дизъ-
юнктов в множестве Mk+1  оценивается как 

	 M M
M M

Nk k

k
j

k
j

� �
�

� � �
��

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�
1 1

1
=01

( )
.�

�

M
	 (3)

На k -ом шаге ( 1)k ≥  осуществляется попытка 
построения новых 3-дизъюнктов на основе ре-

золюций дизъюнктов из множества Mk  с дизъ-
юнктами как из множества 

j

k
j=0

1−∪ M , так и из 
множества Mk . Полученная рекуррентная фор-
мула записывается в виде 

	 M
N M

N
M

M
k

k

j

k

j
k� �

�� �
� �
�

�
�
�

�

�
�
��1

=0

1

=
18( 3)

( ) 2M
. 	 (4)

Далее рассматривается упрощенная система ре-
куррентных соотношений, k ≥ 1  : 

	

M
N M

N
M

M
N M

N
M

M
k

k

j

k

j
k

1
0

0

1
=0

1

=
9( 3)

( )
,

=
18( 3)

( ) 2

− ⋅
⋅

− ⋅
⋅ +







+

−

∑

M

M 



.
	 (5)

Для соотношений (5) справедливо следующее 
утверждение. 
Утверждение 1. Для любого k ≥ 1  при M Mk k� �1  
справедливо, что M Mk k� ��2 1. 

Условие равенства значений M1  и M2  явля-
ется достаточным условием того, что последо-
вательность M M M jj1 2, , , , > 2… , является не-
убывающей и, следовательно, в рекуррентном 
процессе может быть получено необходимое 
число 3-дизъюнктов, обеспечивающее доказа-
тельство невыполнимости формулы.

Если M M1 2= , и M1  и M2  заданы формула-
ми (5)  то 

9( 3)
( )

=
18( 3)

( ) 2
.0 0 1

0
1N

M M
N

N M
N

M
M

�
� � �

� ��
�
�

�
�
�M M

При упрощении данного выражения получается: 
M M M M M M0 0 0 1 1 1= 2� � � � . Далее после под-
становки выражения (5 ) для M1  следует 

M M M
N M

N

M
N M

N
M

0 0 0
0

0
0

0

2

= 2
9( 3)

( )

9( 3)
( )

.

⋅ ⋅
− ⋅

⋅

⋅ +
− ⋅

⋅





M

M

Дальнейшее упрощение и обозначение через A  
величины 9( 3) / ( )0N M N� � M  приводит к ква-
дратному уравнению 1 = 2 2A A+  с положитель-
ным корнем A = 2 1 0.414.� �  При этом 

M
N

N0 =
( 2 1) ( )

9( 3)
.

� �
�
M

В представлении M0  в виде r N⋅ 2  получается 

r
N N N

N N
r

N
=

8( 2 1)
27

( 1)( 2)

( 3)
, 0,061.

2

− ⋅ − −
−

≈
→∞

lim
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3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО УТВЕРЖДЕНИЯ  
И ОЦЕНКА ВЕРОЯТНОСТИ

Доказательство утверждения 1. Рассматривает-
ся разность 

M M
N M

N
M

M

N M

k k
k

j

k

j
k

k

+ +
+ +−

−
+













−

−
−

∑2 1
1

=0

1=
18( 3)

( ) 2

18( 3)

M

M(( ) 2
.

=0

1

N
M

M

j

k

j
k

−

∑ +












После подстановки в правую часть вместо Mk+1  
меньшей величины Mk , получится 

M M
N M

N
M

M

N M
N

k k
k

j

k

j
k

k

j

+ +− ≥
−

+












−

−
−

∑2 1
=0

18( 3)
( ) 2

18( 3)
( )

M

M
==0

1

2
.

k

j
kM

M−

∑ +












Выполнение упрощающих преобразований при-
водит к M M N M Nk k k� �� � � � �2 1

218( 3) / ( ) 0.M  
Для оценки вероятности того, что условие 1 

обеспечивает доказательство (полиномиальной 
сложности) невыполнимости случайной 3-КНФ 
формулы, рассмотрим модифицированную си-
стему рекуррентных формул (2) — (4). В этих 
модифицированных формулах через α( )0M  обо-
значено M0 , а для k ≥ 1  через α( )Mk  и γ( )Mk  
обозначено [ ]� � Mk , 1 > 0� �  и [2 1]� �Mk , соот-
ветственно. Формула (2) для вычисления M�1 оста-
ется неизменной, а формула (4) приобретает вид 

	 M M

M M

Nk k

k

j

k

j

� �

�

� � �

�
�

�

�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�

�
1 1

1

=01

( )

( )
.�

� �

M
	 (6)

Формула (3) для вычисления M k
�  (при k > 1) 

преобразуется в 

	 M
N M

N
M

M
k

k

j

k

j
k� �

�� �
� �
�

�
�
�

�

�
�
��1

=1

1

=
18( 3) ( )

( )
( )

( )
2

.
�

�
�

M
  (7)

Непосредственное вычисление по формулам 
(2), (4) и (3) демонстрирует то, что для N ≥ 64  
необходимая для доказательства невыполнимо-
сти формулы сумма дизъюнктов набирается за 7  
циклов работы алгоритма 1. Вычисление по фор-
мулам (2), (6) и (7) при β = 0,7  дает 17  циклов. 

k
kM N

=0

17

( ) > ( ) 7 / 8 .� �� M

В свою очередь, это означает, что если в каждом 
цикле k ≥ 1  работы алгоритма будет получено 
число α( )Mk  новых дизъюнктов, превышающее 
0,7 ⋅ Mk, невыполнимость формулы будет дока-
зана.

Вероятность pk  того, что при ожидаемом чис-
ле дизъюнктов Mk  и биномиальном распределе-
нии Bin Mk( ( ),0,5)γ  число новых дизъюнктов бу-
дет меньше либо равно α( )Mk , составляет 

	 p
M

jk
Mk

j

Mk
k= 2

( )
.

( )

=1

( )
� � �

�
�

�

�
�

�
�

�
	 (8)

Вероятность того, что процесс генерации новых 
дизъюнктов завершится доказательством невы-
полнимости 3-КНФ формулы оценивается как: 

	 P p
j

j= (1 ) .
=1

17

� � 	 (9)

Вычисление по формулам (2), (6), (7), (8) и (9) 
дает следующую оценку вероятности того, что 
для случайной 3-КНФ формулы, содержащей 
0,061 2⋅ N  дизъюнктов, алгоритмом 1 будет до-
казана невыполнимость: при N = 256,1024  и 
4096 вероятность составляет 1 10 32− − , 1 10 481− −  и 
1 10 7500− − , соответственно.
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This paper is devoted to the localisation of random 3-CNF formulas that are polynomially solvable by the 
resolution algorithm. It is shown that random formulas with the number of clauses proportional to the square 
of the number of variables, are polynomially solvable with probability close to unity when the proportionality 
coefficient exceeds the found threshold. 
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Найдена аналитическая оценка сверху максимальной ширины зоны, запрещенной для наступания, 
которую многоногий шагающий робот может преодолеть в режиме статической устойчивости. Ис-
пользуя математические модели шестиногого и четырехногого роботов с продольным расположением 
точек подвеса ног, показано, что полученная оценка является не улучшаемой. С этой целью сформи-
рованы следовые последовательности постановки ног робота, обеспечивающие достижение значения 
оценки. Для модели шестиногого робота найдена зависимость максимальной ширины зоны от длины 
корпуса. 
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1. ВВЕДЕНИЕ
Шагающие машины опираются на подстила-

ющую поверхность, оставляя дискретные следы 
[1–3]. Они во многих случаях имеют возмож-
ность проходить над препятствием, не наступая 
на него. Ниже рассматривается вопрос о прео-
долении n-ногим шагающим аппаратом экстре-
мально широкого и протяженного препятствия. 
С этой целью робот может применять методы 
основанные на анализе способности робота до-
тянуться до точек опоры на противоположной 
стороне препятствия [3], и если это возможно, 
то пройти над препятствием, не обязательно со-
блюдая при этом регулярность походки. Прыж-
ки и бег [4] в данной работе не рассматриваются.

Указанная проблема представляет интерес 
как с математической, так и с прикладной то-
чек зрения. Математические трудности связаны 
с тем, что ширина препятствия, которое робот 
может преодолеть, зависит как от расположения 
точек опоры, так и от последовательности пе-
реноса и постановки ног, а вариантов таких по-
следовательностей даже для случая n = 6  чрез-
вычайно много [3]. С прикладной точки зрения 
важно понимать, какая конструктивная схема и 

параметры робота должны быть, чтобы его при-
менение было наиболее эффективным при дви-
жении по неподготовленной местности.

В литературных источниках чаще всего встре-
чается анализ путевой проходимости либо для 
уже построенных шагающих машин с конкрет-
ными техническими решениями, либо анализ, 
основанный на необходимых условиях статиче-
ской устойчивости [5]. В предлагаемой работе 
применяются достаточные условия продольной 
статической устойчивости, а для простоты иссле-
дования выбрана упрощенная кинематическая 
схема шагающего аппарата, учитывающая ос-
новные особенности принципа передвижения с 
помощью ног. Оказалось, что даже такая простая 
схема позволяет сделать выводы относительно 
целесообразной конструкции робота. Результаты 
компьютерного моделирования подтверждают 
полученные аналитические оценки [6].

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Будем иметь в виду изолированные препят-

ствия, которые можно заключить в область меж-
ду двумя вертикальными плоскостями, перпен-
дикулярными направлению движения корпуса 
таким образом, что вне этой области в доста-
точно большой её окрестности отсутствуют точ-
ки, запрещённые для наступания. На опорной 
поверхности указанные плоскости выделяют 
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полосу, называемую зоной препятствия, вну-
три которой нельзя помещать следовые точки. 
Ширина d  зоны зависит от соотношения раз-
меров препятствия и несущих свойств опорной 
поверхности.

Пусть робот имеет n ≥ 4  ног [3] и корпус в ка-
честве твердого тела. Точки подвеса идентичных 
весомых ног расположены по боковым сторо-
нам прямоугольной несущей рамы, жестко свя-
занной с корпусом, симметрично относительно 
продольной (вдоль предполагаемого направ-
ления движения) и поперечной вертикальных 
строительных плоскостей корпуса, содержащих 
его центр масс. Тогда число ног робота n k= 2  — 
чётное. Такая конструкция удобна с точки зре-
ния простоты её модульного наращивания сек-
циями, содержащими дополнительную пару ног. 
Робот подходит к препятствию передней или 
задней стороной несущей рамы. Контакт стоп 
с опорной поверхностью предполагается точеч-
ным. При перешагивании через препятствие 
робот сохраняет направление движения корпу-
са перпендикулярным границам зоны препят-
ствия. Возникает задача о нахождении макси-
мально возможной ширины зоны препятствия, 
которое робот может преодолеть. Требуется 
также указать логическую последовательность 
постановки ног (следовое расписание) и соот-
ветствующее расположение точек опоры, позво-
ляющие аппарату безопасно перешагнуть через 
такую зону.

Пусть O1���  — неподвижная декартова си-
стема координат. Плоскость O1��  горизонталь-
на. Ось O1ξ  направлена перпендикулярно зоне 
препятствия. Ось O1ζ  направлена вертикально 
вверх. Ось O1η  дополняет систему координат 
O1��� до правой тройки. Начало O1  расположим 
со стороны подхода робота к препятствию, так 
что ξ ξ= m  — уравнение ближней (по отношению 
к роботу) границы зоны препятствия, а ξ ξ= M —  
уравнение её дальней границы, ξm  и ξM  — по-
стоянные, причём 0 < < =� � �m M m d� .

Декартову право-ориентированную систе-
му координат Oxyz  жестко свяжем с несущей 
рамой корпуса аппарата так, чтобы плоскость 
Oxy  содержала точки подвеса всех ног, её нача-
ло O  совпало с проекцией центра масс корпуса 
на плоскость Oxy, ось Ox  была ориентирована 
по скорости движения корпуса параллельно бо-
ковой стороне несущей рамы, ось Oy  была на-
правлена в сторону точек подвеса ног, располо-
женных с левой стороны корпуса, если смотреть 
в направлении оси Ox.

Точкам подвеса (и, соответственно, ногам), 
расположенным справа (если смотреть вперёд в 
направлении движения) от плоскости Oxz, при-
пишем, начиная с задних ног, последовательные 
нечетные номера, а ногам, расположенным сле-
ва от указанной плоскости, — последователь-
ные четные. Пусть x j2 , y j2 , z j2 = 0 — коорди-
наты точек подвеса ног левой стороны, а x j2 1− ,  
y j2 1− , z j2 1 = 0−  — координаты точек подвеса 
ног правой стороны ( j k= 1, ) в системе коорди-
нат Oxyz . Потребуем, чтобы y bi

i= ( 1)− , b > 0,  
i n= 1, . Геометрически это означает, что точки 
подвеса ног расположены на прямых, лежащих 
в плоскости Oxy  симметрично относительно 
плоскости Oxz, и равно отстоят от оси Ox  на 
расстояние b. Кроме того, предположим, что 
x x a j kj j2 1 2= = [ ( 1) / 2]� � � . Величины a, b  по-
стоянны и определяют габариты рамы, так что 
( 1)k a−  — длина несущей рамы и 2b  — её ши-
рина. Будем считать, что корпус шагающего ап-
парата движется поступательно, сохраняя в лю-
бой момент времени сонаправленную взаимную 
ориентацию осей координат O1���  и Oxyz.

Положения (x y zi
f

i
f

i
f, , ) стоп ног относительно 

корпуса определяются соотношениями 
	 x x q y y q z z qi

f
i xi i

f
i yi i

f
i zi= , = , = ,+ + +    (1)

где величины qxi, qyi, qzi  определяют положение 
i-й стопы относительно точки подвеса и зависят 
от конструкции соответствующей ноги, напри-
мер, как в [7].

Обозначим ( , , )0 0 0� � �  абсолютные координа-
ты точки O. Тогда абсолютные координаты стоп 
ног примут вид 

	
ξ ξ

η η ζ ζ
i
f

i xi

i
f

i yi i
f

i zi

x q

y q z q

= ,

= , = .

0

0 0

+ +

+ + + +
	 (2)

Потребуем, чтобы при перешагивании через 
зону препятствия было выполнено ограничение 

	 � �i
f c i n� � �0 , = 1, , 	 (3)

где ′c  — постоянная. В дальнейшем предпола-
гается, что точки опоры ног каждой из сторон 
принадлежат соответственно левой и правой 
прямолинейным следовым колеям, параллель-
ным боковым сторонам корпуса.

Вертикальные проекции точек опоры на 
плоскость O1��  образуют плоский выпуклый 
опорный многоугольник D , как минимальное 
множество точек на плоскости O1��, содержащее 
проекции всех точек опоры робота.

Позиция робота называется статически 
устойчивой [3], если его центр масс, рассчитан-
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ный с учетом массивности корпуса и всех ног, 
проектируется строго внутрь опорного многоу-
гольника D: 
	 C D Dξη ∈ ∂( ),\ 	 (4)

где C��  — проекция центра масс аппарата на 
плоскость O1��, ∂D  — граница множества D.

При движении по равнинной и в среднем 
горизонтальной местности для выполнения ус-
ловия статической устойчивости необходимо, 
чтобы в число вершин опорного многоугольника 
входили опорные точки ног каждой из сторон [3].

Зону препятствия Z  можно выразить фор-
мулой 
	 Z dm M M m= {( , ) : < < }, = ,� � � � � � �� 	 (5)

так что 
	 ( , ) .� �i

f
i
f Z� 	 (6)

Рассмотрим ситуацию, когда робот вплотную 
подошёл к ближней границе ξm  зоны препят-
ствия, и должен переправиться на другую сто-
рону зоны. Это означает, что в начале пере-
правы будет выполнено � �0 ( 1) / 2� � �a k m , 
а в конце переправы должно быть выполнено: 
� �M a k� � �0 (1 ) / 2 . Из множества G  всех по-
следовательностей постановки и точек разме-
щения опорных стоп ног, а также движений 
корпуса требуется указать последовательность, 
которая позволит роботу достичь 
	

G
dmax( ) 	 (7)

при выполнении условий (3), (4) и (6).

3. ЗАПАС СТАТИЧЕСКОЙ  
УСТОЙЧИВОСТИ

Оценим величину отклонения вдоль оси O1ξ 
центра масс шагающего робота от центра масс 
его корпуса. Координата ξc  центра масс робота 
с учётом симметрии расположения точек повеса 
ног определяется формулой 

	 � �c
i

n

xi
cm

M
q= ,0

=1

� � 	 (8)

где qxi
c  — координаты центров масс ног относи-

тельно их точек подвеса, m  — масса одной ноги, 
M  — масса всего аппарата.

По положению центра рамы корпуса можно 
надёжно судить о критичности положения центра  
масс аппарата, если центр масс аппарата и центр 
масс корпуса достаточно близки по x-координа-
те. Близость указанных центров масс с заданной 

точностью ε  в критических для потери стати-
ческой устойчивости случаях обеспечивается 
посредством надлежащей балансировки позы 
аппарата.

Определение 1. Позу аппарата назовём про-
дольно ε-сбалансированной, если выполнено 
неравенство 

	
i

n

xi
cq

M
m

=1

.� � � 	 (9)

Например, для шестиногого аппарата любая 
поза, удовлетворяющая соотношениям 
	 q q q q q qx x x x x x1 2 5 6 3 4= = = , = = 0− − 	 (10)

является абсолютно продольно ε -сбалансиро-
ванной для любого ε  и любой массы ног. Ещё 
один пример абсолютно продольно ε -сбаланси-
рованной позы доставляется равенствами 

q q q q q qx x x x x x3 4 5 6 1 2= = = , = = 0.− −

Другой пример выглядит так: 
q q q q q qx x x x x x1 2 3 4 5 6= = = , = = 0.− −

Формула (9) представляет собой условие, при 
выполнении которого для оценки возможности 
сохранения продольной статической устойчи-
вости можно пользоваться критерием близости 
центра рамы к критической границе опорного 
многоугольника при заданном запасе статиче-
ской устойчивости ε .

Определение 2. Движение робота считается  
продольно статически устойчивым с запасом ε, 
если в любой момент времени выполнено усло-
вие (9) и 
	 {( , ) : } ,0 0 0� � � � � � �� � � � �D 	 (11)
где ξ  — некоторая точка на оси Oξ. Геометриче-
ски это означает, что проекция центра корпуса 
робота на плоскость O1��  должна быть погруже-
на внутрь опорного многоугольник, а проекция 
центра корпуса на ось O1ξ  должна отстоять от 
передней и задней границ опорного многоуголь-
ника не меньше, чем на ε. Ясно, что критерий 
будет физически осмысленным для достаточ-
но малых ε. При использовании критерия (11) 
предполагается, что ξc-координата центра масс 
робота из-за движения ног может оказаться в 
любой точке отрезка [ , ]0 0� � � �� � , и заранее не-
известно в какой.

4. МАКСИМАЛЬНАЯ ШИРИНА  
ЗОНЫ ПРЕПЯТСТВИЯ

Расстояние между последовательными точ-
ками опоры в координатах Oxyz , связанных с 
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корпусом, будем называть длиной относитель-
ного шага. Возможное положение стопы отно-
сительно точки подвеса соответствующей ноги 
стеснено неравенством (3) и описывается соот-
ношениями 

	 q q q l q c c bxi yi zi i
i

yi
2 2 2 2 2= , ( 1 ) > = 0,+ + ≤ − ′ − ≥ρ  (12)

где l  — максимальная длина ноги. Из формул 
(12) и (1) следует, что проекция i-й стопы на ось 
Ox  может быть выражена формулой 

	 x x q x L L q qi
f

i xi i xi xi i yi zi= = , = ,2 2 2� � � ��  (13)

где выбор знака зависит от положения соответ-
ствующей точки опоры. Рассмотрим случай, 
когда шагающий аппарат преодолевает препят-
ствие, двигаясь в положительном направлении 
оси Ox. Тогда вопрос о возможности опоры i-й 
стопы о какую-либо точку на грунте с абсциссой 
ξ  связан с анализом справедливости включения 

	 ( ) [ , ], = .0
, ,

� �
�

� � � �x L L Li i i i
i qyi qzi

xiL max 	 (14)

Если включение (14) справедливо, то указан-
ную точку можно оставить в качестве предпо-
ложительно возможной точки опоры. Если же 
это включение не выполнено, то на такую точку 
опереться не получится.

В соответствии с выбором системы коорди-
нат Oxyz  имеем qzi i

f= 0� �� . Если ζi
f  — высота 

предполагаемой точки опоры, то тогда qzi < 0 ха-
рактеризует необходимый клиренс аппарата, то 
есть свободный просвет между корпусом и опор-
ной поверхностью, которым шагающий аппа-
рат может управлять в определенных пределах. 
Пусть опорная поверхность задана формулой 
� � �= ( , )F . Обозначим 

� � � �
� �

0
,

= ( , )
�

�
E

Fmax

ζ-координату центра несущей рамы, допусти-
мую с точки зрения безопасности движения, 
где постоянная δ  учитывает минимально безо-
пасную величину клиренса, E  — ограниченная 
область плоскости O��, содержащая следовые 
колеи, на которых планируются положения то-
чек опоры робота. Ясно, что чем меньше эта об-
ласть, тем аккуратнее будет выбран параметр ζ0. 
Из формул (13) и (12) найдём 

	
L l c F

b c

f f

i

( , ) = [ ( , )] ,

= ( 1) ( ).

* 2 2
0

* 2

*
0

ξ η ζ ξ η

η η

− − −

+ − +
	 (15)

Это означает, что максимальная величина 
L f( , )*� �  выноса опорной стопы в направлении 
оси Ox  зависит от координат точки предполага-
емой опоры и достигается, когда нога предельно 
вытянута: ρi l= , предполагаемая точка опоры 
расположена на следовой колее, параллельной 
корпусу и отстоящей от него на предельно близ-
кое допустимое расстояние c, а высота корпуса 
над предполагаемой точкой опоры настолько 
мала, насколько это соответствует допустимому 
пределу безопасного перемещения. Точное зна-
чение координаты ξ f  в формуле (15) для ноги с 
номером i  можно найти из уравнения 

ξ ξ ξ η

ζ ξ η

f i f

f

x L

l c F

− − ±

± − − −

0
*

2 2
0

* 2

= ( , ) =

= [ ( , )] ,

и это будут абсолютные ξ-координаты предель-
ных точек на опорной поверхности, до которых 
нога может дотянуться из заданного положения 
корпуса. Если же наоборот задать значение ξ f ,  
то тогда можно легко найти значение ξ0, соот-
ветствующее положению корпуса, при котором в 
зависимости от знака перед радикалом эта точка 
окажется предельно достижимой либо спереди от 
соответствующей точки подвеса, либо позади неё.

Назовём передней границей опорного многоу-
гольника отрезок прямой, образованный ближай-
шими к зоне препятствия двумя точками опоры 
ног, одна из которых находится с правой, а другая 
с левой стороны корпуса, если смотреть в направ-
лении оси Ox. Обозначим ξ-координаты правой 
и левой точек опоры передней границы опорно-
го многоугольника через ξr  и ξl  соответственно. 
Согласно принятым ограничениям на конфигу-
рацию робота, обеспечивающим возможность 
выполнения шага максимальной длины для всех 
ног (см. формулу (15)), точка O проектируется 
в середину отрезка между следовыми колеями. 
Пусть прямая � � �= = 0l b c� �  — следовая ко-
лея для левых ног робота, а � � �= = 0r b c� �  — 
следовая колея для правых ног робота. Граница 
ξM достижима для передних ног, если на следовых 
колеях найдутся точки с координатой ξ f , для ко-
торых выполнено неравенство 

	 � � � �0
*1

2
( , ) ,�

�
� �a

k
L f M 	 (16)

причём равенство достигается, когда ξ ξf M= . 
Обозначим 
	 L L LM M l M r= ( ( , ), ( , ))max � � � � 	 (17)

и учтём, что � �M m d= � . Равенство левой и 
правой частей формулы (16) для заданного зна-
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чения ξ0  обеспечивается, когда d  принимает 
предельно большое значение d d= . Следова-
тельно 

	 � � �0 0
1

2
= ( ).� �

�
�m Ma

k
L d 	 (18)

Справедлива следующая лемма
Лемма 1. Максимум � =

0�max d  ширины зоны 
препятствия, преодолимого рассматриваемым 
многоногим статически устойчивым роботом, до-
стигается, если непосредственно перед моментом 
постановки передних ног на линию ξ ξ= M  перед-
няя граница опорного многоугольника удовлетворя-
ет условию 

	 ( , ) =
2

.,� � �
� �

� � � �r
m

l
m

r m l m m
r l

� � �
��

�
�

�
�
� 	 (19)

Доказательство. Поскольку передняя грани-
ца опорного многоугольника линейна, то для 
выполнения условия статической устойчивости 
необходимо, чтобы было 

�
� �

� � �
� �

�c
r l

m c m
r l

m<
2

<
2

0.
�

� � �
�

� �

Отсюда ясно, что для возможности увеличения 
допустимой ширины зоны препятствия (18) 
следует, что в конце переноса передних ног че-
рез зону препятствия точки опоры для перед-
ней границы опорного многоугольника должны 
удовлетворять требованию (19). ◊
Теорема 1. Максимальная ширина ∆  зоны препят-
ствия, преодолимого рассматриваемым роботом, 
ограничена неравенством 

	 � �
�

� � �
�

��� �
�r

m
l
m

m
i

n

xi
c

M
m
M

q a
k

2
1

2
,

=1

L  (20)

то есть многоногий робот описанной выше кон-
струкции не может преодолеть зону препятствия, 
ширина которой на момент окончания переноса 
передних ног превосходит сумму половины длины 
корпуса робота и максимально возможного выноса 
стоп передних ног в направлении оси Ox за вычетом 
минимально достижимого расстояния от середины 
передней границы опорного многоугольника до ближ-
него края зоны препятствия и x-координаты цен-
тра масс всех ног относительно корпуса робота. 

Доказательство. До начала перешагивания че-
рез зону препятствия все точки опоры имеют ξ- 
координаты, меньшие ξm. Корпус робота ориен-
тирован так, что ось Ox  направлена к границе 
зоны ξ ξ= m  и перпендикулярна к ней. Ясно, что 
такое расположение корпуса позволяет наилуч-

шим образом использовать его габариты для пе-
реправы через зону, потому что a k b( 1) >− . Из 
формулы (18) следует, что 
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Но согласно формуле (8) найдём 
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Поэтому 
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Кроме того, разность ( ) / 2� � �r l m� �  не поло-
жительна, поскольку рассматривается этап, ког-
да робот еще не перенёс ноги через препятствие. 
Вместе с тем эта разность по модулю тем мень-
ше, чем ближе расположены передние опорные 
точки к зоне препятствия. ◊

5. СЛЕДОВОЕ РАСПИСАНИЕ
Походка “след в след” [3] возникает, когда точ-

ки опоры соседних ног одной стороны для по-
следовательных шагов совпадают. Для того, что-
бы походка “след в след” могла быть реализована 
при движении по всей поверхности � � �= ( , )F , 
должно быть выполнено общее конструктивное 
ограничение: 

	 a L�
�

2 ( , ).
,� �

� �
E

min 	 (23)

Заметим, что в реальности, когда ноги аппа-
рата имеют конкретные физические размеры, а 
планируемая точка опоры ещё занята предыду-
щей ногой, походку “след в след”, строго гово-
ря, практически реализовать невозможно без 
пересечения соседних ног одной стороны кор-
пуса. Если всё же необходимо применить такую 
походку, то планируемую точку опоры следует 
смещать, если это возможно, по координате η в 
ту или другую сторону на расстояние, не мень-
шее, чем толщина ноги. Из-за этого изменится 
максимальная длина шага. В дальнейшем для 
оценок максимальной допустимой ширины 
препятствия будем пользоваться формулой (23), 
считая, что указанная походка при незначитель-
ном боковом смещении планируемых точек опо-
ры не окажет ощутимого влияния на эти оценки.

Случай, когда точка опоры последующей ноги 
оказывается впереди предыдущей в дальнейшем 
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рассматриваться не будет в связи с тем, что тогда 
для робота рассматриваемой конструкции при 
переносе последующей ноги, очевидно, возник-
нет опасность взаимного пересечения соседних 
ног, что недопустимо.

Условие (23) без нарушения общности можно 
ослабить: 
	 a ae≤ , 	 (24)
где 

	 ae
r E l E

= 2 ( , ), ( , ) .
, ,

min min min
� � � �

� � � �
� �

�

�
��

�

�
��L L 	 (25)

Другими словами, нас будет интересовать возмож-
ность организации движения “след в след” только 
при расположении точек опоры на левой и правой 
следовых колеях. Ясно, что условие (24), являет-
ся необходимым по отношению к условию (23).

Для простоты последующего анализа обра-
тимся к варианту, когда движение происходит 
по горизонтальной плоскости. В таком случае 
максимальные длины относительных шагов бу-
дут одинаковы для всех точек опоры и для всех 
ног. Обозначим L  длину максимально возмож-
ного относительного полушага для этого случая. 
Тогда условие (25) можно переписать в виде 
	 ae = 2 .L 	 (26)

Для того, чтобы убедиться, что приведенные 
в предыдущем разделе верхние оценки ширины 
предельно допустимой зоны препятствия явля-
ются не улучшаемыми, следует указать следовое 
расписание, при котором они превращаются 
в равенство. Проделаем это для шестиногих и 
четырехногих аппаратов. Процесс преодоления 
зоны препятствия начинается в тот момент, ког-
да робот подошёл вплотную к зоне препятствия.

I.	 Рассмотрим сначала процесс преодоления 
препятствия шестиногим аппаратом.

Лемма 2. Пусть выполнено условие (24), и сред-
ние ноги поставлены в точки опоры передних ног на 
ближней границе ξ ξ= m  зоны препятствия. Тог-
да для преодоления шестиногим аппаратом зоны 
препятствия максимальной ширины передние ноги 
следует переносить через препятствие синхронно. 

Доказательство. В данном случае при подъеме 
передних ног по очереди или одновременно бу-
дет выполнено. 
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Пусть передние ноги переносятся через пре-
пятствие последовательно. Тогда оставшаяся в 

опоре передняя нога может ограничивать про-
движение корпуса над зоной препятствия и тем 
самым будет мешать дотягиванию передних ног 
до точек опоры на границе ξ ξ= M  зоны. С дру-
гой стороны, если обе ноги, стремясь сделать 
максимальный шаг, будут находиться в состоя-
нии переноса, но с некоторым запаздыванием, 
то та нога, которая раньше попадет на дальнюю 
границу зоны препятствия, и определит достиг-
нутую при этом максимальную ширину зоны. 
После этого для величины достигнутой ширины 
зоны уже не будет имеет значения, в каком по-
рядке они будут поставлены на дальнюю границу 
зоны препятствия. Синхронный перенос перед-
них ног лучше, так как обеспечивает наиболь-
шую удалённость передней границы опорного 
многоугольника с поставленными на дальнюю 
границу передними ногами от центра корпуса. ◊

Замечание 1. При одновременном переносе 
передних ног через препятствие передняя гра-
ница опорного многоугольника формируется 
средними ногами. 

Замечание 2. Перед перешагиванием через 
предельно широкую зону препятствия точки 
опоры передних ног следует ставить, если это 
возможно, на ближнюю границу ξ ξ= m  зоны. 

Представим половину длины корпуса a  в 
виде 
	 a ae= .� � 	 (27)

Замечание 3. Если � � 0  взаимное пересече-
ние соседних ног в точках, не совпадающих со 
стопами, отсутствует. При произвольном значе-
нии � � �[ ,0)ae  точки подвеса соседних ног могут 
оказаться расположенными слишком близко, 
из-за чего будет существовать опасность взаим-
ного пересечения звеньев соседних ног. Допу-
стим, что найдется число µ , такое что 0 < >µ  
позволяет уточнить неравенство (20).
Теорема 2. Пусть � � � �ae < 0� � , µ > 0. Тогда, 
если применяется критерий (11), максимальная 
ширина ∆  зоны препятствия, которую шести-
ногий робот может преодолеть при движении по 
плоскости, выражается равенством 
	 � = ,ae � � �� � L 	 (28)
где ε  — запас статической устойчивости. 

Доказательство. Как было установлено выше, 
перед началом перешагивания через зону пре-
пятствия точки опоры передних ног должны 
располагаться на прямой ξ ξ= m . Условие (24), 
которое при � � 0 , очевидно, будет выполнено, 
обеспечивает возможность постановки сред-
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них ног в точки опоры передних, когда корпус 
частично продвигается за ближнюю границу 
ξ ξ= m  зоны препятствия на расстояние, при ко-
тором будет выполнено � � �0 = m � . После этого 
передние ноги следует переносить в точки опо-
ры на дальней границе ξ ξ= M . В этом случае 
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�r

m
l
m

m
�
2

= ,

и правая часть формулы (20) превращается в 
правую часть формулы (28).

Покажем теперь, что существует следовое 
расписание, обеспечивающее преодоление зоны 
препятствия ширины (28) без нарушения ста-
тической устойчивости. Пусть робот находит-
ся в стандартной позиции перед препятствием 
в соответствии с определением 3. Прежде, чем 
начать перенос передних ног, надо продвинуть 
корпус по направлению к линии ξ ξ= M  так, 
чтобы появилась возможность в том же направ-
лении перенести задние ноги. Наиболее далеко 
корпус можно было бы продвинуть на расстоя-
ние максимального относительного полушага 
передних ног. Однако при этом проекция центра 
масс робота на горизонтальную плоскость долж-
на всё же находиться внутри опорного многоу-
гольника, образованного передними и средни-
ми ногами, с заданным запасом ε  статической 
устойчивости. Тогда передние ноги ещё могут 
оставаться в опоре.

Теперь задние ноги могут одновременно сде-
лать шаг величиной 

L a L1,2 = { , > .� � � L невозможно

Лемма 3. Пусть σ > 0 . Тогда для преодоления 
шестиногим аппаратом зоны препятствия макси-
мальной ширины передние ноги следует переносить 
через препятствие синхронно. 

Доказательство. Максимальная ширина зоны 
препятствия достигается, если расстояние от 
центра рамы до ближней границе зоны препят-
ствия минимально при переносе передних ног. 
В том случае, когда хотя бы одна передняя нога 
находится в опоре, центр рамы можно подвести 
к ближней границе зоны на расстояние не мень-
шее, чем L � � , так что � � �0 = ( )m L� � , если 
хотя бы одна передняя нога находится в опоре на 
ближней границе зоны препятствия. Поэтому, 
если корпус аппарата максимально продвинут 
вперёд так, чтобы сохранить точки опоры перед-
них ног на ближней границе зоны препятствия, 
то порядок переноса передних ног на удалён-

ную границу зоны не имеет значения. Всё рав-
но, если хотя бы одна передняя нога находится 
в опоре на линии ξ ξ= m , продвинуть корпус к 
ближней границе зоны по сравнению с указан-
ным значением не удастся. Вместе с тем, син-
хронный перенос передних ног сокращает число 
переносов ног.

Справедлива теорема. 
Теорема 3. Если применяется критерий (11) и σ > 0,  
то максимальная ширина зоны препятствия выра-
жается формулой 

	 � = , 0.ae � � �L � � 	 (29)

Доказательство. Преодоление зоны препят-
ствия начинается из стандартной позиции. Кор-
пус продвигается в направлении границы ξ ξ= M  
на расстояние максимального относительного 
полушага передних ног. Потом сначала задние 
ноги делают относительный шаг длиной 

a � � � �� � �L L= ,

а затем средние ноги — максимальный относи-
тельный шаг в том же направлении. Стопы всех 
ног и центр рамы будут иметь координаты 

ξ ξ ξ ε
ξ ξ ξ σ

ξ ξ ξ ξ ξ

1 2

3 4

5 6 0

(2) = (2) = 2 ,

(2) = (2) = ,

(2) = (2) = , =

m

m

m

a− + −
−
L

mm a− + L.

Покажем, что если в полученной позе под-
нять хотя бы одну переднюю ногу, то робот не 
сможет изменить переднюю границу опорного 
многоугольника, образованную средними но-
гами. Действительно, в этой позиции смещение 
корпуса ни назад, ни вперед невозможно из-за 
того, что средние ноги, будучи в опоре, мак-
симально вынесены вперёд, а передние ноги 
максимально вынесены назад. Продвижение 
корпуса вперёд возможно лишь, если сразу под-
нять обе передние ноги. В этом случае середина 
диагонали опорного многоугольника при обе-
их поднятых передних ногах будет иметь коор-
динату � � � �d m a= ( ) / 2� � � �L . Кроме того 
� �0 = m a� � L. Поэтому 

� �
� �

0 =
2

> 0.�
� �

d
L

С другой стороны, если перенести по очереди за-
дние ноги на максимально возможный полушаг 
вперёд, то середина диагонали сместится вперёд 
и станет равной. 

� � � � � �
� �

� �� � � � �
�

d m da= ( ) / 2 =
2

> 0.0
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То есть получается, что при поднятых передних 
ногах перенос средних ног без потери статиче-
ской устойчивости невозможен, даже если лю-
бым образом менять положение точек опоры 
задних ног, и, следовательно, 

ξ ξ ξ σ

ξ ξ ξ ξ
ξ ξ ξ ξ

3 4

,

(2) = (2) = =

=
2

=
2

.

m

r m l m
r l r

m
l
m

−

+ +
≤ ≤

Тогда формула (20) дает 
� � � �ae L �.

Но формула (20) была получена в предположе-
нии, что передние ноги робота, будучи предель-
но выпрямленными, ставятся на границу ξ ξ= M . 
Допустим, что они уже там стоят. При этом центр 
несущей рамы проектируется внутрь опорно-
го многоугольника, образованного задними и 
средними ногами и не доходит до передней гра-
ницы этого многоугольника на заданный запас 
устойчивости ε: 

ξ ξ ξ ε
ξ ξ ξ σ

ξ ξ ξ ξ ξ

1 2

3 4

5 6 0

(3) = (3) = 2 ,

(3) = (3) = ,

(3) = (3) = , =

m

m

M

a− + −
−
L

mm − −σ ε.

Полученная позиция является ε-сбалансирован-
ной и центр рамы находится над опорным много-
угольником образованным средними и задними 
ногами. Поэтому задние ноги одновременно под-
нять невозможно. Невозможно также и сдвинуть 
корпус ни вперёд, ни назад. Теперь необходимо 
выполнить несколько подготовительных дей-
ствий, которые зависят от величины σ.

a)	Пусть � � L . Тогда робот должен перенести 
средние ноги на один полушаг L  назад, переме-
стить задние ноги в точки опоры с координатами 
� � � � �1 2= = m a� � � , затем поставить стопы 
средних ног в точки опоры � � � �3 4= = m � � L, 
после чего переместить корпус так, чтобы центр 
масс робота проектировался в точку, не доходя-
щую до новых точек опоры средних ног на рас-
стояние, равное запасу статической устойчиво-
сти ε , а потом перенести передние ноги на один 
относительный полушаг L  в направлении от 
дальней границы зоны ξ ξ= M . В итоге получит-
ся позиция, аналогичная той, что была получена 
на третьем шаге, но сдвинутая на один относи-
тельный полушагL в сторону препятствия: 

ξ ξ ξ σ ε
ξ ξ ξ σ

ξ ξ σ ε ξ ξ ξ

1 2

3 4

0 5 6

= = ,

= = ,

= , = = ,

m

m

m M

a− ′ − − −
− ′

− ′ − +

L

L

где � �� �= L.

b)	Если окажется, что снова � �� L, то робо-
ту придётся повторять процедуру a)  до тех пор, 
пока в результате не окажется, что �� < L.

c)	Пусть �� < L. Тогда роботу достаточно вы-
полнить аналогичную волну переносов ног, пе-
реводящую его в позицию, при которой стопы 
средних ног находятся на ближней границе пре-
пятствия: 

ξ ξ ξ
ξ ξ ξ

ξ ξ ξ σ
ξ ξ

1 2

3 4

5 6

0

( ) = ( ) = ,

( ) = ( ) = ,

( ) = ( ) = ,

( ) =

p p a

p p

p p

p

m

m

M

m

−

+
− εε,

где p  — число шагов, необходимых для получе-
ния этой позиции.

Далее робот должен продвинуть корпус впе-
рёд на расстояние L � �, оставив средние ноги в 
опоре на линии ξ ξ= m. Затем следует перенести 
стопы задних ног, чтобы получить позицию 

	

ξ ξ ξ σ
ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

1 2

3 4

5 6

( 1) = ( 1) = ,

( 1) = ( 1) = ,

( 1) = ( 1) =

p p

p p

p p

m

m

M

+ + −
+ +

+ + ++
+ +

σ
ξ ξ

,

( 1) = .0 p m L

	 (30)

Теперь стопы средних ног можно переместить на 
дальнюю границу зоны препятствия с одновре-
менным перемещением корпуса на расстояние 
L � �  и получить конфигурацию: 

ξ ξ ξ σ
ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

1 2

3 4

5 6

( 2) = ( 2) = ,

( 2) = ( 2) = ,

( 2) = ( 2) =

p p

p p

p p

m

M

M

+ + −
+ +

+ + ++
+ −

σ
ξ ξ

,

( 2) = ,0 p M L

симметричную позиции (30) относительно сре-
динной линии зоны препятствия.

Следовательно, выполнив в обратном поряд-
ке действия, симметричные относительно сре-
динной линии зоны препятствия, получим по-
зицию: 

ξ ξ ξ ξ ξ ξ
ξ ξ ε ξ ξ

1 2 3 4

0 5 6

= = , = = ,

= , = = 2 ,
M M

M

a

a a

+
+ +

что и доказывает теорему. ◊
Следствие 1. Если длина корпуса позволяет вы-

полнить движение “след в след” ( 0)� � �� � , то 
предельно допустимая ширина зоны препятствия 
линейно возрастает при увеличении длины корпуса. 
Если движение “след в след” невыполнимо ( > 0)σ ,  
то предельно допустимая ширина зоны препят-
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ствия не зависит от длины корпуса и принимает 
максимальное значение 
	

a
max� = 3 .L � � 	 (31)

Другими словами, при движении по ровной горизон-
тальной плоскости максимальная ширина преодо-
лимой шагающим аппаратом зоны препятствия 
на запас ε  статической устойчивости меньше 
утроенной максимальной длины относительного 
полушага или полутора полного относительного 
шага, и это не зависит от величины параметра 
σ > 0  (Рис. 1). Для преодоления зон, запрещённых 
для наступания, оптимальной является длина 
рамы корпуса, соответствующая a ae≥ = 2L. 

Доказательство. Если движение ША про-
исходит по ровной горизонтальной плоскости  
(F ( , ) 0� � � ), то тогда L L( , )� � � . Теперь достаточ-
но сопоставить формулы (26), (28) и (29). ◊  

II.	Рассмотрим процесс преодоления зоны пре-
пятствия четырёхногим аппаратом, движущимся 
по горизонтальной плоскости. Для четырёхногого 
аппарата неравенство (20) принимает вид 

	 � <
2 2

.
,� � � �

� �
� �

r m l m

r l
m

a

� �

�
� � � �max L 	 (32)

По-прежнему обозначим ae = 2L, a ae= � �. 
Справедлива следующая теорема при возмож-
ности движения “след в след” 
Теорема 4. Пусть применяется критерий  (11) и 

� � � � � � �a ae < 2 , > 0, 4 , 3 .� � � � � �L

Тогда максимальная ширина ∆  зоны препятствия, 
которую четырёхногий робот может преодолеть при 
движении по плоскости, выражается равенством 

	 � =
2

,
ae � � �

�
� L 	 (33)

Доказательство. Движение начнём со стан-
дартной позиции перед препятствием, а именно: 

� � � � � � � �1 2 3 4 0= = , = = , =
2

.m m ma
a

� �

Из этой позиции продвинем корпус по направ-
лению к дальней границе препятствия так, что-
бы центр корпуса не доходил до ближней грани-
цы зоны препятствия на расстояние ε : 

ξ ξ ξ
ξ ξ ξ ξ ξ ε

1 2

3 4 0

(1) = (1) = ,

(1) = (1) = , (1) = .
m

m m

a−
−

Затем перенесём по очереди сначала левую за-
днюю, а затем правую заднюю ноги в новые точ-
ки опоры: 

ξ ξ ξ ξ ε
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3 4 0

(2) = , (2) =
2

2 ,

(2) = (2) = , (2) = .

m m

m m

a− −

−

Полученная поза неплохо сбалансирована, по-
скольку смещения центров масс первой и чет-
вертой ног почти компенсируют друг друга. Пер-
вую ногу можно поместить на ближнюю границу 
зоны, потому что L > / 2a � �. Следовательно, 
передняя граница опорного многоугольника не 
изменилась, а задняя граница образуется первой 
и второй ногами, и её середина имеет коорди-
нату ( (2) (2)) / 2 = / 41 2� � � �� � �m a . Получен-
ная координата из-за требования статической 
устойчивости должна быть меньше координаты 
центра корпуса по крайней мере на ε. Это бу-
дет выполнено при a > 4ε. Теперь можно начать 
перенос передних ног на дальнюю границу пре-
пятствия. Сначала переносим правую переднюю 
ногу: 

ξ ξ ξ ξ ε

ξ ξ ε ξ

ξ ξ ξ
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4 0

(3) = , (3) =
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(3) =
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= ,
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m m

m M

m

a

a

− −

+ + −L

ξξ εm − .

Далее можем перенести левую переднюю ногу, по-
скольку при ее переносе передняя граница опор-
ного многоугольника будет образована третьей 
и второй ногами. Середина этой границы имеет 
координату [ (3) (3)] / 2 = / 2 3 / 22 3� � � �� � �m L , 
и эта координата должна быть больше, чем на ε,  
координаты центра корпуса. Поэтому должно 
быть L > 3ε. В итоге получится позиция 

ξ ξ ξ ξ ε

ξ ξ ξ ε

ξ ξ ξ ξ
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3

4 0

(4) = , (4) =
2

2 ,

(4) = =
2

,
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L

εε.

В этой позиции центр масс системы смещён 
немного вперёд по сравнению с его положени-
ем в предыдущей позиции из-из выноса вперёд 

Δ
Δ = 3L – ԑ

σ

3L – µ – ԑ

– µ 
Рис. 1. Ширина преодолимой зоны препятствия для 
шестиногого аппарата.
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передних ног. Поэтому ограничение на задний 
запас устойчивости ослабевает. Теперь надо по-
ставить вторую ногу на переднюю границу пре-
пятствия. Во время её переноса задняя грани-
ца опорного многоугольника будет образована 
четвёртой и первой ногами, а её середина будет 
иметь координату 

� �
� �4 1(4) (4)

2
=

1
2 2

.
�

� � ��
�
�

�
�
�m

a
L

Для того, чтобы во время переноса второй ноги 
обеспечивалась статическая устойчивость, кор-
пус следует продвинуть вперед на величину 

1
2

/ 2 3 < .a � �� � �L L� �

Такое продвижение корпуса вперёд вполне воз-
можно, так как максимальная длина полного 
шага в данном случае равна a L L/ 2 2 2� � � �� �.  
Выполнив указанное продвижение корпуса и 
последующий перенос второй ноги на ближнюю 
границу зоны препятствия, получим позицию: 

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ε

1 2 3 4
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(5) = (5) = , (5) = (5) = ,
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1
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.

m M

m
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

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L

Теперь достаточно сдвинуть корпус назад на 
величину (�2�), чтобы получить симметричную 
позицию относительно средней линии зоны 
препятствия. После этого осталось выполнить 
все действия симметрично в обратном порядке 
для того, чтобы робот перебрался на другую сто-
рону препятствия. ◊

Замечание 4. В режиме статической устойчи-
вости четырехногий аппарат не способен дви-
гаться походкой “галоп”, успешно применённой 
для генерирования следовой последовательности 
шестиногого аппарата. Однако восьминогий ап-
парат уже обладает достаточным числом ног для 
возможности применения указанной походки.

Замечание 5. Сравнение проходимости четы-
рехногих и шестиногих роботов удобно прово-
дить, задав одинаковыми длины L  их максималь-
ных относительных полушагов и приняв σ = 0. В 
этом случае длина корпуса четырехногого робо-
та составляет a L= 2 , и без потери статической 
устойчивости он может преодолеть расщелину 
шириной � = 2L � �, то есть приблизительно 
равной длине корпуса. С другой стороны длина 
корпуса шестиногого робота составляет 2 = 4a L,  
и без потери статической устойчивости он может 
преодолеть расщелину шириной � = 3L � �, то 
есть приблизительно равную 3/4 корпуса, но зато 

корпус у него оказывается вдвое длиннее, чем у 
четырехногого. Таким образом при одинаковой 
длине шага шестиногий робот может преодолеть 
препятствие большей ширины, чем четырехно-
гий, но длина корпуса четырехногого робота при 
этом используется более эффективно.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Найдена верхняя не улучшаемая оценка ши-

рины области, запрещённой для наступания, 
которую n-ногий робот может перешагнуть в 
режиме статической устойчивости. Полученная 
оценка выражает аналитическую зависимость 
предельной ширины препятствия от длины 
корпуса, требуемого запаса статической устой-
чивости и максимальной длины шага. Для ше-
стиногого и четырехногого роботов построены 
следовые последовательности, доказывающие 
достижимость значений полученных оценок. 
Установлено, что предельная ширина препят-
ствия, как функция от длины корпуса, имеет на-
сыщение сверху, связанное с возможностью или 
невозможностью реализации движения “след в 
след”. По итогам исследования можно сделать 
следующие выводы

1.	 Оптимальное расстояние a  между точка-
ми подвеса ног должно быть не меньше длины 
полного максимального шага. Увеличение пара-
метра a  по сравнению с указанным минималь-
ным при сохранении числа ног не способствует 
увеличению ширины преодолимой зоны пре-
пятствия. Ширина преодолимой зоны препят-
ствия может быть увеличена, если длину корпуса 
делать больше того значения, которое соответ-
ствует указанному минимальному значению па-
раметра a, но вместе с увеличением числа ног. 

2.	 Установлено, что при значительной массе 
ног использование роботом позиций, ε-сбалан-
сированных по расположению ног относительно 
корпуса, позволяет уменьшить значение ε требу-
емого запаса статической устойчивости, за счёт 
чего увеличить ширину преодолимого препят-
ствия. 
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An upper estimate of the maximum width of the forbidden zone for foot fulcrums, which a walking robot with 
many legs can overcome in static stability mode, is presented. Using the mathematical models of six-legged and 
four-legged robots, it is shown that the obtained estimate can't be improved. For this purpose, the sequences 
of the robot's foot placement have been formed, ensuring the achievement of the estimation meaning. The 
dependence of the maximum width of the zone on the length of the body was found for the six-legged robot 
model. 
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1. ВВЕДЕНИЕ
Нахождение достаточного количества тен-

зорных инвариантов (не только автономных 
первых интегралов), как известно [1, 2, 3], об-
легчает исследование, а иногда позволяет точно 
проинтегрировать систему дифференциальных 
уравнений. Например, наличие инвариантной 
дифференциальной формы фазового объема 
позволяет уменьшить количество требуемых 
первых интегралов. Для консервативных (в част-
ности, гамильтоновых) систем этот факт есте-
ствен, когда фазовый поток сохраняет объем с 
гладкой (или постоянной) плотностью. Сложнее 
(в смысле гладкости инвариантов) дело обстоит 
для систем, обладающих притягивающими или 
отталкивающими предельными множествами. 
Для таких систем коэффициенты искомых ин-
вариантов должны, вообще говоря, включать 
функции, обладающие существенно особыми 
точками (см. также [4, 5, 6]). Наш подход состоит 
в том, что для точного интегрирования автоном-
ной системы порядка m  надо знать m − 1 незави-
симый тензорный инвариант. При этом для до-
стижения точной интегрируемости приходится 

соблюдать также ряд дополнительных условий 
на эти инварианты.

Важные случаи интегрируемых систем с ма-
лым числом степеней свободы в неконсерва-
тивном поле сил уже рассматривались в работах 
автора [5, 7]. Настоящее исследование распро-
страняет результаты этих работ на более ши-
рокий класс динамических систем. При этом в 
этих работах упор делался на нахождение доста-
точного количества именно первых интегралов. 
Но, как известно, иногда полного набора первых 
интегралов для систем может и не быть, зато до-
статочное количество инвариантных форм мо-
жет быть обеспечено.

Для систем классической механики понятия 
“консервативность”, “силовое поле”, “дисси-
пация” и др. вполне естественны. Поскольку в 
данной работе изучаются динамические систе-
мы на касательном расслоении к гладкому мно-
гообразию (пространству положений), уточним 
данные понятия для таких систем.

Анализ “в целом” начинается с исследования 
приведенных уравнений геодезических, левые 
части которых при правильной параметризации 
представляют собой записи координат ускоре-
ния движения материальной частицы, а правые 
части приравнены к нулю. Соответственно, ве-
личины, которые ставятся в дальнейшем в пра-
вую часть, можно рассматривать как некоторые 

1 Московский государственный университет 
имени М.В. Ломоносова, Москва, Россия
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обобщенные силы. Такой подход традиционен 
для классической механики, а теперь он есте-
ственно распространяется на более общий слу-
чай касательного расслоения к гладкому мно-
гообразию. Последнее позволяет, в некотором 
смысле, конструировать “силовые поля”. Так, 
например, введя в систему коэффициенты, ли-
нейные по одной из координат касательного 
пространства (по одной из квазискоростей си-
стемы), получим силовое поле с диссипацией 
разного знака.

И хотя словосочетание “диссипация разного 
знака” несколько противоречиво, тем не менее, 
будем его употреблять. Учитывая при этом, что 
в математической физике диссипация “со зна-
ком “плюс” — это рассеяние полной энергии в 
обычном смысле, а диссипация “со знаком “ми-
нус” — это своеобразная “подкачка” энергии 
(при этом в механике силы, обеспечивающие 
рассеяние энергии называются диссипативны-
ми, а силы, обеспечивающие подкачку энергии 
называются разгоняющими).

Консервативность для систем на касательных 
расслоениях можно понимать в традиционном 
смысле, но мы добавим к этому следующее. Бу-
дем говорить, что система консервативна, если 
она обладает полным набором гладких первых 
интегралов, что говорит о том, что она не об-
ладает притягивающими или отталкивающими 
предельными множествами. Если же она по-
следними обладает, то будем говорить, что си-
стема обладает диссипацией какого-то знака. 

Как следствие этого — обладание системы хотя 
бы одним первым интегралом (если они вообще 
есть) с существенно особыми точками.

В данной работе силовое поле разделяется 
на так называемые внутреннее и внешнее. Вну-
треннее поле характерно тем, что оно не меняет 
консервативности системы. А внешнее может 
вносить в систему диссипацию разного знака. 
Заметим также, что вид внутренних силовых 
полей заимствован из классической динамики 
твердого тела (см. также [5]).

В работе приведены первые интегралы, а так-
же инвариантные дифференциальные формы 
классов однородных по части переменных ди-
намических систем девятого порядка, в которых 
может быть выделена система с четырьмя сте-
пенями свободы на своем восьмимерном мно-
гообразии. При этом силовое поле разделяется 
на внутреннее (консервативное) и внешнее, ко-
торое обладает диссипацией переменного знака. 
Внешнее поле вводится с помощью некоторого 
унимодулярного преобразования и обобщает 
силовые поля, рассматриваемые ранее.

2. ОДНОРОДНЫЕ СИСТЕМЫ  
И ИХ СИММЕТРИИ

Пусть v, α, β β β β= ( , , )1 2 3 , z z z= ( , , )1 4…  — 
фазовые переменные в гладкой динамической 
системе, правые части которой — однородные 
полиномы по переменным v , z  с коэффициен-
тами, зависящими от α , β  следующим образом: 

	
( , , , , , , , ) = ( , ) ,

= ( , , ,

4 1 1 2 3
2

4
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v z z v v v v A P
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11 4
2

4 3 4 2 4 1 3
2

3 2 3 1 2
2

2 1 1
2, , , , , , , , , , ),z z z z z z z z z z z z z z z z

	 (1)

где A( , )� �  — матрица размером 9 15× . Тогда, 
выбирая новую независимую переменную q   
(dq vdt= , d dq/ =< >′ , v ≠ 0 ), а также новые 

фазовые переменные Zk, z Z vk k= , k = 1, ,4… , 
Z Z Z= ( , , )1 4… , систему (1) можно переписать в 
виде 
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	 1 2β βα β( , , , , , , ) = ( , ) ( ( , ), , ( , ),4 1 3 4 1Z Z A Q Z Z Z ZT′′ ′ ′ ′′ −… …α β α αΨ Ψ 00,0,0,0) ,T 	 (3)

где Av( , )� �  — первая строка матрицы A( , )� � , а 
A�( , )α β  — матрица A( , )� �  без первой строки, т.е. 

	 A
A

A

v
( , ) =

( , )

( , )
.α β

α β

α β�






	

При этом уравнение (2) на v  отделяется, 
что дает возможность рассматривать восемь 
оставшихся уравнений в качестве системы 

(3) на восьмимерном фазовом многообразии 
N Z Z8

4 1 1 2 3{ , , ; , , , }… � � � � .

3. СИСТЕМЫ ДЕВЯТОГО ПОРЯДКА  
ПРИ ОТСУТСТВИИ ВНЕШНЕГО 

СИЛОВОГО ПОЛЯ
Будем рассматривать следующую (из класса 

(2),(3)) систему девятого порядка 
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DQ d Q d( ) = | ( ) | /π π πln , b ≥ 0, �( )� , f1( )α , ..., 
f4( )α , g1 1( )β , g2 1( )β , h( )2β , � jk

i ( , )� � , i j k, , = ,� �, — 
некоторые гладкие функции, и будем смотреть 
на нее как систему при отсутствии внешнего 
поля сил. При этом уравнение (4) отделяется, 
что дает возможность рассматривать уравнения 
(5) в качестве независимой системы (с четырь-
мя степенями свободы) на восьмимерном мно-
гообразии N Z Z TM Z Z8

4 1
4

4 1{ , , ; , } = { , , ; , }… …� � � �  

(касательном расслоении гладкого четырехмер-
ного многообразия M 4{ , }� � , см. также [7, 8]). 

Рассмотрим структуру системы (5). Она для про-
стоты соответствует следующим уравнениям геоде- 
зических линий с 13 ненулевыми коэффици-
ентами связности на касательном расслоении 
TM 4{ , ; , }� �� � � �  многообразия M 4{ , }� �  (в частности, на  
расслоении (четырехмерной) поверхности враще- 
ния, пространства Лобачевского и т.д.; здесь все-
возможные � jk

i ( , )� �  — символы Кристоффеля): 
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	 (6)

Действительно, выбрав новые координаты z1, 
..., z4  в касательном пространстве в виде 

	

� �

�

�

α α β α

β α β

β α β

= ( ), = ( ),

= ( ) ( ),

= ( ) ( )

4 4 1 3 1

2 2 2 1 1

3 1 3 2 1

z f z f

z f g

z f g hh( ),2β

	 (7)

мы получаем следующие соотношения (ср. с (5)): 

	 Z Z kk k� = ( ; , ), = 1, ,4,� � � … 	 (8)

при этом уравнения (6) почти всюду эквива-
лентны совокупности (7), (8), которая, пре-
жде всего, присутствует в системе (5) (при 
этом вместо (7) лучше выбрать равенства 
�� �= ( )4 4Z f , ′β α1 3 1= ( )Z f , ′β α β2 2 2 1 1= ( ) ( )Z f g , 
′β α β β3 1 3 2 1 2= ( ) ( ) ( )Z f g h ).

Отметим задачи, приводящие к уравнениям 
(6). (a) Системы на касательном расслоении к 
четырехмерной сфере. Здесь необходимо выде-
лить два случая метрик на сфере. Один случай — 
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метрика, индуцированная евклидовой метрикой 
объемлющего пятимерного пространства. Такая 
метрика естественна для изучения задачи о дви-
жении точки по такой сфере. Второй случай —  
приведенная метрика, индуцированная группа-
ми симметрий, характерных для движения ди-
намически симметричного (пятимерного) твер-
дого тела (см. также [9, 10, 11]). (b) Системы на  
касательном расслоении более общей четырех-
мерной поверхности вращения. (c) Системы на 
касательном расслоении пространства Лобачев-
ского в модели Клейна.

Далее, в системе (4), (5) также присутствуют 
коэффициенты при параметре b ≥ 0. Но они не 
нарушают консервативности, поскольку систе-
ма (4), (5) обладает полным набором (шестью) 
гладких первых интегралов.

Если рассматривать общие уравнения гео-
дезических на касательном расслоении четы-
рехмерного гладкого многообразия, то разных 
ненулевых коэффициентов связности, вообще 
говоря, будет n n2( 1) / 2+  функций при n = 4, 
т.е. 40 коэффициентов. Как видно из этого, об-
щая задача интегрирования уравнений геоде-
зических достаточно сложна. К данному коли-
честву коэффициентов связности добавляются 
еще функции (в нашем случае f1( )α , ..., f4( )α , 
g1 1( )β , g2 1( )β , h( )2β  из (7)), определяющие коор-
динаты на касательном расслоении.

Поэтому, как было отмечено ранее, огра-
ничимся “лишь” 13 (n n( 1) 1� �  функций при 
n = 4) ненулевыми коэффициентами связно-
сти, формирующими уравнения геодезических 
(6). При этом по такому количеству выбирается 
и количество функций, определяющих коорди-

наты на касательном расслоении — их будет 7  
(n n( 1) / 2 1� �  функций при n = 4). Таким обра-
зом, мы имеем 20 функций, характеризующих 
исключительно геометрию фазового многооб-
разия и координаты на нем.

Каково же количество накладываемых ал-
гебраических и дифференциальных усло-
вий (B(4)) на имеющиеся A(4) = 20  функций  
(A n n n( ) = 3 ( 1) / 2 2� �  функций при n = 4)? Ведь 
данные условия являются достаточными для пол-
ного интегрирования уравнений геодезических. 
В данной работе будем накладывать B(4) = 16 ус-
ловий на имеющиеся A(4) = 20 функций.

Число B(4)  складывается из трех слагаемых: 
B B B B(4) = (4) (4) (4)1 2 3+ + . Число B1(4)  равно ко-
личеству условий, накладываемых на функции 
f1( )α , ..., f4( )α , g1 1( )β , g2 1( )β , h( )2β , а именно, 

	
f f f f

g g g
1 2 3

1 1 2 1 1

( ) ( ) ( ) =: ( ),

( ) ( ) =: ( ),

α α α α
β β β

≡ ≡
≡

	 (9)

т.е. B1(4) = 3 (в общем случае B n n n1( ) = ( 1)( 2) / 2− − ).  
Число B2(4)  равно количеству условий, наклады-
ваемых на коэффициенты связности, а именно, 
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  (10)

т.е. B2(4) = 6  (в общем случае B n n n2( ) = ( 1) / 2− ).  
Число B3(4)  равно количеству алгебраических и 
дифференциальных условий, накладываемых и 
на функции f1( )α , ..., f4( )α , g1 1( )β , g2 1( )β , h( )2β , и 
на коэффициенты связности, а именно, 
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	 (11)

т.е. B3(4) = 7  (в общем случае 
B n n n3( ) = ( 1) / 2 1� � ). Условия (11) опираются 
на (9), (10), благодаря чему количество аргумен-
тов в некоторых функциях уменьшается.

Видно, что в общем случае B n B n B n B n n n n( ) = ( ) ( ) ( ) = ( 1) ( 1) / 2 1,1 2 3
2� � � � � � 

B n B n B n B n n n n( ) = ( ) ( ) ( ) = ( 1) ( 1) / 2 1,1 2 3
2� � � � � �  при этом A n B n n( ) ( ) = ,− 

A n B n n( ) ( ) = ,−  что говорит об увеличении количе-
ства “произвольных” функций по сравнению с 
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условиями, накладываемыми на них, ровно на n  
(n  — размерность рассматриваемого риманова 
многообразия). В нашем случае A B(4) (4) = 4− .

Как будет показано, для полного интегриро-
вания системы (4), (5) достаточно знать шесть 
независимых тензорных инвариантов: или шесть 
первых интегралов, или шесть независимых диф-
ференциальных форм, или какую-то комбинацию 
из интегралов и форм общим количеством шесть. 
При этом, конечно, инварианты (в частности, для 
случая отсутствия внешнего поля сил) можно ис-
кать и в более общем виде, чем рассмотрено далее 
(ср. с [5, 6, 7]). И то, что полный набор состоит 
из шести, а не из восьми, тензорных инвариантов 
(помимо тривиального — векторного поля самой 
системы [23]), показано ниже.

Как известно, первым интегралом уравне-
ний геодезических линий (6), переписанных в 

виде �� � � …x x x x ii
j k jk

i j k� � , =1

4
( ) = 0, = 1, ,4,�  явля-

ется гладкая функция �( ; ) = ( ) ,
, =1

4� � �x x g x x x
j k jk

j k�  
но мы представим его в более простой форме, 
нужным образом подобрав координаты на ка-
сательном расслоении, тем самым “выпрямив” 
квадратичную форму на фазовом многообразии.

Кроме того, подчеркнем, что в следующей 
теореме 1 (справедливой и при более общих 
условиях) накладываются 16 алгебраических и 
дифференциальных соотношений (10)–(12) на 
20 функций: на 7 функций f1( )α , ..., f4( )α , g1 1( )β ,  
g2 1( )β , h( )2β  и на 13, вообще говоря, ненулевых 
коэффициентов связности � jk

i ( , )� � . 
Теорема 1. Если выполнены условия (9)–(11), то 
система (4), (5), рассмотренная на произведении 
R� �1 4

4 1 1 2 3{ } { , , ; , , , }v TM Z Z… � � � � , обладает пол-
ным набором, состоящим из шести гладких первых 
интегралов вида 
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Более того, после некоторого ее приведения — 
замен независимой переменной d dt f d d/ = ( ) /4 � �  
и фазовых 
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— фазовый поток системы (4), (5) сохраняет фазо-
вый объем с плотностью ρ( ) = 3v v  на произведении 
R� �1 4

4 3
*

2
*

1
*

1 2 3{ } { , , , ; , , , }v TM w w w w � � � � , т.е. сохраня-
ется соответствующая дифференциальная форма 
v dv dw dw dw dw d d d d3

4 3
*

2
*

1
*

1 2 3.� � � � � � � �� � � �  
Заметим также, что система равенств (11) мо-

жет трактоваться как возможность преобразова-
ния квадратичной формы метрики многообра-
зия к каноническому виду с законом сохранения 
энергии (12). История и текущее состояние 
рассмотрения данной более общей проблемы 
достаточно обширны (отметим лишь работы 
[9, 10]). Ну а поиск первых интегралов опирает-
ся на наличие в системе дополнительных групп 
симметрий.

4. ВВЕДЕНИЕ ВНЕШНЕГО  
СИЛОВОГО ПОЛЯ С ДИССИПАЦИЕЙ 

ЧЕРЕЗ УНИМОДУЛЯРНЫЕ 
ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

Модифицируем систему (4), (5) при наличии 
двух ключевых параметров b ≥ 0, b1 0≠ , вводя 
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внешнее силовое поле. Если ввести такое поле, 
добавив коэффициент F f( ) ( )4α α  в уравнение на 

′Z 4  системы (18), (19) и даже положив при этом 
b1 = 0, полученная система, вообще говоря, не 
будет консервативной. Консервативность будет 
при дополнительном условии: b = 0. Но мы рас-
ширим введение силового поля, положив b > 0, 
b1 0≠ . При этом (как и выше) сделаем вспомо-
гательную замену независимого переменного 

t  на τ  по формуле d dt f d d/ = ( ) /4 � �  и будем 
по-прежнему штрихом обозначать производную 
по τ . Рассматриваемая система на прямом про-
изведении числового луча и касательного рас-
слоения TM Z Z4

4 1 1 2 3{ , , ; , , , }… � � � �  примет вид 
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здесь µ > 0  — параметр. При этом коэффициенты 
консервативной составляющей внутреннего сило-
вого поля содержат параметр b, а неконсерватив-
ной составляющей внешнего поля — параметр b1.

Силовое поле в уравнениях на ′v , ′Z  опреде-
ляется функцией �( , )� Z . Опишем введение си-
лового поля в виде двумерного столбца, в первой 
строке которого стоят коэффициенты из уравне-
ния на �� , а во второй строке — коэффициенты 
из функции �( , )� Z . Таким образом, совмест-
ное силовое поле (в котором присутствуют три 
параметра b ≥ 0 , b1 0≠ , µ > 0 ) будет иметь вид 

U
b Z Z

b F
U

f
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( )
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( ) ( )

( ) ( )
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
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�α
α α
α α
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∆ ∆

где U  — преобразование с определителем, рав-
ным µ , и являющееся унимодулярным преобра-

зованием при µ = 1 . В частности, если µ = 1, а 
�( ) =� �cos  или �( ) =� �sin , то данное преобра-
зование задает поворот на угол α. Более того, та-
кое преобразование вносит в систему диссипа-
цию (как одного знака, так и другого, см. также 
[5, 6, 7]).

5. ИНВАРИАНТЫ СИСТЕМ ДЕВЯТОГО 
ПОРЯДКА С ДИССИПАЦИЕЙ

Перейдем теперь к интегрированию систе-
мы девятого порядка (18), (19) при выполнении 
свойств (9)–(11), которые обеспечивают отделе-
ние независимой подсистемы седьмого порядка.

Как будет показано, для полного интегриро-
вания системы (18), (19) достаточно знать шесть 
независимых тензорных инвариантов: или 
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шесть первых интегралов, или шесть независи-
мых дифференциальных форм, или какую-то 
комбинацию из интегралов и форм общим коли-
чеством шесть. При этом, конечно, инварианты 
можно искать и в более общем виде, чем рассмо-
трено далее.

Кроме того, подчеркнем, что в следующей 
теореме 2 (которая справедлива и при более 
общих условиях) накладываются 16 алгебра-
ических и дифференциальных соотношений 
(9)–(11) на 20 функций: на 7 функции f1( )α ,  
..., f4( )α , g1 1( )β , g2 1( )β , h( )2β  и на 13, вообще 
говоря, ненулевых коэффициентов связности 
� jk

i ( , )� � . В частности, следствием наложения 
16 соотношений является следующее свойство: 
� � �11 11 4( , ) ( ) =: ( )� �� � � �� .

Тогда после замены фазовых переменных (17) 
система (18), (19) распадается следующим образом: 
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Видно, что для полной интегрируемости си-
стемы (20)–(24) достаточно указать два неза-
висимых тензорных инварианта системы (21), 
по одному — для систем (22), (23) (после соот-
ветствующих замен независимых переменных в 
них) и два дополнительных тензорных инвари-
анта, “привязывающих” уравнения (20) и (24) 
(т.е. всего шесть).

Внесем некоторые ограничения на силовое 
поле. Пусть для некоторого � � R  выполнено 
равенство 

	 f
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а для некоторого � � R  — равенство 

	 F
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� � �

�
� �� 	 (26)

Условие (25) назовем “геометрическим”, а 
условие (26) — “энергетическим”. Условие (26) 
названо геометрическим в том числе потому, что 
накладывает условие на ключевой коэффициент 
связности �4( )� , приводя соответствующие ко-
эффициенты системы к однородному виду от-
носительно функции �( )�  при участии функций 
f ( )α , f4( )α , входящих в кинематические соотно-
шения. Условие (26) названо энергетическим в 
том числе потому, что (внешние) силы стано-
вятся, в некотором смысле, “потенциальными” 
по отношению к “силовой” функции �2( ) / 2� ,  
приводя соответствующие коэффициенты си-
стемы к однородному виду (опять же относи-
тельно функции �( )� ). При этом сама функция 
�( )� , в определенном смысле, и вносит в систе-
му диссипацию разных знаков или так называе-
мую (знако)переменную диссипацию (см. также 
[12, 13, 14]).
Теорема 2. Пусть для некоторых � �, � R  выпол-
няются условия (25) и (26). Тогда система (20)–
(24) обладает полным набором — шестью (одним 
гладким и пятью, вообще говоря, имеющими су-
щественно особые точки) независимыми первыми 
интегралами. Кроме того, она также обладает 
шестью инвариантными дифференциальными фор-
мами, между собой независимыми, но зависимыми 
с первыми интегралами. 

Действительно, благодаря однородным пере-
менным u1 , u2 , w u3 1= ( ),� �  w u4 2= ( ),� �  из си-
стемы (21) можно получить следующие диффе-
ренциальные соотношения: 
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из которых легко следует уравнение первого по-
рядка 
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Уравнение (28) имеет вид уравнения Абеля 
[15, 16, 17]. В частности, при � = 1�  оно имеет 
следующий первый интеграл: 

	 u u b u
u
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1
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const 	 (29)

который в прежних переменных выглядит как 
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Используем для подсчета дивергенции век-
торного поля W v w w w w( ; , , , ; , )4 3

*
2
*

1
* � � , w w3

*
3= | |ln ,  

w w ws s s
* 2= 1ln + + , s = 1,2, системы (20)–(24) 

с диссипацией функцию ρ( ) = 3v v  (полученную 
для системы (4), (5)). Тогда составная система 
уравнений характеристик для уравнения 
	div v w w w w W v w w w w[ ( ; , , , ; , ) ( ; , , , ; , )] = 04 3

*
2
*

1
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4 3
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2
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1
*� � � � �  (31)

будет состоять из системы (20)–(24) (правая 
часть которой умножена на функцию ρ( ) = 3v v ) 
и следующего добавочного уравнения: 
	 � �� �� � �= ( ) .3

1v b �� 	 (32)

Системе (20)–(24), (32) уравнений характери-
стик можно сопоставить следующие соотноше-
ния: два из (27) и 
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В общем случае искомые первые интегралы 
выписываются громоздко (в частности, если 
� = 1� , то используется равенство (29)). При уча-
стии уравнений (27) получается дополнитель-
ный первый интеграл системы (21), имеющий 
следующий структурный вид: 
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При этом (при � = 1� ) первый интеграл (34) 
найдется из уравнения Бернулли 
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Выражение первого интеграла (34) через ко-
нечную комбинацию элементарных функций 
главным образом зависит от явного вида функ-
ции �( )� .

Кроме того, у системы (20)–(24) существует 
гладкий первый интеграл, который, например, 
при b b= 1−  примет вид 
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Первые интегралы для независимых (после 
замены в них независимого переменного) под-
систем (22), (23) будут иметь вид 
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о функциях �s s( )� , s = 1,2, см. (14), (15). А до-
полнительный первый интеграл, “привязываю-
щий” уравнение (24), находится по аналогии с 
(16): 
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Уравнение (33), в свою очередь, позволяет 
получить функцию � � � � �( ; , , , ; , , , )4 3

*
2
*

1
*

1 2 3v w w w w ,  
которая определяет инвариантную дифферен-
циальную форму объема. Действительно, спра-
ведливо следующее инвариантное соотношение: 
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Отсюда, в частности, следует, что одним из 
возможных вариантов инвариантной диффе-
ренциальной формы объема является следую-
щая форма: 
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Таким образом, общее решение линейного 
уравнения (31) в частных производных примет 
следующий вид: 

� �= ( ; ; ) , , , ,4 0 1 5R v w � � �F � � �…

где F � � �0 1 5, , ,…� �  — произвольная глад-
кая функция шести аргументов, при этом 
Θ Θ Θ0 1 5, , ,…  — шесть независимых первых инте-
гралов (35), (30), (34), (36), (37) соответственно.

В частности, за шесть функционально неза-
висимых решений линейного уравнения (31) в 
частных производных можно взять следующие 
функции: 
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6. СТРОЕНИЕ ИНВАРИАНТОВ  
ДЛЯ СИСТЕМ С ДИССИПАЦИЕЙ  

И ПРИЛОЖЕНИЯ
Система (20)–(24) является динамической си-

стемой с переменной диссипацией [12, 13, 14]. 
При этом при F( ) 0� �  она превращается в систе-
му консервативную, эквивалентную (4), (5). По-
следняя, в частности, при некоторых естествен-
ных условиях обладает двумя гладкими первыми 
интегралами вида (12), (13) в координатах w . Более 
того, если функция F ( )α  не равна тождественно 
нулю, но b1 = 0 , то система (20)–(24) при условии 
(26) обладает первым интегралом вида 
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параметра B ≥ 0 .
Очевидно, что отношение двух первых инте-

гралов (38), (13) (в координатах w ) также являет-
ся первым интегралом системы (20)–(24) при не 
равенстве функции F( )α  тождественно нулю, но 
b1 = 0 . Но при b1 > 0  каждая из функций 

	
Θ

∆ ∆

| ( ; ; , ; ) =

= ( ( ) ( )) =

= 1 4 3

2
3
2

4
2

1 4
2

B b B v w w

v w w b w

α

λµ α λ α+ + − const
 (39)

и (13) (в координатах w ) по отдельности не являет-
ся первым интегралом системы (20)–(24). Однако 

отношение функций (39), (13) (в координатах w ) 
является первым интегралом (30) системы (20)–
(24) (для простоты, при � = 1� ) при любом b1 > 0.

Вообще же, как и указывалось ранее, для си-
стем с диссипацией трансцендентность функций 
(в смысле наличия существенно особых точек) 
как первых интегралов наследуется из нахожде-
ния в системе притягивающих или отталкиваю-
щих предельных множеств [4, 13, 14].

Выделим теперь существенные случаи для 
функций f ( )α , f4( )α , определяющих метрику 
на четырехмерной сфере, и функции �( )� : 
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а также следующий случай, имеющий самостоя-
тельный интерес: 
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Случай (40) формирует класс систем (18), (19) 
при µ = 1, соответствующих движению динами-
чески симметричного пятимерного твердого тела 
на нулевых уровнях циклических интегралов в 
неконсервативном поле сил. В частности, при 
�( ) ( ) 0� �� �F  рассматриваемая система опи-
сывает геодезический поток на четырехмерной 
сфере. В случае (40), если �( ) = ( ) / ,� � �F cos  
то система описывает движение пятимерно-
го твердого тела в силовом поле F ( )α  под дей-
ствием следящей силы [12]. В частности, если 
F ( ) = , ( ) = ,� � � � �sin cos sin�  то система эквива-
лентна обобщенному сферическому маятнику, на-
ходящемуся в неконсервативном поле сил (“поме-
щенному в поток набегающей среды”), и обладает 
полным набором первых интегралов c существен-
но особыми точками, выражающихся через конеч-
ную комбинацию элементарных функций.

Случай (41) формирует класс систем (18), (19), 
соответствующих движению точки по четырех-
мерной сфере с метрикой, индуцированной ев-
клидовой метрикой объемлющего пятимерного 
пространства.

Случай (42) формирует класс систем (18), (19), 
соответствующих движению точки в четырехмер-
ном пространстве Лобачевского в модели Клейна.

В двух последних случаях функция �( )�  про-
бегает некоторое функциональное множество.

В заключение некоторое замечание об инте-
грируемости. Как известно, понятие интегрируе-
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мости достаточно многообразное. В данной рабо-
те предъявлены полные наборы не только первых 
интегралов, но и инвариантных дифференциаль-
ных форм для однородных систем девятого по-
рядка. Эти наборы содержат в себе почти всюду 
гладкие функции, имеющие существенно особые 
точки. Если в случае консервативных систем ин-
варианты определяются гладкими функциями 
своих фазовых переменных, то при внесении в си-
стему достаточно общего диссипативного силово-
го поля обязаны появиться инварианты, гладкость 
которых разрушается из-за наличия в системе су-
щественно особых точек. Такие точки в случае, 
когда они притягивающие, характеризуют рассе-
яние энергии возле себя, а если они отталкиваю-
щие — характеризуют подкачку энергии. Результат 
дополнительно интересен тем, что все это проис-
ходит в разных частях фазового пространства, но 
для одной и той же динамической системы.

Примеры, перечисленные выше из прило-
жений, также являются новыми нетривиаль-
ными случаями интегрируемости систем геоде-
зических и систем с диссипацией в явном виде 
(см. также [18, 19, 20]).
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AND DISSIPATIVE DYNAMICAL SYSTEMS
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New cases of integrable dynamical systems of the ninth order homogeneous in terms of variables are presented, 
in which a system on a tangent bundle to a four-dimensional manifold can be distinguished. In this case, the 
force field is divided into an internal (conservative) and an external one, which has a dissipation of a different 
sign. The external field is introduced using some unimodular transformation and generalizes the previously 
considered fields. Complete sets of both first integrals and invariant differential forms are given. 
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§ 1.	 Через �∞  обозначается множество огра-
ниченных последовательностей x x x= ( , , )1 2 …  с 
нормой 

x x
n

n�� �
=

N
sup

и обычной полуупорядоченностью, где N  – 
множество натуральных чисел. Линейный функ-
ционал B � ��

*  называется банаховым пределом, 
если  

1.	 B ≥ 0, т. е. Bx ≥ 0  для всех x � �� , x ≥ 0. 
2.	 BTx Bx=  для всех x � �� , где T  – опера-

тор сдвига, т. е. T x x x x x x( , , , ) = ( , , , )1 2 3 2 3 4… … . 
3.	 B1I = 1, где 1I = (1,1, )… . 
Из определения вытекает, что 

lim inf lim sup
n

n
n

nx Bx x
�� ��

� �

для всех x � ��  и, следовательно, 

Bx x
n

n=
��

lim

для любой сходящейся последовательности, а 
также B �∞

* = 1  для любого B ∈B , где через B  

мы обозначаем множество банаховых пределов. 
Тогда B  есть замкнутое выпуклое множество на 
единичной сфере пространства �∞

* . Г. Лоренц 
доказал [1], что для заданных x � �� , � � R1  ра-
венство Bx = λ  выполняется для всех B ∈B  тог-
да и только тогда, когда 

n k m

m n

kn
x

�� �

�

�lim
1

=
= 1

�

равномерно по m ∈ N . В этом случае говорят, что 
последовательность x  почти сходится к � � R1. 
Например, любая периодическая числовая по-
следовательность почти сходится к среднему по 
периоду. Последовательность x ntn = cos  схо-
дится к 1  для t k= 2 π , k ∈ N  и почти сходится 
к 0  для остальных t ∈ R1. Множество последо-
вательностей, почти сходящихся к числу � � R1,  
обозначается через acλ. Известно, что ac0  есть 
замкнутое недополняемое подпространство �∞. 
Л. Сачестон уточнил теорему Г. Лоренца, пока-
зав, что 

q x Bx p x( ) ( )≤ ≤

для любых x � �� , B ∈B , где 

q x
n

x p x
nn m k m

m n

k
n m k m

m n

( ) =
1

, ( ) =
1

= 1 = 1→∞ ∈ +

+

→∞ ∈ +

+

∑lim inf lim sup
N N

∑∑ xk .

Эта двусторонняя оценка точна [2]. Существо-
вание банаховых пределов было доказано с по-
мощью теоремы Хана–Банаха С. Мазуром [3] 
и приведено в книге С. Банаха [4]. Пусть H  —  
ограниченный линейный оператор в �∞ .  
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Банахов предел B  называется инвариантным 
относительно H , если Bx BHx=  для всех x � �� .  
В работе У. Эберлейна [5] было доказано суще-
ствование банаховых пределов, инвариантных 
относительно регулярных преобразований Ха-
усдорфа. Подход У. Эберлейна был развит в [6], 
где было показано,что для любого H , удовлетво-
рящего следующим условиям:  

1.	 H ≥ 0  и H1I 1I= , 
2.	 Hc c0 0⊂ , 
3.	 lim sup

j
jA I T x

��
� �( ( ) ) 0  для всех x � �� , 

A R H H kk� �� �( ) = ,conv N , 

существует B ∈B, инвариантный относитель-
но H . Множество таких банаховых пределов 
обозначим через B( )H . Нетрудно показать, что 
B( )H  есть замкнутое выпуклое подмножество B.  
Условиям 1–3 удовлетворяют оператор Чезаро 

( ) =
1

,
=1

Cx
n

x nn
k

n

k� � N

и операторы растяжения 

( ) = , , , , , , ,1 1 1 2 2 2�n
n n

x x x x x x x… …
� ������� ������� � �������� ���������

…, , .
�

�
�
�

�

�
�
�

�n N

Поэтому множества B( )C  и B( )σn  непусты для 
любого n ∈ N. В работе [7] было доказано, что 
B B( ) ( )

=2
C

n n�
�∩ � .

Ниже мы будем использовать терминологию 
и результаты теории полуупорядоченных про-
странств. По теореме Какутани–Боненблуста–
Накано [8, с. 192] �∞

*  изометрично пространству 
L1( )Ω  для некоторого множества Ω  c мерой µ . 
Обозначим через Ωd  и Ωc  дискретную и непре-
рывную части Ω . Тогда 

�� � � �*
1 1 1( ) = ( ) ( ) = ,L L Ld c d c� � � иB B B

где Bd  и Bc  – замкнутые и непрерывные подм-
ножества B, соответствующие дискретной и не-
прерывной мерам на Ω. Любому B ∈B  соответ-
ствуют такие B d1 ∈B  и B c2 ∈B  и � � [0,1], что 

B B B= (1 ) .1 2� �� �

По теореме Крейна–Мильмана 

B B= ,conv ext

где extB  – множество экстремальных точек B 
и замыкание выпуклой оболочки берется в сла-
бой* топологии. Как показал Ч. Чоу [9], мно-
жество extB  имеет мощность 2c, где c  – кон-

тинуум. Для любых B B ext1 2, ∈ B  выполнено 
B B1 2 * = 2�

��
. Основные свойства множества B 

изложены в обзоре [10].
§ 2.	 Каждому B ∈B  поставим в соответствие 

определенную на [0,1]  функцию 

t B t B
n

n n t� ∪�( , ) = 2 ,2 ,
=1

�
��

�
�
�

�

�
�
�

�

�
�
�

где 
n

n n t
=1

[2 ,2 ]
� �∪  – последовательность 

x
k

k
nk

n n t

n t n
=

1, 2 2

0, 2 < < 2
, = 1,2, ,

1

� ��
�
�

��

�

� �
…

т. e. мы отождествляем последовательность и ее 
характеристическую функцию.

Эти функции были введены в работе [11], где 
были использованы для исследования банахо-
вых пределов. Очевидно, функция γ( , )B t  моно-
тонно возрастает на [0,1], γ( ,0) = 0B , γ( ,1) = 1B .  
Обозначим через Γ  множество возрастающих 
на [0,1]  функций f  таких, что f (0) = 0, f (1) = 1.  
Для любой f � �  существует такой B ∈B, что 
γ( , ) = ( )B t f t  для всех t ∈ [0,1]  [11]. Хорошо из-
вестно, что множество точек разрыва любой 
функции f � �  конечно или счетно и функция 
f  дифференцируема почти везде.

Теорема 1. Пусть B ∈B. Для того, чтобы 
B c∈B , необходимо и достаточно, чтобы функция 
γ( , )B t  была непрерывной. 

Теорема 2. Пусть B ∈B. Для того, чтобы 
B d∈B , необходимо и достаточно, чтобы функция 
γ( , )B t  принадлежала замкнутой (в топологии нор-
мы) выпуклой оболочке функций ϕs t( ), где 

�s t
t s

s t

t s

s t
( ) =

0, 0 <

1, 1

0, 0

1, < 1

�
� �

�
�
�

� �
�

�
�
�

или

и 0 < 1s ≤  в первом случае и 0 < 1≤ s  во втором. 
Принадлежность B ∈B  множеству extB  в 

терминах функции �( , )� t  описать невозможно. 
Действительно, если B ext1 ∈ B, то существует та-
кой B ext2 ∈ B, B B2 1≠ , что γ γ( , ) = ( , )1 2B t B t  [11]. 
Тогда 

� � �( , ) = ( , ) =
2

,1 2
1 2B t B t

B B
t

��
�
�

�
�
�

для всех t ∈ [0,1] . Следовательно, B ext1 ∈ B  и 
B B

ext1 2
2
�

� B имеют одинаковую функцию �( , )� t .
Теорема 3. Если B d∈B , то �� ( , ) = 0B t  почти 

везде. 
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Обратное к теореме 3 утверждение не имеет 
места, так как справедлива

Теорема 4. Существует такой B c∈B , что 
γ( , )B t  совпадает с функцией Кантора. 

§ 3.	 Известно [12], что диаметр d( , )*B �∞  и ра-
диус r( , )*B �∞  множества B  в �∞

*  равны 2, т. е. 

B B
B B

1, 2
1 2 * = 2,

� �
�

B
sup �

B B
B B

1 2
1 2 * = 2.

� � �
�

B B
inf sup �

Мы усилим эти результаты. Любая счетная по-
следовательность различных экстремальных то-
чек B B1 2, ,…  порождает подпространство, изо-
метричное �1  [13], т. е. 

	
k

k k
k

kc B c
=1 * =1

= .
�

�

�

� �
�

	 (1)

Из (1) вытекает, что 

	 d rd d( , ) = ( , ) = 2.* *B B� �∞ ∞ 	 (2)

Действительно, если B d∈B , то B conv∈ extB, где 
замыкание берется в нормированной топологии 
�∞

* . Отсюда 

B B
k

k k=
=1

�

��

для некоторых B extk ∈ B, �k � 0, 
k k=1

= 1
�� � . 

Так как extB  имеет мощность 2c , то существует 
B ext0 ∈ B, отличный от Bk, k = 1,2,…  Тогда в силу 
(1) имеем B B�

�0 * = 2
�

. Этим установлено (2).

Теорема 5. Радиус и диаметр множества B( )C  
в �∞

*  равны 2. 
Так как B B( )C c⊂  в силу [14, теорема 3] и [7, 

теорема 5], то из теоремы 5 вытекает 
Следствие 1. Радиус и диаметр множества Bc 

в �∞
*  равны 2. 
Для любых B B1 2, ∈B  справедливо очевидное 

неравенство B B1 2 * 2� �
��

. Поэтому теорема 5, 
следствие 1 и (2) говорят о том, что радиус и ди-
аметр Bd , Bc  и B( )C  в �∞

*  принимают макси-
мально возможное значение.
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порядка, RBM (Rusanov-Burstein-Mirin) третьего порядка и A-WENO (Alternative Weighted Essentially 
Non-Oscillatory) пятого порядка по пространству и третьего порядка по времени при расчете специ-
альной задачи Коши для уравнений мелкой воды с разрывными начальными данными, точное реше-
ние которой содержит центрированную волну разрежения и не содержит ударную волну. Показано, 
что внутри центрированной волны разрежения и в области ее влияния решения всех трех схем с раз-
личными порядками сходятся к разным инвариантам точного решения, что приводит к снижению 
точности этих схем при вычислении вектора базисных переменных рассматриваемой задачи Коши. 
Для теоретического обоснования данных численных результатов применяется P-форма первого диф-
ференциального приближения разностных схем.
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1. ВВЕДЕНИЕ
В [1] был предложен метод построения ком-

бинированных численных схем сквозного счё-
та, которые, в отличие от NFC (Nonlinear Flux 
Correction) схем [2–7] и гибридных схем [8–10], 
не только монотонно локализуют фронты удар-
ных волн, но также сохраняют повышенную 
точность в областях их влияния. Используя ме-
тодику, разработанную в [1], различные комби-
нированные схемы были построены в [11, 12], 
где они применялись для расчета задач Коши 
для системы уравнений мелкой воды с гладкими 
периодическими начальными данными, когда 
ударные волны возникают в результате гради-
ентных катастроф внутри расчетной области. 
Численное моделирование таких задач было об-

условлено тем, чтобы на первом этапе постро-
ения теории комбинированных схем избежать 
проблем, связанных с сохранением повышен-
ной точности этих схем при аппроксимации раз-
рывных начальных и граничных условий. Поэ-
тому на следующих этапах развития этой теории 
необходимо исследовать точность разностных 
схем сквозного счета при численном расчете 
обобщенных решений задач Коши и началь-
но-краевых задач с разрывными начальными и 
граничными условиями.

Первый шаг в этом направлении сделан в 
[13], где был проведен сравнительный анализ 
точности монотонной схемы UpWind первого 
порядка [14] и двух NFC-схем: TVD второго по-
рядка [15] и WENO5 третьего порядка по време-
ни [16] при расчете для нелинейного уравнения 
переноса задачи Коши с кусочно-линейными 
разрывными периодическими начальными дан-
ными. Было показано, что в случае устойчивых 
начальных разрывов, из которых формируется 
последовательность ударных волн, порядок схо-
димости всех трех схем между ударными волна-
ми совпадает с их точностью на гладких решени-

1 Институт гидродинамики имени М.А. Лаврентьева 
Сибирского отделения Российской академии наук, 
Новосибирск, Россия
*E-mail: ostigil@mail.ru
**E-mail: ekpolunina2014@gmail.com
***E-mail: nzyuzina1992@gmail.com
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ях. В случае неустойчивых начальных разрывов, 
при распаде которых формируется последова-
тельность центрированных волн разрежения, 
все три рассмотренные схемы имеют первый по-
рядок сходимости внутри этих волн разрежения, 
независимо от их точности на гладких решениях.

В настоящей работе проведен сравнительный 
анализ точности численных схем TVD [15], RBM 
[17, 18] и A-WENO [19] при расчете специальной 
задачи Коши для уравнений мелкой воды с раз-
рывными начальными данными, точное решение 
которой содержит центрированную волну разре-
жения, но не содержит ударную волну. Показано, 
что внутри центрированной волны разрежения 
и в области ее влияния решения всех трех схем с 
различными порядками сходятся к разным инва-
риантам точного решения. В частности, в волне 
разрежения численные решения с первым поряд-
ком сходятся к инварианту, который распростра-
няется в этой волне вдоль характеристик, выхо-
дящих из ее центра, и приблизительно со вторым 
порядком сходятся к другому инварианту, кото-
рый переносится в центрированную волну вдоль 
пересекающих ее характеристик. Это приводит 
к соответствующему снижению точности тести-
руемых схем при вычислении вектора базисных 
переменных рассматриваемой задачи Коши. С 
использованием P-формы первого дифференци-
ального приближения разностных схем [20] да-
ется теоретическое обоснование данных числен-
ных результатов.

2. ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ СИСТЕМЫ 
УРАВНЕНИЙ МЕЛКОЙ ВОДЫ

Векторная форма записи системы уравнений 
мелкой воды имеет вид [3]: 

	 u f u 0t x+ ( ) = , 	 (1)

где 

	 u f u= , ( ) =
2

.
2 2
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q H gH
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Здесь x  и t  – пространственная и временная 
переменные, измеряемые в метрах ( m ) и се-
кундах (s), H x t( , )  и q x t( , )  — глубина и расход 
жидкости, имеющие размерности m  и m s2 / , 
g  – ускорение свободного падения (в расчетах 
g m s= 10 / 2. Рассмотрим для системы (1), (2), 
задачу Коши с начальными данными 

	 H x
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x x
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где 

	 H m x x m1 = 5 , ( ) = 2
1

( 1) ,�
�

� ��
�
�

�
�
�arctan 	 (4)

	 q g H H m s1 1 1
2= 2 (0) 28.88� �� � � � . 	 (5)

Далее для задачи Коши (1)–(5) будем использо-
вать аббревиатуру SCP (Special Cauchy Problem). 
Будем также применять следующие обозначе-
ния: v q H= /  – горизонтальная скорость жид-
кости, c gH=  – скорость распространения 
малых возмущений в мелкой воде, �1 = v c�  и 
�2 = v c�  – собственные значения матрицы 
Якоби A( ) = ( )u f uu  системы (1), представляю-
щие собой скорости характеристик, вдоль кото-
рых распространяются инварианты w v c1 = 2−  и 
w v c2 = 2+  системы (1).

Из формул (4) и (5) следует, что на разрыве 
начальных данных (3) инвариант w2  системы (1) 
является постоянным, т.е. 

	 w w g m c2 2(0) = (0 0) = 2 (0) 8.37� �� . 	 (6)

Это означает, что точное решение задачи SCP 
представляет собой автомодельную центриро-
ванную волну разрежения индекса i = 1  рас-
пространяющуюся в отрицательном направле-
нии оси x  по постоянному фоновому течению 
( , )1 1H q . Справа к центрированной волне примы-
кает волна повышения уровня жидкости, фор-
мируемая начальной глубиной ϕ( )x .

В результате точное решении задачи SCP на 
ограниченном временном интервале [0, ]T  (на 
котором эволюция волны повышения еще не 
приводит к возникновению ударной волны) 
содержит четыре качественно различных об-
ласти гладкости (рис. 1), разделенных слабыми 
разрывами, расположенными на характеристи-
ках системы (1). Это область R  центрирован-
ной волны разрежения, расположенная между 
прямолинейными характеристиками L1

−  и L1
+  

первого семейства, выходящими из точек x = 0 
и x = 0 0+  на оси x , область U  постоянного 
течения ( , )1 1H q , находящаяся левее характери-
стики L1

−, область V  влияния центрированной 
волны, расположенная между характеристика-
ми L1

+  и L2, где L2  — характеристика второго се-
мейства, выходящая из точки x = 0 0+  на оси x,  
и область W  повышения уровня жидкости, на-
ходящаяся правее характеристики L2. При этом 
инвариант w2  точного решения имеет постоян-
ное значение (6) в областях U , R  и V .
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3. РАССМАТРИВАЕМЫЕ  
ЧИСЛЕННЫЕ СХЕМЫ

Для численного решения задачи Коши (1)–
(3) будем применять явные двухслойные по вре-
мени консервативные схемы 

	
v v f fj
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j
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�1

1/2 1/2 = 0,
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в которых численные потоки f j
n
±1/2  определяют-

ся по формулам 
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где � �= / h  и функция f  согласована с диффе-
ренциальным потоком f  системы (1) в смысле 
выполнения тождества 

f u u f u( , , , ) = ( ).… θ

Функции v vj
n

j j nx t= ( , ), входящие в разностную 
схему (7), (8), вычисляются в узлах равномерной 
прямоугольной сетки 

	
S x t x jh M j M

t n n N

j n j

n

= ( , ) : = , ;

= , 0 ,

1 2≤ ≤{
≤ ≤ }τ

	 (9)

где h  – шаг сетки по пространству, а τ  – шаг 
сетки по времени, удовлетворяющий условию 
устойчивости Куранта 

	 τ
λ

=
( ( , ))

,

=1,2 ,

zh

x t
i j n

i h j nmax max v
	 (10)

в котором z ∈ (0,1)  – коэффициент запаса. Це-
лые числа M1  и M2, определяющие простран-
ственный размер сетки (9), удовлетворяют нера-
венствам M1 1� −  и M2 1� , а целое число N ,  
определяющее количество временных слоев в 
сетке (9), задает момент времени T N= τ, до ко-
торого проводится численный расчет.

Поскольку разрыв начальных данных (3) рас-
положен в узле x0 = 0  сетки (9), то начальные 
значения численного решения будем задавать 
по формуле 
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Поскольку при x ≤ 0  начальные данные (3) яв-
ляются постоянными, а при x > 0  начальный 
расход q x( ,0) = 0  и начальная глубина удовлет-
воряет условию 

x x
H x x m

��� ���
lim lim( ,0) = ( ) = 1.5 ,�

то выбирая границы расчетной области (9) та-
ким образом, что 
	 X hM x T X hM x T1 1 1 2 2 2= ( ), = ( ),� �− 	 (12)

где x x t= ( )1
−  и x x t= ( )2  – уравнения характери-

стик L1
−  и L2, граничные значения численного 

решения можно задавать путем точной аппрок-
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Рис. 1. Различные области гладкости точного решения задачи SCP.
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симации начальных условий (3) по следующим 
формулам 

	
v v uj

n
h j n jx t x

j M M l j M l M

= ( , ) = ( ,0),

= , 1, = 1, .1 1 2 2+ − − +
	 (13)

С учетом начальных и граничных условий (11) и 
(13) решение схемы (7) однозначно вычисляется 
в сеточной области (9).

В качестве конкретных численных схем (7) мы 
будем использовать схемы TVD, RBM и A-WENO, 
детальное описание которых приводится в рабо-
тах [15], [17, 18] и [19], соответственно.

4. МЕТОДЫ ОЦЕНКИ ТОЧНОСТИ 
РАЗНОСТНЫХ СХЕМ

Для приближенной оценки порядков локаль-
ной сходимости численного решения vh j nx t( , ),  
построенного на равномерной сетке (9), зафик-
сируем на этой сетке некоторый узел ( , )x tj n , 
где n ≥ 1 , и введем для него новое обозначение 
( , )* *x t , где x jh* =  и t n* = > 0τ . Предположим, 
что на последовательности сгущающихся сеток 

	
S x t x jh M j M

n n N

i j
i

n
i

j
i

i
i i

n
i

i
i

= ( , ) : = , 2 2 ; =

= , 0 2 ,

1
1

1
2

1

− −

−

≤ ≤{
≤ ≤ }τ

 (14)

где h hi
i= / 2 1− , � �i

i= / 2 1� , получаемых путем 
сжатия базисной сетки (9), численное решение 
vhi j

i
n
ix t( , )  в точке ( , )* *x t  сходится к точному реше-

нию u( , )x t  с порядком r . Это означает, что в точ-
ке ( , )* *x t  с точностью o hi

r( )  выполнено условие 
	 v u Ahi i

rh− = , 	 (15)

где A  – векторная величина, не зависящая от hi  
и такая, что | |> 0A . Из условия (15) следуют [21] 
формулы Рунге для приближенного определе-
ния порядка сходимости 
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и вектора ошибок
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 (17)

численного решения vh  на базисной сетке (9).
Рассмотрим некоторую гладкую скалярную 

функцию w( )u  векторного решения u , точ-
ность вычисления которой мы хотим опреде-
лить. Предположим, что на последовательности 
сгущающихся сеток (14) численная функция 

w whi hi
= ( )v  сходится в точке ( , )* *x t  с порядком 

ρ к функции w w= ( )u . Это означает, что в точке 
( , )* *x t  с точностью o hi( )ρ  выполнено условие 
	 w w Bhhi i� = ,� 	 (18)
где B  – скалярная величина, независящая от hi 
и такая, что B ≠ 0 . Если вычисляемое решение 
u  является гладким, то порядки сходимости r  
и ρ  совпадают (r = ρ) для любой гладкой функ-
ции w( )u . В то же время, если точное решение u 
содержит центрированные волны разрежения и 
ударные волны, то внутри центрированных волн 
разрежения, а также в областях влияния ударных 
и центрированных волн для некоторых функций 
w( )u , в частности для инвариантов точного ре-
шения, порядки сходимости r  и ρ  могут разли-
чаться (r � �). С учетом этого, из (18), также как 
из (15), следуют [22] приближенные формулы 
для определения порядка сходимости 
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и ошибки 
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численного решения w wh h= ( )v .
Если порядки локальной сходимости 

r r x Th j= ( , )  и ρ ρ= ( , )h jx T , определяемые по 
формулами (16) и (19), сильно осциллируют, то 
на приводимых ниже рисунках мы будем пока-
зывать осредненные и ограниченные сверху зна-
чения этих порядков 
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	 (20)

посчитанные на достаточно мелкой базисной 
сетке (9), где R > 3  и 
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для всех индексов j , удовлетворяющих нера-
венствам M k j M k1 2� � � � , в которых k  – за-
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данное натурально число. На рисунках мы будем 
приводить относительные погрешности числен-
ных решений, определяемые по формулам 
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ww x Th j( , )
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	 (21)

5. РЕЗУЛЬТАТЫ  
ЧИСЛЕННЫХ РАСЧЕТОВ

На рис. 2–4 в момент времени T s= 3  приве-
дены результаты расчетов задачи SCP по схемам 
TVD, RBM и A-WENO на равномерной сетке (9) 
с шагами h m= 0.1  и τ = 0.005 s , что гарантиру-
ет выполнение условия устойчивости (10). Чис-
ленная сетка (9) задана в пространственной об-
ласти [ , ]1 2X X , удовлетворяющей условиям (12), 
где X m1 = 150−  и X m2 = 150 . На рис. 2 показано 
сравнение точного и численных значений глу-
бин жидкости, где точное решение моделиру-
ется расчетом по схеме A-WENO на достаточно 
мелкой сетке (9). На рис. 3 приведены порядки 
сходимости (20), где R = 3.5  и k = 10, а на рис. 4  
показаны относительные дисбалансы (21), по-
лучаемые при вычислении точного решения u,  
а также его инвариантов w1  и w2. Результаты 
расчетов на рис. 2–4 приведены для каждого 18-
го пространственного узла j i= 18  сетки (9). Из 
рис. 2 следует, что на такой сетке все схемы с до-
статочно высокой точностью локализуют слабые 

разрывы на границах центрированной волны 
разрежения.

Поскольку рассматриваемые схемы точно вос-
производят постоянное течение ( , )1 1H q  в обла-
сти U , находящейся на рис. 1 левее характеристи-
ки L1

−, то в этой области ошибки (21) численных  
решений равны нулю, а порядки сходимости 
(20) не определены. Кроме того, в некоторых ε- 
окрестностях ( )1L� � , ( )1L� �  и ( )2L ε  слабых раз-
рывов точного решения, расположенных на ха-
рактеристиках L1

− , L1
+  и L2 , порядки сходимости 

также не определены и поэтому их формальные 
значения, получаемые по формулам (20), дают в 
этих окрестностях характерные осцилляции. С 
учетом этого области U  и ( )1L� �  на рис. 3 и 4 не 
приводятся. Далее мы будем использовать следу-
ющие обозначения 
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ε ε
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1 1
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для тех частей областей R , V  и W , которые не 
пересекаются с ε -окрестностями характеристик 
L1
− , L1

+  и L2 .
Из рис. 3 следует, что в области Wε  для ка-

ждой из рассматриваемых схем порядки сходи-
мости численного решения к векторному ре-
шению u  и его инвариантам w1 , w2  совпадают 
( r = =1 2ρ ρ ); при этом схема TVD имеет второй 
порядок, а схемы RBM и A-WENO третий поря-
док сходимости, что согласуется с их порядками 

– 40 –20 0 10–30 x–10– 60 20 40–50 30
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Рис. 2. Сравнение точного (сплошная линия) и численных значений глубин 
жидкости, получаемых в момент времени T = 3 при расчете задачи SCP  
по схемам TVD (кружки), RBM (точки) и A-WENO (квадратики).
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Рис. 3. Порядки сходимости численных решений к векторному решению 
задачи SCP (точки), а также к его инвариантам w1  (кружки) и w2  (квадра-
тики), получаемые по схемам TVD (а), RBM (б) и A-WENO (в). 
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аппроксимации на гладких решениях. Несмо-
тря на это (рис. 4), во всех схемах инвариант w1  
вычисляется в области Wε  с существенно более 
высокой точностью, чем инвариант w2. Из рис. 4 

также следует, что в области Wε  точность схемы 
TVD второго порядка существенно ниже, чем 
схем RBM и A-WENO третьего порядка. При 
этом точность схемы A-WENO в области Wε  су-
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Рис. 4. Относительные дисбалансы, получаемые при вычислении вектор-
ного решения задачи SCP (точки), а также его инвариантов w1  (кружки) и 
w2  (квадратики) по схемам TVD (а), RBM (б) и A-WENO (в). 
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щественно выше, чем схемы RBM, поскольку 
по пространству схема A-WENO имеет пятый, а 
схема RBM третий порядок аппроксимации.

Из рис. 3 следует, что в области Rε  все схемы с 
первым порядком сходятся к векторному реше-
нию u  и его инварианту w1, и приблизительно со 
вторым порядком к инварианту w2, т.е. r = = 11ρ  
и �2 2� . В результате (рис. 4) в области Rε  все 
схемы имеют приблизительно одинаковую точ-
ность при вычислении векторного решения u  и 
его инварианта w1, которая существенно ниже, 
точности вычисления инварианта w2, т.е. 

� � �vh h hw w� ( ) ( ) .1 2�

В области Vε  все схемы имеют (рис. 3) при-
близительно первый порядок сходимости (�1 1� ) 
к инварианту w1, а схемы TVD и RBM сохраняют 
второй порядок сходимости (ρ2 = 2) к инвари-
анту w2; в схеме A-WENO порядки сходимости 
ρ2, получаемые по второй формуле (20), сильно 
осциллируют, что означает отсутствие регуляр-
ной сходимости к инварианту w2. При этом во 
всех схемах порядки сходимости r  к векторно-
му решению u  в левой части области Vε  ближе 
к значениям ρ1, а в правой части этой области к 
значениям ρ2. Связано это с тем (рис. 4), что в 
области Vε  ошибки вычисления инварианта w1 
возрастают, а инварианта w2  убывают.

6. ТЕОРЕТИЧЕСКОЕ ОБОСНОВАНИЕ 
ЧИСЛЕННЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ

Для теоретического обоснования полученных 
в предыдущем разделе численных результатов, 
воспользуемся P-формой первого дифференци-
ального приближения схемы (7), которая пред-
ставляет собой [20] систему дифференциальных 
уравнений 
	 ( ) ( ) = [ ],v f v vh t h x

k
hh� � 	 (22)

где k  – порядок аппроксимации схемы (7), Ψ[ ]vh  –  
дифференциальный оператор, зависящий от 
функции v vh h x t= ( , )  и ее частных производных 
по x  до ( 1)k + -ой включительно. Система (22) 
получается из схемы (7) следующим образом 
[42]: функции v vj l

n s
h j nx lh t s�

� � �= ( , )� , задан-
ные в узлах сетки (9), заменяются на функции 
vh x lh t s( , )� � � , зависящие от непрерывно меня-
ющихся аргументов x  и t; эти функции разлага-
ются в ряды Маклорена по h  и τ , где � �= h, по-
сле чего с учетом дифференциальных следствий 
системы (22) производные по t  порядка выше 
первого выражаются через производные по x.  

Система (22) позволяет моделировать поведение 
численных решений схемы (7) в различных об-
ластях гладкости аппроксимируемого точного 
решения.

Предположим, что решение vh  системы (22) в 
некоторой области Ω  с порядком r k≤  сходится 
к решению u  задачи SCP, т.е. в этой области с 
точностью o hr( )  выполнено равенство 
	 v u vh

r
rh= ,+ 	 (23)

где v vr r x t= ( , )  – функция, задающая главный 
член ошибки (из рис. 3 следует, что r k=  при 
� = W�  и r = 1  при � = R�). Выясним с какой 
скоростью в области Ω  инварианты 

( ) = ( ), ( ) = ( )1 1 2 2w F w Fh h h hv v

решения vh  сходятся к инвариантам 

w F v c w F v c1 1 2 2= ( ) = 2 , = ( ) = 2u u� �

решения u.
Зафиксируем индекс i = 1,2  и в приводимых 

далее формулах для краткости будем его опу-
скать. С учетом этого инварианты w  и wh  удов-
летворяют характеристическим уравнениям 

	 dw
dt

w wt x
�

�
( )

= ( ) = 0
u

u� 	 (24)

и 

	 dw
dt

w w hh

h

h t h h x
k

h
�

�
( )

= ( ) ( )( ) = [ ],
v

v v� � 	 (25)

где � �[ ] = ( ) [ ]v l v vh h h  и l  – левый собственный 
вектор, отвечающий собственному значению λ.  
Подставляя в формулу w Fh h= ( )v  разложение 
(23), с учетом равенства w F= ( )u  с точностью 
o hr( )  получаем 
	 w w hh

r
r= ,� � 	 (26)

где ωr rF= ( )u u v . Подставляя в уравнение (25) 
разложения (23) и (26), с учетом формул 

λ λ λ( ) = ( ) ( ) ( ),

[ ] = [ ] ( )

u v u u v

u v u
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h h o h

h h O h
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r
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и уравнения (24), с точностью o hr( )  получаем 
характеристическое уравнение 

	 d
dt

r
r t r x r

�
� � �

�( )

= ( ) ( )( ) = ( ),
u

u V� � 	 (27)

в котором 
	 � � �r r kr r xw w( ) = ( , , ) = [ ] ( ( ) ) ,V u v u u vu� ��  (28)

где V u v= ( , , )r w  – вспомогательная век-
тор-функция, δkr  – символ Кронекера.
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Зафиксируем некоторую точку ( , )* *x t ��  и 
рассмотрим характеристику 
	 L x t x x t t t tb� �

* *= ( , ) : = ( ), ,� �� � 	 (29)

распространяющуюся со скоростью ( ) = ( )x tλ λ u  и 
приходящую в точку ( , )* *x t  из точки ( , )x tb b � ��,  
где ��  – граница области Ω . Из рис. 1 следует, 
что в интересующих нас случаях, когда � = W� 
или � = R�, выполнено условие L�

* � �. Инте-
грируя с учетом этого уравнение (27) вдоль ха-
рактеристики (29), получаем 

	 � � �r r b b
tb

t

rx t x t x t t dt( , ) = ( , ) ( ( ( ), )) .* *
*

� � � V   (30)

Предположим сначала, что � = W�, в силу 
чего r k=  и в формуле (28) коэффициент 
δ δkr kk= = 1. В этом случае (рис. 1) характеристи-
ка (29) выходит из положительной части оси x, 
т.е. tb = 0  и xb > 0 , где начальные данные (3) яв-
ляются гладкими. Поскольку численная аппрок-
симация (11) начальных данных (3) в области их 
гладкости является точной, т.е. v uh x x( ,0) = ( ,0) , 
то из равенств 

w x F x F x w xh h( ,0) = ( ( ,0)) = ( ( ,0)) = ( ,0)v u

с учетом разложения (26) получаем ωk bx( ,0) = 0. 
В результате, формула (30) принимает вид 

� �k

t

kx t x t t dt( , ) = ( ( ( ), )) .* *

0

*

� � V

Так как �k x t( , ) 0* * �  для всех точек ( , )* *x t W� �  
при λ λ= 1  и λ λ= 2, то с учетом (26) в области 
Wε  численные решения каждой схемы (рис. 3) 
сходятся к инвариантам w1  и w2  с одинаковым 
порядком r k= . При этом (рис. 4) точность вы-
числения инварианта w1  существенно выше, 
поскольку он переносится в точку ( , )* *x t  из об-
ласти x x> *, где модули производных точного 
решения меньше, чем на интервале [0, ]*x , отку-
да переносится инвариант w2.

Предположим теперь, что � = R�, в силу чего 
r = 1  и в формуле (28) коэффициент δk1 = 0. Для 
инварианта w1 , который в точку ( , )* *x t R� �  пе-
реносится вдоль характеристики, выходящей из 
начала координат, из формулы (30), где r = 1,  
следует, что �1

* *( , ) 0x t � , в силу чего численные 
решения сходятся к инварианту w1  с первым 
порядком. Поскольку в области Rε  инвариант 
w const2 = , то для него функция Ψ1( ) = 0V  и фор-
мула (30) имеет вид 

ω ω1
* *

1( , ) = ( , ),x t x tb b

где точка ( , )x tb b  лежит на левой границе области 
Rε. Если на этой границе для инварианта w2  вы-

полнено условие (26), где r ≈ 2 , то в области Rε  
для этого инварианта ω1

* *( , ) = 0x t  и численные 
решения будут сходится к нему приблизительно 
со вторым порядком (рис. 3).

В области Vε  сходимость (23) является нерав-
номерной (рис. 3), так как ее порядок r  не яв-
ляется постоянным. Поэтому для обоснования в 
этой области полученных порядков сходимости 
численных решений к инвариантам w1  и w2  не-
обходимо разработать специальную методику, 
что предполагается сделать в дальнейшем.

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Проведенный сравнительный анализ точно-

сти численных схем TVD, RBM и A-WENO при 
расчете специальной задачи Коши для урав-
нений мелкой воды показал, что внутри цен-
трированной волны разрежения и в области ее 
влияния решения всех трех схем с различными 
порядками сходятся к разным инвариантам точ-
ного решения. В частности, в волне разрежения 
численные решения с первым порядком сходят-
ся к инварианту, который распространяется в 
этой волне вдоль характеристик, выходящих из 
ее центра, и приблизительно со вторым поряд-
ком сходятся к другому инварианту, который 
переносится в центрированную волну вдоль пе-
ресекающих ее характеристик. Это приводит к 
соответствующему снижению точности тести-
руемых схем при вычислении вектора базисных 
переменных рассматриваемой задачи Коши. С 
использованием P-формы первого дифферен-
циального приближения численных схем дано 
теоретическое обоснование данных численных 
результатов.
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ON THE ACCURACY OF CALCULATING INVARIANTS IN CENTERED 
RAREFACTION WAVES AND IN THEIR INFLUENCE AREA

V. V. Ostapenkoa,  E. I. Poluninaa,  N. A. Khandeevaa

aLavrentyev Institute of Hydrodynamics, Siberian Branch, Russian Academy of Sciences, Novosibirsk, Russia

We perform a comparative analysis of the accuracy of second-order TVD (Total Variation Diminishing), 
third-order RBM (Rusanov-Burstein-Mirin), and fifth-order in space and third-order in time A-WENO 
(Alternative Weighted Essentially Non-Oscillatory) difference schemes for solving a special Cauchy problem for 
shallow water equations with discontinuous initial data. The exact solution of this problem contains a centered 
rarefaction wave and does not contain a shock wave. It is shown that in the centered rarefaction wave and its 
influence area, the solutions of these three schemes with different orders converge to different invariants of the 
exact solution. This leads to a decrease in the accuracy of these schemes when calculating the vector of base 
variables of the considered Cauchy problem. The P-form of the first differential approximation of the difference 
schemes is used for the theoretical justification of these numerical results.

Keywords: high order difference schemes, shallow water equations, centered rarefaction waves
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Пусть X  — тихоновское (т. е. вполне регу-
лярное) пространство, βX  — его стоун-чехов-
ская компактфикация и P( )X  — пространство 
радоновских вероятностных мер на X , наде-
ленное слабой топологией. В недавней работе 
[1] был рассмотрен вопрос о совпадении про-
странства P( )βX  радоновских вероятностных 
мер на βX  со стоун-чеховской компактифика-
цией βP( )X  пространства P( )X . Это совпадение 
понимается в следующем смысле: продолже-
ние по непрерывности естественного вложения 
P P( ) ( )X X� �  на компактификацию взаимно 
однозначно. В цитированной работе доказан 
следующий результат.
Теорема 1. (i) Псевдокомпактность пространства 
мер P( )X  влечет псевдокомпактность X .

(ii) Инъективность указанного продолжения 
вложения P P( ) ( )X X� �  на βP( )X  влечет псев-
докомпактность обоих пространств X  и P( )X . 

С другой стороны, в [1] построены приме-
ры некомпактных пространств X , для которых 
указанное совпадение имеет место. К таким 
пространствам относятся открытый интервал 

счетных ординалов [0, )1ω  и плоскость Тихоно-
ва [0, ] [0, ] ( , )0 1 0 1� � � �� \  (где ω0  — наимень-
ший счетный ординал, ω1  — первый несчетный 
ординал), показывающая, что совпадение воз-
можно без счетной компактности. Как указано 
в [1], если вместо стоун-чеховских компакти-
фикаций брать компактификации Самюэля с 
подходящими равномерностями, то совпадение 
есть всегда. Наконец, в работе [1] был поставлен 
также ряд вопросов, связанных с компактифи-
кациями пространств мер. В настоящей заметке 
дан ответ на один из этих вопросов и усилен ос-
новной результат работы [1], а именно показано, 
что псевдокомпактность пространств P( )X  и X  
вытекает из гомеоморфности P( )βX  и βP( )X .  
В частности, пространства P( )βN  и βP( )N  не 
гомеоморфны. Однако в общем случае вопрос 
о равенстве в указанном смысле пространств 
P( )βX  и βP( )X  при условии их гомеоморфности 
остается открытым. Неизвестна и описание про-
странств, для которых равенство верно.

Для тихоновского пространства X  через 
C Xb( )  обозначим множество всех ограниченных 
непрерывных функций на X , а через βX  его ком-
пактификацию Стоуна–Чеха (компактное про-
странство, в которое X  вложено гомеоморфно 
как всюду плотное множество с тем свойством, 
что всякая функция из C Xb( )  является сужением 
на X  функции из C Xb( )β ). Линейное простран-
ство всех ограниченных радоновских мер на X  
обозначим через M( )X . Напомним (см. [2] или 
[3]), что знакопеременная мера µ  на борелев-
ской σ -алгебре пространства X  называется 
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радоновской, если радоновы ее положительная 
и отрицательная части, а неотрицательная бо-
релевская мера µ  радонова, если для всякого 
борелевского множества B  и всякого ε > 0  есть 
такой компакт K B⊂ , что � �( ) <B K\ .

Слабая топология на пространстве M( )X  за-
дается полунормами 

p f d f C Xf
X

b( ) = , ( ).� �� �

Пространство P( )X  вероятностных радонов-
ских мер наделяется индуцированной слабой 
топологией.

Совпадение βP( )X  и P( )βX  в указанном 
смысле равносильно тому, что всякая ограни-
ченная непрерывная функция на P( )X  равно-
мерно приближается функциями вида 

µ µ µ

µ µ

� …F l l

l f d f C X

f fn

fi X
i i b

1
( ), , ( ) ,

( ) = , ( ),

( )
∈∫

где F  — многочлен на Rn  (см. [1]).
Следующий результат усиливает утверждение 

(ii) теоремы 1 из работы [1] с более коротким 
обоснованием (в части, касающейся псевдо-
компактности P( )X , но заключение о самом X  
опирается на утверждение (i) теоремы 1).
Теорема 2. Пусть тихоновское пространство X  
таково, что пространства βP( )X  и P( )βX  гомео-
морфны. Тогда P( )X  и X  псевдокомпактны. 

Доказательство. В силу [1, теорема 2] до-
статочно проверить псевдокомпактность про-
странства P( )X . Теперь применим следующий 
известный факт (см. [4], [5] или [6, с. 221, теорема 
9.3]): если тихоновское пространство обладает 
локально связной компактификацией Стоуна–
Чеха, то оно псевдокомпактно. Напомним, что 
пространство называется локально связным, 
если всякая точка обладает базой связных от-
крытых окрестностей. Этот факт мы применим 
к пространству P( )X , компактификация кото-
рого в рассматриваемом случае локально связна, 
ибо по предположению гомеоморфна выпукло-
му компакту P( )βX  в локально выпуклом про-
странстве M( )X  радоновских мер на X , наделен-
ном слабой топологией. Разумеется, заключение 
теоремы остается справедливым при формально 
более слабом условии локальной связности ком-
пактификации пространства P( )X , но вряд ли 
такое условие проще непосредственного требо-
вания псевдокомпактности P( )X . 
Следствие 1. Предположим, что тихоновское 
пространство X  можно непрерывно отобразить 

на всюду плотное множество в пространстве Y , 
которое не псевдокомпактно (например, в неком-
пактном метрическом или суслинском простран-
стве). Тогда пространства βP( )X  и P( )βX  не 
гомеоморфны. В частности, это верно, если X  —  
некомпактное метрическое или суслинское про-
странство. 

Доказательство. При этом условии простран-
ство X  не псевдокомпактно, ибо композиция 
неограниченной непрерывной функции на про-
странстве Y  с данным отображением из X  в Y  
также непрерывно и неограниченно. 

Известно (см. [7] или [8, теорема 1.2.2]), что 
псевдокомпактное пространство является бэ-
ровским, т. е. пересечение всякой последова-
тельности открытых всюду плотных множеств 
всюду плотно. Поэтому получаем такое заклю-
чение.
Следствие 2. Если пространства βP( )X  и P( )βX  
гомеоморфны, то P( )X  и X  — бэровские про-
странства. 

В свою очередь, это влечет бэровость всех 
степеней X n  (см. [9], случай метрических про-
странств был рассмотрен в [10]). Впрочем, в 
данном случае это вытекает также и из псевдо-
компактности X  (см., например, [11, теоремы 
5.3.2 и 5.3.3]). Вообще говоря, из бэровости X  
не следует бэровость P( )X  даже в случае метри-
ческих пространств, но интересно выяснить, 
достаточна ли для бэровости P( )X  псевдоком-
пактность X . Связанные с бэровостью свойства 
пространств мер изучались в [12] и [13]. Отме-
тим, что в [14] построен пример в ZFC (система 
аксиом Цермело–Франклина с аксиомой выбо-
ра) сепарабельного метрического пространства 
X , не являющегося польским, для которого все 
замкнутые подмножества в P( )X  являются бэ-
ровскими пространствами.

С именем Бэра связаны еще два понятия: бэ-
ровская σ-алгебра, порожденная непрерывны-
ми функциями на тихоновском пространстве 
X , и меры на ней, называемые бэровскими. На 
пространстве бэровских мер также определена 
слабая топология. Через Pσ( )X  обозначают про-
странство вероятностных бэровских мер со сла-
бой топологией. Псевдокомпактность X  равно-
сильна компактности Pσ( )X . Поэтому в случае 
гомеоморфности βP( )X  и P( )βX  и существова-
ния радоновского продолжения всякой бэров-
ской меры на X  мы получаем обычную ком-
пактность X , а не только псевдокомпактность.

Из равенства β βP P( ) = ( )X X  вытекает, что 
бэровская σ -алгебра пространства P( )X  по-
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рождается также линейными функционалами 
вида 

� ��
X

bf d f C X� �, ( ).

Это следует из того, что при выполнении указан-
ного равенства всякая ограниченная непрерыв-
ная функция на P( )X  равномерно приближается 
многочленами от таких функционалов (как уже 
отмечалось выше). Бэровская σ -алгебра всего 
пространства мер M( )X  всегда порождается та-
кими функционалами, см. [2, теорема 6.10.6], но 
неясно, верно ли это для P( )X . Само множество 
P( )X  оказывается бэровским в M( )X  при до-
вольно ограничительном условии, как показы-
вает следующее утверждение.
Предложение 1. Множество P( )X  входит в бэров-
скую σ-алгебру пространства M( )X  в точности 
тогда, когда имеется счетный набор непрерывных 
функций на X , разделяющих точки, т. е. X  мож-
но непрерывно и инъективно отобразить в R∞. 

Доказательство. Предположим, что имеет-
ся счетный набор непрерывных функций на X ,  
разделяющих точки. Тогда можно перейти к 
счетному набору ограниченных функций с та-
ким свойством. К нему добавим всевозможные 
многочлены с рациональными коэффициента-

ми от конечного числа данных функций, а за-
тем подстановки полученных функций в функ-
цию t t� min max( ( ,0),1). Это дает счетный набор 
{ } ( )f C Xn b⊂ . Покажем, что множество P( )X  за-
дается в M( )X  как пересечение множеств вида 
{ ( ) 0}l f � �  и { ( ) = 1}1l µ , где l f ( )µ  — интеграл по 
мере µ  от неотрицательной функции из набора 
{ }fn  и l X1( ) = ( )µ µ . Достаточно проверить, что 
совокупность указанных неравенств выделяет 
множество неотрицательных мер. Допустим, что 
нашлась знакопеременная мера µ , интегралы 
по которой от неотрицательных функций из { }fn  
неотрицательны. Можно считать, что � ( ) 1X � ,  
где µ  — полная вариация меры µ . Пусть K  — 
компакт, для которого �( ) = < 0K c� , причем 
��( ) = 0K , где ��  — неотрицательная часть µ. 
Возьмем больший компакт S  с | | ( ) < / 4µ X S c\ ,  
а также открытое множество U  с K U⊂  и 
| | ( ) < / 4µ U K c\ . Так как X  вполне регуляр-
но, найдется непрерывная функция g  на X  с 
0 1≤ ≤g , g K| = 1, g X U| = 0\ . В силу выбора на-
бора { }fn  и теоремы Стоуна–Вейерштрасса в 
этом наборе найдется функция fn , для кото-
рой 0 1≤ ≤fn  и S ng x f x csup ( ) ( ) < 4− . Тогда с 
учетом оценок | | ( ) 1� S � , | | ( ) < / 4µ X S c\  и 
| | ( ) < / 4µ U K c\  получаем 

	 X
n

S
n

S U K
f d f d c gd c K gd

K c c

� � � �� � � � � �

� � �

� � � � �

�

/ 4 / 2 = ( )

( ) 3 / 4 = / 4,

\ 	

что дает противоречие.
Предположим теперь, что P( )X  входит в бэ-

ровскую σ -алгебру пространства M( )X . Тогда 
оно имеет вид 

P X F F B= { ( ) ( ( ), ( ), ) },1 2� � �� �M : …

где B  — борелевское множество в R∞, 

F f d f C Xi
X

i i b( ) = , ( ).� �� �

Заметим, что функции fi  разделяют точки про-
странства X . В самом деле, иначе есть две разные 
точки a b X, ∈ , для которых f a f bi i( ) = ( )  при всех 
i. Значит, F Fi a i a a b( ) = ( )� � � �� �� �  при всех i. 
Так как �a P� , то � � �a a b P� � �( ) , что неверно. 

Некоторые равносильные условия существо-
вания последовательности непрерывных функ-
ций, разделяющих точки, можно найти в [15] 
(см. также [2, теорема 8.10.39]).

В работе [1] был рассмотрен пример 
X p= { }βN \ , где p � N N N* := � \ . Тогда X  счет-
но компактно, причем β βX = N  (см. [16, с. 239, 
задача 58] или [17, п. 2.14]), а если p  есть P-точка,  

то пространство P( )X  также счетно компак-
тно, как показано в [1]. Точка p ∈ N*  называется  
P -точкой, если пересечение всякого счетного 
набора ее открытых окрестностей содержит ее 
открытую окрестность в N*. Такие точки суще-
ствуют в предположении гипотезы континуума 
(CH) или при ее отрицании и аксиоме Мар-
тина (MA), но в ZFC непротиворечиво их от-
сутствие, см. [16, задача 55 гл. IV], [18, с. 138],  
[19, следствие 1.7.2], [6, с. 107], [20], [21]. По-
скольку стоун-чеховская компактификация 
здесь одноточечна, пространство P( )βX  совпа-
дает с выпуклой оболочкой множества P( )X  и 
меры Дирака δ p  в точке p. Однако неясно, со-
впадает ли оно с βP( )X .

Остается неизвестным, следует ли равенство 
β βP P( ) = ( )X X  из псевдокомпактности X  или 
P( )X , а также из счетной компактности како-
го-либо из этих пространств. Неясно, сохраняет-
ся ли оно при умножении на компакты (напом-
ним, что псевдокомпактность таким свойством 
обладает, см. [8]). В построенных в [1] примерах 
выполнения этого равенства для некомпактных 
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пространств их компактификации Стоуна– 
Чеха одноточечны. Интересно рассмотреть слу-
чай общего пространства X  с одноточечной 
компактификацией Стоуна – Чеха (такое про-
странство автоматически псевдокомпактно, см. 
[8, теорема 1.3.8]). Известным частным случаем 
является пространство Мрувки (см. [22, упраж-
нение 3.6.I] или подробное обсуждение в [23]), 
для которого M S D= ∪ , где S  счетно и всюду 
плотно в M , все точки S  изолированы, D  — 
несчетное дискретное замкнутое множество, 
дизъюнктное с S . Здесь �M M p= { }� , P( )M  
состоит из вероятностных мер, сосредоточен-
ных на счетных множествах, P( )βM  совпадает 
с выпуклой оболочкой P( )M  и меры Дирака в 
точке p  из одноточечной компактификации. 
Другой заслуживающий внимания пример — 
подпространство S  в тихоновском кубе [0,1][0,1] , 
состоящее из функций со счетными носителями 
(так называемое Σ -произведение). Это подпро-
странство секвенциально компактно и всюду 
плотно, причем βS = [0,1][0,1], см. [22, п. 2.7.13].

Открыт вопрос о возможном несовпадении 
мощностей βP( )X  и P( )βX . Так как P( )βX  — 
выпуклый компакт в локально выпуклом про-
странстве радоновских мер, то его мощность 
κ  совпадает со своей счетной степенью, т. е. 
� ��= 0, см. [24].
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We prove pseudocompactness of a Tychonoff space X  and the space P( )X  of Radon probability measures 
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Настоящая статья посвящена совершенствованию методов распознавания сигналов на основе ин-
формационных характеристик спектра. Установлена дискретная функция нормированного упорядо-
ченного спектра для единичной оконной функции, входящей в ДПФ. Доказаны леммы об оценках 
энтропии, дисбаланса и статистической сложности при обработке временного ряда независимых га-
уссовских величин. Предложены новые понятия одномерной и двумерной спектральных сложностей. 
Полученные теоретические результаты верифицированы численными экспериментами, которые 
подтвердили эффективность новой информационной характеристики при детектировании сигнала в 
смеси с белым шумом при малых отношениях сигнал/помеха.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Множество прикладных задач физики и тех-

ники от квантовой механики до астрономии свя-
зано с обнаружением слабых сигналов, детекти-
руемых на фоне естественного шума. Причем 
требуется иметь возможность указывать наличие 
детерминированных сигналов как хаотическо-
го, так и регулярного происхождения [1, 2] без 
их реального выделения [3]. В основе методов 
индикации и детектирования слабых сигналов 
лежат выборочные и тестовые статистики [4, 5].  
В свою очередь, для оценки одного наблюде-
ния или реализации случайной величины ис-
пользуются такие понятия как информацион-
ная энтропия, расстояние Кульбака-Лейблера, 
дивергенция Йенсена-Шеннона и некоторые 
другие, которые затем применяются в качестве 
критериев различных оптимизационных задач 
распознавания, классификации, фильтрации и 
отвечают за существо и качество принимаемых 
на их основе решений [6, 7]. Такие оценки воз-
можно проводить как во временной, так и част-

ной областях исходного временного ряда [8, 9]. 
В настоящей работе будет показано, что для дис-
кретных спектров сигналов оказывается удоб-
ным использовать порядковые статистики [10], 
где в качестве расстояния между двумя распреде-
лениями берется метрика Вассерштайна [3, 11], 
и будет введено понятие спектральной сложно-
сти распределения по отношению к гауссовско-
му белому шуму.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
В работах [6, 12] было получено, что одним 

из лучших критериев для задачи распознавания 
слабого сигнала в белом шуме является стати-
стическая сложность (C  – complexity) на осно-
ве полной вариации меры со знаком (TV  – total 
variation): 
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которая связана с задачей различения двух ги-
потез и следует из одной разновидности лем-
мы Неймана–Пирсона. Здесь и далее рас-
сматриваются дискретные наборы величин 
p p p pi N

N= ( ,..., ,..., )1 ∈ R , которые по определе-
нию обладают некоторыми следующими свой-
ствами дискретного распределения вероятно-

стей: � � �p pi i

N
i[0,1], = 1

=1
, а N  — размер ряда 
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дискретных наборов данных. Там же было пока-
зано, что максимальное значение CTV  достига-
ется на распределении, состоящем всего из двух 
значений с оптимальным количеством отсчетов 
для каждого из этих значений.

Выражение (1) было предложено при условии 
равномерности энергетического спектра белого 
шума. В реальности при применении ДПФ (дис-
кретного преобразования Фурье) к некоторому 
временному интервалу (далее временные интер-
валы будем называть фреймами) белого шума 
полученный спектр не является равномерным и, 
как следствие, уровень статистической сложно-
сти CTV  значительно отличается от нуля, но при 
этом этот критерий остается эффективным для 
задачи распознавания, что будет показано далее.

Стоит сказать, что распределение статисти-
ческой сложности хорошо аппроксимируется 
кривой нормального распределения. С ростом 
N  плотность распределения статистической 
сложности для гауссовского белого шума стано-
вятся уже, стандартное отклонение с ростом N  
уменьшается пропорционально 1 / N , а значе-
ние математического ожидания монотонно уве-
личивается.

При появлении сигнала в шуме значение 
математического ожидания статистической 
сложности CTV  увеличивается и возможность 
обнаружения сигнала зависит от функции рас-
пределения CTV  как для шума, так и для смеси 
сигнал-шум. Таким образом, нам необходимо 
получить аналитические оценки функции рас-
пределения статистической сложности, и ре-
шить задачу исследования свойств спектраль-
ных энергетических распределений, которая 
формулируется следующим образом.
Задача 1. Пусть имеется реализация { , , }1 2 2x x N… +  
последовательности независимых случайных ве-
личин { , , }1 2 2� �… N �  с нулевым математическим 
ожиданием, к которой применено дискретное пре-
образование Фурье (ДПФ) 

	 X x ek
n

N

n
i k n N= ,

=1

2 2
2 ( 1)/(2 2)

�
� � �� � 	 (2)

определяющее случайную величину 

	 �k
n

N

n
i k n Ne= ,

=1

2 2
2 ( 1)/(2 2)

�
� � �� � � 	 (3)

где k N= 0,.., , поскольку в силу свойства симме-
трии ДПФ вещественного сигнала вторая поло-
вина из N N+ +1,...,2 1  комплексных амплитуд 
спектральных отсчетов комплексно сопряжена с 
первой.

Требуется найти дискретную функцию норми-
рованного упорядоченного спектрального распреде-
ления n Nk ( )  как нормированное среднее для каж-
дого k -го значения случайной величины 

	 ηk
k

X
N

I
E

( ) =
( )

,
T 	 (4)

где Ik k k= *Ξ Ξ  (квадрат модуля амплитуды или 
энергия спектрального отсчета), EX  – половина 
энергии сигнала, а T  – оператор упорядочивания 
ряда в порядке невозрастания, и исследовать свой-
ства полученного распределения на различных ин-
формационных мерах.
Замечание 1. Сдвиг максимального количества от-
счетов временного ряда выбран для дальнейшего 
удобства изложения материала. 

Последовательность изложения результатов 
статьи имеет следующий вид. Сначала на основе 
известных результатов о распределении случай-
ных отсчетов энергетического спектра белого 
шума, доказывается лемма о его упорядоченном 
дискретном распределении. Затем доказывается 
несколько лемм о поведении информационных 
характеристик, таких как энтропия и дисбаланс, 
на этом распределении. Затем вводится понятие 
спектральной сложности, и проводится сравне-
ние статистической и спектральной сложностей 
для индикации сигнала при малом отношении 
сигнал/шум.

3. ФОРМУЛИРОВКА РЕЗУЛЬТАТОВ
Для решения Задачи 1 нам потребуется не-

сколько математических утверждений, сформу-
лированных и доказанных далее.

Лемма А. [8] В Задаче 1 распределения случайных 
величин Ik  при k N= 1,...,  являются экспоненци-
альными, а при k = 0  – нормальным распределени-
ем, если случайные величины ξn,  n N= 1,...,2 2+  –  
независимые одинаково распределенные гауссовские 
с нулевым средним и дисперсией σ0

2  (Шустер, 1898). 
Из Леммы А следует, в частности, что при ис-

пользовании прямоугольной оконной функции 
для ограничения интервала анализа и формиро-
вания отсчетов сигнала, плотность распределе-
ния квадратов амплитуд имеет вид 

	 �
� �

Ik
y

N

y

N
y( ) =

1
, 0.

0
2

0
2

exp �
�

�
��

�

�
�� � 	 (5)

Лемма 1. Пусть y yN1,...,  — результаты наблю-
дений случайной величины Y , имеющей экспонен-
циальное распределение F y y( ) = 1 ( )− −exp . Тогда 
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значения последовательности y y N(1) ( ),...,  тех же 
результатов, но расположенных в порядке убыва-
ния, которые в свою очередь являются обратным 
вариационным рядом, где случайная величина Y k( ) 
является невозрастающей k-ой порядковой ста-
тистикой, удовлетворяют следующему условию: 

E Y
k

N

D Y
k N k

N N

k

k

exp

exp

( ) =
1

,

( ) =
( 1)

( 1) ( 2)
.

( )

( ) 2

−  +

− 
− +

+ +

Доказательство. Согласно [5] в выборке объе-
ма N  из генеральной совокупности с функцией 
распределения F y( ), обладающей непрерывной 
плотностью f y( ), распределение Gk  случайной 
величины Y k( )  выражается формулой 

dG
F Y F Y

B N k k
dF Yk

k
N k

k
k

k=
( ( ) (1 ( ))

( 1, )
( ),( ) ( )

1

( )

� ��
� �

где B N k k
N k k

N
( 1, ) =

( )!( 1)!
!

� �
� �  – Бета-функ-

ция.
Согласно условиям леммы распределение 

F y( )  — экспоненциальное, значит dF e dyy= − . 
Сделаем замену � = ( )exp �Y . Отсюда получаем 
следующее выражение

G
B N k k

dk

N k k

| =
(1 )

( 1, )
= 1.0

1

0

1 1

�
�
� �

� �� �
�

Далее найдем математическое ожидание случай-
ной величины Θ : 

E
B N k k

d
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N k k
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1
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1
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Итак, можно записать, что справедливо равен-
ство 

E Y
k

Nkexp( ) =
1

.( )��� �� �
Теперь найдем математическое ожидание слу-
чайной величины Θ2 : 

E
B N k k

d
k k

N Nk

N k k

( ) =
(1 )
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( 1)( 2)
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Тогда для дисперсии D E Ek k k( ) = ( ) ( ( ))( ) ( )
2

( )
2� � ��  

справедлива формула 

D Y
k N k

N N
kexp( ) =

( 1)

( 1) ( 2)
,( ) 2

��� ��
� �

� �
вид зависимости которой для различных значе-
ний N  приведен на рис. 1.
Лемма 2. Пусть справедлива Лемма 1. Тогда нор-
мированное упорядоченное распределение спектра 
имеет вид 
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Рис. 1. Графики дисперсии случайной величины exp( )( )−Y k  для разных значений k N, .
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Доказательство. Воспользуемся формулой 
(5), заметив, что 2 = 2 0

2E NX σ  соответствует пол-
ной энергии сигнала. Тогда 

�nk N y y y( )( ) = , 0.exp �� � �

Нормированный спектр плотности распре-
деления квадратов амплитуд будет подчиняться 
экспоненциальному распределению, а по Лем-
ме 1 его упорядоченная дискретная зависимость 
от номера отсчета в спектре будет определяться 

так: k
N

e
nk N

�
�

1
( )∼ , т.е. n N

k
Nk ( )

1
∼ �

�
ln . Отку-

да требуется найти только нормировочный ко-
эффициент KN . 
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щи формулы Стирлинга, причем 
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Для оценки скорости сходимости в табл. 1 приве-
дены значения KN  и его непрерывного аналога
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Как видно из табл. 1 достаточно близкой оцен-

кой суммы K
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который в свою очередь есть предел сумм Дар-
бу. Поэтому исходная сумма близко оценивается 
интегралом.

Леммы 1 и 2 определяют распределение нор-
мированного упорядоченного спектра n Nk ( )  и 
отклонения амплитуд от нее, которые быстро 
убывают с ростом N . Поэтому в модельном экс-
перименте энтропию белого шума предлагается 
оценивать по энергетическому спектру e Nk ( )   
(k N∈1,..., ), который предварительно нормиру-
ется, так чтобы сумма амплитуд спектра по всем 
частотам равнялась единице 

k

N
ke N

=1
( ) = 1∑ .  

Упорядочив получившийся спектр по ампли-
тудам, получаем некоторую зависимость энер-
гии �e Nk ( )  соответствующей части спектра от 
номера k  этой части в упорядоченном массиве  
(k N= 1,..., ), а именно 
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Таблица 1. Значения нормировочных коэффициентов K KN N,�  и 1 ,1− −K KN N
�  для различных значений N .

N + 1  2( 1)log N +  KN  1 − KN  − −2(1 )log KN  K N
�  1 − K N

�  − −2(1 )log K N
�  

2 1 0.75204 0.24796 2.01 0.35616 0.64384 0.64
4 2 0.81492 0.18508 2.43 0.57078 0.42922 1.22
8 3 0.87165 0.12835 2.96 0.71813 0.28187 1.83

16 4 0.91622 0.08378 3.58 0.82105 0.17895 2.48
32 5 0.94782 0.05218 4.26 0.89026 0.10974 3.19
64 6 0.96863 0.03137 4.99 0.93465 0.06535 3.94

128 7 0.98164 0.01836 5.77 0.96200 0.03800 4.72
256 8 0.98948 0.01052 6.57 0.97832 0.02168 5.53
512 9 0.99406 0.00594 7.40 0.98781 0.01219 6.36

1024 10 0.99669 0.00331 8.24 0.99323 0.00677 7.21
2048 11 0.99818 0.00182 9.10 0.99628 0.00372 8.07
4096 12 0.99900 0.00100 9.97 0.99797 0.00203 8.94
8192 13 0.99946 0.00054 10.85 0.99890 0.00110 9.83

16384 14 0.99971 0.00029 11.75 0.99941 0.00059 10.72
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На рис. 2 видно, что даже в одном фрейме 
упорядоченные амплитуды спектра лежат на 
аналитическом распределении вида (6).

Поскольку в (1) C p S p D pTV TV( ) = ( ) ( ), где S p( ) –  
энтропия, а D pTV ( )  – дисбаланс, то в целях де-
тектирования наличия сигнала требуется оце-
нить энтропию энергетического спектра белого 
шума и его дисбаланса. Дальнейшие аналитиче-
ские оценки помогут определить качество по-
ложения этих величин на кривых, получаемых в 
вычислительном эксперименте. 
Лемма 3. На спектральном распределении вида (6) 
энтропия равна 
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Ее приближенную оценку S N�( )  можно получить 
следующим образом: 

	 S N
N N N

�( ) = 1
1 1

,�
�

� �
�
�

�
�
�

�
ln ln

O 	 (9)

где γ  — постоянная Эйлера-Маскерони.
При этом для стандартного отклонения эн-

тропии справедлива оценка
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Доказательство Леммы носит технический 
характер.
Лемма 4. На распределении (6) дисбаланс 
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При больших N  на распределении вида (6) его 
можно оценить следующим выражением 
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(а) Упорядоченный спектр ηk N( ) и дискретное распределе-
ние n Nk ( ) одной реализации фрейма длины N + 1 = 8192.
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(б) Те же распределения, горизонтальная ось в логарифми-
ческом масштабе (показаны стандартные отклонения).

Рис. 2. Пояснение к Леммам 1 и 2.

Таблица 2. Расчет энтропии S�  по формуле (9). Оцен-
ка энтропии S *  при помощи численного экспери-
мента (10 000 испытаний) для белого шума. Расчет 
стандартного отклонения энтропии ∆S�  по форму-
ле (10). Оценка стандартного отклонения энтропии 
∆S *  при помощи численного эксперимента (10 000 
испытаний) для белого шума.

N + 1 S� S * ∆S� ∆S *

1024 0.9390 0.9390 0.00250 0.00247
2048 0.9446 0.9446 0.00159 0.00157
4096 0.9492 0.9492 0.00102 0.00101
8192 0.9531 0.9531 0.00066 0.00066

16384 0.9564 0.9564 0.00043 0.00043
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Стандартное отклонение для дисбаланса опре-
деляется как 

	 �D
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Заметим, что 
N

TVD N e
��

�
lim ( ) = 2. На рис. 3б 

показан этот уровень ∼ 0.13534 .
Опираясь на распределение (6) введем новые 

понятия спектрального дисбаланса и спектраль-
ной сложности. 
Определение 1. Спектральным дисбалансом отно-
сительно спектрального распределения (6) назовем 
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а спектральной сложностью величину 
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В случае единственности смены знака выра-
жения под модулем в выражении (15), т.е. при 
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формулу (14) для вычисления спектрального 
дисбаланса можно привести к виду 
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что аналогично выражению (45) из [6], которое 
является точной аналитической формулой при 
определении максимума CTV .
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Рис. 3. Зависимость математических ожиданий и стандартных отклонений энтропии и критерия разности от 2log N   
(иллюстрация Леммы 3 и Леммы 4).

Таблица 3. Расчет DTV
�  по формуле (12). Оценка DTV

*  
при помощи численного эксперимента (10 000 испы-
таний) для белого шума. Расчет стандартного откло-
нения энтропии ∆DTV

�  по формуле (13). Оценка стан-
дартного отклонения энтропии ∆DTV

*  при помощи 
численного эксперимента (10 000) для белого шума.

N+1 DTV
� DTV

* ∆DTV
� ∆DTV

*

1024 0.1353 0.1354 0.0057 0.0057
2048 0.1353 0.1353 0.0041 0.0040
4096 0.1353 0.1354 0.0029 0.0028
8192 0.1353 0.1353 0.0020 0.0020

16384 0.1353 0.1353 0.0014 0.0014



86 ГАЛЯЕВ и др.

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ том 518 2024

Для больших N  формулу (17) можно упро-
стить до вида 
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Определение 2. Спектральным дисбалансом дву-
мерного распределения p p p p k N i Mki k i= { = , = 1,..., , = 1,..., }1 2  

p p p p k N i Mki k i= { = , = 1,..., , = 1,..., }1 2  двух независимых случайных величин 
относительно двумерного спектрального распреде-
ления размерности N M× , порожденного распре-
делениями вида (6), назовем 
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а спектральной сложностью величину 

	 C p S p D p
S S2 2( ) = ( ) ( ). 	 (20)

Например, двумерная спектральная слож-
ность может быть вычислена по двум последова-
тельным фреймам или двум независимым кана-
лам приема сигнала.

4. СРАВНЕНИЕ  
ИНФОРМАЦИОННЫХ МЕР CTV  И CS

В данном разделе приводится статистическое 
сравнение предложенной авторами информаци-
онной характеристики CS  (15) со стандартной 
статистической сложностью CTV  (1) как крите-
риев в задаче обнаружения полезного детерми-
нированного сигнала sn , которая традиционно 
сводится к задаче различения двух гипотез о 
принятой последовательности данных 
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x s w n N
n n

n n n�
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� …

	 (21)

Гипотеза Γ0  связана с принятием решения о 
приеме только шума, а гипотеза Γ1  – о приеме 
смеси полезного сигнала и шума, где последо-
вательность { }, = 1, ,x n Nn …  – временной ряд 
из принятых данных, { }sn  – полезный сигнал, 
{ }wn  – аддитивный белый гауссовский шум, N  – 
длина временного ряда данных (фрейма).

Для проверки качества обнаружения полез-
ного детерминированного сигнала была набрана 
статистика на Q = 10000  численно сгенериро-

ванных фреймах { }xn  сигнально-шумовой смеси 
длины N + 1 = 16384. Во всех реализациях сигнал 
{ }sn  оставался одним и тем же, а именно фикси-
рованным по количеству и амплитудам набором 
синусоид со случайными фазами. Аддитивный 
белый гауссовский шум { }wn  был получен гене-
ратором гауссовских последовательностей с од-
ними и тем же параметрами µ = 0  и σ  (в рамках 
одного набора Q  фреймов).

Для каждой полученной последовательности 
{ }xn  вычисляются коэффициенты БПФ X k (2) 
(количество коэффициентов в спектральном 
разложении также равно N), по которым затем 
считается нормированный упорядоченный дис-
кретный набор величин pk , построение кото-
рого подробно описано в [6, 12]. Далее на осно-
вании pk  вычисляются значения CTV  и CS  для 
шума и смеси шума с сигналом, отвечающим 
двум гипотезам из выражений (21).

Основной количественной характеристикой 
“зашумленности” сигнала является отношение 
сигнал/шум – SNR  (Signal-To-Noise Ratio), ко-
торое описывается формулой 

	 SNR
E

E
signal

noise
= 10 ,10log

�

�
�

�

�
� 	 (22)

где Esignal, Enoise  – полные энергии сигнала и 
шума соответственно, рассчитанные как сумма 
мощностей спектрального разложения последо-
вательностей { }sn  и { }wn .

На рис. 4 показаны результаты набранной 
статистики для среднего значения SNR = 15−  
dB. Как видно, качество разделения шума и 
смеси сигнала с шумом возрастает при исполь-
зовании новой функции, так как носители рас-
пределений CS  в этом случае практически не 
пересекаются, в отличие от распределений CTV . 
Количественно данный эффект отражен на гра-
фиках ROC [17] (рабочая характеристика при-
емника) на рис. 5. Метрика AUC  ROC  ∈ [0,1]  
(площадь под ROC-кривой) позволяет оценить 
вероятность, с которой классификатор сможет 
разделить классы. Чем она выше, тем эффектив-
нее критерий бинарной классификации. Из гра-
фика на рис. 5 следует, что значение AUC  ROC  
при том же значении SNR  для спектральной 
сложности CS  выше, чем у классической стати-
стической сложности CTV  (0.99 против 0.94).

Для получения более полной картины срав-
нения информационных характеристик требу-
ется провести описанную выше процедуру сбора 
и анализа статистики для разных значений SNR.  
Только тогда можно быть уверенным в эффек-
тивности новой функции. На рис. 6 приведены 
зависимости AUC  для двух рассматриваемых 
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информационных характеристик в зависимости 
от величины SNR. Видно, что для значений SNR 
от –15 dB до –20 dB CS  демонстрирует устойчи-
вое преимущество над CTV . Значение в –20 dB 
является граничным для данного эксперимента, 
поскольку ни один из рассмотренных критери-
ев уже не позволяет сколь-нибудь эффективно 
разделить классы (значения AUC  ROC  меньше 
≈ 0.65). Что подтверждает эффективность и обо-
снованность применения спектральной слож-
ности CS  для индикации появления сигнала в 
шумовой смеси.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Таким образом, можно сделать вывод об эф-

фективности как статистической сложности, так 
и новой меры, названной авторами спектраль-
ной сложностью (15), в задачах обнаружения 
(предобнаружения) детерминированных сигна-
лов в гауссовском шуме в одном фрейме, что яв-
ляется основой для решения последующих задач 
классификации и распознавания. Полученные 
теоретические утверждения позволяют точно 
оценивать значения информационных характе-
ристик без полного расчета по реальным распре-
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Рис. 4. Гистограммы информационных характеристик для среднего значения SNR = 15−  dB, полученные для Q = 10000  
реализаций сигнально-шумовой смеси.
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делениям, что является важным для прикладных 
задач детектирования.

Введенная двумерная спектральная сложность 
относительно белого шума (20) является перспек-
тивной в теоретическом и прикладном аспектах 
исследования в рассматриваемых задачах, что бу-
дет предметом дальнейших научных разработок.
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A NEW SPECTRAL MEASURE OF COMPLEXITY AND ITS CAPABILITIES 
FOR DETECTING SIGNALS IN NOISE

Corresponding Member of the RAS  A. A. Galyaeva,  V. G. Babikova,  P. V. Lysenkoa,  L. M. Berlina

aInstitute of Control Sciences of RAS, Moscow, Russian Federation

This article is devoted to the improvement of signal recognition methods based on the information characteristics 
of the spectrum. A discrete function of the normalized ordered spectrum is established for a single window func-
tion included in the DFT. Lemmas on estimates of entropy, imbalance and statistical complexity in processing a 
time series of independent Gaussian quantities are proved. New concepts of one-dimensional and two-dimen-
sional spectral complexities are proposed. The theoretical results obtained were verified by numerical experiments, 
which confirmed the effectiveness of the new information characteristic when detecting a signal mixed with white 
noise at low signal-to-noise ratios. 

Keywords: information entropy, spectral complexity, additive white Gaussian noise
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В данной заметке-дополнении к статье [1] не 
только устанавливается дополнительная связь 
между Леммами 1 и 2 оригинальной работы, но 
и приводится новый результат, задающий фор-
мулу для точного вычисления E[ ( )]ηk N .

Итак, для решения Задачи 1 в общем случае 
требуется уметь находить 

	 E E[ ( )] =
( )

.�k
k

X
N

I
E
T�

��
�

��
	 (1)

Справедлива следующая лемма.

Лемма Д1.

Пусть z zN1,...,  — результаты наблюдений слу-
чайной величины Z , имеющей экспоненциаль-
ное распределение F z z( ) = 1 ( )− −exp . Рассмотрим 
значения последовательности z z N(1) ( ),...,  тех же 
результатов, но расположенных в порядке возрас-
тания, где случайная величина Z k( )  является неу-
бывающей k -ой порядковой статистикой.

Тогда
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Лемма проверяется непосредственно записью 
математического ожидания для порядковой ста-
тистики.

Отличие формулы (2) от известных заключа-
ется в вычислении среднего величины z

z

k

i

N
i=1∑

 

по совместному распределению порядковых 
статистик Z Z N(1) ( ),..., . Затруднение вызывает 
вычисление интеграла в числителе (2). Однако, 
преодолеть это препятствие помогает следую-
щее утверждение. 

Утверждение Д1.
Искомое математическое ожидание равно 

1 Институт проблем управления им. В.А. Трапезникова 
Российской академии наук, Москва, Россия
*E-mail: galaev@ipu.ru
**E-mail: babikov@ipu.ru
***E-mail: pavellysen@ipu.ru
****E-mail: berlin.lm@phystech.edu
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что в точности до множителя 1
N

 совпадает со значением другого математического ожидания 
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Формула (4) является известным результатом 
для нахождения математического ожидания по-
рядковых статистик [2]. Результат утверждения 
получен с использование символьного пакета 
вычислений Maple.

Остается заметить, что в работе 
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Используя формулу (5), получаем, что 
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Это означает, что условие нормировки выполнено.
Далее, изначально в работе Лемма 1 была вы-

брана в качестве базовой для перехода в Лемме 2 
и к основной формуле работы (6) вида 
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поскольку, как указано в Лемме 1, 

E( ( )) =
1( )exp �

�
Y

k
Nk , а соответствующая дис-

персия, быстро стремится к нулю при N � �.  
Это означает, что в окрестности порядковой 
статистики Y k( )  (под окрестностью понимается 
область, равная нескольким стандартным от-
клонениям), соответствующее математическое 
ожидание – это линейная функция, зависящая 
от номера отсчета, в то время как исходное рас-
пределение близко к ядерному. Поэтому имеем 
E Eexp exp( ) ( )( ) ( )Y Yk k≈ , исключение составляют 
наименьшие значения Y k( ).

Теперь сравним дискретные распределения: 
точное, задаваемое формулой (5), и приближен-
ное, определяемое по формуле (6).

При больших значения N  и k  выражение 
(5), которое является разностью гармонических 
рядов, можно приближать различными способа-
ми. Выберем следующую оценку 
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i i
k

N
=1 =1

11 1
1
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ln

которая определена и имеет смысл при всех N  и 
k N∈ [1,..., ], а также входит в формулу (6).

Проиллюстрируем на рис. 1, 2 графики зави-
симостей распределений (5) и (6) от номера от-
счета.
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Рис. 1 и 2 иллюстрируют, что точные значе-
ния математического ожидания (5) для малого 
количества точек (членов спектрального ряда) 
незначительно отличаются от распределения 
(6), предложенного в оригинальной работе, для 
остальных отсчетов они практически совпадают. 
С ростом N  доля точек отклоняющихся от оцен-
ки быстро падает.

Таким образом, дополнительно обосновыва-
ется введение спектрального нормированного 
упорядоченного распределения, предложенного 
в Лемме 2, посредством которого определяется 
понятие спектральной сложности. Теперь спек-
тральную сложность также можно задавать на 
основе распределения (5) по формуле  
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Рис. 1. Дискретные распределения n Nk
� ( )  и n Nk ( )  для ряда размера N = 8 .
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Рис. 2. Дискретные распределения n Nk

� ( )  и n Nk ( )  для ряда размера N = 512.
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В результате получен очень чувствительный, 
превышающий известные, метод обнаружения 
сигнала в белом шуме по наблюдениям в одном 
прямоугольном окне, основанный на вычисле-
нии спектральной сложности двух видов. 
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