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1. ВВЕДЕНИЕ
Логистическое уравнение с запаздыванием и 

диффузией 
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и с классическими граничными условиями 
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возникает в задачах математической эколо-
гии. Они исследовались многими авторами (см. 
напр., [1–6]). В (1) u t x( , )  – нормированная чис-
ленность (плотность) популяции, d > 0  – ко-
эффициент диффузии (или подвижность вида), 
r > 0  – мальтузианский коэффициент, T > 0  – 
время запаздывания, которое связано с возрас-
том половозрелости особей популяции.

В качестве пространства начальных условий 
фиксируем пространство C WT[ ,0] 2

2
� � .

Одним из наиболее важных вопросов от-
носительно модели (1), (2) является вопрос о 
динамике решений в окрестности единичного 
состояния равновесия. В связи с этим обычно 
рассматривают другую форму записи этой кра-
евой задачи в виде 
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к которой приходим в результате замены 
u u� �1 . Для (3), (4) ставится задача иссле-
довать динамику в окрестности нулевого со-
стояния равновесия. Известно [7, 8], что при 
условии 0 <

2
r

T
�

�  нулевое решение в (3), (4) 

асимптотически устойчиво. При переходе зна-

чения r  через π
2T

 это состояние равновесия 

теряет устойчивость, и в его окрестности в ре-
зультате бифуркации Андронова–Хопфа рожда-
ется устойчивое периодическое решение. При 
дальнейшем увеличении параметра r  этот цикл 
становится релаксационным. Результаты о су-
ществовании и асимптотике релаксационного 
цикла при r � 1  приведены в [8].

В работе [6] исследовался вопрос о построе-
нии в пространстве параметров границы обла-
сти устойчивости нулевого состояния равнове-
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сия (3) в случае более общих, но классических 
граничных условий 
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где α  является произвольным параметром. В 
плоскости ( , )r α  была построена кривая α α= ( )r ,  
которая делит пространство параметров на об-
ласти устойчивости и неустойчивости нулевого 
решения (3), (5). В работе [9] исследованы дина-
мические свойства уравнения (3) с граничными 
условиями, содержащими запаздывание: 
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В настоящей работе уравнение (3) исследу-
ется для двух типов неклассических граничных 
условий. Первый тип имеет вид 
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Эти граничные условия имеют не только физи-
ческий (см., например, [10]), но и биологиче-
ский смысл: миграция из ареала [0, 1] и в него че-
рез правую границу x = 1  зависит от плотности 
популяции в некоторой промежуточной точке 
x0 [0,1)∈ . Обратим внимание, что для краевой 
задачи (3), (6) затруднительно воспользовать-
ся результатами о свойствах соответствующего 
разрешающего оператора. Поэтому рассмотрим 
еще один тип граничных условий, “похожий” на 
(6) и отличающийся от (6) только наличием за-
паздывания в одном граничном условии: 
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Для краевой задачи (3), (7) применимы резуль-
таты общего плана о существовании и един-
ственности решений и др. [1] Устойчивость 
обеих краевых задач (3), (6) и (3), (7) исследо-
валась численными методами. Один из важных 
выводов состоит в том, что при малых значениях 
запаздывания h  динамические свойства обеих 
краевых задач оказываются близки. Это являет-
ся дополнительным аргументом для использо-
вания (3), (6) при моделирования поставленной 
задачи.

Построим при фиксированных d , T  и r  
в плоскости параметров ( , )0x α  множество Ω,  
для значений параметров из которого нулевое 

состояние равновесия краевых задач (3), (6) и 
(3), (7) устойчиво. Кроме этого для параметров 
из области, примыкающей к Ω  и находящейся 
достаточно близко от Ω , численно будет иссле-
дована задача о бифуркациях.

2. УСТОЙЧИВОСТЬ НУЛЕВОГО РЕШЕНИЯ 
ЗАДАЧИ С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ  

В ГРАНИЧНОМ УСЛОВИИ
Исследуем сначала устойчивость нулевого ре-

шения задачи (3), (7) с запаздыванием в краевом 
условии. Линеаризуем ее на нулевом состоянии 
равновесия: 
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Для построения характеристического уравнения 
используем решение Эйлера u t x e v xt( , ) = ( )λ . В 
результате приходим к задаче 

� �� �v dv re v v v e v xT h= , (0) = 0, (1) = ( ).0�� � � �� �

Решения этой краевой задачи можно записать в 
виде 

v x c d x( ) = ,1ch −( )µ

где c  – произвольная постоянная, µ  определя-
ется по формуле 

	 � � �= ,� �re T 	 (9)
а λ  – это корень уравнения 

	 d d e d xh− − − −( ) ( )1 1 1
0= .µ µ α µλsh ch 	 (10)

Система (9), (10) задает характеристическое 
уравнение для задачи (8). Отметим, что она име-
ет счетное число корней на комплексной пло-
скости λn  (n ∈ Z). Их расположение относитель-
но мнимой оси определяет поведение решений 
линейной задачи (8) [1].
Утверждение 1. Пусть все значения λn  имеют от-
рицательные вещественные части, тогда все ре-
шения (8) экспоненциально стремятся к нулю при 
t � ��, а нулевое состояние (3), (7) асимптоти-
чески устойчиво. 
Утверждение 2. Пусть существует такое значение 
λn, вещественная часть которого положительна. 
Тогда краевая задача (8) имеет экспоненциально 
растущее при t � ��  решение, а нулевое состоя-
ние (3), (7) неустойчиво. 



103Об устойчивости решений логистического уравнения

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ том 517 2024

Для того, чтобы определить параметры, при 
которых будут выполняться условия утвержде-
ния 1 или утверждения 2, рассмотрим проме-
жуточную ситуацию. Пусть у системы (9), (10) 
существует чисто мнимый корень λ  и не суще-
ствует корней с положительной вещественной 
частью.

Положим � �= i , тогда из (9) 

� � � � �= ( ) = .i re i T� �

Здесь сразу отметим, что µ(0) = r. При rT < 1  и 
� � 0  значение � �( )  имеет ненулевую мнимую 
часть. В случае rT > 1  появляются ненулевые зна-
чения ω, при которых � �( )  вещественно. Если 
1 < < / 2rT π , то такое значение � �

�
= (0,

2
)� � T

 

единственно и � � �( ) = ( ) > 0� �r Tcos .
Подставляя � � �= ( )  в (10), получим соотно-

шение на параметры α  и x0 : 

	 d d e d xi h− − − −( ) ( )1 1 1
0= .µ µ α µωsh ch 	 (11)

Отметим, что это уравнение в зависимо-
сти от ω  может иметь несколько корней вида 
( ( , ), ( , ))0� � �h x h . На рис. 1 приведены кривые 
( ( , ), ( , ))0� � �h x h , полученные из уравнения 
(11) при h = 10 1−  (рис. 1a), h = 10 2−  (рис. 1б), 
h = 10 3−  (рис. 1в) и h = 0  (рис. 1г). Обратим 
внимание, что последний случай относится к 
краевым условиям (6). Как видно, рисунки при 
уменьшении значения параметра h  приближа-
ются к рисунку в случае h = 0 .

Полученные кривые делят плоскость ( , )0α x   
(x0 [0,1]∈ ) на области, в которых количество 
корней (9) с положительной вещественной ча-
стью одинаково. На рис. 1 серым цветом выделе-
на область Ω , которая содержит отрезок α = 0 . 
При rT < / 2π  нулевое решение (3), (6) с пара-
метрами из Ω  устойчиво.
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Рис. 1. Изображения кривых (11). Серым цветом выделена область устойчивости нулевого решения (3), (7). Значения па-
раметров: T = 1 , r = 1 , d = 10 1−  и a) h = 10 1− , б) h = 10 2− , в) h = 10 3− , г) h = 0 .
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3. УСТОЙЧИВОСТЬ СОСТОЯНИЯ 
РАВНОВЕСИЯ В ЗАДАЧЕ  

БЕЗ ЗАПАЗДЫВАНИЯ В ГРАНИЧНОМ 
УСЛОВИИ

Исследование устойчивости нулевого состоя-
ния задачи (3), (6) производится по той же схеме. 
Сначала линеаризуем задачу на нулевом состоя-
нии равновесия: 
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Формальное характеристическое уравнение 
совпадает с (9), (10) при h = 0 : 

	 µ λ µ µ α µλ= , = .1 1 1
0+ ( ) ( )− − − −re d d d xT sh ch  (13)

Для построения области устойчивости, как и 
выше, положим � �= i . Тогда из (13) получаем 
� � � � �= ( ) = i re i T� �  и соотношение на параме-
тры α  и x0 : 
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Отметим, что это уравнение, как и (11), в зави-
симости от ω  может иметь несколько решений.

Разберем отдельно случай, когда значение µ  
вещественное. Тогда при каждом x0  найдется 
единственное α( )0x , удовлетворяющее (14). В 
частности, если ω = 0 , то µ(0) = r , а из уравне-
ния (14) получаем, что 

α α= ( ) = .0
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Рис. 2. Область Ω  при параметрах T = 1 , r = 1  и a) d = 0.1 , б) d = 0.2 , в) d = 0.5 , г) d = 1 .
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Отметим, что ��( ) > 00x . В случае 1 < < / 2rT π ,  
как отмечалось выше, существует еще одно зна-
чение ��, при котором � �( )�  вещественное. Для 
� �= �  уравнение (14) имеет еще одно семей-
ство решений 
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В остальных случаях, когда � � R , уравнение 
(14) имеет только конечное количество корней с 
x0 [0,1]∈ .

Далее исследуем численно уравнение (14). В 
результате получим кривые, которые делят пло-
скость ( , )0α x  (x0 [0,1]∈ ) на области, в которых 
количество корней (9) с положительной веще-

ственной частью одинаково. Область Ω , содер-
жащая отрезок α = 0, при rT < / 2π  является об-
ластью устойчивости нулевого решения (3), (6).

4. ИССЛЕДОВАНИЕ ДИНАМИКИ 
ИСХОДНЫХ НЕЛИНЕЙНЫХ ЗАДАЧ

Приведем наиболее важные результаты, по-
лученные при численном анализе краевых задач 
(3), (6) и (3), (7).

На рис. 2 при r = 1 , T = 1  и при различных 
значениях параметра d  на плоскости параме-
тров ( , )0x α  изображены полученные численно 
решения уравнения (14). Видно, что граница об-
ласти Ω  состоит из двух кривых ��( )0x . Нулевое 
решение (3), (6) для параметров, удовлетворяю-
щих условиям 
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Рис. 3. Графики амплитуды решения решения (3), (6) при d = 0.1 , T = 1 , r = 1 , x0 = 0.5 , a) � = 26,5� ,  
б) � = 26,9� , в) � = 27� .
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Рис. 5. Графики амплитуды решения решения (3), (6) при d = 0.1 , T = 1 , r = 1 , x0 = 0.55 ,a) � = 38� , б) � = 100.5� ,  
в) � = 101� , г) � = 118� .
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	 � � �� �( ) < < ( ),0 0x x 	 (15)
является устойчивым, а при 
	 � � � �< ( ) > ( )0 0� �x xили 	 (16)
неустойчивым.

Отметим, что присутствует тенденция суже-
ния области Ω  при уменьшении параметра x0 . 
Отметим также, что при увеличении параметра 
d  кривые ��  сглаживаются.

На рис. 3 приведены графики изменения 
амплитуды решения max

0 1
( , )

≤ ≤





x

u t x  при x0 = 0.5  
и различных значениях α , как внутри об-
ласти устойчивости Ω  (рис. 3a) так и вне ее 
(рис. 3б и 3в). Обратим внимание, что при уда-
лении α  от критических значений амплитуда 

решения увеличивается. Результаты численного 
счета говорят о том, что происходит бифуркация 
Андронова–Хопфа. На рис. 4 приведены графи-
ки u t( ,1)  и u t x( , )*  для установившихся режимов 
для тех же значений параметров, что и на рис. 3б 
при некоторых фиксированных t* .

На рис. 2 видно, что кривая ��( )0x  имеет 
сложную структуру. Это, в частности, означа-
ет, что при некотором фиксированном x0  и при 
уменьшении α  несколько раз может происхо-
дить смена устойчивости и неустойчивости ну-
левого решения в (3), (6). Аналогично при из-
менении x0  при фиксириованном значении α  
могут произойти несколько прямых и обратных 
бифуркаций. Этот эффект проиллюстрирован 
на рис. 5, где приведены графики амплитуды 

9980 9985 9990 9995
t

10000

2

1

0

1

u
(t
,1
)

2

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
x

1.0

2

1

0

1

u
(t
,x
)

*

2

9980 9985 9990 9995
t

10000

4

2

0

2

4

u
(t
,1
)

6

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
x

1.0

1

0

1

2

3

u
(t
,x
)

*

4

(а)

(б)
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установившихся режимов при x0 = 0.55  и раз-
личных значениях α . Из рисунка видно, что 
сначала при � = 38�  решение стремится к нулю 
(рис. 5a), затем при уменьшении α  появлятся 
устойчивый цикл (рис. 5б), который сменяет-
ся устойчивым нулевым решением (рис. 5в), а 
при дальнейшем уменьшении α  опять появля-
ется устойчивое периодическое решение, как 
на рис.  5г. Графики u t x( , )*  и u t x( , )*  при значе-
ниях параметров, соответствующим рис. 5б и 5г  
приведены на рис. 6. Обратим внимание, что при 
� = 118�  (рис. 6б) характер колебаний стал более 
сложным, что объясняется удаленностью точки 
( , )0x α  от области устойчивости.

При пересечении верхней границы области 
устойчивости – кривой � �= ( )0� x , – задача, 
как показывает численный анализ, становится 
нелокальной.

Динамические свойства задачи (3), (7), со-
держащей запаздывание в граничном условии 
при малых значениях величины запаздывания h  
повторяют описанные результаты для задачи (3), 
(6), т. е. для случая h = 0 .

5. ВЫВОДЫ
Исследованы области устойчивости состо-

яний равновесия логистического уравнения с 
запаздыванием и диффузией (3) и двумя видами 
неклассических краевых условий: (7), в котором 
дополнительно содержится запаздывание по 
времени h , и (6) в котором запаздывание отсут-
ствует ( h = 0 ). Показано, что при малых значе-
ниях h  область устойчивости для задачи (3), (7) 
переходит в область устойчивости нулевого ре-
шения задачи (3), (6).

Численными методами исследовано пове-
дение решений в окрестности границы обла-
сти устойчивости. Из полученных результатов 
следует, что при пересечении нижней границы 
устойчивости происходит бифуркация Андро-

нова–Хопфа, т. е. рождается устойчивое перио-
дическое решение.
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The work is devoted to the logistic equation with delay and diffusion with non-classical boundary conditions. The 
stability of a nontrivial equilibrium state is investigated, and the resulting bifurcations are studied numerically. 
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