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1. ВВЕДЕНИЕ
Работа посвящена исследованию абстракт-

ных вольтерровых интегро-дифференциальных 
уравнений с операторными коэффициента-
ми в гильбертовых пространствах. Упомяну-
тые абстрактные интегро-дифференциальные 
уравнения могут быть реализованы, как инте-
гро-дифференциальные уравнения в частных 
производных, возникающие в большом числе 
прикладных задач.

В настоящее время существует обширная ли-
тература, посвященная исследованию вольтер-
ровых интегро-дифференциальных уравнений и 
связанных с ними задач, возникающих в много-
численных приложениях (см., например, работы 
[1]–[14] и их библиографию).

В работе используется подход, связанный 
с исследованием однопараметрических полу-
групп для линейных эволюционных уравнений 
(см., например, [1], [2], [15], [16]). Сформулиро-
ванны результаты о существовании сильно не-

прерывной сжимающей полугруппы, порождае-
мой вольтерровым интегро-дифференциальным 
уравнением с операторными коэффициентами 
в гильбертовом пространстве. Приведена фор-
мулировка соответствующей задачи Коши для 
дифференциального уравнения первого поряд-
ка в расширенном гильбертовом пространстве.

На основе теорем о локализации и структуре 
спектра символов, а также на основе теорем о 
полноте и базисности Рисса из подпространств 
системы корневых векторов, отвечающих не-
вещественной части спектра в замыкании их 
линейной оболочки, устанавливаются пред-
ставления решений начальных задач для систем 
операторно-дифференциальных уравнений пер-
вого порядка в расширенном гильбертовом про-
странстве и для абстрактных вольтерровых инте-
гро-дифференциальных уравнений, содержащих 
два некоммутирующих линейных оператора.

Представленные в данной работе результаты 
являются продолжением и развитием исследова-
ний, опубликованных в работах [1], [2], [8]–[14]).

2. ОПРЕДЕЛЕНИЯ, ОБОЗНАЧЕНИЯ  
И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть H  – сепарабельное гильбертово про-
странство, A  – самосопряженный положитель-

1 Московский государственный университет  
имени М.В. Ломоносова, Москва, Россия
2 Московский центр фундаментальной и прикладной 
математики, Москва, Россия
*E-mail: nadezhda.rautian@math.msu.ru



86 РАУТИАН

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ том 517 2024

ный оператор A A I*
0= � �  ( > 0)0κ , действую-

щий в пространстве H , имеющий компактный 
обратный оператор. Пусть B  – самосопряжен-
ной неотрицательный оператор, действующий в 
пространстве H  с областью определения D B� �,  
такой, что D A D B( ) ( )⊆ , удовлетворяющий не-
равенствам, Bx Ax� � , 0 < < 1κ  для любого 
x D A� � � , I  – тождественный оператор в про-
странстве H .

Рассмотрим следующую задачу для интегро- 
дифференциального уравнения второго порядка 
на положительной полуоси R� �= (0, ) : 
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где ϕ ϕ(0) = ,0  ϕ ϕ(1)
1(0) = . Предположим, что 

ядра интегральных операторов K ti( ),  i = 1,2  
имеют следующее представление: 

	 K t e d ii
t

i( ) = ( ), = 1,2.
0
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�� � � � 	 (3)

где d iµ , ( = 1,2)i  – положительная мера, по-
рождаемая неубывающей, непрерывной справа 
функцией µi . Интеграл понимается в смысле 
Стильтьеса. Будем предполагать, что функции 
µi , ( = 1,2)i  представляют собой суммы абсо-
лютно непрерывных функций и функций скач-
ков (ступенчатых функций), сингулярная ком-
понента отсутствует. Кроме того, будем считать, 
что выполнены условия 
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Замечание 1. Из свойств операторов A  и B  и не-
равенства Гайнца (см. [15], с. 177–179) следует, 
что оператор A0 , является обратимым, операто-
ры Q A A1

1/2
0

1/2:= − , Q B A2
1/2

0
1/2:= −  – допускают 

ограниченное замыкание в H , A0
1−  – ограниченный 

оператор. 

Превратим область определения D A( )0
β  опе-

ратора A0
β , β > 0  в гильбертово пространство 

Hβ , введя на D A( )0
β  норму � ��

�= 0A , эквива-

лентную норме графика оператора A0
β .

Определение 1. Назовем вектор-функцию u t( )  
классическим решением задачи (1), (2), если 
u t C H( ) ( , )2� �R , Au t Bu t C H( ), ( ) ( , )� �R  и u t( )  
удовлетворяет уравнению (1) для каждого значе-
ния t � �R  и начальным условиям (2). 

3. ЗАДАЧА КОШИ В РАСШИРЕННОМ 
ГИЛЬБЕРТОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ

Через Ωk  обозначим пространства 
L H

k�
2 ,R�� �  вектор-функций на полуоси 
R� �= (0, )  со значениями в H , снабженные 
нормами 

|| || = || ( ) || ( ) , = 1,2,
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соответственно. Пространства являются сепара-
бельными гильбертовыми (см., например, [17], 
стр. 148). Определим линейный оператор умно-
жения на независимую переменную в простран-
стве Ωk  ( = 1,2)k .

Определение 2 (см. [16], стр. 31). Оператор ум-
ножения на независимую переменную Tk k k: � ��  
( = 1,2)k  определяется следующим образом: 

	 T Tk kD� � �� � � � �( ) = ( ), ( ) ( ), > 0,� 	 (6)

где область определения D k( )T  имеет следую-
щий вид 

	 D k k k( ) = : ( ) .T � �� �� �� �� � 	 (7)

Введем операторы Bk kH: � �  ( = 1,2)k , 
действующие, следующим образом: 

Bk kv Q v k=
1

= 1,2, > 0.
τ

τ

тогда сопряженные операторы имеют следую-
щий вид: Bk k H* : � �  ( = 1,2)k , 

Bk k kQ d k* *

0

( ) =
1

( ) ( ) = 1,2.� �
�
� � � �

�

�

Действительно, для любых v D k∈ ( )B , 
� �( )��k  справедлива цепочка равенств
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Введем гильбертово пространство 
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снабженное нормой 
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которое будем называть расширенным гильбер-
товым пространством.

Введем линейный оператор A  в простран-
стве H  с областью определения 
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действующий следующим образом: 
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Таким образом, оператор A  можно записать в 
виде следующего произведения операторных 
матриц: 
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Замечание 2. Согласно теореме 1 из работы 
[10], при выполнении условий (4), оператор A  в 
пространстве H  с плотной областью определения 
D( )A , является максимально диссипативным и, 
следовательно, является генератором сжимающей 
C0-полугруппы S t et( ) = A  в пространстве H . 

Введем 4-х компонентные векторы вида 

	 Z t v t t t t D( ) = ( ), ( ), ( , ), ( , ) ( ),0 1 2� � � � �� � � A 	 (10)

	 Z A D0 1 0
1/2

0 01 02= , , ( ), ( ) ( ),� � � � � �� � � A 	 (11)

где функции � �0 ( )k  ( = 1,2)k  определены следу-
ющими формулами 

	� �
�

�
�

�

0
0

0
1/2( ) :=

( )
, > 0, = 1,2,k l

s

k
e

Q A
d s

ds
ds k�  (12)

вектор-функция ϕ( )t  определена условиями (2) 
и �(1)

1( ) ( ,0], .t C l H� � �
Рассмотрим задачу Коши для однородного 

уравнения 

	
d
dt

Z t Z t( ) = ( )A 	 (13)

	 Z Z(0) = 0 	 (14)

Определение 3. Вектор-функция Z t v t t t t D( ) = ( ( ), ( ), ( , ), ( , )) ( )0 1 2ξ ξ τ ξ τ ∈ A ,
Z t v t t t t D( ) = ( ( ), ( ), ( , ), ( , )) ( )0 1 2ξ ξ τ ξ τ ∈ A ,  t � ��[0, ),  принима-

ющая значения в пространстве H , называется 
классическим решением задачи (13), (14), если она 
принадлежит классу C C D1( , ) ([0, ), ( ))R H A� � ��  
при любом τ > 0  и удовлетворяет уравнению (13) 
и начальному условию (14). 

В работе [14] (теорема 3) доказана теорема о 
существовании и единственности классического 
решения Z t( )  задачи (13), (14), определенного 
формулой (10), где v t u t( ) = ( )′ , ξ0 0

1/2( ) = ( )t A u t ,  
u t( )  – классическое решение задачи (1), (2), 
в предположениях, что данные задачи (1), (2) 
удовлетворяют следующим условиям: �0 1,� H  
�1 1� H , вектор-функция ϕ( )t  задана при t l∈ ( ,0],  
причем �( ) 1t H�  и � �� ( ) 1t H  при t l∈ ( ,0],  
�( ) ( ,0], ,1t C l H� � �  �(1)

1( ) ( ,0], ,t C l H� � �  ϕ ϕ(0) = ,0   

ϕ ϕ(1)
1(0) = , кроме того, 

t l
A t

�
� �lim �( ) = 0, ( < 0)���l ,  

а данные задачи (13), (14) удовлетворяют усло-
виям (11), (12). Также получена оценка нормы 
решения задачи (13), (14) в пространстве H  и 
оценка энергетической нормы решения задачи 
(1), (2) в пространстве H .
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4. СПЕКТРАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ  
ОПЕРАТОРА A

Применяя преобразование Лапласа к уравне-
нию (1) с однородными начальными условиями 
(2) ϕ ϕ0 1= = 0 , ϕ( ) = 0t , t l∈ [ ,0], �� � l < 0 , по-
лучаем следующее уравнение 

L u( ) ( ) = 0.λ λ�

Здесь вектор-функция u�( )λ  – преобразова-
ние Лапласа решения задачи (1), (2), а опера-
тор-функция L( )λ  является символом уравне-
ния (1) и имеет следующий вид 

	 L I A B K A K B( ) = ( ) ( ) ,2
1 2λ λ λ λ+ + − −� � 	 (15)

где K i
� ( )λ  i = 1,2� �  – преобразования Лапласа 

ядер K ti( )  i = 1,2� � , соответственно, имеющие 
представления 

	 K
d

ii
i� ( ) =
( )

, = 1 2,
0

λ
µ τ

λ τ

+∞

∫ +
, 	 (16)

I  – тождественный оператор в пространстве H .
Рассмотрим гильбертово пространство 

H0 =1
2= H k k� �� ��  и оператор T H H: 0 0→ , 

T T T= (0, , )1 2diag . Обозначим σ( )A , σ( )T , σ( )L  – 
спектры операторов A , T  и оператор-функции 
L( )λ , соответственно.

Согласно теореме 4 из работы [10] и теоремам 
5 и 6 из работы [11], если выполнено условие (4), 
то спектр оператор-функции L( )λ  и спектр опе-
ратора A  лежит в открытой левой полуплоскости 

λ λ∈{ }C : < 0Re , при этом � � �( ) ( ) ( )A T\ � � L ,  
невещественный спектр оператор-функции 
L( )λ  совпадает с невещественным спектром 
оператора A , симметричен относительно веще-
ственной оси, состоит из изолированных точек 
конечной алгебраической кратности, не имею-
щих конечных точек накопления.

Уточним локализацию вещественной ча-
сти спектра оператор-функции L( )λ  в ле-
вой полуплоскости в случае, когда носи-
тель меры d k� �( ), (k = 1,2) принадлежит 
полуоси [ , )1d �� , 0 < <1d ��. Введем следующие 
обозначения: �2 = ( ) , , ( ), = 1,A B f f f D A f�� � �  
� � � �( ) = , / ( ) , , 0 1.f Af f A B f f� � �� � � � � �inf sup  

� � � �( ) = , / ( ) , , 0 1.f Af f A B f f� � �� � � � � �inf sup  В указанных обозначениях форму L f f( ) ,�� �,  
где f D A∈ ( ),  f = 1, можно переписать в сле-
дующем виде L f f K K( ) , = ( ) (1 ) ( ), [0,1].2 2

1 2λ λ ω τ λ τ λ τ( ) + − − − ∈� �

L f f K K( ) , = ( ) (1 ) ( ), [0,1].2 2
1 2λ λ ω τ λ τ λ τ( ) + − − − ∈� �  После деления уравне-

ния L f f( ) , = 0�� �  на ω2  получаем следующее 
уравнение: 

	
λ
ω

τ λ τ λ τ
2

2 1 21 = ( ) (1 ) ( ), [0,1].+ + − ∈K K� � 	 (17)

Определим расположение вещественных корней 
уравнения (17). Рассмотрим уравнение 

	 τ τ τK x K x� �
1 2( ) (1 ) ( ) = 1, [0,1].+ − ∈ 	 (18)

В работе [11] (теорема 7) установлено, 
что, если выполнены условия (4) и носитель 
меры d k� �( ), (k = 1,2) принадлежит полуоси 
[ , )1d �� , 0 < <1d ��, тогда вещественный ко-
рень x1( )τ  уравнения (17), принадлежащий 
интервалу ( ,0)1−d , удовлетворяет неравенству 
x x x1 0 0( ) < ( ) < < 0,τ τ �  где �x x x0 0 0:= ( ), ( ) ,max � ��� �� �  
x0( )τ  – вещественный корень уравне-
ния (18), принадлежащий интервалу ( ,0)1−d , 

� �� � �� �� ��
� �� �:= , := .

1/2 1/2
2

1/2 1/2 2
A B A A A B  

Если, кроме того, носитель меры d k� �( ) , k = 1,2  
принадлежит отрезку [ , ]1 2d d , 0 < <1 2d d � � , то 
уравнения (17) и (18) не имеют корней на полуи-
нтервале ( , ]2�� �d .

Перейдем теперь к описанию локализации 
невещественной части спектра оператор-функ-
ции L( )λ  и оператора A .

В работе [13] (теорема 3, теорема 4) установ-
лено, что если выполнено условие (4) и носи-
тель меры d k� �( ), (k = 1,2) принадлежит отрез-
ку [ , ]1 2d d , 0 < < <1 2d d ��, то невещественная 
часть спектра оператора A  принадлежит мно-
жеству 

	 � := : ,1 2� � � ��� �C � �Re 	 (19)

где 

	
�1

|| ||=1

1 2=
1
2

(0)( , ) (0)( , )
( ) ,

,�
�

�� �
�

�
�

�

�
�

�
f

K Af f K Bf f
A B f f

f

sup

DD A( ),

 (20)

	

α
µ τ

τ2
|| ||=1

1

2
1

2

1

2

=
1
2
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( ) ,
−

+( ) +
+









+

∫

∫

f d

d

d

d

Af f d

A B f f
inf

(( , ) ( )

( ) ,
( ),2

2

Bf f d

A B f f
f D A

µ τ
τ+( ) +









∈,

	 (21)

и существует такое ε1 > 0 , что для всех � �� (0, )1  

оператор функция �A I� �
�� �1 1

 ограничена в об-

ласти �� � � � � � �= | | , | / 2 | .1� �� ��C � �arg
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Перейдем к описанию подпространств рас-
ширенного гильбертова пространства H , отве-
чающих вещественной и невещественной части 
спектра оператора A , в случае, когда носители 
мер d k� �( ) , k = 1,2  принадлежит отрезку [ , ]1 2d d ,  
0 < < <1 2d d �� . В этом случае, согласно Теоре-

ме 4 из работы [10] и приведенным выше рассуж-

дениям, множество 
k

k
k

kd
=1

2

=1

2

( ) = ( )∪ ∪� �� �T supp  

принадлежат спектру оператора A . Кроме того, 
согласно Теореме 7 из работы [11], веществен-
ная часть спектра оператор-функции L( )λ  при-
надлежит интервалу ( , )2 0−d x� , где точка �x0  при-
надлежит интервалу ( ,0)1−d . Следовательно, 
вещественная часть спектра оператора A  при-
надлежит множеству [ , )2 0−d x� . Кроме того, из 
отсутствия конечных точек накопления невеще-
ственной части спектра оператора A  следует су-
ществование такого числа δ > 0 , что внутри кон-
тура � = = | [ , ], =2 0� � � �x iy x d x y� � � � � � �� �C �  
нет невещественных точек спектра оператора A.

Обозначим Q1  проектор Рисса (см. [18],  
Гл. 1, §  2.) 

	 Q A I1
1

:=
1

2
.� �� ��

�

�
� �

i
d

�

	 (22)

Положим Q I Q2 1:= − . Рассмотрим следую-
щие подпространства H Q Hi i i:= , = 1,2.  Под-
пространство H1 , отвечает вещественной части 
спектра оператора A . Обозначим A Q AQk k k:= ,  
k = 1,2,  – сужение оператора A  на подпро-
странство Hk , которое является диссипативным 
оператором.

Для того, чтобы сформулировать теорему о 
базисности Рисса системы спектральных под-
пространств оператора A , отвечающих невеще-
ственной части его спектра, в пространстве H2,  
напомним необходимые определения из моно-
графий [18] и [19].

Определение 4. Последовательность Hk k� ��=1
 не-

нулевых подпространств H Hk ⊂  называется ба-
зисом (из подпространств) пространства H , если 

любой вектор x ∈H  разлагается единственным 

образом в ряд вида x x
k

k= ,
=1

�

�  где xk k∈H , k ∈ N , 

сходящийся по норме пространства H . 

Определение 5. Базис из подпространств Hk k� ��=1
 

называется эквивалентным ортогональному (ба-

зисом Рисса) в пространстве H, если существу-
ет ограниченный и ограниченно обратимый опе-
ратор A  такой, что система подпространств 
AHk k� ��=1

 является ортогональным базисом в про-
странстве H . 

Следуя [20], через ℜ  обозначим множество 
таких неубывающих функций � r� �, определен-
ных при достаточно больших вещественных r,  
что для каждой функции � r� � � �  существу-
ет постоянная a > 1 , для которой � �ar r� � � � �2  
при достаточно больших r . Пусть ℑ  – множе-
ство неубывающих функций � r� � , обладающих 
свойством: для каждого ε > 0  найдется такое 
δ > 0 , что � � � �r r r�� � � �� � � �1 .  Обозначим 
N t( )  – число собственных значений операто-
ра ( )1/2A B+  (с учетом кратности), меньших t  

t > 0� � .
Теорема 1 (О базисности Рисса из подпро-

странств). Пусть выполнены условия (4) носители 
мер d k� �( ), k = 1,2  принадлежит отрезку [ , ]1 2d d , 
0 < < <1 2d d ��  и выполнены условия 

N t t N t t
t

( ) , , ( ) < .1�� � � � �� � � �
���

�
lim

Тогда существует такая последовательность 
положительных чисел tk : 

t t t t t k

t k t

k k k k k k

k

� � � �

� �� � ��

�
� �=1 1

0

, = , < ( ),

( )( = 0),

Z

что система спектральных подпространств 
Wk k� ��=1

 оператора A , отвечающих прямоуголь-
никам 

	
π λ α λ α

λ
k

k k

Re

t Im t k

= : ,

<

1 2

1

∈ ≤ ≤{
≤ } ∈−

C R

Z

\

, ,
	 (23)

где α1  и α2  определяются формулами (20), (21), 
является базисом эквивалентным ортогональному 
в подпространстве H2 . 

Доказательство теоремы 1 приведено в ра-
боте [12].

5. ТЕОРЕМА О ПРЕДСТАВЛЕНИИ 
РЕШЕНИЙ

Представим вектор Z0  начальных условий за-
дачи (13), (14) в виде Z Z Z0 01 02= + , где Z k k0 ∈H ,  
k = 0,1.  Основным результатом данной работы 
является следующая теорема.

Теорема 2 (Представление решений). Пусть 
выполнены условия теоремы 1. Тогда суще-
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ствует такая последовательность целых чи-
сел { } =

=nk k
k

��
� , n kk � �� � ��( ) , что решение 

Z t v t t t t D( ) = ( ( ), ( ), ( , ), ( , )) ( )0 1 2� � � � � � A  задачи 
Коши (13), (14) представимо в следующем виде: 

	

Z t e Z c

t
s

t

k n nk

nk

j

jn

s

snj

njs

s

n

( ) =

!

1
01

= =

1

=1 =0

A + ×






×

−∞

+∞ +

∑ ∑ ∑ ∑

ξ jj

s

nj nj s njs
ntt

s
t e0

1

1 ( 1)( 1)!
+

−
+ +
















−

−ξ ξ ξ λ
,

 (24)

где λn  � ��� �n n=  – собственные значения опе-
ратора A2 , которые, при n n nk k� �[ , )1 , при-
надлежат прямоугольнику πk , определенно-
му формулой (23), jn  – число собственных 
векторов, отвечающих собственному значению λn,  
� � �nj nj njs0 1, ,...,� �  – цепочки собственных и при-

соединенных векторов �njs �H2  оператора A2 ,  
соответствующих собственному значению λn ,  
snj  – максимальная длина производной цепочки, 

отвечающей вектору ξnj0 , 
j

jn

nj ns p
=1

=∑  – алгебра-

ическая кратность собственного значения λn, век-
тор-функция e Z

tA1
01  для любого сколь угодно ма-

лого δ > 0  удовлетворяет следующему неравенству 

e Z C Z e
t x tA

H H
1

01
1

01
1

( 0 )
( ) ,�

�
�

��
 с константой 

C( )δ , не зависящей от вектора Z01. Ряд в представ-
лении (24) сходится безусловно (т.е. не зависит от 
порядка суммирования по k ) при каждом t ≥ 0.  

Кроме того вектор-функция u t v s ds
t

( ) = ( )
0

0� � �  яв-

ляется решением задачи (1), (2). 
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Volterra integro-differential equations with operator coefficients in Hilbert spaces were studied. The relationship 
has been established between the spectra of operator functions that are the symbols of the specified integro-
differential equations and the spectra of generators of semigroups. Representations of solutions for considered 
integro-differential equations are obtained on the basis of spectral analysis of generators of operator semigroups 
and corresponding operator-functions. 
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