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Данное краткое сообщение посвящено суще-
ствованию неподвижных точек и точек совпа-
дения многозначных отображений конических 
метрических пространств. В 2009–2013 автором 
было введено понятие ( , )� � -поискового функ-
ционала и доказано несколько вариантов теорем 
о поиске нулей таких функционалов в метриче-
ском пространстве. В качестве следствий были 
получены теоремы о неподвижных точках и со-
впадениях однозначных и многозначных ото-
бражений метрических пространств, обобщаю-
щие ряд известных результатов разных авторов 
(см., например, [1, 2]).

Пусть X  непустое множество, ( , )S ⋅  банахо-
во пространство. Пусть K S⊂  – положитель-
ный выпуклый замкнутый острый конус, то есть 
замкнутое выпуклое подмножество, удовлетво-
ряющее условиям: 

1) 0 ;

2) , 0 > 0, , ;

3) , [0;1], (1

∈
∀ ∈ ≠ ⇒ ∀ ∈ − ∈
∀ ∈ ⇒ ∀ ∈ + −

K

a K a a K a K

a b K t ta t

µ µ µ
)) .b K∈

Наличие конуса K  в S  задает частичный по-
рядок ≤K  на S. А именно, для любых a b S, ∈  
( ) ( )a b b a KK� � � � . Итак, задано частично 
упорядоченное множество ( , )S K≤ . 
Определение 1. Конической метрикой на X , ассо-
циированной с конусом K , называется отображе-
ние d X X KK : � � , удовлетворяющее аксиомам 
обычной метрики, то есть для любых x y X, ∈  вы-
полнены следующие условия: 

1.	 d x y d x y x yK K K( , ) 0;( ( , ) = 0) ( = )� � ;  
2.	 d x y d y xK K( , ) = ( , );  
3.	 для любого z X∈  верно, что 

d x y d x z d z yK K K K( , ) ( , ) ( , )� � . 
Пусть на множестве X � �  задана коническая 
метрика dK , как описано выше. Пространство 
( , )X dK  с конической метрикой dK  называется 
коническим метрическим пространством. 

В некоторых предыдущих работах автором 
использовались конические метрические про-
странства, но для характеризации отображений 
обычно применялись числовые коэффициенты, 
как в обычных метрических пространствах.

В 1964 году А.И. Перовым было доказано 
обобщение принципа сжимающих отображений 
[3] в пространствах с метрикой, принимающей 
значения в конусе R+

n , см. также [4]. В качестве 
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коэффициента сжатия использовался положи-
тельный линейный оператор в Rn  со спектраль-
ным радиусом меньше единицы. В 2016 в работе 
Е.С. Жуковского [5] для характеризации неко-
торых векторно-значных отображений произ-
ведения метрических пространств применены 
операторные (матричные) коэффициенты. В 
2018 году эта естественная и полезная идея была 
использована в совместной работе Е.С. Жуков-
ского и Е.А. Панасенко [6] для характеристики 
сжимающих отображений в коническом метри-
ческом пространстве.

В данном кратком сообщении идея оператор-
ных коэффициентов используется для развития 
метода ( , )� � -поисковых функционалов в кони-
ческом метрическом пространстве и его приме-
нений в теории неподвижных точек и совпаде-
ний. 

Будем предполагать, что норма в S  моно-
тонна по отношению к частичному порядку ≤K ,  
то есть ( ) ( )a b a bK� � �� � � � . Отметим, что в 
таком случае конус K  также называют нормаль-
ным с коэффициентом нормальности, равным 1. 
Кроме этого, будем предполагать, что конус K  
является воспроизводящим, то есть S K K= − . 
Иначе говоря, любой элемент a S∈  представим 
в виде разности элементов конуса K .

В множестве L S L S S( ) := { : }→  всех ограни-
ченных линейных операторов в пространстве S  
рассмотрим подмножество L+  линейных опера-
торов, оставляющих конус K  инвариантным, 
то есть L P L S P K K� � �:= { ( ) | ( ) }. Поскольку 
конус K  воспроизводящий, с монотонной нор-
мой, то несложно проверить, что множество L+  
также представляет собой положительный выпу-
клый замкнутый острый конус в L S( )  (см. также 
[6]). Этот конус L+  определяет частичный поря-
док ≤  на пространстве L S( ). А именно, будем 
говорить, что для F G L S, , ( )∈  верно: F G≤ , если 
G F L� � �.

Теперь введем в рассмотрение понятие кони-
ческой функции с операторными коэффициен-
тами. Многозначные отображения будем обо-
значать двойными стрелками ⇒ . 
Определение 2. Многозначное отображение 
ϕ : X K⇒  будем называть конической функци-
ей (с операторными коэффициентами A B, ) или 
( , )A B -конической функцией, если выполнены следу-
ющие условия:

1)	заданы ограниченные линейные опера-
торы A B L, � �, такие, что оператор A  обратим, 

A L�
��1 , и композиция A B K K� �1 :  имеет 

спектральный радиус � �= ( ) < 11A B� ;
2)	для любого x X∈  и любого c x K� ��( )  

существует такой элемент � �x X , что 
d x x A cK K( , ) ( )1� � � , и существует такое значение 
� � �c x�( ), что � � �c A B cK

1 ( ). 
График ( , )A B -конической функции ϕ  

будем обозначать Graph x c x X c x X S( ) = {( , ) | , ( )}� �� � � �
Graph x c x X c x X S( ) = {( , ) | , ( )}� �� � � � . Фундаментальность и сходи-

мость последовательностей в X S×  (и в част-
ности, в графике Graph( )ϕ  будем рассматривать 
в по-компонентной метрике D dK= � �, где 
�( , ) :=a b a b� �� . 
Определение 3. График Graph( )ϕ  ( , )A B -кони-
ческой функции ϕ  называется {0}-полным, если 
любая фундаментальная последовательность 
{( , )} ( )x c Graphn n � � , где cn → 0  при n � �, схо-
дится к элементу этого графика. График Graph( )ϕ  
называется {0}-замкнутым, если любой его пре-
дельный элемент вида ( ,0)ξ  содержится в нем. 
Теорема 1. Пусть на полном коническом метриче-
ском пространстве ( , )X dK  задана многозначная 
( , )A B -коническая функция ϕ : X K⇒  с опера-
торными коэффициентами A B K K, : → . Пусть 
график Graph( )ϕ  функции ϕ  является {0}-зам-
кнутым. Тогда для любой точки x X0 ∈  и любо-
го значения c x0 0( )� �  существует такая точка 
x x x c X* * 0 0= ( , )∈ , что 0 ( )*� � x  и для коническо-
го расстояния d x xK ( , )0 *  верна следующая оценка: 

d x x A I A B cK K( , ) ( ) ( ).0 *
1 1 1

0� �� � �

Доказательство. Из свойств многозначной ( , )A B - 
конической функции ϕ  следует, что начиная с 
произвольной начальной точки x X0 ∈  и любого 
значения c x0 0( )� � , можно построить последо-
вательность {( , )} ( )x c Graphn n � �  со следующими 
свойствами: 

	 d x x A c c A B cK n n K n n K n( , ) ( ), ( ).1
1

1
1

1�
�

�
�

�� �  (1)

Покажем, что такая последовательность { }xn  яв-
ляется фундаментальной в ( , )X dK . В самом деле, 
рассмотрим коническое расстояние d x xK n n m( , )+ .  

Заметим, что из предположения �( ) < 11A B�  сле-
дует обратимость оператора I A B S S� ��1 : .  
При этом оператор ( )1 1I A B− − −  равен сум-
ме итерационного ряда 

i

iA B
=0

1( )
� �� . Этот ряд 

состоит из операторов ( )1A B Li�
�� . Так как 

конус L+  замкнут, то ( )1 1I A B L� �� �
�, при-
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чем для любого N ∈ N  верно неравенство: 

i

N iA B I A B
=0

1 1 1( ) ( )� � � �� � . Используя неравенства 

(1) и свойства метрики dK , имеем: 

d x x d x x

A c

K n n m K
j

m

K n j n j

K
j

m

n j K
j

( , ) ( , )

( )

=0

1

1

=0

1 1

=

�
�

� � �

� �
�

� �

� �

�

�
00

1 1 1
0

1

=0

1 1
0

1 1

( ) ( ) =

= ( ) ( ) =

= ( )

m n j

j

m n j

A A B c

A A B c

A A B

� � � �

� � � �

� �

�

�

nn
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m j

K
n
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A I A B A B c

=0

1 1
0
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0

( ) ( )

( ) ( ) ( ).

� �

� � � �

�

� �

�

Поскольку у оператора A B−1  спектральный ра-
диус � �= ( ) < 11A B� , то ( ) 01A B n

n

�

��
�  в L+ . В 

силу монотонности нормы, 

d x x A I A B A B cn n m K
n

n
( , ) ( ) ( ) ( ) 0.1 1 1 1

0�
� � � �

��
� � �

Поэтому ясно, что последовательность { }xn  
фундаментальна. Так как коническое метриче-
ское пространство ( , )X dK  предполагается пол-
ным, то существует предел 

n
nx x X

→∞
∈lim = * . В 

силу непрерывности конической метрики dK  (в 
соответствующей ей топологии), тогда 

d x x d x x

d x x

K
n

K n

K
n j

n

K j j K
n

( , ) = ( , )

( , )

0 * 0

=0

1

1

→∞

→∞

−
+

→∞

≤

≤ ≤

lim

lim lΣ iim

lim

j

n

j K

K
n j

n j
K

A c

A A B c A I A

=0

1 1

1

=0

1 1
0

1

( )

( ) ( ) (

− −

−

→∞

− − − −

≤

≤ ≤ −

Σ

Σ 11 1
0) ( ).B c−

Заметим, что c A B cn K
n

n
� ��

��
( ) ( ) 01

0 . Так как по ус- 

ловию теоремы график Graph( )ϕ  является {0}-зам-
кнутым, то ( ,0) ( )*x Graph� � , то есть 0 ( )*� � x .	 

Рассмотрим некоторые следствия из доказан-
ной теоремы. 
Теорема 2. Пусть ( , )X dK  полное коническое ме-
трическое пространство, F X X: ⇒  многознач-
ное отображение. Пусть отображение ϕ : X K⇒ ,  
где �( ) = { | ( ), = ( , )}x d K z F x d d x zK� � �  явля-
ется ( , )A B -конической функцией для линейных 
ограниченных операторов A B L, � �. Пусть график 
Graph( )ϕ  функции ϕ  является {0}-замкнутым. 

Тогда для любой точки x X0 ∈  и любого y F x0 0( )∈  
существует неподвижная точка ξ ξ= ( , )0 0x y  
отображения F , то есть � �� F ( ), и верна оценка: 
d x A I A B d x yK K K( , ) ( ) ( ( , ))0

1 1 1
0 0� � �� � � . 

Доказательство. Утверждение следует из теоре-
мы 1. Достаточно заметить, что множество нулей 
специальной ( , )A B -конической функции ϕ , то 
есть таких точек x X∈  что 0 ( )� � x , совпадает с 
множеством неподвижных точек отображения F .  
Взяв в качестве c d x yK0 0 0= ( , )  и дословно по-
вторяя доказательство теоремы 1, получим точку 
x*, такую, что ( ,0) ( )*x Graph� � , то есть 0 ( )*� � x , 
что эквивалентно включению x F x* *( )∈ . 	 

Определение 4. Пусть ( , )X dK  коническое метри-
ческое пространство, F X X: ⇒  многозначное 
отображение, Q K K: →  ограниченный линей-
ный оператор со спектральным радиусом λ( ) < 1Q .  
Отображение F  называется Q -сжимающим 
(сжимающим с операторным коэффициентом Q),  
если для любых x x X1 2, ∈  и любого y F x1 1( )∈  
верно, что существует y F x2 2( )∈ , для которого 
d y y Q d x xK K( , ) ( ( , ))1 2 1 2≤ . 

Следующее утверждение содержится в ста-
тье [6] и представляет конический метрический 
аналог известной теоремы Надлера о неподвиж-
ной точке многозначного отображения. Ниже 
покажем, что это утверждение следует из теоре-
мы 2. 
Теорема 3. [6, теорема 1] Пусть ( , )X dK  пол-
ное коническое метрическое пространство, 
F X X: ⇒  многозначное Q -сжимающее ото-
бражение с замкнутыми образами, с оператор-
ным коэффициентом сжатия Q L� �, у которого 
спектральный радиус λ( ) < 1Q . Тогда для любого 
x X0 ∈  и любого y F x0 0( )∈  существует непод-
вижная точка отображения F , то есть такая 
точка � � X , что � �� F ( ), причем верна оценка: 
d x I Q d x yK K K( , ) ( ) ( ( , ))0

1
0 0� � � � . 

Фактически это частный случай тео-
ремы 2. Нетрудно видеть, что в услови-
ях теоремы 3 отображение ϕ : X K⇒ , где 
�( ) = { | ( ), = ( , )}x c K y F x c d x yK� � � , явля-
ется многозначной ( , )I Q -конической функ-
цией (Здесь I idK=  – тождественное ото-
бражение конуса K ). Действительно, для 
любой точки x  и любого y F x∈ ( ), то есть 
для любого значения c d x y xK= ( , ) ( )� �  су-
ществует точка � � � �x X x y F x, = ( ), такая, 
что d x x d x y c d x yK K K K( , ) = ( , ) = ( , )� � , и су-
ществует такое значение � � �c x�( ), то есть су-
ществует такой элемент � � �y F x F y( ) = ( ), что 
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� � � �c d y y Q d x xK K K= ( , ) ( ( , )) . Отметим, что сжи-
мающее отображение F  является замкнутым, 
то есть его график замкнут. Но тогда и график 
функции ϕ  замкнут, и тем более он {0}  – зам-
кнут. Так что для отображения F  выполнены 
все условия теоремы 2. Поэтому утверждение 
следует из теоремы 2. 

Рассмотрим теперь задачу о существова-
нии точек совпадения двух многозначных ото-
бражений. Пусть заданы два конических ме-
трических пространства ( , )X dK  и ( , )Y Kρ , где 
d X K Y KK K: , :� ��  конические метрики 
со значениями в конусе K S⊂ . Пространство  
(X, dK) полно.
Теорема 4. Пусть в описанных условиях заданы 
два многозначных отображения F G X Y, : ⇒  
с ограниченными замкнутыми образами. Рас-
смотрим отображение ψ : X K⇒ , опреде-
ленное по правилу: � �( ) := { | ( ), ( ), ( , ) = }x c K y F x z G x y z cK� � � � � 

� �( ) := { | ( ), ( ), ( , ) = }x c K y F x z G x y z cK� � � � � . Предположим, что ото-
бражение ψ  является ( , )A B -конической функцией 
по отношению к линейным операторам A B L, � �.  
Пусть график Graph( )ψ  является {0} – замкну-
тым. Тогда для любой начальной точки x X0 ∈  
и любой пары значений y F x0 0( )∈ , z G x0 0( )∈  у 
отображений F G,  существует точка совпадения 
� �= ( , , )0 0 0x y z X� , то есть F G( ) ( )� �� � �, и вер-
на оценка: d x A I A B y zK K K( , ) ( ) ( ( , ))0

1 1 1
0 0� �� �� � � . 

Доказательство. Легко видеть, что множество 
точек совпадения отображений F  и G  равно 
множеству нулей функционала ψ . Поэтому 
утверждение следует из теоремы 1. Действи-
тельно, для начальной точки x X0 ∈  и точек 
y F x z G x0 0 0 0( ), ( )∈ ∈ , возьмем c y zK0 0 0= ( , )ρ  

в качестве начального значения функции ϕ .  
Рассуждая как в доказательстве теоремы 1, 
получим точку � � X , такую, что � �( ) 0� . Это 
означает, что F G( ) ( )� �� � �, иначе говоря, 
� � � � � �Coin F G x X F x G x( , ) := { | ( ) ( ) }.	 

Следующая теорема является модификацией 
теоремы 4 о существовании точек совпадения двух 
многозначных отображений, без привлечения в 
явном виде понятия ( , )A B -конической функции.

Пусть, как и выше, ( , ),( , )X d YK Kρ  конические 
метрические пространства с метриками dK K,ρ  со 
значениями в конусе K  банахова пространства S.  
Обозначим �2

2:= {( , ) | = }x z Y x z�  – диагональ 
в Y 2 . В Y Y Y2 = ×  будем рассматривать поком-
понентную метрику � �K K Y Y K K� � � �: 2 2 . 
Теорема 5. Пусть F G X Y, : ⇒  – многозначные 
отображения с замкнутыми ограниченными обра-

зами, � = : 2F G X Y� ⇒ , и Graph( )Φ  является 
∆2-замкнутым, то есть если последовательность 
{( ,( , ))} ( )x y z Graphn n n � �  сходится к элементу 
вида ( ,( , ))� � � , ( , ) 2� � � D , то ( ,( , )) ( )� � � � Graph � .  
Предположим также, что хотя бы один из графи-
ков Graph F Graph G( ), ( )  полон. Пусть заданы линей-
ные операторы �, ,A B L� �, и у оператора A B−1  
спектральный радиус � �= ( ) < 11A B� . Предполо-
жим, кроме того, что для каждого x X∈ , и любых 
y F x y G x1 2( ), ( )∈ ∈  существуют точки � �x X  и 
� � � � � �y F x y G x1 2( ), ( ), удовлетворяющие условиям: 

1) ( , ) ( ( , ))1
1 2d x x A y yK K K′ ≤ − ρ ;

2) ( , ) ( , ) ( ( , ))1 1 2 2 1 2ρ ρ ρK K K Ky y y y y y′ + ′ ≤ Γ ;
3) ( , ) ( ( , ))1 2

1
1 2ρ ρK K Ky y A B y y′ ′ ≤ − .

Тогда для любой точки x X0 ∈  и любых 
y F x y G x01 0 02 0( ), ( )∈ ∈  существует точка 

совпадения � � X  отображений F G,  и точка 
� � �� �F G( ) ( )  такие, что справедливы оценки: 
d x A I A B y y

y y

K K K

K K K

( , ) ( ) ( ( , )),

( , ) ( , )

0
1 1 1

01 02

01 02

ξ ρ

ρ ζ ρ ζ

≤ −

+ ≤

− − −

ΓΓA I A B y yK( ) ( ( , )).1 1
01 02− − − ρ

 

Доказательство. Вследствие условий теоремы, на-
чиная с любой точки x X0 ∈  и любых значений 
y F x y G x01 02( ), ( )∈ ∈ , можно построить после-

довательности x X y F x y G xn n n n n∈ ∈ ∈, ( ), ( )1 2 ,  
удовлетворяющие условиям: a) d x x A y yK n n K K n n( , ) ( , )1

1
1 2�

�� � 
d x x A y yK n n K K n n( , ) ( , )1

1
1 2�

�� � ; b) � � �K n n K n n K K n ny y y y y y( , ) ( , ) ( ( , ))1 1( 1) 2 2( 1) 1 2� �� � �  
� � �K n n K n n K K n ny y y y y y( , ) ( , ) ( ( , ))1 1( 1) 2 2( 1) 1 2� �� � � ; c) � �K n n K K n ny y A B y y( , ) ( )( ( , ))1( 1) 2( 1)

1
1 2� �

��

� �K n n K K n ny y A B y y( , ) ( )( ( , ))1( 1) 2( 1)
1

1 2� �
�� . Нетрудно видеть, что в 

силу условий a b c), ), ) , построенные последо-
вательности { },{ },{ }1 2x y yn n n  фундаментальны, и 
�K n ny y( , ) 01 2 � .

Пусть, например, график Graph F( )  полон.  
Тогда фундаментальные последовательно-
сти {( , )}1x yn n , {( , )}2x yn n , (последовательность 
{ }x Xn ⊂  фундаментальна по метрике dK , а 
последовательности { },{ }1 2y y Yn n ⊂  фунда-
ментальны по метрике ρK ), с условием, что 
ρK n ny y( , ) 01 2 → , сходятся к одному и тому же 
элементу ( , )� � � �X Y . В самом деле, в силу 
полноты графика Graph F

n
( )

→∞
, последовательность 

{( , )}1x yn n  сходится к некоторому элементу ( , )� � .  
Поскольку последовательности { },{ }1 2y yn n  
фундаментальны и сближаются, то и после-
довательность {( , )}2x yn n  также сходится к 
( , )� � . Это означает, что последовательность 
{( ,( , )} ( )1 2x y y Graphn n n � �  сходится к некоторо-
му элементу ( ,( , ))� � � . По условию ∆2 -замкну-
тости графика Graph( )Φ , отсюда следует, что  
( ,( , )) ( )� � � � Graph � , то есть F G( ) ( )� � �� � , а 
значит ξ  точка совпадения отображений F G, .  
Требуемые оценки на расстояния d xK ( , )0 ξ  и 
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� � � �K Ky y( , ) ( , )01 02�  получаются стандартно. В 
случае полноты графика Graph G( )  рассуждения 
вполне аналогичны.	 

Отметим, что теорема 5 является коническим 
аналогом (с операторными коэффициентами) 
теоремы 3 из [1]. 

Автор искренне благодарит рецензентов  
статьи за ряд полезных замечаний и рекоменда-
ций, позволивших улучшить изложение.
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ZEROS OF CONIC FUNCTIONS, FIXED POINTS AND COINCIDENCES
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Concept of conic function with operator coefficients is introduced. Zero existence theorem is proved for such 
functions. On this basis, fixed point theorem is obtained, for a multivalued self-mapping of a conic metric 
space, generalizing the recent fixed point theorem by E.S. Zhukovsky and E.A. Panasenko, for a contracting 
multivalued mapping of a conic metric space, with operator contracting coefficient. Coincidence theorems are 
obtained, for two multivalued mappings of conic metric spaces, which generalize the more previous author's 
results on coincidences of two multivalued mappings of metric spaces. 
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