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1. ФОРМУЛА А.Г. ПОСТНИКОВА  
ДЛЯ СТЕПЕНЕЙ НЕЧЕТНЫХ  

ПРОСТЫХ ЧИСЕЛ
Пусть q  – нечетное простое число, n ≥ 1  – 

целое число, и пусть g  – примитивный корень в 
( / )Z Zqn × . Обозначим через ind g ( )⋅  соответству-
ющую функцию индекса.

Если n  представляется в виде n q ff= ( )� �
� �� ,  

где � �f f, ( )µ  – целые, и 0 ( ) 1� � �� � �f f  и ( , ) = 1α q ,  
тогда положим f , равному максимальному зна-
чению среди таких �f . Определим µ µ= ( )f  если 
n q ff= ( )� �

� �� , и � = 1�  в противном случае.
Теорема 1. Существует многочлен f u a u a un

n( ) = 1�
� � ��
� � 

f u a u a un
n( ) = 1�
� � ��
� �  степени n � �  с целыми ко-

эффициентами такой, что при любом целом u  
справедливо сравнение

ind g nqu

q
f u q

(1 )

1
( ) .1�

�
� �� mod

Пусть k k q= � � , где �, � �k Z , и ( , ) = 1′k q . Тогда 

a q xk
k k

k= ( 1) 1 1� � � �� , где xk  есть решение сравне-

ния � � � �k x qk
n k1mod � . Более того, Λ  – решение 

сравнения 
ind g nqu

q
f q

(1 )

1
(1) 1�

�
� �� mod  и ( , ) = 1Λ q .

Кроме того, при любом целом u  справедливо 
сравнение

ind indg g
na qu a q f a u q

aa q

( ) ( ) ( 1) ( ) ;

1 .

1� � � � �

� �

�� mod

mod

2. ОБОБЩЕНИЕ ФОРМУЛЫ  
А. Г. ПОСТНИКОВА НА СТЕПЕНИ 

ПРОСТОГО ЧИСЛА 2
Пусть n ≥ 3  – целое число, и g  порождаю-

щий элемент подгруппы ( / 2 ) ( / 2 )1Z Z Z Zn n� ��  
вычетов, сравнимых с 1 по модулю 4.

Пусть d
n

=
1

2
��

��
�
��

. Положим ε( ) = 1n , если n  

четноe, и ε( ) = 0n , если n  нечетноe. Если d  пред-

ставляется в виде d ff= 2 ( )� �
� �� , где � �f f, ( )µ  –  

целые, и 0 ( )
( )

2
� �

�
�

��
�

f
f n  и α  нечетноe, тог-

да положим f , равному максимальному значе-
нию среди таких �f . Определим µ µ= ( )f  если 
d ff= 2 ( )� �

� �� , и µ = 0  в противном случае.
Теорема 2. Существует многочлен f u a u a u a ud

d( ) = 2
2

1�
� � � ��
� � 

f u a u a u a ud
d( ) = 2

2
1�

� � � ��
� �  степени d � �  с целы-

ми коэффициентами такой, что при любом целом 
u  справедливо сравнение

ind g
nu f u(1 4 ) ( ) 2 .2� � �� mod

Пусть k k= 4� � , где �, � �k Z , и ( ,4) 2� �k .  
Тогда a xk

k k
k= ( 1) 41 1� � � ��  если ( ,4) = 1′k , и 
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a xk
k

k

k= ( 1)
4

2
1

1

� �
� ��

 если ( ,4) = 2′k , где xk  

есть решение сравнения � � �k xk
n1 2 2mod  если 

( ,4) = 1′k , и �
� �k

xk
n

2
1 2 2mod  если ( ,4) = 2′k .  

Более того, Λ  – решение сравнения 
ind g

nf(5) (1) 2 2� �� mod  и Λ  нечетное. 

3. МУЛЬТИПЛИКАТИВНАЯ СТРУКТУРА 
ПРИВЕДЕННЫХ СИСТЕМ ВЫЧЕТОВ  

ПО МОДУЛЮ СТЕПЕНИ  
ПРОСТОГО ИДЕАЛА

В оставшейся части данной работы пусть K  –  
поле алгебраических чисел с дискриминан-
том ∆ , а R  – кольцо целых чисел в нем. Пусть 
P  – простой идеал с N P qr( ) =  для некоторо-
го рационального простого q  и рациональное 
целого r ≥ 1. Пусть n ≥ 1 , если q ≠ 2, или n ≥ 2,  
если q = 2  – рациональное целое. Рассматри-
ваем мультипликативную группу приведенных 
вычетов по модулю P n , обозначаемую ( / )R P n ×.  
Пусть ( / ) ( / )1R P R Pn n� ��  – подгруппа выче-
тов, сравнимых с 1 по модулю P .

Теорема 3. Имеет место изоморфизм

( / ) ( / ) ( / ) .1R P R P R Pn n� � �� �

Более того, структура ( / )1R P n × , имеет вид

( / ) / ,1
=1

R P qn

j

L k j� � �Z Z

где подгруппы справа аддитивные, а целые числа 
L k j,  зависят от n  и q  (в частности, они зависят 
от того, четно или нет q , и q | ∆  или нет (раз-
ветвляется ли q  или нет), а если q | ∆, то от того, 
насколько велик n  по сравнению с индексом 
ветвления) [3], [4].

Следствие 1. Каждый u R P n� �( / )  представ-

ляется в виде u a u uL= ( , , , )1 … , где a R P� �( / )  и 

u qj

k j∈ Z Z/ . 

4. МЕТОД ПОЛУЧЕНИЯ ОЦЕНОК  
ДЛЯ НЕКОТОРЫХ СУММ ХАРАКТЕРОВ
Следствие 2. Пусть q  – нечетное рациональ-

ное простое число, n ≥ 1  – рациональное целое и 
χ  – мультипликативный характер по модулю qn.  
Тогда в терминах теоремы 1

� � �
�

( ) = ; = 1,
2

( )
1

u e
im

f u

qn
�

�

где m  – рациональное целое, а θ  зависит только 
от вычета u  по модулю q . 

Следствие 3. Пусть n ≥ 3  – рациональное целое 
и χ  – мультипликативный характер по модулю 
2n . Тогда в терминах теоремы 2

� �
�

( ) = ; = 1,
2

( )

2 2
u e

im
f u
n� �

�

где m  – рациональное целое, и знак зависит 
только от вычета u  по модулю 4. 

Теорема 4 (И. М. Виноградов).
Пусть m L, ∈ Z  с m L, > 0  и f u( )  – многочлен 

степени D + 1  с вещественными коэффициентами 

такой, что некоторый коэффициент bd ′  удовлет-

воряет b
a
q q

a qd � �= ; ( , ) = 1, < 1
2

�
� .

Полагая τ =
ln
ln

q
L

 если 1 < q L≤ , τ = 1  если 

L q Ld< 1� ��  и � = � �d
q
L

ln
ln

 если L q Ld d�� �1 < < , а 

�l
d d

=
12( 1)( )

ln
� � ��

�
�

�
�
�

� �
�

, ρ =
1

3 2D l�
, то имеет 

место оценка

u

L
imf u Dle D m L

=1

2 ( ) /2 2 1< (8 ) .� �� � ���

Используя теорему 4, следствия 2 и 3 с извест-

ным изоморфизмом Z Z Z Z/ ( / )1
1q q

k j k j≅ − ×, где 
группа справа – мультипликативная подгруппа 
вычетов по модулю qn , сравнимых с 1  по мо-
дулю q  если q ≠ 2 , а сравнимых с 1  по модулю 4  
если q = 2 , получим основной результат данной 
работы.

Теорема 5. Пусть 1 ≤ ≤h L  – рациональ-
ное целое, и { , , } { , , }

1 1k k k kj jh L… …⊆ , так, что 
k jt

≥ 4 , если q = 2 , и k jt
≥ 3  если q ≠ 2 . Пусть 

A R P A q
t
h

k jt� � �� �( / ) , /
=1
Z Z  – некоторые 

подмножества, и пусть, для j j jh∈ { , , }1 … , b cj j,  –  

рациональные целые такие, что 0 <≤ ≤b c qj j

k j. 
Пусть

S u R P a A u u

A b u c q j j j

n
j jh

j j j

k j
h

= { ( / ) ; ,( , , )

, ; { , }}

1

1

∈ ∈ ∈

∈ ′ ≤ ≤ ≤ ∈

× …

… .
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Пусть l n= 1� � � , тогда, полагая 

K k K k
j j jh

j t

h
jt1 { 1 , } 2 =1

= , =�� �…
, справедлива 

общая оценка

S

L h
L h l

l l n

r l n

u l

q q

� � �

� �

�
�

� �

�
�

�( ) 2 (8 )

( 1)

( )
2

(12 ( 1)( 2))

1
1

3 2( 2

ln

)) (12 ( 1)( 2))
1 2

,ln l l n
K K

� �

�

�
�
�

�

�
�
�

�

и l  удовлетворяет неравенствам 

n l n

n

q
� � � � �2 2

(
9
8

)ln

ln
.

Кроме того, полагая τ( ) = 1x  если 

q x qn
1

1
2 2�

� � � , и τ( ) =x
q
x
q

ln

ln
 если x q≥ 2 , а 

w x
x

l
l l

x

( ) =
( )

3 (
12 ( 1)

( )
)2

�

�
ln

�
, то справедлива конкрет-

ная оценка

	
S j j jh

b j
lw b j

j

w b j

c j
l

u A A l b l� �� � �
�

�
�

� �

( ) (8 ) (8 )
{ 1 , }

( )

6 ( ) 1 ( )

( )

6

…

ww c j
j

w c jc
( ) 1 ( )

.
�

�

�

�
�
��

�

�

�
�
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