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1. ВВЕДЕНИЕ И ФОРМУЛИРОВКА 
РЕЗУЛЬТАТОВ

Случайные графы играют ключевую роль в 
комбинаторной математике и теории графов. 
Наиболее распространённой и хорошо изучен-
ной моделью случайного графа является модель 
Эрдёша–Реньи, обозначаемая как G n p( , ) . В та-
ком случайном графе n  вершин, и каждая пара 
вершин соединяется ребром с вероятностью p  
независимо от других пар. При анализе таких 
графов часто рассматривается понятие инду-
цированного подграфа. Под индуцированным 
подграфом графа G , обозначаемым G V[ ]′ , по-
нимается подграф графа G , вершины которого 
составляют подмножество ′V  множества вер-
шин V  исходного графа G , и рёбра которого 
включают все рёбра исходного графа, соединя-
ющие пары вершин из ′V . Говоря о максималь-
ном индуцированном подграфе, обычно имеют 
в виду максимальный по размеру (по числу вер-
шин) индуцированный подграф. Еще одно клю-
чевое понятие в анализе случайных графов  – 
“асимптотически почти наверное” (а.п.н.). 

Говорят, что некоторое свойство выполняется 
а.п.н., если оно истинно с вероятностью, стремя-
щейся к 1 при n  стремящемся к бесконечности.

Боллобаш и Эрдёш в своей фундаментальной 
статье [1] доказали, что если p  является констан-
той, то существует функция f n npq( ) 2 ( )∼ log ,  

где q
p

=
1

1−
, такая что а.п.н. 

f n G n p f n( ) ≤ ( )( ) ≤ ( )+α , 1,

где α( )G  обозначает число независимости графа 
G , оно определяется как максимальный размер 
множества вершин V  в G , в котором никакие 
две вершины не соединены ребром.

После этого открытия появился ряд статей, 
демонстрирующих, что вышеуказанный резуль-
тат справедлив не только для числа независимо-
сти, но и для размера максимального индуциро-
ванного: 

•	 подграфа ограниченной степени: Фунтула-
кис, Канг, МакДиармид [2], 

•	 подграфа с ограниченной средней степе-
нью: Фунтулакис, Канг, МакДиармид [3], 

•	 пути и цикла: Дутта, Субраманиан [4], 
•	 дерева и подграфа с заданной средней сте-

пенью: Камалдинов, Скоркин, Жуковский [5], 
•	 леса: Кривошапко, Жуковский [6]. 

Результаты этого типа называются результатами 
2-точечной концентрации, так как вероятностное 
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распределение исследуемой случайной величины 
(например, α( ( , ))G n p ) асимптотически концент
рируется в не более чем двух целых значениях.

Оказывается, что если ослабить ограничение 
p = const , максимальный размер индуцирован-

ных подграфов многих типов всё равно концен-
трируется в некоторой окрестности величины 
2 ( )q nplog . Наиболее значимый результат был по-
лучен Фризом в его статье [7]. Он доказал, что 
существует функция f n npq( ) 2 ( )∼ log  такая, что 

если 
C
n

p oε < = (1) , где Cε  – достаточно большая 
константа, зависящая от ε , то а.п.н. 

�
�

G n p f n
p

, .( )( )− ( ) ≤

Насколько нам известно, это единственный 
результат, показывающий концентрацию в ин-

тервале размера o
p
1




 . Однако было установле-

но, что при ослаблении ограничений на размер 
интервала, а именно, при рассмотрении концен-
трации в интервале (2 ) ( )± ε q nplog  для фиксиро-

ванного ε > 0  и 
C
n

p oε < = (1) , где Cε  – доста-

точно большая константа, зависящая от ε , такая 
концентрация наблюдается также для размера 
максимального индуцированного:

1.	 дерева [8] (хотя доказательство предо-

ставлено для p
C
n

= ε , оно также справедливо для 

больших значений p ), 
2.	паросочетания [9], 
3.	пути и цикла [10]. 

Нами доказана концентрация размера наи-
большего леса (неограниченной степени) в ин-

тервале размера o
p
1




  для случая p→ 0 . Мы так-

же показываем, что аналогичное утверждение 
имеет место быть для лесов ограниченной степени.

Теорема 1. Пусть p p n= ( ) (0,1)∈ , q
p

=
1

1−
. 

Пусть X  обозначает размер максимального инду-
цированного леса в G n p( , ) . Тогда для любого фик-
сированного ε > 0  существует константа C > 0 , 

такая что если C
n

p< < 1− ε , то а.п.н 

2 1 3 2 1 3q qenp X enplog log .−( )( )+



 ≤ ≤ +( )( )+



ε ε

Теорема 2. Пусть p p n= ( ) (0,1)∈ , q
p

=
1

1−
.  

Пусть Y  обозначает размер максимального инду-
цированного леса в G n p( , )  с максимальной степе-
нью, не превосходящей ∆ . Тогда для любых фикси-
рованных ∆ ≥ 3  и ε > 0  существуют такие 
константы a e∆ ∈ (1, )  и C > 0 , что если 
C
n

p< < 1− ε , то а.п.н 

2 ( (1 )) 3 2 ( (1 )) 3 .q qa np Y a nplog log� �− +



 ≤ ≤ + +



� �

Нами также доказана двухточечная кон-
центрация размера наибольшего индуциро-
ванного леса и дерева ограниченной степени в 
G n p( , = )const .

Теорема 3. Пусть p = const , q
p

=
1

1−
. Тогда 

для любого фиксированного ∆ ≥ 3  существует кон-
станта a e∆ ∈ (1, ) , такая что а.п.н. размер макси-
мального индуцированного дерева с максимальной 
степенью, не превосходящей ∆ , равен либо 
2 1q a nplog ∆( ) +



 , либо 2 2q a nplog ∆( ) +



 . 

Теорема 4. Пусть p = const , q
p

=
1

1−
. Тогда 

для любого фиксированного ∆ ≥ 3  существует кон-
станта a e∆ ∈ (1, ) , такая что а.п.н. размер макси-
мального индуцированного леса с максимальной 
степенью, не превосходящей ∆ , равен либо 
2 1q a nplog ∆( ) +



 , либо 2 2q a nplog ∆( ) +



 . 

2. СХЕМЫ ДОКАЗАТЕЛЬСТВ

В этом разделе мы изложим основные шаги в 
доказательствах теорем 1–4. 

Доказательство теоремы 1. Доказательство  
основано на комбинации методов первого и вто-
рого момента, а также применении неравенства 
Талаграна. Пусть X k  – это количество индуци-
рованных корневых (с выделенной вершиной, 
корнем, в каждой компоненте) лесов в G n p( , )  на 
k  вершинах. Тогда 

EX k
m

k
k m k m

kn

k

k

m
k p p=

1

1
1

=1

2









−
−









 −( )∑ − −








− −( )

−







 −=








 +( )

k m

k

kn

k
q kpq

=

12 11
.
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Положим k enpq+ + +



ε ε:= 2 ( (1 )) 3 ,log  

k enpq− − +



ε ε:= 2 ( (1 )) 3 .log  Тогда EX k+

→
ε

0  и, 

пользуясь методом первого момента, мы дока-
зываем верхнюю оценку.

Для доказательства нижней оценки сначала 
мы применим хорошо известный метод второго 
момента, суть которого заключается в том, что 
если дисперсия мала по сравнению с квадра-
том математического ожидания, то вероятность 
того, что исследуемая случайная величина боль-
ше нуля, велика. А именно, если X  принимает 
только целые неотрицательные значения, то: 

P X
X

X X

X

> 0 =
1

1
.

2

2

2

( ) ≥ ( )

+
( )

E

E Var

E

Следующим ключевым моментом является 
оценивание дисперсии VarX k  для k k= −ε : 

VarX Fk

k

≤∑
�

�
=1

,

где F�  – ожидание числа (упорядоченных) пар 
индуцированных корневых лесов на k  верши-
нах, имеющих �  общих вершин. Далее мы по-
лучаем точное выражение для величины F�,  
перечисляя пары пересекающихся индуциро-
ванных лесов с заданным числом компонент и 
заданными размерами компонент в их пересе-
чении. Для этого нам потребовалось вывести 
некоторое обобщение формулы Кэли: пусть F  –  
ациклический подграф Kn  с m  компонента-
ми на f f fm1 2, , ,…  вершинах. Тогда величина 
f k h f fm( , , , , )1 …{ } , равная количеству корневых 

лесов с h  компонентами в Kn , таких что F  яв-
ляется индуцированным подграфом, выражает-
ся следующим образом: 

f k h f f f f
k

km m
k

k
k k

, , , , =1 1

0 =0 0

0… …
�
�

�
�{ }( ) ⋅ ⋅

−









×

×

−
− −∑

kk m

h
k

k m h0 0
1

1
( ) ,

+ −
−









 −

+ −
�

где f f fm1 2 =+ +… � .

Заметим, что метод второго момента позволя-
ет доказать теорему только для p n n> ( ) /2ln . 
Для остальных p  мы дополнительно используем 
неравенство Талаграна, о методике применения 
которого можно прочитать в [11]. 

Доказательство теоремы 2. Техника доказа-
тельства остается прежней, но требует весьма 
точной оценки величины F n m∆( , ) , равной числу 
помеченных корневых лесов с n  вершинами и 
m  компонентами, максимальная степень кото-
рых не превышает ∆ . Используя модифициро-
ванные коды Прюфера для таких лесов, можно 
получить выражение для F n m∆( , )  через произво-
дящие функции: 

F n m
n

m
n m x f x

n

n m n
∆ ∆, =

1

1
! =

1 !

( )
−
−









 −( ) 


 ( )( )

=
−( )

−

mm
x x f xn m n

−( )



 ( )( )

1 !
,∆

где f x
x
k

k

k

∆

∆
( ) =

!
=0

1−

∑ , а [ ]xn  – оператор взятия ко-

эффициента при xn . Данное выражение для 
F n m∆( , )  оказывается очень удобным при вычис-
лении ожидания числа индуцированных корне-
вых лесов ограниченной степени на k  вершинах 
в G n p( , ) , которое мы обозначим через Zk . Не-
сложно проверить, что 

EZ
n

k
p F k m p pk

k

m

k
k m=








 − ( ) −( )








 −∑(1 ) , 12

=1
∆

−− −( )

−







 −

=

=







 ( ) −( ) 



k m

k

k kn

k
q pq k x2 1

1 !
 ( )( )x f x e

k
x
pq

∆ .

Далее, для подсчета коэффициента при xn  
мы применяем комплексный анализ: 

x x f x e

i
z f z e

dz

z

f r e

k k
x
pq

k
z
pq

k

k




 ( )( )

= ( )( )
( )( )

∫ +

�

�
�

=

1
2 1� � ∼

rr
pq

kr r k− ( )1 2
,

��

вычисляя асимптотику интеграла методом сед-
ловой точки. В выражении выше r  – седловая 
точка, получаемая как решение уравнения 
rf r
f r

r
kpq

′
+∆

∆

( )
( )

= 1 , а �( ) =
( )

( )
2

( )

2 2

2
r

r f r
f r

r
kpq

r

kpq

′′
+ −�

�
. 

Доказательство теоремы 3. Техника доказа-
тельства остается прежней, однако теперь нам 
потребуется оценка числа T n∆( )  помеченных 
деревьев на n  вершинах с максимальной сте-
пенью, не превосходящей ∆ . Мы покажем, что 
верно следующее утверждение: для любого цело-
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го числа ∆ ≥ 3  существует константа a e∆ ∈ [1, ) , 
такая что 

T n
a
e

n
n

n
�

��( ) = .2

















−

Доказательство последнего утверждение опи-
рается на использование центральной предель-
ной теоремы (ЦПТ). Пусть, как и выше, 

f x
x
k

k

k

∆

∆
( ) =

!
=0

1−

∑ . Используя коды Прюфера и про-

изводящие функции, легко получить выражение 

T n
d

dx
f x

n

n
n

x∆ ∆( ) = ( ) |
2

2 =0

−

− ( )( )










. Введем случайную 

величину ��  с производящей функцией 

�
�
��

�

�
� � �

� �
x x

f x

f
( ) ( )

( )
:= = ,E

где ��  – параметр, определяемый ниже, и слу-
чайную величину Sn  с производящей функцией 

� ��Sn

n
x x( ) = ( ) .

�( )
Тогда для любого целого неотрицательного m: 

P S m
m

d

dx

x

m f

n

m m

m Sn
x

m

= =
!

=

!

=0

( )



















=

�
�

�

�

�

�

�

�� �
�

�( )( )
( )( )( )n

m

m

n

x

d

dx
f x

=0

.

Подставляя m n= 2− , получаем 

T n
f

n S n

f

f

f

n

n n�
� �

�

�
� �
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вычисляя асимптотику вероятности 
P S nn = 2−( )  с помощью локальной ЦПТ, при-
менимой при условии, что n− 2  достаточно 
близко к ESn , чего можно достигнуть подбором 
�� , а именно, определив ��  через уравнение 

E�
� �

��
� � �

� �
=

( )
( )

= 11f
f
− . Полагая a f� � �= ( )1− � , 

получаем желаемый результат.	 

Доказательство теоремы 4. Нижняя оценка 
следует из теоремы 3, поскольку каждое дерево 

является лесом. Верхняя же оценка легко полу-
чается подсчётом математического ожидания и 
применением метода первого момента. 	 
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We prove concentration in the interval of size o p(1 / )  for the size of the maximum induced forest (of bounded 
and unbounded degree) in G n p( , )  for C n pε ε/ < < 1−  for arbitrary fixed ε > 0 . We also show 2-point 
concentration of the size of the maximum induced forest (and tree) of bounded degree in the binomial random 
graph G n p( , )  for p = const.
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