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Оператором Колмогорова с зависящими от 
времени коэффициентами на Rd  называют эл-
липтический дифференциальный оператор вто-
рого порядка вида 
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где для фиксированного отрезка [ , ]τ T  на 
Rd T×[ , ]τ  заданы отображение b bi= ( )  со зна-
чениями в Rd  и отображение A aij= ( )  со зна-
чениями в пространстве неотрицательно опре-
деленных симметричных d d× -матриц, причем 
функции bi  и aij  измеримы по Борелю. Для та-
кого оператора ставится задача Коши для урав-
нения Фоккера–Планка–Колмогорова 
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с начальным условием � �� = , где ν  – борелев-
ская вероятностная мера на Rd . Вероятностным 
решением указанной задачи Коши называется 
семейство ( ) [ , ]� �t t T∈  борелевских вероятностных 
мер на Rd , для которых функция t Et� µ ( )  из-

мерима по Борелю для всякого борелевского 
множества E  в Rd , конечны интегралы 

0
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для компактов K d⊂ R  и для каждой функции 
ϕ ∈ ∞C d

0 ( )R  выполнено тождество 
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Требуемое при этом условие локальной ин-
тегрируемости коэффициентов относительно 
решения автоматически выполнено в случае 
локально ограниченных коэффициентов. Реше-
нием называют также меру µ µ= ( )t dx dt , которая 
определяется равенством 
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Указанное условие на коэффициенты есть 
локальная интегрируемость относительно µ .

Пусть y d∈ R  и ( ) [ , ]� �t
y

t T∈  – семейство боре-
левских вероятностных мер на Rd , удовлетво-
ряющее уравнению (1) с начальным условием 
� �� = y  – мерой Дирака в точке y . В работе 
Колмогорова [1] было показано, что в случае до-
статочно регулярных коэффициентов они могут 
быть вычислены по таким решениям посред-
ством формул 
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Естественно возникает вопрос о возможно-
сти восстановления коэффициентов по реше-
ниям в общем случае. В недавней работе [2] по-
казано, что если коэффициенты непрерывны, 
удовлетворяют оценкам 

a x t C x
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ij
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2( ) ≤ +( )
( ) ≤ +( ),

с некоторой постоянной C  (при этих оценках 
интегралы от | |2x  по мерам µt  ограничены на 
отрезках), то указанные А.Н. Колмогоровым ра-
венства справедливы.

Если коэффициенты aij , bi  не имеют непре-
рывных версий, то эти равенства нуждаются в 
уточнении, так как поточечно они могут не вы-
полняться просто из-за того, что изменение ко-
эффициентов на множестве нулевой µt dt -меры 
не меняет уравнение. Кроме того, интересно 
получить аналоги этих равенств в случае, когда 
начальное условие не является дельта-мерой. 
Ниже в теореме 2 представлен результат тако-
го рода. Он дает широкие достаточные условия 
восстановления коэффициентов по решению, 
покрывающие случай непрерывных коэффици-
ентов и дираковских начальных распределений, 
а также случай разрывных коэффициентов и на-
чального распределения, заданного плотностью 
с некоторыми свойствами. Доказательства будут 
опубликованы в подробной статье.

Определение 1. Будем говорить, что борелев-
ская функция f  на Rd T×[ , ]τ  аппроксимируе-
ма относительно семейства вероятностных мер 
( )[ , ]� �t T , если существует такая последователь-
ность ограниченных борелевских функций fn  на 
Rd T×[ , ]τ , что эти функции непрерывны по x , 
выполнено равенство 
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для каждого шара U , а также выполнено равен-
ство 
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В силу этого определения для всякого ε > 0  
существует такой номер N , что для всех m n N, ≥  
и почти всех s T∈ [ , ]τ  справедлива оценка 
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Поэтому найдется такое множество S T⊂ [ , ]τ  
с дополнением меры нуль, что при всех s S∈  
последовательность f sn( , )⋅  сходится в L s

1( )µ  к 

некоторому пределу f s�( , )⋅ . Нетрудно проверить, 
что сходимость имеет место и при s = τ , так что 
можно считать, что τ ∈ S  и поэтому есть функ-
ция f�( , )⋅ τ , которая будет играть важную роль в 
теореме 2.

Новая функция f�  является версией исходной 
в том смысле, что f x s f x s�( , ) = ( , )  почти всюду от-
носительно меры µ  на Rd T×[ , ]τ . Это свойство, 
конечно, зависит от меры µ , но если извест-
но, что всякое вероятностное решение данного 
уравнения Фоккера–Планка–Колмогорова об-
ладает почти всюду положительной плотностью 
относительно меры Лебега на Rd T×[ , ]τ , то по-
строенная версия универсальна для всех мер с 
плотностями. Известны различные достаточные 
условия положительности плотностей всех ве-
роятностных решений, в частности, достаточно, 
чтобы матрица диффузии была локально лип-
шицева и обратима, а коэффициент сноса был 
локально ограничен (см. [3, гл. 8]).

Ясно, что всякая непрерывная и ограничен-
ная функция f  на [ , ]τ T d×R  аппроксимируема 
относительно ( ) [ , ]� �t t T∈ , причем можно считать, 
что f f� = .

Приведем достаточное условие аппроксими-
руемости функции f  относительно семейства 
( ) [ , ]� �t t T∈ , выполненное без предположения о ее 
непрерывности.

Теорема 1. Предположим, что для почти всех 
t T∈ [ , ]τ  мера µt  имеет плотность ρ( , )⋅ t  отно-
сительно меры Лебега, причем на всяком шаре U  
функции ρ( , )⋅ t  равномерно интегрируемы (напри-
мер, равномерно ограничены в L Up( ) , где p > 1). 
Пусть локально ограниченная измеримая функция 
f  удовлетворяет следующим условиям: 

	
R t T x R tf x t dx
→∞ ∈[ ] ≥∫ ( )lim sup

�
�

, | |
( , ) = 0, 	 (6)

для каждого шара U  множество функций 
x f x t� ( , )  имеет компактное замыкание в L U1( )  и 

	
t x U

f x t f x
→ ∈

( )− ( )
τ
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Тогда функция f  аппроксимируема относи-
тельно семейства ( ) [ , ]� �t t T∈ . 
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Пример 1. (i) Всякая ограниченная измери-
мая функция f , не зависящая от t , аппрокси-
мируема относительно семейства мер ( ) [ , ]� �t t T∈ , 
непрерывного по t  в слабой топологии и удов-
летворяющего указанному в предложении ус-
ловию на плотность ρ . Действительно, условие 
предкомпактности и (7) тривиально выполнены, 
а для проверки (6) достаточно заметить, что дан-
ное семейство мер равномерно плотно по теоре-
ме Прохорова, поскольку оно компактно в сла-
бой топологии в силу непрерывности µt  по t .

(ii) Всякая непрерывная функция f , не за-
висящая от t , аппроксимируема относительно 
всякого семейства мер ( ) [ , ]� �t t T∈ , относитель-
но которого она равномерно интегрируема. 
Здесь в качестве gn  можно брать срезки ψn f( ),  
где ψn u u( ) =  при | |u n≤ , ψn u n( ) =  при u n> ,  
ψn u n( ) = −  при u n<− . Например, это верно, 
если функция f  непрерывна, удовлетворяет 
оценке | ( ) | | |f x C C x k≤ +  и меры µt  обладают 
равномерно ограниченными моментами неко-
торого порядка m k> .

(iii) Более общим образом, непрерывная на 
Rd T×[ , ]τ  функция f  аппроксимируема отно-
сительно семейства мер ( ) [ , ]� �t t T∈ , если функции 
f t( , )⋅  равномерно интегрируемы относительно 

мер µt . Например, это верно при тех же оценке 
| ( , ) | | |f x t C C x k≤ +  и условии равномерной 
ограниченности моментов меры µt  порядка 
m k> . В частности, если ( ) [ , ]� �t t T∈  – решение 

задачи (1), где | ( , ) | (1 | | )2a x t C xij ≤ + , 
| ( , ) | (1 | |)b x t C xi ≤ +  и начальное условие имеет 
второй момент, то непрерывная функция f  с 
оценкой | ( , ) | (1 | | )1

2f x t C x≤ + , аппроксимируе-
ма относительно ( ) [ , ]� �t t T∈ . 

При применении к решениям задачи (1) ука-
занное условие на плотности исключает сингу-
лярные начальные распределения в момент τ ,  
но известно, что оно выполнено, если матри-
цы A x t( , ) 1−  равномерно ограничены, матрицы 
A x t( , )  равномерно липшицевы по x , а плот-

ность � �( , )⋅  локально ограничена (см. [3, §7.3]).

Приведем основной результат о восстановле-
нии коэффициентов A  и b  по вероятностному 
решению ( ) [ , ]� �t t T∈  уравнения (1) при следую-
щем условии: 

	
a x t

x
b x t dx dt

ij
i

t
,

1
, , = .

( )
+

( ) ( )интегрируемы в мере µ µ  (8)

В формулировке используется некоторое се-
мейство мер µt

y , порожденное решением задачи 
(1) с начальным распределением ��  и дающее 
решения задачи (1) с дираковскими начальны-
ми распределениями δy . Это семейство стро-
ится следующим образом. Согласно известному 
принципу суперпозиции (см. [6], [7], [8]), при 
условии (8) существует такая борелевская веро-
ятностная мера P  на пространстве непрерыв-
ных траекторий � := ([ , ], )C T d� R  с его обычной 
sup-нормой, что 

� � �t t tP e e t= , ( ) = ( ),1� − где

и для всякой функции ϕ ∈ ∞C d
0 ( )R  отображение 

� � � � � � � �
�

, ,t t L s s ds
t

( ) ( )( )− ( )( )− ( )( )∫�

является мартингалом относительно P  и филь-
трации Ft , порожденной отображениями es , 
τ ≤ ≤s t . Такая мера P  называется решением 
мартингальной задачи (см. [4], [5]). Пусть P y  –  
условные меры, получающиеся при дезинте-
грировании меры P  относительно меры �� . 
Это означает, что мера P  записывается в виде 
P d P d dyy( ) = ( ) ( )� � �� , т.е. для всякого борелев-
ского множества B ⊂ Ω  выполнено равенство 

P B P B dyd
y( ) ( ) ( )∫= ,

R
��

где каждая мера P y  сосредочена на множестве 
e yτ
−1( )  и борелевски зависит от y . Непосред-

ственно проверяется, что для �� -почти всяко-
го y  семейство мер µt

y y
tP e= 1� −  является ре-

шением уравнения (1) с начальным условием 
� ��

y
y= .

Отметим, что решения µt
y  не обязаны суще-

ствовать при всех y . Кроме того, не предпола-
гается единственность решения задачи Коши. В 
случае неединственности важно использовать 
именно указанные решения, порожденные ре-
шением мартингальной задачи (его единствен-
ность также не предполагается).

Теорема 2. Предположим, что 

t T
d tx dx

∈[ ]
∫ ( ) ∞

�
�

,

2
<sup

R

и коэффициенты bi  аппроксимируемы относи-
тельно семейства ( ) [ , ]� �t t T∈ . Тогда справедливо 
равенство 
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d
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Если, более того, функции aij  интегрируемы 
относительно меры µ  и функции x bj

i  аппрок-
симируемы относительно семейства ( ) [ , ]� �t t T∈ , 

причем при некотором p > 2  интегралы от 
| |x p  по мерам µt  равномерно ограничены  
и t L t

b tsup � �( , ) <2( )
⋅ ∞

µ
, то верно равенство 

	
h

d d
i i j j

h
y ij

h
x y x y dx a y dy

→ +
+∫ ∫ −( ) −( ) ( )− ( ) ( )

0

1
2

, = 0.lim
R R

� � �� �
� 	

Таким образом, равенства (2) и (3) выполнены в 
смысле сходимости в L1( )�� . 

Статья поддержана проектом 23-Ш05-16 в 
рамках Междисциплинарных научно-образова-
тельных школ Московского университета.
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